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NetuSena vlastnost
Schwarzschildovy metriky

Michal K¥izek

Abstract [Unexpected property of the Schwarzschild metric]: In this paper,
we show that the difference between the classical Euclidean geometry and the
Schwarzschild geometry of a curved space corresponding to a tiny mass ball
can be quite essential. Changes of the volume will be apparent on large galactic
and cosmological scales.

Key words: Exterior Schwarzschild metric, relativistic volume, Euclidean vo-
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Souhrn: V ¢lanku ukazeme, Ze rozdil mezi klasickou eukleidovskou geometrii
a geometrii zakfiveného Schwarzschildova prostorocasu vné¢ malé hmotné
koule je dosti podstatny. Zmény objemu se projevi hlavné na velké galaktické
¢i kosmologické vzdalenosti.
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Tento ¢lanek je volnym pokracovanim prace [3], kde jsme se zabyvali vlastnostmi
Schwarzschildovy metriky uvnitt sféricky symetrickych hmotnych objektt. V tomto
¢lanku se budeme zabyvat vlastnostmi Schwarzschildovy metriky vné takovych ob-
jekti.

Pro kladna ¢isla R < @ uvazujme mezikouli o vnitfnim poloméru R a vné&j$im
poloméru Q (viz obr. 1). Jeho objem v eukleidovském prostoru E? je zfejmé

V= é7r(c,23 — RY). (1)
3

Vzdalenost dvou libovolnych bodti (z,y, 2) a (z + dz,y + dy, z + dz) v E3 je

dana délkovym elementem d/, ktery spliiuje zobecnénou Pythagorovu vétu

di? = da? + dy?® + d2*. 2)
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Obrazek 1. Mezikouli o vnitinim poloméru R a vnéjsim poloméru @
Misto kartézskych soufadnic (z, vy, z) je pro sféricky symetrické objekty vhodn&jsi
pouzivat standardni sférické souradnice (r, ¢, ),
xr=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosb, 3)

kder > 0, ¢ € [0,27) a 6 € [0, ], viz obr. 2. Déle budeme piedpokladat, ze body
(r,p,0)a(r+dr, p+dp, 0+d0) jsou infinitezimalné blizké. Postupnym derivovanim
podle (7, ¢, §) 1ze metriku (B) prevést pomoci (B) na tvar

di? = dr? + r?sin? 0 dp? + r2d6>. 4)

Obrdazek 2. Bod (x,vy, z) ve standardnich sférickych souradnicich (r, p, 0)

Nas okolni svét se od eukleidovského prostoru E2 odliduje tim, Zze hmotné ob-
jekty skute¢ny prostorocas zakiivuji. V celém ¢lanku budeme ptedpokladat, ze toho
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zaktiveni je dostateCné presné popsdno obecnou teorii relativity. Uvidime, ze pou-
zivani Einsteinovych rovnic na velké vzdalenosti muze vést k pon¢kud zkreslenym
predstavam o zakiiveni skute¢ného prostorocasu kolem nas.

Pro jednoduchost uvazujme nerotujici kouli ve vakuu o hmotnosti M > 0 se
sféricky symetrickym rozlozenim hustoty. Ozna¢me symbolem

2MG

S=—; )

C

Schwarzschilditv gravitacni polomér této koule, kde G = 6.674-107 ' m3kg—'s~2 je
gravitaéni konstanta a ¢ = 299792458 ms~! je rychlost svétla ve vakuu. Oznacime-
li 0 obvod koule, pak sourradnicovy polomér koule je definovan vztahem R = o/(27).
Dale budeme piedpokladat, ze R > S.

V roce 1915 slavny némecky matematik a fyzik Karl Schwarzschild [§] nasel jako
prvni specialni vakuové feseni Einsteinovych rovnic (angl. Schwarzschild blackhole
solution), srov. (f) nize. Nadale budeme pouZivat jen termin prostor misto prostoro-
¢as, protoze uvazovana koule bude nehybna. Birkhoffova véta tvrdi [|L], Ze zakiiveni
prostoru mimo kouli (tj. pro r > R) je popsano standardni Schwarzschildovu metri-
kou (viz napt. [4])

di? = dr? + r?sin? 0 dp? + r2d6? (6)

—S

pro pevny cas a libovolné sféricky symetrické rozlozeni hustoty uvnitt koule. Pritom
odpovidajici metricky tenzor je presnym feSenim Einsteinovych rovnic. Pro M — 0
prechazi podle () Schwarzschildova metrika () na eukleidovskou metriku (H).

Nyni vypoéteme, jaky ma mezikouli o polomérech R < @ skutetny objem V
v zakfiveném vnéjsim prostoru kolem uvazované hmotné koule o soutadnicovém po-
loméru R (vlnka oznacuje, Ze jde o zakiiveny prostor). Pomoci () zjistime, ze vn&jsi
objemovy element je roven

dV =

! 5 dr - (rsinfdy) - (rdf).

r—

Odtud a z Fubiniovy véty dostaneme vztah pro vnéjsi relativisticky objem

5 Q r T 2 Q
:/ %/ dr-/ (/ sin@dcp)d0:47r/ r’
R r—=S 0o Jo R

Derivovanim lze ovéfit, ze

2 2
/ dr= T— 5—ST+%>\/T( +—1n 2\/r(r — S)+2r—

f sdn ()
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Pro rozdil relativistického a eukleidovského objemu tak podle (1) a ([l]) plati

- Q
V—V:47T/R TQ,/Tder—gw(QtRf”) (8)

= (@ + 5SQ+15§2) Q- S+—l (2v/Q(Q —5) +2Q - 5)

1552 1
—(R2+5STR+ 5;) R(R - S—ﬁl (2v/R(R—S) + 2R — 5)

- Q'+ R,
Ze vztahu (8) nyni vidime, Ze pro pevné poloméry R < @ plati
V-V —=0 proM—D0,

nebot’ podle (B) je S — 0. Na druhé strané ale plati nasledujici prekvapivé tvrzeni.
Véta. Jsou-li M > 0a R > S libovolnd pevna cisla spliwjici (B), pak

V-V =00 proQ — oo.

Diitkaz. Piedné je tieba konstatovat, Ze vztah (§) byl odvozen ze Schwarzschildovy
metriky () pfesné bez jakychkoliv aproximaci. Protoze

Q>R>S
a logaritmus je rostouci funkce, rozdil &lenti obsahujici logaritmy v (§) je kladny.ﬂ]

Z nerovnosti
VO —-9)>Q -5

pak dostaneme dolni odhad

55@ 1552
4

2 2
)@ S)cf+0_g%+52Q+a

V—V>(Q?%

kde C obsahuje vSechny zbyvajici ¢leny nezavislé na Q akde C = C — 1553 /8. Pro
Q) — oo tak dostaneme tvrzeni véty. [

'Jelikoz In a— In b = In(a/b), argument v kulatych zavorkach je bezrozmémy.
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Rozdil objemt V — V tak roste nade vSechny meze pro ) — oo, coz je do-
sti absurdni vysledek. Pifedchozi vétu miizeme totiz pouzit napt. na kuleénikovou
kouli, malou cinénku ¢i $pendlikovou hlavic¢ku, protoze hmotnost M > 0 je libo-
volna pevna. Otazkou tak zustava, jak velké () muzeme jesté volit, aby relativisticky
objem V ze vztahu () dobre aproximoval realitu.

Zvolime-li napt. Q = 5 - 10%° m jako je polomér nasi Galaxie, pak pro cinénku
o poloméru R = 0.01 m umisténou ve vakuu je M = 0.033kga S =5-10"% m.
Podle vztahu (§) pak rozdil objemi &ini

V —V &~ 10000 km?,

coz je cca 10'9krat vice nez objem samotné cinénky. Jinymi slovy, cinénka vloZena
do prazdného plochého prostoru vygeneruje kolem sebe na vzdalenost () deset tisic
kilometrti krychlovych objemu navic oproti eukleidovskému objemu. Odtud vidime,
jak o8idné miize byt pouzivani Einsteinovych rovnic na galaktické vzdalenosti. Pokud
uplatnime obecnou teorii relativity dokonce na kosmologické vzdalenosti, popf. na
cely vesmir, miizeme ziskat dosti zkreslené vysledky [2].
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