
Kapitola 3

Absolutně spojité funkce

Specíalńım p̌rı́padem funkćı s koněcnou variaćı jsou funkce absolutňe spojit́e,
kteŕeúzce souviśı s Lebesgueovou teoriı́ integŕalu a jsou dob̌re zńamy z Carath́eo-
doryovy teorie oby̌cejńych diferencíalńıch rovnic. Integŕaly, kteŕe se v t́eto kapi-
tole vyskytuj́ı, jsou integŕaly Lebesgueovy.

3.1 Definice a źakladnı́ vlastnosti

3.1 Definice.Funkcef : [a, b ]→R je absolutňe spojit́a na intervalu[a, b ], jestli-
že ke kǎzdémuε > 0 existujeδ > 0 takov́e,že pro kǎzdý koněcný syst́em interval̊u
{[aj, bj] : j = 1, 2, , . . . ,m} splňuj́ıćı

a≤ a1 <b1≤ a2 <b2 < · · ·<bm−1≤ am <bm≤ b a
m∑

j=1

(bj − aj) <δ (3.1)

plat́ı

m∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε. (3.2)

Množinu funkćı absolutňe spojit́ych na[a, b ] znǎćımeAC[a, b ].

3.2 Cvičeńı. Dokǎzte tvrzeńı:
Každ́a lipschitzovsḱa funkce na intervalu[a, b ] (viz cvičeńı 2.6 (iv)) je na

tomto intervalu absolutňe spojit́a. Specíalně je-li derivacef ′ funkcef spojitá na
[a, b ]1, pak f je absolutňe spojit́a na [a, b ].

3.3 Věta. Je-li f absolutňe spojit́a na [a, b ] a [c, d ]⊂ [a, b ], pak jef absolutňe
spojitá i na [c, d ].

Je-li a< c< b a f je absolutňe spojit́a na [a, c ] i [c, b ], pak je f absolutňe
spojitá na [a, b ].

1tj. f ′ je spojit́a na (a, b), existuj́ı koněcné limity f ′(a+)= lim
t→a+

f ′(t),

f ′(b−)= lim
t→b−

f ′(t) a f ′(a)=f ′(a+) a f ′(b)=f ′(b−)
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D ů k a z . Prvńı tvrzeńı je evidentńı.

P̌redpokĺadejme,̌ze f ∈AC[a, c ] a f ∈AC[c, b ] a bud’ dánoε> 0. Můžeme
zvolit δ > 0 tak, aby platilo

m∑
j=1

|f(βj)− f(αj)| < ε

2

pro kǎzdý syst́em interval̊u {[αj, βj] : j = 1, 2, , . . . , m} takov́y, že

a≤α1 <β1≤α2 <β2. . . < βm−1≤αm <βm≤ c a
m∑

j=1

(βj −αj) <δ (3.3)

a soǔcasňe
p∑

j=1

|f(δj)− f(γj)| < ε

2

pro kǎzdý syst́em interval̊u {[γj, δj] : j = 1, 2, , . . . , p} takov́y, že

c≤ γ1 <δ1≤ γ2 <δ2. . . < δp−1≤ γp <δp≤ b a
p∑

j=1

(δj − γj) <δ. (3.4)

Nyńı, mějme syst́em interval̊u {[aj, bj] : j = 1, 2, , . . . , n} takov́y, že

a≤ a1 <b1≤ a2 < b2. . . < bn−1≤ an <bn≤ b a
n∑

j=1

(bj − aj) <δ. (3.5)

Sḿıme p̌redpokĺadat,že c nelěźı v žádńem z interval̊u (aj, bj), j = 1, 2, . . . , n.
(Kdyby totiž bylo c∈ (ak, bk) pro ňejaḱe k ∈{1, 2, . . . , n}, rozďelili bychom in-
terval [ak, bk] na sjednoceńı [ak, c]∪ [c, bk] a nov́y syst́em by op̌et spľnoval (3.5).)
Můžeme tedy rozďelit dańy syst́em {[aj, bj] : j = 1, 2, , . . . , n} na syst́emy

{[αj, βj] : j = 1, 2, , . . . ,m} a {[γj, δj] : j = 1, 2, , . . . , p}

splňuj́ıćı (3.3) a (3.4). Soǔcet
n∑

j=1

|f(bj) − f(aj)| se tedy rozpad́a na dva soǔcty,

z nicȟz kǎzdý je meňśı něz
ε

2
. Tud́ıž

n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε. 2
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3.4 P̌r ı́klad. Podle cvǐceńı 3.2 je kǎzdá funkce, kteŕa má spojitou derivaci na
[a, b ], absolutňe spojit́a na[a, b ]. Jednoduch́ym p̌rı́kladem absolutňe spojit́e funk-
ce na[a, b ] , kteŕa neḿa spojitou derivaci na(a, b), je nap̌r. funkce

f(x) =





x− a prox∈ [a,
a + b

2
],

b− x prox∈ [
a + b

2
, b ],

kteŕa je žrejmě absolutňe spojit́a na intervalech[a, a + b
2

] a [a + b
2

, b ], a tedy podle
věty3.3také na[a, b ].

3.5 Pozńamka. Jestlǐze f : [a, b ]→R, K⊂N a jestlǐze pro kǎzdé ε> 0 existuje
δ > 0 takov́e, že∑

j∈K
|f(βj)− f(αj)| < ε (3.6)

plat́ı pro kǎzdý (nikoliv nutně koněcný) syst́em interval̊u {[αj, βj]⊂ [a, b ]: j ∈K},
splňuj́ıćı

(αj, βj) ∩ (αk, βk) = ∅ pro j 6= k a
∑

j ∈K
(βj − αj) < δ, (3.7)

pak je funkcef : [a, b ]→R samožrejmě absolutňe spojit́a na[a, b ].

V následuj́ıćım lemmatu uḱažeme,že plat́ı i obráceńa implikace. Pozname-
nejme jěsťe, že podle lemmatu2.22je kǎzdý syst́em interval̊u spľnuj́ıćı (3.7) nej-
výše spǒcetńy.

3.6 Lemma. Je-li f ∈AC[a, b ], pak pro kǎzd́e ε> 0 existujeδ > 0 takov́e, že
nerovnost(3.6) plat́ı pro libovolńy (p̌rı́padňe nekoněcný) syst́em podinterval̊u in-
tervalu [a, b ]

{[αj, βj]⊂ [a, b ] : j ∈K}
splňuj́ıćı (3.7).
D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze f ∈AC[a, b ]. Zřejmě stǎćı dokázat tvrzeńı lem-
matu pro p̌rı́pad, že K=N. Necht’ je dáno ε> 0 a necht’ δ > 0 je uřceno de-
finicı́ 3.1 pro ε/2 na ḿısťe ε. Necht’ {[αj, βj] : j ∈N} je syst́em podinterval̊u
v [a, b ] splňuj́ıćı (3.7). Potom pro kǎzdé m∈N máme

m∑
j=1

(βj − αj) < δ, a tedy
m∑

j=1

|f(βj)− f(αj)| < ε

2
.
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Odtud
∞∑

j=1

|f(βj)− f(αj)| = lim
m→∞

m∑
j=1

|f(βj)− f(αj)| ≤ ε

2
< ε.

Tı́m je důkaz dokoňcen. 2

3.7 Věta. Každ́a funkce absolutňe spojit́a na intervalu[a, b ] má na tomto inter-
valu koněcnou variaci.

D ů k a z . Necht’ f ∈AC[a, b ]. Zvolme δ > 0 tak, aby platilo

m∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| < 1

pro kǎzdý koněcný syst́em interval̊u {[aj, bj] : j = 1, 2, , . . . , m} splňuj́ıćı (3.1).
Dále zvolme ďeleńı {x0, x1, . . . , xk} intervalu [a, b ] tak, aby platilo

0 < xi − xi−1 < δ pro kǎzdé i = 1, 2, . . . , k.

Potom pro kǎzdé i = 1, 2, . . . , k a kǎzdé ďeleńı σi = {αi
0, α

i
1, . . . , α

i
mi
} intervalu

[xi−1, xi] máme

mi∑
j=1

(αi
j − αi

j−1) = xi − xi−1 < δ,

a tud́ıž (podle v̌ety2.11)

varba f =
k∑

i=1

varxi
xi−1

f =
k∑

i=1

sup
σi ∈D [xi−1,xi]

V (f, σi) ≤ k < ∞.
2

3.8 Věta. Jestlǐzef, g ∈AC[a, b ], pak taḱe

|f |, f + g, f g, max{f, g}, min{f, g}∈AC[a, b ].

Je-li nav́ıc |f(x)|> 0 na [a, b ], pak taḱe
1

f
∈AC[a, b ].

D ů k a z . Necht’ f, g ∈AC[a, b ].

a) Pro libovolńa x, y ∈ [a, b ] plat́ı |f(x)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)|. Tud́ıž

|f(x)− f(y)| ≥
∣∣|f(x)| − |f(y)|

∣∣
a
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m∑
j=1

∣∣|f(βj)| − |f(αj)|
∣∣ ≤

m∑
j=1

|f(βj)− f(αj)|.

Odtud okam̌zitě plyne,že taḱe |f | ∈AC[a, b ].

b) Druh́e a ťret́ı tvrzeńı, tj. f + g ∈AC[a, b ] a f g ∈AC[a, b ], plynou z nerovnostı́

|(f(x) + g(x))− (f(y) + g(y))| ≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|
a

|f(x) g(x)− f(y) g(y)| ≤ ‖f‖ |g(x)− g(y)|+ ‖g‖ |f(x)− f(y)|.
c) Protǒze pro libovolńe x∈ [a, b ] máme

max{f(x), g(x)} =
1

2

(
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

)

a

min{f(x), g(x)} =
1

2

(
f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|

)
,

plat́ı v důsledku a) a b) taḱe

max{f, g}∈AC[a, b ] a min{f, g}∈AC[a, b ].

d) Koněcně, je-li nav́ıc |f(x)|> 0 pro x∈ [a, b ], pak existujeµ> 0 takov́e, že
|f(x)| ≥µ plat́ı pro x∈ [a, b ], a tud́ıž taḱe

∣∣∣ 1

f(x)
− 1

f(y)

∣∣∣ ≤ |f(x)− f(y)|
µ2

.

Nyńı už je snadńe uḱazat,že
1

f
∈AC[a, b ]. 2

3.9 Věta. Funkcef : [a, b ]→R je absolutňe spojit́a na intervalu[a, b ] právě teh-
dy, kdy̌z existuj́ı funkcef1 a f2 neklesaj́ıćı a absolutňe spojit́e na [a, b ] a takov́e,
žef = f1 − f2 na intervalu[a, b ].

D ů k a z . a) Necht’ f = f1 − f2 na [a, b ], kde f1, f2 jsou absolutňe spojit́e a
neklesaj́ıćı na [a, b ]. Pak podle v̌ety3.8 je taḱe f absolutňe spojit́a na[a, b ].

b) Necht’ f ∈AC[a, b ]. Podle v̌et3.7a2.14existuj́ı funkcef1, f2 neklesaj́ıćı
na [a, b ] takov́e, že f = f1 − f2. Podle d̊ukazu v̌ety2.14můžeme polǒzit

f1(x) = varxa f a f2(x) = f1(x)− f(x) prox∈ [a, b ].
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Vzhledem k v̌eťe 3.8 stǎćı dokázat,že f1 je absolutňe spojit́a na [a, b ]. P̌redpo-
kládejme,̌ze je d́anoε> 0, a necht’ δ > 0 je takov́e, že

m∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε

2

plat́ı pro kǎzdý syst́em interval̊u {[aj, bj] : j = 1, 2, , . . . , m} splňuj́ıćı (3.1).

Necht’ [αj, βj], j=1, 2, . . . , n, je libovolný syst́em interval̊u spľnuj́ıćı (3.3),
v němž m = n. Pro kǎzdé j = 1, 2, . . . , n zvolme ďeleńı σj = {σj

0, σ
j
1, . . ., σ

j
nj
}

intervalu [αj, βj]. Potom

n∑
j=1

nj∑
i=1

(
σj

i − σj
i−1

)
=

n∑
j=1

[
βj − αj

]
< δ,

a tud́ıž

n∑
j=1

V (f, σj) =
n∑

j=1

nj∑
i=1

∣∣f(σj
i )− f(σj

i−1)
∣∣ <

ε

2
.

Odtud ǔz plyne,že

n∑
j=1

(
f1(βj)− f1(αj)

)
=

n∑
j=1

varβj
αj

f =
n∑

j=1

(
sup

σj∈D [αj ,βj ]

V (f, σj)
)
≤ ε

2
< ε.

Tı́m je důkaz v̌ety dokoňcen. 2

3.2 Absolutně spojité funkce a Lebesgue̊uv integrál

P̌ripoměnme, že podle v̌ety 2.30 každá funkce s koněcnou variaćı na intervalu
[a, b ] má pro s.v.x∈ [a, b ] koněcnou derivacif ′(x). Podle v̌ety3.7má tedy stej-
nou vlastnost i kǎzdá funkce, kteŕa je absolutňe spojit́a na[a, b ]. Ve zb́yvaj́ıćı části
této kapitoly p̌ripomeneme ňekteŕe daľśı základńı vlastnosti derivaćı funkćı abso-
lutně spojit́ych a souvislost mezi absolutnı́ spojitost́ı a neuřcitým Lebesgueov́ym
integŕalem. V p̌rı́padech, kdy se d̊ukazy nebo jejicȟcásti oṕıraj́ı o teorii ḿıry
v rozsahu p̌resahuj́ıćım rámec tohoto textu, d̊ukazy, resp. jejich p̌rı́slušńe části
neuv́ad́ıme a pouze odkazujeme na dostupnou literaturu. Integrálem se v tomto
odstavci rozuḿı integŕal Lebesgue̊uv.
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Podle ńasleduj́ıćı věty jsou derivace funkcı́ s koněcnou variaćı (a tedy t́ım sṕıše
i funkćı absolutňe spojit́ych) lebesgueovsky integrovatelné. Jej́ı důkaz podstatňe
využ́ıvá řady poznatk̊u teorie ḿıry a Lebesgueovy integrace, které se nevejdou do
tohoto textu. Próuplný důkaz tedy odkazujeme na přı́slušnou literaturu (viz nap̌r.
[15, věta 91], [16, věta VI.4.1], resp. [33, Theorem 22.7]).

3.10 Věta. Má-li funkce f : [a, b ]→R koněcnou variaci na [a, b ], pak je jej́ı
derivacef ′ lebesgueovsky integrovatelná na [a, b ].

Je-li nav́ıc f neklesaj́ıćı na [a, b ], pak plat́ı nerovnost

0 ≤
∫ b

a

f ′(x) dx ≤ f(b)− f(a). (3.8)

Nyńı ukážeme,̌ze neuřcitý integŕal integrovatelńe funkce je absolutňe spojit́y.

3.11 Věta. Jestlǐzeg ∈L1 [a, b ] a f(x) =

∫ x

a

g(t) d t pro x∈ [a, b ], pak je funkce

f absolutňe spojit́a na intervalu[a, b ].

D ů k a z . Necht’ g ∈L1 [a, b ]. Bud’ dánoε> 0. Potom existujeδ > 0 takov́e, že

m∑
j=1

∫ bj

aj

∣∣g(x)
∣∣ dx < ε

plat́ı pro kǎzdý syst́em interval̊u {[aj, bj]⊂ [a, b ] : j = 1, 2, . . . , m} splňuj́ıćı (3.1)
(viz nap̌r. [16, věta V.5.5] nebo [15, věta 51] – tato vlastnost se obvykle nazývá
absolutńı spojitost Lebesgueova integrálu).

Máme tedy

m∑
j=1

∣∣f(bj)− f(aj)
∣∣ =

m∑
j=1

∣∣∣
∫ bj

aj

g(t) d t
∣∣∣≤

m∑
j=1

∫ bj

aj

|g(t)| d t< ε.

To znameńa, že f ∈AC[a, b ]. 2

3.12 Cvǐceńı. Dokǎzte, že funkcef(x) =
√
|x| je absolutňe spojit́a na inter-

valu [−1, 1], přičem̌z f neńı lipschitzovsḱa na [−1, 1]. (Návod: f je na [−1, 1]
neuřcitým Lebesgueov́ym integŕalem lebesgueovsky integrovatelné funkce a sou-
časňe f ′(0−) =−∞ a f ′(0+) =∞.)
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Dalš́ı tvrzeńı se t́yká derivov́ańı neuřcitých integŕalů integrovatelńych funkćı.

3.13 Věta. Jestlǐzeg ∈L1 [a, b ] a

f(x) =

∫ x

a

g(t) d t pro x∈ [a, b ],

potomf ′(x) = g(x) pro s.v.x∈ [a, b ].

D ů k a z se oṕırá o řadu v́ysledk̊u teorie ḿıry, kteŕe nejsou do tohoto textu
zǎrazeny. Odkazujeme tedyčteńǎre na d̊ukazy nap̌r. v [16, věta VI.3.1] nebo [33,
Theorem 23.4]. 2

Necht’ je dána funkceg ∈L1 [a, b ]. Podle v̌et3.11a3.13je jej́ı neuřcitý Lebe-
sgue̊uv integŕal f absolutňe spojit́y na [a, b ] a plat́ı f ′= g s.v. na[a, b ]. Chceme
ukázat,že f je absolutňe spojit́a na[a, b ] tehdy a jen tehdy, kdy̌z f je neuřcitým
integŕalem ňejaḱe lebesgueovsky integrovatelné funkce. Pro d̊ukaz takov́eho tvr-
zeńı je klı́čové ńasleduj́ıćı tvrzeńı známé jako Rieszovo lemma.

3.14 Lemma(RIESZ). Necht’ f ∈C[a, b ] a

E = {x∈ (a, b) : ∃ ξ ∈ (x, b ] takov́e, žef(ξ) >f(x)}.

Potom je mnǒzina E otev̌rená a je sjednoceńım nejv́yše spǒcetńeho syst́emu po
dvou disjunktńıch otev̌rených interval̊u (ak, bk), při čem̌z pro kǎzd́y z nich plat́ı
f(ak)≤ f(bk).

D ů k a z je zalǒzen mj. na zńamém faktu,že kǎzdá nepŕazdńa otev̌reńa mnǒzina
je sjednoceńım nejv́yše spǒcetńeho syst́emu po dvou disjunktńıch otev̌reńych in-
terval̊u (viz nap̌r. [14, věta 69]). Podrobńy důkaz Rieszova lemmatu lze nalézt
nap̌r. v monografii [16] v odstavci VI.1.2 v̌enovańem d̊ukazu Lebesgueovy věty
o derivaci funkce s koněcnou variaćı (nǎse v̌eta2.30). 2

3.15 Pozńamka. Zobecňeńı Rieszova lemmatu na přı́pad, kdy funkcef může
být jen regulovańa, bylo doḱaźano v [46, lemma XIII.3.5].

3.16 Lemma. Jestlǐzef ∈AC[a, b ] je neklesaj́ıćı na [a, b ] a f ′(x) = 0 pro s.v.
x∈ [a, b ], pak f je konstantńı na [a, b ].

D ů k a z . Vzhledem ke sv́e monot́onnosti funkcef zobrazuje interval[a, b ] na
interval [f(a), f(b) ]. Dokážeme,̌ze f(a) = f(b).

Necht’ je dánoε > 0 a necht’ δ > 0 přı́sluš́ı k tomutoε podle lemmatu3.6.
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OznǎcmeZ mnǒzinu v̌sechx∈ [a, b ], pro kteŕe plat́ı f ′(x) = 0. Podle p̌red-
pokladu ḿa jej́ı doplňek [a, b ] \Z nulovou ḿıru (µ([a, b ] \Z) = 0). To znameńa,
že existuje koněcný nebo spǒcetńy syst́em {(σj, βj) : j ∈K} splňuj́ıćı (3.7) a

[a, b ] \Z ⊂
⋃

j ∈K
(σj, βj).

Obrazf([a, b ] \Z) mnǒziny [a, b ] \Z je tedy obsǎzen ve sjednocenı́ otev̌reńych
interval̊u {(f(σj), f(βj)) : j ∈K}. Protǒze podle lemmatu3.6 plat́ı (3.6), plyne
odtud,že mnǒzina f([a, b ] \Z) má nulovou ḿıru, tj.

µ(f([a, b ] \Z)) = 0. (3.9)

Nyńı, necht’ x∈Z. Potom jef ′(x) = 0. Pro dańe ε tedy existuje∆ > 0 takov́e,
že

f(t)− f(x)

t− x
< ε pro kǎzdé t takov́e, že 0 < |t− x|< ∆.

Odtud plyne,̌ze

ε x− f(x) < ε t− f(t) plat́ı pro kǎzdé t∈ (x, x + ∆).

Podle Rieszova lemmatu3.14, kteŕe poǔzijeme na funkciε x− f(x) na ḿısťe
f(x), je tedy mnǒzina Z obsǎzena ve sjednocenı́ koněcného nebo spǒcetńeho
syst́emu disjunktńıch interval̊u {(ak, bk)⊂[a, b ] : k ∈K}, přičem̌z plat́ı

ε ak − f(ak) ≤ ε bk − f(bk) pro kǎzdé k ∈K
neboli

f(bk)− f(ak) ≤ ε (bk − ak) pro kǎzdék ∈K,

a tud́ıž
∑

k∈K

[
f(bk)− f(ak)

] ≤ ε
∑

k∈K

[
bk − ak

] ≤ ε (b− a).

Odtud ǔz vidı́me,že mnǒzina f(Z) má taḱe nulovou ḿıru, tj.

µ(f(Z)) = 0. (3.10)

Podle (3.9) a (3.10) má interval [f(a), f(b)] = f(Z)∪ (f([a, b ] \Z)) nulovou
délku, tj. (vzhledem k monotónnosti funkcef ) máme f(a) = f(x) = f(b) pro
každé x∈ (a, b). 2
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3.17 Věta. Funkcef : [a, b ]→R je absolutňe spojit́a na [a, b ] právě tehdy, kdy̌z

f(x)− f(a) =

∫ x

a

g(t) dt pro x∈ [a, b ] (3.11)

pro nějakou funkcig ∈L1 [a, b ]. Potom jef ′ = g s.v. na[a, b ].

D ů k a z . a) Necht’ g ∈L1 [a, b ] a

f(x) = f(a) +

∫ x

a

g(t) dt pro x∈ [a, b ].

Potom podle v̌ety3.11je f absolutňe spojit́a na[a, b ] a podle v̌ety3.13je f ′ = g
s.v. na[a, b ].

b) P̌redpokĺadejme zprvu,̌ze funkcef ∈AC[a, b ] je neklesaj́ıćı na [a, b ]. Podle
vět 3.7a3.10je f ′ ∈L1 [a, b ]. Polǒzme

h(x) =

∫ x

a

f ′(t) d t a g(x) = f(x)− h(x) pro x∈ [a, b ].

Ukážeme,̌ze taḱe funkceg je neklesaj́ıćı na [a, b ]. Vskutku, podle v̌ety 3.10pro
libovolné bodyx, y ∈ [a, b ] takov́e, že x≤ y, máme
-4mm]

g(y)− g(x) =
(
f(y)− h(y)

)− (
f(x)− h(x)

)

=
(
f(y)− f(x)

)−
∫ y

x

f ′(t) d t ≥ 0.

Dále podle v̌ety3.11je funkceh absolutňe spojit́a na[a, b ] a podle v̌ety3.13
je h ′ = f ′ s.v. na[a, b ]. To znameńa, že g ′ = (f − h) ′ = 0 s.v. na[a, b ]. Podle
lemmatu3.16je proto funkceg konstantńı na [a, b ]. Máme tedy

g(x) = f(x)− h(x) = f(a)− h(a) = f(a) pro x∈ [a, b ]

neboli

f(x) = f(a) + h(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) d t pro x∈ [a, b ],

a tud́ıž (3.11) plat́ı pro kǎzdou funkcif ∈AC[a, b ], kteŕa je neklesajı́ćı na [a, b ].
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V obecńem p̌rı́paďe f ∈AC[a, b ] existuj́ı podle v̌ety 3.9 funkce f1, f2 abso-
lutně spojit́e na [a, b ], neklesaj́ıćı na [a, b ] a takov́e, že f = f1 − f2 na [a, b ].
Máme tedy

f(x) = f1(x)− f2(x) =
(
f1(a) +

∫ x

a

f ′
1(t) d t

)
−

(
f2(a) +

∫ x

a

f ′
2(t) d t

)

= f(a) +

∫ x

a

f ′(t) d t pro x∈ [a, b ].

Důkaz je dokoňcen. 2

3.18 Cvǐceńı. (i) Dokǎzte ńasleduj́ıćı tvrzeńı:

Jestlǐzef ∈AC[a, b ], pak jef ′ = 0 s.v. na[a, b ] tehdy a jen tehdy, když f
je konstantńı na [a, b ]. (Srovnejte s pozńamkou2.31.)

(ii) Je zńamo,že je-li f absolutňe spojit́a na [a, b ] a v(x) = varxaf, pak plat́ı
v′ = |f ′| s.v. na[a, b ] (viz [15, Věta 118]). Na źaklaďe tohoto faktu dokǎzte,

že varba f =

∫ b

a

|f ′(x)| dx pro kǎzdou funkci f absolutňe spojitou na

[a, b ].

3.3 Lebesgue̊uv rozklad funkc ı́ s koněcnou variaćı

Vı́me již (viz větu2.39a pozńamku2.40), že kǎzdou funkci s koněcnou variaćı na
[a, b ] můžeme rozlǒzit na soǔcet funkce spojit́e a funkce skokov́e resp. na rozd́ıl
dvou funkćı neklesaj́ıćıch na[a, b ] (viz větu2.14). Daľśı možnost rozkladu funkćı
s koněcnou variaćı nab́ıźı následuj́ıćı věta.

3.19 Věta (LEBESGUE̊UV ROZKLAD FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ). Pro kǎz-
dou funkcif ∈BV[a, b ] existuj́ı absolutňe spojit́a funkcef AC, singuĺarńı spojitá
funkcef SC a skokov́a funkcef B takov́e, že

f = f AC + f SC+ f B na [a, b ].

Jestlǐzef = f1 + f2 + f3, kde funkcef1 je absolutňe spojit́a na [a, b ], funkce
f2 je singuĺarńı a spojit́a na [a, b ] a funkcef3 je skokov́a funkce na[a, b ], pak
jsou funkcef AC − f1, f SC− f2 a f B − f3 konstantńı na [a, b ].
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D ů k a z . a) Podle v̌ety 2.39 existuje skokov́a funkcef B takov́a, že funkce
f C = f−f B je spojit́a na[a, b ], a vzhledem k v̌eťe3.10je f ′ ∈L1 [a, b ]. Polǒzme

f AC(x) =

∫ x

a

f ′(t) dt a f SC(x) = f C(x)− f AC(x) prox∈ [a, b ].

Podle v̌ety 2.37je (f B) ′ = 0 s.v. na[a, b ] a podle v̌ety 3.13máme(f AC) ′ = f ′

s.v. na[a, b ]. To znameńa, že

(f SC) ′ = f ′ − (f AC) ′ − (f B) ′ = 0 s.v. na[a, b ].

b) Necht’ f = f1+f2+f3, kde f1 ∈AC[a, b ], f2 je singuĺarńı a spojit́a na[a, b ] a
f3 ∈B[a, b ]. Podle v̌ety 2.39 jsou rozd́ıly

(
f AC + f SC

) − (
f1 + f2

)
a f B − f3

konstantńı na [a, b ]. Protǒze f AC + f SC + f B = f1 + f2 + f3, znameńa to, že
existujec∈R tak, že

(
f AC + f SC

)− (
f1 + f2

)
= f3 − f B = c. Tud́ıž

(
f AC − f1

)
= c− (

f SC− f2

)
a

(
f AC − f1

)′
= 0 s.v. na [a, b ].

Protǒze ob̌e funkcef AC i f1 jsou absolutňe spojit́e na intervalu[a, b ], plyne
odtud podle v̌ety3.17(viz též cvičeńı 3.18), že taḱe rozd́ıl f AC− f1 je konstantńı
na [a, b ]. Tı́m jsme dokoňcili důkaz. 2

3.20 Definice.Jestlǐzef ∈BV[a, b ], pak funkcef AC, resp.f SC, resp.f B z věty
3.19naźyvámeabsolutňe spojit́a část, resp.spojitá singuĺarńı část, resp.skokov́a
částfunkcef.

3.21 Cvǐceńı. Dokǎzte ńasleduj́ıćı tvrzeńı: Pro kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ] a
kǎzd́e x∈ [a, b ] plat́ı

f AC(x)− f AC(a) =

∫ x

a

f ′(t) dt.

Kapitolu uzav̌reme jěsťe jedńım dopľnkem k v̌eťe3.19.

3.22 Věta. Je-li f ∈BV[a, b ] neklesaj́ıćı na [a, b ], pak jsou neklesajı́ćı na [a, b ]
i funkcef AC, f SC, a f B z v̌ety 3.19 .

D ů k a z . Necht’ f ∈BV[a, b ] je neklesaj́ıćı na [a, b ] a funkce f AC,
f SC, f B jsou p̌riřazeny funkcif podle v̌ety 3.19. Dále necht’ {wk} je mnǒzina
bod̊u nespojitosti funkcef a x, y je libovolná dvojice bod̊u z [a, b ] takov́a, že
x≤ y.
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Protǒze f je neklesaj́ıćı na [a, b ], máme

∆+f(t) ≥ 0 a ∆−f(s) ≥ 0 pro t∈ [a, b), s∈ (a, b ],

a proto

f B(y)− f B(x) =
∑

x < wk ≤ y

∆−f(wk) +
∑

x≤wk < y

∆+f(wk) ≥ 0.

Skokov́a částf B funkcef je tedy neklesajı́ćı na [a, b ].

Oznǎcme d́ale symbolemg spojitoučást funkcef, tj. g = f − f B. Podle d̊u-
sledku2.27máme

f B(y)− f B(x) ≤ varyxf = f(y)− f(x),

a tud́ıž

g(y)− g(x) =
(
f(y)− f(x)

)− (
f B(y)− f B(x)

) ≥ 0.

Spojit́a část funkcef je tedy neklesajı́ćı na [a, b ].

Pro s.v.t∈ [a, b ] je

f ′(t) = lim
s→t

f(s)− f(t)

s− t
∈R.

Protǒze jef neklesaj́ıćı na [a, b ], plat́ı f ′(t)≥ 0 pro s.v.t∈ [a, b ]. Podle d̊ukazu
věty3.19tedy dostaneme

f AC(y)− f AC(x) =

∫ y

x

f ′(t) d t ≥ 0, jakmile x, y ∈ [a, b ] a x≤ y.

To znameńa, že f AC je neklesaj́ıćı na [a, b ].

Podle v̌ety2.37je (f B) ′ = 0 s.v. na[a, b ], a tud́ıž

g ′ = f ′− (f B) ′ = f ′ s.v. na[a, b ].

Odtud poǔzitı́m (3.8) a d̊ukazu v̌ety3.19odvod́ıme,že plat́ı

g(y)− g(x) ≥
∫ y

x

g ′(t) d t =

∫ y

x

f ′(t) d t = f AC(y)− f AC(x)
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neboli

f SC(y)− f SC(x) =
(
g(y)− f AC(y)

)− (
g(x)− f AC(x)

)

=
(
g(y)− g(x)

)− (
f AC(y)− f AC(x)

) ≥ 0.

Spojit́a singuĺarńı část f SC funkce f je tedy taḱe neklesajı́ćı na [a, b ]. Tı́m je
důkaz dokoňcen. 2

Dalš́ı podrobnosti o funkćıch absolutňe spojit́ych lze naĺezt v monografíıch V. JarńıkaDi-
ferencíalńı počet II [ 14, v.9], Integrálńı počet II [ 15, v.5], A. N. Kolmogorova a S. V. Fo-
mina Základy teorie funkćı a funkciońalńı anaĺyzy [16, Sec. 33.2] ǎS. SchwabikaInte-
grace vR (Kurzweilova teorie) [46, XIII.4] a ve skriptech [33] J. Lukěse a J. Maĺeho
Measure and Integral.




