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Abelova cena za matematiku

V letech 2004-2012 Easopis Pokroky matematiky, fyziky a astronomie (dale jen PMFA)
pravidelné pfinédsel zpravy o laureatech Abelovy ceny za matematiku. Predkladana
publikace

M. Krizek, L. Somer, M. Markl, O. Kowalski, P. Pudlak, I. Vrko¢: Prunich deset
Abelovyjch cen za matematiku, JCMF, Praha 2013

vznikla Gpravou, doplnénim a rozsifenim této série ¢lanki (viz www.dml.cz). V ro-
ce 2002 byl v PMFA uvefejnén na str. 7-8 ¢lanek M.T. Becka Pro¢ se neudéluje
Nobelova cena za matematiku? Jeho autor vyjadiuje presvédéeni, Zze to bylo pravdé-
podobné v dusledku neshod Alfreda Nobela s vyznamnym Svédskym matematikem
Gostou Mittagem-Lefflerem (1846-1927), zakem Weierstrassovym a zakladatelem ¢a-
sopisu Acta Mathematica.

se udéluje od roku 1936 (kromé delsi pfestavky b&hem 2. svétové vélky). Seznam
nositeli Fieldsovy medaile je uveden v [6]. Pro matematiky ale existuje cela fada dal-
gich ocenéni, napi. Fermatova cena!, Kleinova cena, Lagrangeova cena, Gaussova cena
a Wienerova cena za aplikovanou matematiku, ceny spole¢nosti SIAM, Nevanlinnova
cena za matematické prace v informatice, Pélyova cena, Steelova cena, Wolfova cena
a Wolfskehlova cena [2]. Nékteré ceny se udéluji jen jednorazové, jako napf. cena za
vyFeSeni Bealovy domnénky (viz [5]). Pfipomenime téZz vyhlaseni sedmi problémi pro
3. tisicleti ,,Millennium Prize Problems“ (viz [3]), kde bude vyplacen milion dolari za
kazdy vyfeSeny problém.

Mezi Nobelovou cenou a Fieldsovou medaili jsou ovSem dosti podstatné rozdily.
Zatimco Nobelova cena za fyziku se udili kazdoro¢né od roku 1901 (kromé obdo-
bi 1940-1942), Fieldsova medaile se pfedava jen jednou za Gtyfi roky na Mezinadrodnim
kongresu matematikt a kandidati se podle nepsaného pravidla vybiraji tak, aby je-
jich vék nepfesahl 40 let. Finanéni ocenéni pii udéleni Fieldsovy medaile ¢ini pfiblizné
11000 dolari, coz je o dva Ffady mensi suma neZ u Nobelovy ceny. Proto se Norska
akademie véd rozhodla zfidit Abelovu cenu (viz www.abelprisen.no) na pofest genial-
niho norského matematika Nielse Henrika Abela (1802-1829). Jeho portrét a rukopis
jsou na obalce. Abelova cena se udéluje za vynikajici védecké vysledky v oblasti ma-
tematiky. Jeji finanéni ohodnoceni 6 000 000 norskych korun je naprosto rovnocenné
s Nobelovou cenou. Predava se v norském Oslu podobné jako Nobelova cena za mir.

IFermatovu cenu vyhlasuje kazdé dva roky Univerzita Paula Sabatiera v Toulouse. Mezi ocenénymi
byl i Andrew Wiles (1995) a Richard Taylor (2001) za diikaz Velké Fermatovy vé&ty.
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Alternujici grupu As piimych symetrii velké Keplerovy hvézdy (téz pravidelného dvanécti-
sténu ¢i dvacetisténu) Abel implicitng pouzil k dikazu tvrzeni, Ze neexistuje obecné alge-
braické feSeni rovnice 5. stupné.

Ziizeni Abelovy ceny navrhl dalsi slavny norsky matematik Sophus Lie (1842-1899)
jiz na konci 19. stoleti, jakmile se dozvédél, ze Alfred Nobel nezahrnul cenu za mate-
matiku mezi pét cen navrhovanych Nobelem. V roce 1901 byla udélena prvni Nobelova
cena za fyziku Wilhelmu Conradu Réntgenovi. Moznost udélit Abelovu cenu za mate-
matiku v nasledujicim roce 1902 pfi pFilezitosti 100. vyro¢i Abelova narozeni v8ak byla
promarnéna, i kdyz ji chtél tehdejsi norsky kral Oscar II. finan¢né podporovat. Uply-
nulo dalsich sto let, nez kone¢né prvni Abelovu cenu pievzal francouzsky matematik
Jean-Pierre Serre.

PFipomeiime si v kratkosti nékolik zakladnich adaji o Abelovi. Niels Henrik Abel
se narodil roku 1802 v nemajetné rodiné evangelického pastora jako druhy ze sedmi
synt. Na podzim roku 1815 byl poslan do katedralni skoly v Kristianii (v dne$nim
Oslu). Své nadani prokazal jiz v 16 letech, kdy zobecnil binomickou vétu pro libovolny
realny exponent (viz [1], srov. téz (7, s. 624]). Rozsfril tak Eulertiv vysledek, ktery
podobnou vétu vyslovil jen pro racionalni exponent. Abel v 19 letech dokézal, Ze ne-
existuje obecné algebraické feSeni rovnice patého stupné. Podafilo se mu to v dobé,
kdy jiz studoval na univerzité v Kristianii (1821). Na jafe roku 1823 o tom publikoval
sviyj prvni ¢lanek v norském cGasopise pro prirodni védy Magazin for Naturvidenska-
berne. Nasledujici rok si z vlastni kapsy zaplatil publikovani ¢lanku o algebraickych
rovnicich patého stupné, ktery vysel francouzsky na pouhych Sesti strankach v po-
nékud obtiZzné srozumitelném matematickém stylu vyjadfovani. Finan¢né jej pozdéji
podporoval B. M. Holmboe (1795-1850).

Roku 1825 Abel obdrzel stipendium od norské vlady ke studijnimu pobytu ve
Francii a Némecku. Cestoval pies Kodaii, Altonu, Freiberg, Drazdany, Viden, s delsi
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zajizdkou pres Benatky do PafiZe. P¥i svém putovani Evropou navstivil také Prahu,
ale bohuzel zde nenasel nikoho, s kym by mohl spolupracovat a diskutovat o svych ma-
tematickych problémech. V Berling se pak spratelil s Augustem Crellem (1780-1855),
stavebnim inzenyrem, ktery pozdéji zalozil prosluly matematicky ¢asopis Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik. Crelle zistal Abelovi otcovskym ptitelem a bez
nadsazky lze Tici, Ze jej zachranil pro svétovou matematiku. Rozsifenou verzi Abelova
¢lanku uvetejnil Crelle v prvnim ¢&isle svého ¢asopisu. Abel v ném dokazal, ze ko-
feny algebraické rovnice patého rfadu obecné nelze vyjadrit v radikédlech, tj. vycCislit
je pomoci koneéného po¢tu odmocnin a ¢tyf zakladnich aritmetickych operaci. Tento
Abeluv vysledek je povazovan za jeden z historickych milnika matematiky. Pozdéji byl
nezéavisle zobecnén E. Galoisem (1811-1832) na kofeny polynomii libovolného stupné
vétsiho nez Etyfi. Pravem jsou proto Abel i Galois povazovani za zakladatele teorie
grup.

V roce 1828 Abel publikoval dulezité pojednéni o eliptickych funkcich v ¢asopise
Astronomische Nachrichten. Teorii eliptickych funkei pozdéji rozvinul Carl G.J. Ja-
cobi (1804-1851). V roce 1797 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) popsal konstrukei,
jak rozdélit pomoci kruzitka a pravitka Bernoulliho lemniskatu na pét stejné dlou-
hych ¢asti (tj. jak zkonstruovat piislusné délici body, je-li lemniskata zadana). Pri-
pomenme, Ze lemniskata je k¥ivka, jejiz body maji konstantni souc¢in vzdalenosti od
dvou pevnych bodii. Abel zobecnil Gaussiv postup na n stejné dlouhych ¢asti, kde
n je soudin mocniny dvou a vzajemné ruznych Fermatovych prvocisel (viz [4]). Zde
Abel podstatné vyuzil toho, Ze explicitné vyjadiil délku lemniskaty pomoci eliptickych
integrala (viz [8]). V Crellové ¢asopise vysla téZ osmdesétistrankova stat vénovana Abe-
lovu vyzkumu v oblasti eliptickych kiivek. Dalsi Abelovy matematické préce lze nalézt
v sebranych spisech [9].

Abel stravil spoustu ¢asu zajistovanim prostfedkt na svou obZivu. Za jeho Zivota
se mu nedostalo uznéni. Zemfel v chudobé na plicni tuberkuloézu ve véku nedozitych
27 let. Jmenovani profesorem matematiky v Berliné, o néz se postaral A. Crelle, ho jiz
nedostihlo. Dnes je Abelovo jméno spojovano k jeho pocté s mnoha matematickymi
terminy: Abelovy (komutativni) grupy, Abelovy integraly, Abelovy identity, Abelovy
funkce, abelovska kategorie, abelovsky diferencial, abelovské rozsifeni, Abelovo krité-
rium pro konvergenci fad aj. Krater Abel o priméru 114 km najdeme na jihovychod-
nim okraji pfivracené strany Mésice nedaleko impaktniho krateru Legendre. V nor-
ském Gjerstadu, v némz Abel stravil détstvi, vzniklo Abelovo centrum podporujici
svym programem ucitele matematiky. Abelova cena je dalsim krokem k tomu, aby dilo
mladého génia nebylo nikdy zapomenuto.

Na zavér tvodni ¢asti bych rad podékoval Jaroslavu Hanclovi, Frantisku Katrnos-
kovi, Martinu Klazarovi, Stanislavu Koukalovi, Pavlovi a Filipovi K¥izkovi, Bohdanu
Maslowskému, Ivanu Netukovi, Vojtéchu Pravdovi, Alesi Pultrovi, Ivanu Saxlovi, Karlu
Segethovi, Jifimu Vanzurovi, Tom4si Vejchodskému a Vaclavu Vopravilovi za cenné
pripominky k jednotlivym kapitolam. Mij viely dik téz patii Hance Bilkové za peclivé
technické zpracovani celého textu a navrh obalky. Publikace vznikla v ramci grantu
GA (:JR P201/12/G028 a projektu RVO 67985840 Matematického tstavu Akademie
véd CR.

20. 12. 2012
Michal KriZek
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1. Prvni Abelovu cenu ziskal
Jean-Pierre Serre v roce 2003

Michal K¥iZek, Lawrence Somer

1.1. Uvod

V ¢&ervnu r. 2003 pievzal Abelovu cenu za matematiku z rukou norského krale Ha-
ralda V. francouzsky matematik Jean-Pierre Serre. Tento prvni laureiat Abelovy ceny
byl ocenén jiz v roce 1954 Fieldsovu medaili (viz [1]) za prace tykajici se homotopic-
kych grup sféry a teorie svazkii. Tehdy mu bylo pouhych 28 let; tato medaile doposud
nebyla udélena nikomu mladsimu. Serre ziskal Abelovu cenu za celoZivotni kli¢ovou roli
pii formovani mnoha ¢asti moderni matematiky zahrnujicich topologii, algebraickou
geometrii a teorii ¢isel.

1.2. Struény Zivotopis

Jean-Pierre Serre se narodil v roce 1926 v Bages na jihu Francie. Oba jeho rodice byli
farmaceuti. Matka méla velice rdda matematiku. Mlady Jean-Pierre rad cetl rizné
matematické knizky, které mu matka peclivé vybirala. Na gymnéaziu v Nimes jej starsi
deti sikanovaly. Aby si je usmifil, délal jim domaéaci dkoly z matematiky (viz [4]).

JEAN-PIERRE SERRE
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V poslednim ro¢niku stfedoskolskych studii 1943/44 vyhral celostatni matematickou
soutéz ,,Concours Général®.

V letech 1945-1948 studoval na Ecole Normale Supérieure v Paiizi. V dizertaéni
praci se zabyval homotopickymi grupami (tehdy jesté nikdo nevédél, Ze jsou kone¢né
generované). Jiz v roce 1951 ziskal védeckou hodnost D.Sc. na pafizské Sorbonné. Pak
pracoval v Centre National de la Recherche Scientifique (CNRS), coZ je obdoba nasi
Akademie véd. Od roku 1956 je profesorem algebry na Collége de France v Pafizi
(v soucasnosti emeritnim). Prof. Serre mél zvanou prednasku na Mezindrodnim ma-
tematickém kongresu ve Stockholmu v roce 1962. VSeobecné je pokladan za skvélého
prednasejiciho, jak ostatné bylo patrno i z jeho abelovské prednasky (viz [6]).

V rozhovoru pro ¢asopis Mathematical Intelligencer 8 (1986) mj. uvedl (srov.
té7 [4, s. 243)):

I often work at night (in half-sleep), where the fact that you don’t have to

write anything down gives to the mind a much greater concentration, and

makes changing topics easier.
Jean-Pierre Serre byl zvolen do narodnich akademii Francie, Nizozemi, Ruska, Sved-
ska, USA a London Royal Society. Cestny doktorat (Doctor Honoris Causa) ziskal na
univerzitach v Oxfordu, Harvardu, Oslu, Aténach, Stockholmu a dalgich. Je drzite-
lem mnoha medaili, nap¥. Medaile Emila Picarda (1971), Zlaté medaile CNRS (1987).
V r. 1995 ziskal Steelovu cenu Americké matematické spole¢nosti a v r. 2000 prestizni
Wolfovu cenu za matematiku [3].

J.-P. Serre je jednim z nejvétsich matematik nasi doby. Vice nez pul stoleti pu-
blikoval zasadni ¢lanky pfispivajici ke v8eobecnému pokroku matematiky. Databaze
Mathematical Reviews registruje pres 250 jeho praci a zhruba stejny pocet jich ob-
sahuje i databéze Zentralblatt fiir Mathematik. V roce 1968 publikoval v Annals of
Mathematics prilomovy ¢lanek [10] z algebraické geometrie s Johnem Tatem, ktery
ziskal Abelovu cenu v roce 2010 (viz kap. 8). Prof. Serre je autorem vice neZz patnécti
monografii.

1.3. Hlavni védecké vysledky

Serre vyvinul nové algebraické metody pro studium topologickych objekti. Zejména
se zabyval zobrazenimi mezi sférami ve vyssich dimenzich. Tato problematika mj. tzce
souvisi se znamou Poincarého hypotézou (viz [11], [12, s. 276]). Byl jednim z pri-
kopniki algebraické geometrie. V mnoha ohledech tak rozsitil i Abelovy matematické
ideje, zejména analytické metody pro studium algebraickych rovnic ve dvou promén-
nych. Svymi revoluénimi népady sehral klicovou roli pfi formovani mnoha odvétvi
moderni matematiky.

Jean-Pierre Serre napf. ¢asteéné pfispél k dikazu Velké Fermatovy véty, kterou
dokéazal Andrew Wiles spoletné s Richardem Taylorem [13] v roce 1995 (viz téz [5]).
Velka Fermatova véta tvrdi, Zze pro celé n > 3 neexistuje feSeni rovnice

a +b" =c" (1.1)

v pfirozenych ¢&islech.! Koncem Zedesatych let Yves Hellegouarch ve své doktorské
dizerta¢ni praci pfiSel s myslenkou pfifadit pfipadnym FeSenim (a,b,c) rovnice (1.1)

1Pierre Fermat viak umél dokazat neexistenci Feseni rovnice (1.1) jen pro n = 4,8,16,32,...

6 M. K¥izek a kol.: Prunich deset Abelovijch cen za matematiku, JCMF, Praha, 2013



Obr. 1.1. Jean-Pierre Serre béhem své prednésky o eliptickych kiivkach

zcela jiny objekt a sice eliptické krivky. Pokud je £ liché prvocislo a a, b, ¢ jsou pfirozena
Cisla takova, ze
a + vt =

pak odpovidajici Freyova kiivka je dané rovnici
y? = x(x —a’)(z +b°).

Tato algebraicka kiivka se nazyva eliptickd kiivka (viz obr. 1.1) a uvaZuje se jen nad
racionalnimi ¢isly Q. Vice podrobnosti o eliptickych kiivkach uvadime v kapitole 8.4.

V roce 1982 Gerhard Frey vénoval pozornost neobvyklym vlastnostem téchto kfi-
vek, které napf. nemusi byt modularni. Podle Taniyamaovy—gimurovy domnénky
(viz PMFA 42 (1997), 169-187) je ale kazd4 elipticka kiivka modularni (podrobnosti
viz [5], [7], [12]). Proto se Frey domnival, Ze Taniyamaova-Simurova domnénka impli-
kuje Velkou Fermatovu vétu. Jeho argumentace vSak nebyla tuplna.

J.-P. Serre se usilovné zabyval modularnimi formami a Galoisovymi reprezentacemi
na kone¢nych télesech [9]. V roce 1985 se pokusil dokazat, ze Freyova kiivka nemusi
byt modularni, ale predlozil jen ¢asteény diikaz tohoto tvrzeni. Presnéji feceno, uka-
zal, Ze tzv. semistabilni pfipad Taniyamaovy—Simurovy domnénky by mohl implikovat
Velkou Fermatovu vétu. To, co Serrovi schéazelo k uplnému dilkazu, se dnes nazyva
e-domnénka.

V 1été roku 1986 Ken Ribet dokizal e-domnénku v celé obecnosti, a tak nyni vime,
ze Taniyamaova—éimurova domnénka implikuje Velkou Fermatovu vétu. To pak jiz
umoznilo Wilesovi a Taylorovi dokazat Velkou Fermatovu vétu v roce 1995.

Jiz od studentskych let se J.-P. Serre intenzivné zabyval teorii grup. Jedna z jeho
nejobtiznéjsich praci v tomto oboru pojednavéa o otevienych podgrupach profinitnich
grup. Nejvice si vSak ceni prace o tenzorovém soudinu grupy reprezentaci s charakte-
ristikou p. Napsal ji az po Sedesitce a vénoval Emilu Borelovi (viz [6]).
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Jean-Pierre Serre také podstatnym zpusobem obohatil topologii pravé pomoci teo-
rie grup. Béhem studii se zabyval Lerayovou teorif fibrovanych prostori.2 Napadlo jej,
ze muze pouzit spektralni posloupnosti ke studiu homotopickych grup sfér S™ a takto
dokézal, Ze vétsina téchto grup je kone¢na (viz [8]). Vyjimkou je grupa 7, (S") = Z,
n > 1, a také grupa m4,_1(S?"), ktera je, modulo torze, také izomorfni s mnozinou
celych &isel Z.

V algebraické geometrii Serre prispél k diukazu Weilovych domnének, které zfor-
muloval André Weil v roce 1949. Tyto hypotézy se tykaji generovani funkci ziskanych
z poctu FeSeni systému polynomidlnich rovnic nad koneénymi télesy. V padesatych
a Sedesatych letech Serre tzce spolupracoval s Alexandrem Grothendieckem. Béhem
této spoluprace si Serre uvédomil moznost konstrukce obecnéjsich kohomologickych
teorif k vyfeseni Weilovych domnének, nez pomoci existujicich kohomologii. To ptso-
bilo jako zdroj inspirace pro Grothendiecka k vyvoji jisté kohomologie, coz se pozdéji
ukézalo jako klicové pro dikaz Weilovych domnének Pierrem Delignem v roce 1944.

I kdyz se Serre zabyval pfedevsim tzv. Cistou matematikou, nékteré jeho vysledky
maji dualezité aplikace. Vyvinul nap¥. efektivni samoopravujici se kody a vénoval se
téz kryptografii s vefejnym Sifrovacim klicem. Tato problematika vyzadovala feSeni
algebraickych rovnic nad kone¢nymi télesy. Jean-Pierre Serre patii mezi védce, kteri
zésadnim zptisobem ovlivnili matematiku minulého stoleti a zcela zménili strukturu
nékterych dulezitych partii. Rada jeho vét totiz uvadi do souvislosti topologii, geometrii
a analyzu.
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2. Atiyah a Singer ziskali
Abelovu cenu za rok 2004

Michal Kfizek, Martin Markl

2.1. Uvod

Norskd Akademie véd se rozhodla udélit Abelovu cenu za rok 2004 Siru Michaelu
Francisi Atiyahovi z Uviversity of Edinburgh a Isadoru M. Singerovi z Massachusetts
Institute of Technology. Cenu ziskali ,,za objev a dikaz véty o indexu, kterd wvddi do
souvislosti topologii, geometrii a analyzu, a za svou viyznamnou roli pii budovdni novijch
mosti mezi matematikou a teoretickou fyzikou“. V komisi pro vybér kandidatt na
Abelovu cenu za rok 2004 byli David Mumford, Jacob Palis, Erling Stgrmer (pfedseda),
Gilbert Strang a Don Zagier.

Atiyahova-Singerova véta o indexu je jednim z velkych mezniki matematiky dva-
diferencialni geometrie a kvantové teorie pole. Obéma autorim se podafilo spole¢né
i individuélné zaplnit mezeru mezi svétem cisté matematiky a teoretickou Castico-
vou fyzikou. Ve svych oborech se zacali vzajemné obohacovat a jejich spoluprace se

-

SIR MICHAEL FRANCIS ATIYAH ISADORE MANUEL SINGER
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stala jednou z nejvice fascinujicich vyzkumnych ¢innosti nékolika poslednich desetileti.
S formulaci véty o indexu se seznamime v kap. 2.4. Atiyah a Singer spolecné s Pato-
dim zavedli v [2] invariant, kterému se dnes bézné fikd Atiyahtuv-Patodiho-Singeriv
7 invariant.

Atiyah a Singer se ptivodné zabyvali riiznymi oblastmi matematiky: Atiyah se véno-
val algebraické geometrii a Singer matematické analyze. Jejich hlavni vysledky v téchto
oborech se téz vysoce ceni. Jako piiklad uvedme Atiyahovu ranou praci o meromorf-
nich forméch na algebraickych varietach a jeho ¢lanek [1] o Thomovych komplexech
z roku 1961. Atiyahovo pionyrské dilo s Friedrichem Hirzebruchem o rozvoji topolo-
gické obdoby Grothendieckovy K-teorie! mélo fadu aplikaci v klasickych problémech
topologie a pozdéji se ukazalo, Ze je tésné spjato s vétou o indexu.

Singer spole¢né s Richardem V. Kadisonem inicioval vyzkum v oblasti trojuhelni-
kovych operatorovych algeber (angl. triangular operator algebras). Jeho jméno je spo-
jovano i s Ambroseovou-Singerovou vétou o holonomii a Rayovym-Singerovym torznim
invariantem. Spole¢né s Henrym P. McKeanem upozornil Singer na diileZitou geomet-
rickou informaci ukrytou v tzv. ,tepelnych jadrech“? (angl. heat kernels). I tento objev
mél velky dopad.

2.2. Strucna biografie Michaela F. Atiyaha

Michael F. Atiyah® se narodil v Londyné v roce 1929. Titul B.A. a pozd&ji doktorat
ziskal na Trinity College v Cambridge. Podstatnou ¢ast své akademické drahy stravil
v Cambridge a Oxfordu. Zastaval mnoho vyznacnych funkci, mezi jinymi vysoce pres-
tizni Savilian Chair of Geometry v Oxfordu a Master of Trinity College v Cambridge.
Byl také profesorem matematiky v Institute for Advanced Study v Princetonu.

Béhem svého pusobeni v Oxfordu a Cambridge se Atiyah stal predstavitelem nové
generace mladych matematikt. Byl vedouci osobnosti pii budovani Isaac Newton Insti-
tute for Mathematical Sciences v Cambridge a stal se jeho prvnim feditelem. Nyni je
Atiyah v dichodu a je ¢estnym profesorem na University of Edinburgh.

Béhem své kariéry obdrZel Atiyah mnoh4 ocenéni, véetné Fieldsovy medaile (1966).
Byl zvolen fadnym ¢lenem Kralovské spoleénosti v Londyné v roce 1962, kdyz mu
bylo pouhych 32 let. Od této spole¢nosti ziskal Royal Medal v r. 1968 a Copley Medal
v r. 1988. Prezidentem Royal Society byl v letech 1990-1995 a prezidentem London
Mathematical Society v letech 1974-1976. Hral téZ vyznamnou roli pfi utvafeni dnesni
Evropské matematické spoleénosti (European Mathematical Society).

Atiyahovou zasluhou byla zaloZena tzv. meziakademicka panelova diskuse, ktera
svedla dohromady fadu akademii véd z celého svéta. Podnitil také utvoreni Association
of European Academies (ALLEA). Byl prezidentem pugwashskych konferenci (On
Science and a World Affairs).

Z mnoha cen, které mu byly udéleny, jmenujme Feltrinelli Prize (Accademia
Nazzionale dei Lincei, 1981) a King Faisal International Prize for Science (1987).
V roce 1983 byl Atiyah pasovan na rytife a v roce 1992 byl zvolen ¢lenem Order
of Merit.

IK-teorie je moderni forma teorie reprezentaci grup, viz PMFA 48 (2003), 177-192.

2Tato jadra jsou charakterizovana fundamentalnim feSenim rovnice pro vedeni tepla.

38 nazory M. Atiyaha na matematiku ve 20. stoleti je mozno se seznamit v &lancich PMFA 31
(1986), 154-168 a 48 (2003), 177-192.
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2.3. Struc¢na biografie Isadora M. Singera

Isadore Manuel Singer se narodil v roce 1924 v Detroitu a v roce 1944 ukon¢il studia
na University of Michigan. Po ziskdni doktoratu (Ph.D.) na University of Chicago
v roce 1950, presel na Massachusetts Institute of Technology (MIT). Zde stravil vét§inu
svého profesionalniho Zivota a v sou¢asné dobé je zde profesorem (Institute Professor).

Singer je ¢lenem American Academy of Arts and Sciences, American Philosphical
Society a National Academy of Sciences (NAS). Pusobil v Radé NAS, v Ridici sprave
Ufadu pro narodni vyzkum (Governing Board of the National Research Council) a ve
Védecké radé Bilého domu (White House Science Council). V letech 1970-1972 byl
viceprezidentem Americké matematické spoleénosti (viz Notices AMS 51 (2004), 649).

V roce 1992 ziskal Singer cenu Americké matematické spolec¢nosti Award for Dis-
tinguished Public Service. V odivodnéni se uznava ,,vynikajici prispévek k jeho profesi,
védé v 8irsim smyslu a vefejnym vécem.“

Mezi dalsi jeho ocenéni patii Bocher Prize (1969) a Steele Prize (2000) za celozi-
votni uspéchy. Obé dostal od Americké matematické spole¢nosti. Déle obdrzel Eugene
Wigner Medal (1988) a National Medal of Science (1983).

V podékovani po ziskani Steelovy Ceny (Notices AMS, April 2000) Singer prohlasil:
,,Skolni tfida je pro mé dilezity protéjsek vyzkumu. Moc se mi libilo uéit postgradualni
studenty na v8ech stupnich. Od mnohych z nich jsem se naudil vice, nez jsem je naucil
ja.”“ Singerovymi vynikajicimi uéebnimi texty byly inspirovany generace matematikii.

2.4. Atiyahova-Singerova véta o indexu

Véta o indexu pojednava o eliptickych diferencialnich operatorech. Zopakujme nej-
drive zakladni definice. Diferencidlnié operdtor na prostoru C(U) hladkych komplex-
nich funkci na oteviené podmnoziné U eukleidovského prostoru R™ se soufadnicemi
(1,...,Ty) je operator tvaru

girt+Fin

%’ 2.1
Ozt -+ Oz @1

D= Z F‘il,...,in(zla"'axn)

kde pouze kone¢né mnoho koeficientt F;, ;. € C(U) je nenulovych. Jinymi slovy, D

néalezi okruhu G(U)[g—xl, cee gT] polynomii v proménnych g—ml, cee 27 s koeficienty

v C(U). Rdd operdgtoru D je &slo
rk(D) := max{i; + -+ +in | Fiy,.. i, # 0}
Symbol operdtoru D Tadu k je polynom o(D) € C(U)[t1,...,t,] definovany pfedpisem
(DY (X1y -y Ty b1y ey by) 1= Z F‘il,,,.,in(zla--'axn)t?"'ti?'
bt =k

Operétor D je elipticky, jestlize o(D)(21,...,Tn,t1,...,tn) # 0, kdykoliv ¢, # 0 pro
néjaké a € {1,...,n}. Prikladem je laplacian
02 0?

A doet

= — — 2.2
ox? 02’ (2.2)
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b

M

Obr. 2.1. Pfedstava fibrace jako spojité rodiny vektorovych prostori.
jehoz symbol je 2 + - - - +t2. Naproti tomu vlnovy operator

02 o

0=_-2 +.... 2
am$+ Jr@x%

(2.3)

elipticky neni.

Véta o indexu se ovSem tyka obecnéjsich diferencialnich operatori pusobicich na fe-
zech hladkych vektorovych fibraci.* Opét pfipomeiime zakladni pojmy. Komplexni vek-
torovd fibrace (kratce vektorova fibrace) je zobrazeni topologickych prostora n: E — M
takové, ze I, := w~1(b) (tzn. fibr nad bodem b) je pro kazdé b € M kone¢nérozmérny
komplexni vektorovy prostor. Dale pozadujeme lokdini trivialitu, tedy aby pro kazdy
bod b € M existovalo oteviené okoli U 2 b, &islo k a homeomorfizmus

¢:U xCF—= 7 YU)
takovy, ze
(i) (7¢)(x,v) = x pro kazdé (z,v) € UxCF a

(ii) pro kazdé x € U je zobrazeni v — ¢(z,v) izomorfizmem komplexnich vektoro-
vych prostort CF a F,.

Podminka (i) vyjadiuje komutativitu diagramu
UxCF —2 77 (U) = E
p1 m T (24)

U—>U < M

v némz p; je projekce na prvni faktor. Prostory M, resp. E, se nazyvaji bdze, resp. to-
tdlnt prostor fibrace w : E — M. Na zobrazeni 7 se budeme odkazovat jako na fibrujici
zobrazent.

4 Anglicky smooth vector bundle.
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Volné feceno, vektorova fibrace je rodina vektorovych prostort { Fy }pe s spojité pa-
rametrizovana bazi M, coz schematicky vyjadiuje obrézek 2.1. Pt¥iklad fibrace je samo-
zFejmé projekce p; : UxCF — U na otevienou podmnozinu U C R™. Tato tzv. trividlni
fibrace mé bazi U a totalni prostor Ux CF.

Restrikce vektorové fibrace m : E — M na podmnozinu U C M je vektorova
fibrace 7 : E|y — U s bazi U a totalnim prostorem E|y := 7~ 1(U). Diagram (2.4)
rika, ze restrikce vektorové fibrace na dostateéné malé oteviené podmnoziny baze jsou
trivialni.

Vektorova fibrace m : E — M je hladkd, jestlize m je hladké zobrazeni hlad-
kych variet.® V dalsim textu budeme hladkost piedpokladat automaticky. Rez fibrace
m: E — M je prava inverze fibrujiciho zobrazeni, tedy hladké zobrazeni s : M — FE,
pro néz ms je identita. Rez s je urfen svym grafem s(M) vlozenym do totalniho
prostoru E, viz opét obrazek 2.1. MnoZina I'(E, M) vSech Fezu je komplexni vek-
torovy prostor s nulovym elementem 0, coZ je fez pro ktery 0(b) := 0 € F, pro
viechna b € M. Soudet s’ + s” Fezi s’ a s” je definovan ,po fibrech‘, tedy vzorcem
(s"+5")(b) :=5'(b) +s"(b), be M.

Snadno ovétime, Ze prostor fezii I'(U x C*, U) trivialni fibrace tvoii k-tice (f1,. .., fi)
funkei z C(U). Specidlné tedy I'(UxC,U) = C(U). Operatory A a O piipome-
nuté v (2.2), resp. (2.3) mizeme nyni chapat jako linearni zobrazeni I'(UxC,U) —
L(UxC,U).

Na vektorové fibrace lze ,po fibrech® aplikovat stejné operace jako na vektorové
prostory. Kazda vektorové fibrace E — M ma proto svuj dudl E* — M, jehoz fibr F
nad b € M je linearni dual fibru F}, puvodni fibrace.® Podobné miizeme utvofit soucet

E'®E" - B (2.5)

fibraci E' — B a E” — B se stejnou bazi B. Fibry souctu (2.5) tvofi pfimé soucty
F; @ F fibru jednotlivych konstituenti.

Ve formulaci véty o indexu upotiebime i nasledujici konstrukci. Pro hladké zob-
razeni p: B — M a fibraci # : E — M definujeme indukovanou fibraci” p*E — M
fibrace m podél zobrazeni p jako fibraci s totalnim prostorem

p*E = {(b,e) € BXE | p(b) =7(e)}.

Fibrujici zobrazeni p*E — B je projekce na prvni faktor. Indukovana fibrace tvori

komutativni diagram
p'E — |

L

M——> B

s obvyklou univerzalni vlastnosti kategorialnich kartézskych ¢tverci.
Vratme se nyni k definici diferencialnich operéatori v potfebné obecnosti. Uvazujme
vektorové fibrace ' : B/ — M a « : E” — M nad stejnou bézi. Diferencialni

50 hladkych varietach pojedname téz v kap. 9.3.
6Pokud neni t¥eba, vynechavame symbol pro fibrujici zobrazeni.
7 Anglicky pullback.
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operéator je linearni zobrazeni D : T'(E', M) — T'(E”, M) lokalné reprezentované matici
diferencialnich operatorta (2.1). Tim rozumime toto. Vime, Ze vektorové fibrace jsou
lokalné modelovany trivialnimi fibracemi. Restrikce prostoru fezu na dostateéné malé
oteviené podmnoziny baze M jsou tedy tvofeny k-ticemi (resp. l-ticemi) hladkych
komplexnich funkei z C(U) pro né&jaka k a l. Vyzadujeme, aby na téchto restrikcich byl
operator D dan predpisem

D(fi,-- fi) = (> Di(f)s--n > Di(f),

1<i<k 1<i<k

kde D;- jsou ,klasické' diferencidlni operatory jako v (2.1). Takovy operator D se
nazyvéa elipticky, jestlize je pfislusnd matice symbola

|o(Di) (21, sy, tn)], 1< i<k, 1<5 <1,

regularni, kdykoliv (t1,...,t,) # (0,...,0). Elipticita nutné implikuje k = .
Piiklad 1. Proi = 0,1,2,... oznaéme A(M) komplexifikovanou i-tou vngjsi (Grass-
mannovu) mocninu koteéné fibrace T*M variety M.® Jeji fezy

QM) =T (A&(M), M)

jsou (komplexni) de Rhamovy formy stupné i. Ty, spolu s de Rhamouvym diferencid-
lem d* : QY (M) — QF(M), tvori (komplexifikovany) de Rhamtv komplex (Q(M), d)
variety M. Jeho kohomologie H (Q(M ), d) jsou shodné s kohomologiemi H(M; C) va-
riety M s komplexnimi koeficienty.

Pomoci Riemannovy metriky lze sestrojit operator d** : Q1 (M) — Q¥(M) sdru-
Feny k operatoru d. Operatory d* a d'* jsou priklady diferencidlnich operatort na
fezech fibrace Al (M) s hodnotami v fezech fibrace AL (M), resp. Al (M). Oznacme

E = @ /\éj(M), resp. B = @ /\éjJrl(M)a

Jj=0 720

pifmé soucty sudych, resp. lichych vnéjsich mocnin koteéné fibrace. Operatory d a d*”
se skladaji do operétori

d:=> d¥:T(E',M) - T(E"M) ad :=)» d’"" :T(E',M)~T(E",M),

Jj=20 720

jejichz soucet D :=d +d* : T'(E', M) — T'(E"”, M) je elipticky diferencialni operator.
Déle se soustiedime na vektorové fibrace nad kompakinimi orientovanymi uza-
virenymi varietami.’ Ukazuje se, Ze eliptické operatory jsou Fredholmovy, tedy maji
koneénérozmérna jadra i kojadra.'®© MuZzeme tedy definovat analyticky index opera-

toru D jako
Ind 4(D) := dim Ker(D) — dim coKer(D), (2.6)

kde Ker(D), resp. coKer(D), znaci jadro, resp. kojadro, linedrniho zobrazeni D.

8Velmi snadno se ovéi, Ze /\é;(M) =0 pro ¢ > dim(M).
9Vyznam téchto pojmi i nadherny tvod do charakteristickych tiid &tenaf nalezne v [3].
10Kojadro linearniho zobrazeni L : A — B je podil B/L(A).
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Druhym pojmem figurujicim ve vété o indexu je topologicky index operatoru D
definovany vzorcem

Indr(D) := ch(D)T (M)[M]. (2.7)

Jeho tuplné vysvétleni presahuje moznosti tohoto ¢lanku, proto jenom naznacime defi-
nice jednotlivych ¢lenti bez naroki na aplnou presnost, na detaily odkazujeme ¢tenafe
k [4]. Zatnémé s veli¢inou ch(D).

Mnozina v8ech (nikoliv nutné hladkych) vektorovych fibraci s danou bazi B je
komutativni pologrupal® &(B) s operaci + danou sou¢tem (2.5) a neutralnim prvkem 0
tvofenym identitou B — B. Jako kazdou komutativni pologrupu lze &(B) ztplunit
Grothendieckovou konstrukei do komutativni grupy K (X). Tim ziskame (komplexni)
K-grupu prostoru X.

Hladka varieta M mé tecnou fibraci TM —M a dualni kotecnou fibraci p:T*M —M.
V totalnim prostoru koteéné fibrace vezméme podprostor B(M) C T* M vektori délky
nepiesahujici 1 a sestrojme indukované fibrace

p*E/ E/ p* E// > E//
l lﬂ'l a l lﬂ-//
BM) —— M B(M) —2— M.

Ukazuje se, Zze symbol o(D) operatoru D lze interpretovat jako zobrazeni
O'(D) : p*El|S(M) — p*E”|S(M) (28)

restrikei indukovanych fibraci p*E’, resp. p*E” na podprostor S(M) C B(M) vektort
délky 1. Operator D je elipticky, pravé kdyz je toto zobrazeni isomorfismus. Indukované
fibrace p*E’ resp. p* E” nalezi pologrupé E(B(M))7 miZzeme proto vzit jejich rozdil

p*E —p*E" ¢ K(B(M))

Lze ukazat, Ze s pouzitim izomorfizmu (2.8) uréi prvek p*E’ — p* E” rozdilovy element
d(D) € K(B(M)/S(M)) v K-grupé podilu B(M)/S(M).
Uvedme nasledujici posloupnost tvorenou standardnimi objekty algebraické topo-
logie:
ch
K(B(OM)/S(M)) <5 H(B(M)/S(M); Q) 5 H(M: Q). (2.9)

Prvni ¢len je jiz zminéna K-grupa podilu B(M)/S(M), druhy a tfeti ¢len jsou racio-
nalni kohomologické okruhy podilu B(M)/S(M), resp. variety M.

Zobrazeni ch je Chernuv charakter, coz je urcity multiplikativn{ homomorfizmus
z komplexni K-teorie do racionalnich kohomologii definovany s pouzitim Chernovych
tfid komplexnich vektorovych fibraci. Zobrazeni t je Thomuv izomorfizmus kotecné
fibrace T* M. Faktor ch(D) v (2.7) je obraz prvku d(D) kompozici zobrazeni v (2.9),
tedy

ch(D) := t(ch(d(D))) € H*(M;Q).

11To je mnoZina s komutativni asociativni operaci + a neutralnim prvkem 0.
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Symbol .7 (M) v (2.7) zna¢i Todduv rod variety M, tedy mocninou fadu

+--- € H(M;Q),

c1  Co+ c% c1Co —c‘ll + 4020f + 303 + c3c1 — ¢4
TM) =1+ 5+ =3 24 720
ve které c1,ca,c3,... € H*(M;Q) jsou Chernovy tfidy komplexifikované te¢né fib-
race variety M. Topologicky index (2.7) je racionalni ¢islo dané evaluaci soudinu
ch(D)7 (M) € H(M;Q) na fundamentéalni t¥idé [M] variety M. Nyni jiz mame
vSechny potfebné definice.
Véta o indexu. Analyticky index eliptického diferencidlniho operdtoru na kompaktni
hladké orientované uzavicené varieté je roven jeho topologickemu indexu, tedy

Ind 4(D) = Indp(D).

Hloubka véty je v porovnavani veli¢in rozdilného charakteru. Zatimco analyticky
index je celé ¢islo sestrojené prostiedky funkcionalni analyzy, topologicky index je
geometrickd veli¢ina. Okamzity dusledek je, ze Indr (D) je také celé ¢islo, zatimco jeho
definice ika pouze, Ze je to ¢islo racionalni — povSimnéme si, ze vzorec pro Todduv
rod obsahuje racionalni koeficienty!"> To je samo o sobé& velice silny vysledek.

Ani analyticky, ani topologicky index nemusi byt definovan, pokud operator D neni
elipticky. V takovém pfipadé nemusi byt rozdil (2.6) definujici Ind (D) koneény a
(protoze (2.8) neni izomorfizmus) nelze sestrojit ani rozdilovy element d(D) potiebny
pro definici Indp (D).

Piiklad 2. Analyticky index operatoru D z prikladu 1 je roven Eulerové charakteristice
variety M, tedy
Inda(D) = (~1)"dim H'(M, Q).
i>0
Jeho topologicky index ziskdme evaluaci Fulerovy tiidy x (M) tecné fibrace variety M
na jeji fundamentalni t¥ids [M],

Indz (D) = x(M)[M].

Véta o indexu pro operator D vyjadfuje klasickou Gaussovu-Bonnetovu vétu (viz
kap. 7.3).

Priklad 3. Na varieté s komplexni strukturou mizeme misto operatoru D z pied-
choziho piikladu vzit operator 0 + 9 pusobici na komplexnich forméach typu (0,1%).
Véta o indexu v tomto pFipadé vytsti v Riemannovu-Rochovu vétu (viz [4, kap. XIX]).

Literatura
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12Stejna poznamka plati i pro Chernuv charakter, jeZ je v podstaté exponenciani funkci Chernovych
t¥id.

16 M. Krizek a kol.: Pruvnich deset Abelovijch cen za matematiku, JCMF, Praha, 2013



3. Abelovu cenu v roce 2005
ziskal Peter Lax

Michal Krizek

3.1. Uvod

Norska akademie véd se rozhodla udélit Abelovu cenu za rok 2005 vyzna¢nému mate-
matikovi Peteru D. Laxovi za jeho fundamentélni prispévky k teorii a aplikacim par-
cialnich diferencialnich rovnic a vypodctu jejich feSeni. Tuto v poradi jiz tieti Abelovu
cenu ziskal P. Lax dne 18. kvétna 2005 spolecné s penézitou odménou 980 000 USD.
Ty7 den pak proslovil Abelovu prednasku na ptidé univerzity v Oslu.

PETER DAvVID LAX
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Peter David Lax se narodil 1. kvétna 1926 v Budapesti. V roce 1941 se s rodici
prestéhoval do New Yorku. Zde v roce 1949 ziskal titul Ph.D. pod vedenim Richarda
Couranta, zakladatele metody konecnych prvki. O rok pozdéji zacal Lax pracovat
v Los Alamos jako konzultant. Od roku 1951 P. Lax byl zaméstnan v Courantové
ustavu matematickych véd (University of New York), kde v letech 1972-1980 piisobil
ve funkci feditele. V obdobi 1969-1971 byl viceprezidentem Americké matematické
spolecnosti a pozdgji (1977-1980) se stal jejim prezidentem.

Béhem zivota Peter Lax ziskal fadu vyznamnych ocenéni. Napf. v roce 1986 prevzal
v Bilém domé z rukou prezidenta Ronalda Reagana medaili za védu (National Medal
of Science). O rok pozdéji obdrzel Wolfovu cenu a v roce 1992 Steelovu cenu Americké
matematické spole¢nosti. Celkem 9 univerzit mu udélilo ¢estny doktorat.

Podivejme se nyni stru¢né na nékteré Laxovy dulezité vysledky (viz [2]).

3.2. Laxovo-Milgramovo lemma

Cela rada uloh z technické praxe vede na okrajové ulohy pro parcialni (popf. oby¢ejné)
diferenciélni rovnice eliptického typu. Typickymi piiklady jsou diferencialni rovnice
popisujici gravitacni, elektricky ¢i magneticky potenciél, rovnice proudéni, rovnice li-
nearni pruznosti, rovnice ustaleného vedeni tepla apod. Klasické feSeni téchto tloh
vétSinou neexistuje, nebot pfipadné materidlové konstanty mohou mit skoky, vySet-
fovana oblast nemusi byt konvexni nebo nema hladkou hranici. Potize mohou nastat
i v téch bodech hranice, kde jeden typ okrajové podminky pfechazi v jiny typ a kdy
se pozaduje spojitost derivaci aZz do hranice. To zpusobuje, Ze nelze obecné zarudit
globélni hladkost feSeni, tj. neexistuji derivace vystupujici v klasické formulaci.

Proto se vétsinou hledé tzv. slabé feSeni téchto tloh, kdy vyse uvedené obtize nejsou
na prekazku, a pomoci Laxova-Milgramova lemmatu (viz [3]) lze dokazat existenci
pravé jednoho takového resSend.

Laxovo-Milgramovo lemma. Necht V' je Hilbertiiv prostor nad realnymi Cisly
s normou || - ||, F je spojity linedrni funkciondl na V' a necht a(-,-) je bilinedrni forma,
ktera je spojita, tj.
IC >0 Yo,weV |a(v,w)| < C|v|||w], (3.1)
a V-elipticka, tj.
Je>0 YoeV a(v,v) > v (3.2)

Pak problém:
Najit uw € V takové, ze
a(u,v) = F(v) Yo eV, (3.3)
ma pravé jedno reseni.
UkaZzme si pouZiti Laxova-Milgramova lemmatu na jednoduchém pfikladé. Necht
QC RY(de{1,2,3,...}) je omezena oblast, jejiz hranice O je lipschitzovsky spojité
(viz [5]). Klasické FeSeni Poissonovy rovnice s Dirichletovou okrajovou podminkou

—Au=f vQ, (3.4)
u=0 na 09, (3.5)
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kde A je Laplacetiv operator a f patif do Lebesgueova prostoru L?(f2), se obvykle
hleda v prostoru C?(£2). Je-li funkce f napi. po &astech spojitd, coz je z praktického
hlediska dosti Casty pripad, klasické feSeni nemusi existovat. Proto si nyni stru¢né
naznacime, jak se klasickd tuloha pfevede na slabou formulaci.

Zavedme prostor testovacich funkci

ov

V= {u erQ) | o

cL*(Q), i=1,....d, u:OnaaQ}, (3.6)
kde parcialni derivace chapeme ve smyslu distribuci a rovnici v = 0 na hranici 92
ve smyslu stop (viz [1] nebo [5]). Predpokladejme, Ze n&jaké feseni u € V N C%(Q)
spliwuje (3.4)—(3.5). Vynéasobime-li rovnici (3.4) testovaci funkci v € V, pak integraci

pres  dostaneme
- / (Au)vdz = / foda.
Q Q

Greenova véta (integrace per partes) aplikovana na levou stranu rovnice dava

/Vu~Vvd:E:/fvd:E Yo € V; (3.7)
Q Q

prislugny povrchovy integral pres 0f2 je roven nule, nebot testovaci funkce v je nulova
na 9. Uloha najit v € V spliiujici rovnost (3.7) se nazyva slabd formulace klasické
tlohy a jeji feSeni u € V se nazyva slabé Teseni. Navic vidime, ze pokud klasické feseni
tilohy (3.4)—(3.5) existuje v prostoru V N C%(Q), pak je také slabym Fesenim.

Oznacime-li a(u,v) levou stranu rovnice (3.7) a F(v) jeji pravou stranu, pak (3.7)
je tvaru (3.3). Snadno se lze piesvédcit, ze prostor (3.6) se skalarnim soucinem

(v, w)v—/vwdx—i—z:/g; g;ﬂ x, v,weV,

je Hilbertiiv, Ze F je linearni spojity funkcional na V' a Ze a(-,-) je bilinearni spojita
forma. Jeji V-elipti¢nost (3.2) plyne z Friedrichsovy nerovnosti (viz [5]). Z Laxova-
Milgramova lemmatu plyne existence pravé jednoho uw € V', které spliuje (3.7) pro
f € L%() (napf. pro f po ¢astech spojitou).

Pfiblizné feSeni u; tlohy (3.7) se vétsinou hledd v n&jakém koneénérozmérném
neprazdném podprostoru V;, C V, kde h charakterizuje miru diskretizace. Existence
a jednoznac¢nost takového uj, € Vj, je pak opét zarudena Laxovym-Milgramovym lem-
matem.

Laxovo-Milgramovo lemma zobeciiuje znAmou Rieszovu vétu! o reprezentaci lineér-
nich spojitych funkcionalt pomoci skalarniho sou¢inu. Forma a(-, -) ale neni skalarnim
soucinem, pokud neni symetrickd. S nesymetrickymi formami je zapotiebi pracovat
v ulohach proudéni, pfi vypoctu elektromagnetického pole aj. Hilberttiv prostor V'
vystupujici v Laxové-Milgramové lemmatu mutze byt i nad komplexnimi &isly. Pak je
ale t¥eba dat levou stranu nerovnosti (3.2) do absolutni hodnoty.

IRieszova v&ta. Necht V je Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem (s )v. Pak pro kazdy
linedrni spojity funkciondl F' definovany na V ezistuje pravé jeden prvek u € V tak, Ze F(v) = (v,u)y
pro vSechna v € V.
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3.3. Konvergence numerickych schémat

Necht A je linearni diferencialni operator eliptického typu v prostorovych proménnych

x = (x1,...,24), ktery kazdé dostateéné hladké skalarni funkei v = u(t, z) pfirazuje
skalarni funkci Au. Uvazujme parabolickou tlohu
0
8—1‘ =Au prote[0,T], (3.8)
u(0) = wo, (3.9)

kde T > 0 a ug predstavuje pocateéni podminku pro u v ¢ase 0.

Peter Lax se zabyval numerickou metodou kone¢nych diferenci pro feSeni této po-
¢atec¢ni dlohy. K jeho hlavnim vysledkim patii véta, podle niz je metoda konvergentni
pravé tehdy, kdyZ je stabilni a konzistentni (pro pfislusné definice viz napf. prehle-
dovy ¢lanek [4]). Tato nutna a postacujici podminka je znaméa jako Laxtv princip
nich hyperbolickych rovnic. Laxova-Wendroffova véta zhruba fika, ze pokud diskrétni
feSeni jsou stejnomérné omezené a konverguji, pak jejich limita je feSenim pivodniho
hyperbolického problému (viz [1]).

P. Lax také studoval rdzové viny, které vznikaji napt. pii nadzvukovych rychlostech
letadel nebo pfi explozich. Vyvinul nové matematické postupy, které nam umoznuji po-
chopit a téz simulovat na pocitaci tento dulezity jev, kdy dochazi skokem ke zméné
hustoty a tlaku. V roce 1957 pfiSel s entropickou podminkou, jez dovoluje z mnoha
nespojitych a singularnich reSeni vybrat to, které mé dobry fyzikalni smysl. Pozname-
nejme jesté, Ze entropickou podminkou se u néas zabyval téz prof. Jind¥ich Necas.

3.4. Laxuv pfinos k teorii solitona

V roce 1834 si skotsky inZenyr John Scott Russell pov§iml, Ze kdyZ se na vodnim
kanalu zastavi lod tazena kofimi, vznikne izolovana vlna, ktera se §iff dale po kanalu az

Obr. 3.1. Diederik J. Korteweg a Gustav de Vries
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do vzdélenosti nékolika kilometri. Pozdéji nizozemsky matematik Diederik Johannes
Korteweg a jeho student Gustav de Vries (viz obr. 3.1) odvodili evolu¢ni parcialni
diferencialni rovnici, ktera tento jev popisuje:

Ou . Ou 9%y

kde u = u(t,x) oznatuje vysku vilny v ¢ase t a bodé z. Tak vznikla matematické te-
orie solitont. P. Laxovi se v roce 1968 podafilo pomoci Lieovy teorie grup rozlozit
nelinearni diferencialni operator tietiho fadu na pravé strané rovnice (3.10) na ope-
ratory nizs§iho fadu. To pak umoznilo snadnéji fesit Kortewegovu-de Vriesovu rovnici
analyticky i numericky. Dnes ma teorie solitont fadu aplikaci v kvantové teorii pole,
pFi pfenosu informace ve svétlovodicich, pfi modelovani biologickych systémii, ale i p¥i
modelovani vln cunami (viz [6]).

3.5. Zavér

Peter Lax sam sebe povazuje za ¢istého i aplikovaného matematika. Vyznamné se za-
slouzil o FeSeni problémt matematické fyziky popsanych nelinearnimi diferencialnimi
rovnicemi. BohuZel neexistuje obecnd numerickd metoda, ktera by umoznovala fesit
jakykoliv nelinearni problém. A tak se kazda t¥ida nelinearnich problémi musi vySet-
Fovat zvlast. P. Lax se kromé jiZz vySe uvedenych problému zabyval feSenim Eulerovych
rovnic proudéni plyni. Studoval také matematické modely poréznich materiala, které
umoziuji simulovat pohyb uhlovodiki v pfirodnich nalezistich. Je spoluautorem znamé
teorie rozptylu (angl. Lax-Phillips scattering theory). Dalsi jeho objevy jsou obsazeny
ve vybranych spisech [2].

P. Lax je velky pfiznivec vyuziti poc¢itac¢i v matematice. Tvrdi, Ze tloha pocitacu
v matematice je srovnatelna s vyznamem dalekohledi v astronomii ¢ mikroskopt
v biologii. Mladym studentim doporucuje, aby si trénovali matematické dovednosti
na TeSeni néjakého konkrétniho problému aplikované matematiky.
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4. Abelovu cenu za rok 2006
ziskal Lennart Carleson

Michal KriZek

4.1. Uvod

V utery 23. kvétna 2006 obdrzel profesor Lennart Carleson Abelovu cenu za rok 2006
z rukou Jeho Veli¢enstva norského kréle Haralda V. na université v Oslo. Podle vyjad-
feni komise pro vybér kandidati na Abelovu cenu ji dostal za své hluboké a fundamen-
talni prispévky k harmonické analyze a k teorii hladkijch dynamickiych systémi. Pod
timto struénym vyjadienim se skryva zejména Carlesontiv ditkaz konvergence Fourie-
rovych fad funkei integrovatelnych s kvadratem a dilkaz existence podivnych atraktora
Hénonova zobrazeni. Podrobnéji o tom pojedname v kapitolach 4.3 a 4.4.

" G
ullﬂ‘.";l f {

LENNART CARLESON
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4.2. Kdo je Lennart Carleson?

Lennart Axel Edvard Carleson se narodil 18. biezna 1928 ve Stockholmu. Studoval na
univerzité v Uppsale, kde ziskal doktorat pod vedenim znamého svédského matematika
Arne Beurlinga. V obdobi 1950-1951 Carleson pisobil na Harvardové univerzité jako
postdoktorand. V pouhych 26 letech se stal profesorem na univerzité ve Stockholmu.
O rok pozdéji byl jmenovan profesorem v Uppsale a pozdéji byl téz profesorem na
kalifornské univerzité v Los Angeles a v Kralovském technologickém institutu ve Stock-
holmu (viz [16]).

V obdobi 1968-84 byl feditelem Mittag-Lefflerova institutu v Djursholmu na se-
vernim okraji Stockholmu. Vyznamny §védsky matematik Gosta Mittag-Leffler (1846—
1927) nechal postavit tuto majestatni budovu na konci 19. stoleti jako rezidenci, kni-
hovnu a misto, kde se mohla schéazet kulturni a akademicka elita. Carleson zahy objevil
duchovni potencial tohoto mista a zorganizoval financovani a zalozeni Mittag-Lefflerova
institutu tak, jak jej dnes zna mezinarodni matematickd komunita, tj. jako matema-
tické centrum, kde se setkavaji specialisté z celého svéta na kratsi ¢i stfednédobé
pobyty.

Od roku 1956 Carleson ptuisobil 23 let ve funkci vedouciho redaktora ¢asopisu Acta
Mathematica, ktery ma dlouholetou historii spojenou s Mittag-Lefflerovym institutem.
Velmi se vénoval popularizaci matematiky ve Svédsku a vyucovani matematice. Je
autorem knihy: Mathematics of Our Time. Vychoval 26 Ph.D. studenti, z nichz mnozi
jsou dnes jiz profesofi. V letech 1978-82 byl prezidentem Mezinarodni matematické
unie. Tvrdé pracoval na tom, aby také Cina byla zastoupena v unii, coz bylo v tehdejsi
dobé politicky dosti obtizné.

Carleson byl tiikrat pozvan jako hostujici prednésejici na Mezinarodni matema-
ticky kongres, z toho jednou mél plenarni pfednésku, coz se povazuje za jedno z nej-
vyssich ocenéni v mezinarodni matematické komunité. Obdrzel Cestny doktorat na
nékolika univerzitach a byl zvolen ¢lenem korespondentem fady akademii a ucenych
spole¢nosti (mj. Norwegian Academy of Science and Letters, Royal Norwegian Society
of Sciences and Letters). Béhem svého Zivota ziskal celou fadu vyznaénych ocenéni
za svou praci, napf. v roce 1984 Steelovu cenu Americké matematické spolecnosti,
v roce 1994 Wolfovu cenu, v roce 2002 Lomonosovovu zlatou medaili Ruské akademie
véd a v roce 2003 Sylvestrovu medaili Kralovské spole¢nosti v Londyné.

lesonovych vysledkii.

4.3. Konvergence Fourierovych rad

Problém, ktery Carleson vyftesil, spadéa do oblasti harmonické analyzy, jejiz zéklady po-
lozil francouzsky matematik Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) kolem roku 1807.
Jde o to, zda libovolnou periodickou funkei s periodou 27 lze vyjadrit jako nekoneénou
sumu funkci sin mzx a cosmz s vhodnymi koeficienty, kde m jsou nezéaporna &isla. Fou-
rier byl v8ak ve svych formulacich dosti vagni. Kolem roku 1915 (viz [6, odst. 10.4.5])
problém piesné zformuloval rusky matematik Nikolaj N. Luzin (1883-1950), ale nebyl
schopen jej dokazat. Po ném byl nazvan Luzinovou domnénkou. Vice o jeji historii lze
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najit v PMFA v élanku F. Stépanka [14, s. 126-127]. V roce 1966 Luzinovu domnénku
kladné vyftesil L. Carleson — viz véta uvedena nize. Nejprve si zavedeme nékteré pojmy.

Necht f je realné lebesgueovsky integrovatelnd funkce definovana na uzavieném
intervalu [0, 27] a m je celé &slo. Pak mty Fourieriv koeficient f(m) funkce f = f(z)
a nty éasteény soulet s,, Fourierovy fady funkce f (vzhledem k systému {e"}2
jsou definovany takto:

o)

£ 1 o —imt _ - £ imz
flm) =g | f@e7 ™t sa(x) = m;nf(m)e :
Oznadime-li
R 1 27
am = 2Ref(m) = — f(t) cosmt dt,
T Jo
N 1 2m
by = 2Imf(m) = — f(t) sinmt dt,
™ Jo

pak f(m) = (am — iby)/2 a Eastecny soudet s, (z) mizeme zapsat v realném tvaru

n
+ (am cosmz + by, sinmz).

m=1

a
sn(7) = ?O

Luzinovu domnénku dokazal Carleson v praci [5]:

Vé&ta. Necht f je realna funkce na intervalu [0, 27, kterd je lebesgueovsky inte-
grovatelna s kvadratem. Pak s, konverguje k f pro n — oo skoro vsude.

Tato véta byla pozdéji zobecnéna Richardem A. Huntem na funkce integrovatelné
s p-tou mocninou pro p > 1 — tzv. Carlesonova-Huntova véta (viz [14, s. 127]).

Fourierovy trigonometrické fady patii k zakladim matematické analyzy. O historii
téchto Fad je stru¢né pojednano v [6]. Od svého objevu jsou vyuZivany pfi studiu a po-
pisu periodickych dé&ji, napf. kmitani v mechanice a elektrotechnice. Pouzivaji se ale
i pfi feseni uloh, ve kterych a priori nejde o periodické jevy. Tak je tomu napt. v [15]
pfi rozpoznavani tvart prfedmétt pomoci tzv. Fourierovych deskriptort. V [12, kap. 11]
je zase TeSeni trojrozmérné okrajové eliptické tlohy na osové symetrické oblasti preve-
deno fourierovskou metodou kone¢nych prvki na feSeni posloupnosti dvojrozmérnych
dloh, které se pak Fesi standardni metodou koneénych prvki.

Na zavér této kapitoly jesté pripomenme, Ze bez Fourierovy analyzy bychom dnes
neméli nap¥. moderni automobily, televizi, vyskové budovy, formaty JPG a MP3 po-
uzivané v digitalnich fotoaparatech, hudebnich pfehravacich a v fadé softwarovych
produkt.

4.4. Existence podivného atraktoru Hénonova zobrazeni
V roce 1960 se americky meteorolog Edward Lorenz z Massachusetts Institute of Tech-
nology pokousel pfedpovidat pocasi pomoci primitivniho pocéitace. Svij diskrétni dy-

namicky model omezil jen na t¥i parametry (viz [13]). Jednou musel v poloving vypo-
¢tu béh programu prerusit. Hodnoty t¥i mezivysledki si peclivé zapsal a druhy den
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Obr. 4.1. Hénontv podivny atraktor zobrazeni T' v oblasti (—1.3,1.3) x (—0.4,0.4).

ve vypoctu pokracoval. Pro jistotu pak cely vypocet zopakoval a prekvapivé zjistil,
7e dostal aplné jiné vysledné hodnoty, nez kdyby vypocet neprerusil. Jak se to mohlo
stat? Vzdyt rovnice byly stejné a pocitac¢ i program se nezménily. Dikladnou analyzou
odhalil, Ze pfi zapisovani mezivysledkt doslo zaokrouhlovani s relativni chybou mensi
nez 0.00001 %. Tato nepatrna zména v jednom kroku v8ak zpiisobila obrovské zmény
ve vysledném feSeni. Lorenz tak objevil jev, kterému se dnes v meteorologii fiké efekt
motyliho kiidla, tj. nepatrné mavnuti kiidly motyla v bieznu nékde v Pekingu muze
zpusobit v srpnu zménu sméru hurikinu v Atlantickém ocednu. Nesmirné mala od-
chylka, ktera je v kazdém kroku mirné zvétSovana, miize tedy vést po mnoha krocich
k naprosto nepredvidatelnému stavu.

V roce 1976 francouzsky astronom Michel Hénon zjednodusil Lorenzuv diskrétni
systém jen na dva parametry. PFitom jeho systém mél podobné podivné chovani jako
Lorenztuv systém. Hénon definoval zobrazeni T' roviny do roviny velice jednoduchym
vztahem (viz [10])

T(z,y) = (1 +y — 1.42% 0.3x).

Vidime, Ze prvni slozka funkéni hodnoty T je kvadraticka funkce, kdezto druhé slozka
je dokonce linearni. Odpovidajici diskrétni dynamicky systém pro n = 0,1,2,... je
pak dan rovnicemi

2
Tn+1 = 14+y, — ax,,

Yn+1 = bl‘n,

kde a = 1.4 a b = 0.3 jsou hodnoty parametri, které Hénon pivodné navrhl.

Bod (0, 0) se pomoci T zobrazi na bod (1, 0), bod (1, 0) se zobrazi na bod (—0.4, 0.3),
jenz se dale zobrazi na bod (1.076, —0.12) atd. Pfislusné iterace se budou hromadit
pobliz tzv. podivného atraktoru, tj. mnoziny, ktera je znézornéna na obr. 4.1. Budou
sice postupné chaoticky ,skdkat” na vSechny strany (zdanlivé velice nesystematicky),
ale stale se budou pfibliZzovat k této mnozing. Jestlize za¢neme z bodu (0,0.2918),
dostaneme piekvapivé tyz atraktor. Pokud ale vystartujeme z bodu (0, 0.2919), odpo-

M. Krizek a kol.: Prunich deset Abelovijch cen za matematiku, JCMF7 Praha, 2013 25



vidajici iterace ptujdou velice rychle do nekonecna. Vidime tedy, Ze chovani i pomérné
jednoduchého nelinearniho dynamického systému miize byt zna¢né komplikované.

Pro libovolné realné parametry a a b nazveme funkci T definovanou vztahem
T(z,y) = (1 +y — ax? bzx) Hénonovym zobrazenim. Snadno lze ovéfit, ze T ma dva
pevné body pro a # 0:

1
w=oo (b= 12 VI8 +4a),
v 2a< ( )? 4 da
Yn = bxy.

tj. body, pro néz x,4+1 = =, a soucasné y,+1 = yn. Pro a = 1.4 a b = 0.3 mé jeden
z téchto pevnych bodu soufadnice z,, = 0.63135 a y,, = 0.18941 a druhy z,, = —1.13135
a yn, = —0.33941. Oba pevné body jsou ale nestabilni, nebot libovoln& malé perturbace
odkloni p¥islugné iterace k podivnému atraktoru.!

Carleson spole¢né se svym krajanem Benedicksem dokézali jako prvni existenci po-
divného atraktoru pro Hénonovo zobrazeni a jeho fraktalni charakter (viz [1]). Tento
atraktor ma napri¢ ,trajektorii z obr. 4.1* strukturu jako Cantorova mnozina. Nu-
merické testy ukazuji, Ze jeho Hausdorffova dimenze je 1.26 + 0.003. S popularnim
vykladem o necelo¢iselné dimenzi se mize ¢tenaf sezndmit v ¢lanku Jiftho Fialy [9].

4.5. Zavére¢né poznamky

Lennart Carleson prispél k FeSeni mnoha dalsich problémi. V roce 1917 japonsky
matematik Soichi Kakeya zformuloval nasledujici ilohu. Namo¢me jehlu do inkoustu
a polozme ji na list papiru. Jehlu je tfeba otoc¢it o 180° aniz bychom ji nadzvedli.
Pritom ji muzeme jakkoliv posunovat dopfedu i dozadu tak, jako kdyZ se snaZime
zaparkovat auto. Navic pfedpokladame, Ze jehla ma nulovou tloustku. Otazka zni: Jak
velkd je obarvend plocha a jaky je nejlepsi dolni odhad velikosti této plochy?

MizZeme si rovnéz klast otazky: Jak posunovat a otdcet jehlou tak, aby obarvend
plocha byla minimdlni? Ezxistuje vibec takovd plocha o minimdlnim obsahu? Uvidime,
7e na posledni dvé otazky existuje negativni odpoved.

Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze jehla mé délku 1. Pokud bychom
jehlu oto¢ili o 180° kolem jeji §picky, méla by obarvena plocha ziejmé velikost 7/2 =
1.57. Pokud bychom ji rotovali kolem jejiho stiedu, ziskame plochu o polovi¢ni velikosti
/4 = 0.78. To oviem jist& neni nejmensi plocha, protoze jehlu miZzeme také posouvat
a otacet o 180° uvnitf rovnostranného trojuhelnika s jednotkovou vyskou a plochou
1/ V3 = 0.58. Jeste mensi plochu dostaneme, kdy# se s jehlou budeme pohybovat uvnit¥
Steinerovy hypocykloidy, tj. kiivky, kterou opisuje bod na kruznici o poloméru 1/4, jez
se kotali zevnitf po obvodu kruznice o poloméru 3/4. Timto zptusobem lze ziskat plochu
o obsahu piiblizné 0.39, o které se Kakeya domnival, Ze je minimalni (viz obr. 4.2).
V roce 1928 ale rusky matematik Abram S. Bezikovi¢ (1891-1970) pfekvapivé dokazal,

1Jiz pred 100 lety se francouzsky matematik Pierre Fatou [7] zabyval hledanim pevnych bodi
zobrazeni T (viz téz [8]). Slozky tohoto zobrazeni mohly byt dokonce racionalni funkce. Také Gaston
Julia [11] studoval mnoZiny v8ech pocate¢nich podminek, pro néz je posloupnost (zn,yn) omezena.
Tehdy ale nebyly k dispozici zadné elektronické pocitace, které by umoznovaly nakreslit prislusné
fraktalni mnoziny.
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Obr. 4.2. Cerns je obarvena oblast ohrani¢end Steinerovou hypocykloidou uvnitf kruznice
o poloméru 3/4.

Obr. 4.3. Plocha slozena z mnoha dlouhych a tzkych trojuhelniki.

Ze obarvenou plochu muzeme udélat libovolné malou (viz [2, 3]). Jeho plocha se sklada
z velkého mnozstvi tzkych trojuhelnikd podobnych jehlickdm na vano¢nim stromecku
(viz obr. 4.3).

Carleson a jeho student Per Sj6lin se zabyvali zobecnénim této tlohy, coz pozdéji
pouzili v teorii Fourierovych multiplikdtora jako standardni prostiedek.

Dalsi japonsky matematik S. Kakutani na pocatku 40. let minulého stoleti zformu-
loval tzv. problém korony (angl. corona problem), ktery se tyka jisté ti¥idy omezenych
analytickych funkci definovanych na jednotkovém kruhu v komplexni roviné. Otazka
zni, co lze Fici o chovani téchto funkci na hranici, jestlize vime, jak se chovaji uvnitf
kruhu. Jde tedy o ¢isté matematicky problém, i kdyz slovo koréna bézné oznacuje prs-
tenec svétla, ktery je vidét kolem Slunce pii jeho tplném zatméni. Carleson problém
korony vytesil v ¢lanku [4] z roku 1962. Zavadi zde specialni miru, ktera byla po ném
pozdéji nazvana Carlesonova mira. Dnes se béZné pouziva v komplexni i harmonické
analyze.

Komise pro vybér kandidatd na Abelovu cenu tedy pravem ocenila Carlesonovy
zésluhy o rozvoj matematiky, jeho Siroky zabér i organiza¢ni schopnosti. Z jejich zavéri
citujme alespoii tuto vétu: Lennart Carleson is a brilliant scientist with a broad vision
for mathematics and for the role of mathematics in the global community.
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5. Abelovu cenu za matematiku
ziskal v roce 2007 Srinivasa

Varadhan

Michal K¥iZek, Ivo Vrkocd

5.1. Uvod

Dne 22. kvétna 2007 obdrzel Abelovu cenu profesor Srinivasa S. R. Varadhan z Couran-
tova dstavu matematickych véd v New Yorku. V kratké historii Abelovych cen, které
se pravidelné udéluji od roku 2003, je to jiz druha cena, jez sméfuje do tohoto ustavu.
Pripomeiime, Ze v roce 2005 ziskal Abelovu cenu matematik madarského ptivodu Peter
Lax, ktery pracoval v Courantové tstavu jiz od svych 25 let.

Podle vyjadieni vybérové komise dostal S. Varadhan Abelovu cenu ze své funda-
mentdlni pFispévky k teorii pravdépodobnosti, zejména za vytvoieni sjednocené teorie
velkych odchylek.

SRINIVASA S. R. VARADHAN
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Komisi predsedal Kristian Seip. Abelovu cenu pak udélila Norska akademie véd.
Slavnostnimu aktu v aule univerzity v Oslo byli pfitomni Jeji Veli¢enstvo kralovna
Sonja a norsky ministr pro vzdélavani a vyzkum Qystein Djupedal. Poté mél profesor
Varadhan audienci v kralovském palaci, setkal se s mladymi studenty matematiky,
proslovil dvé odborné pifednasky na univerzitach v Oslo a Trondheimu a zacastnil se
matematického cirkusu organizovaného pro déti. Abelova cena je spojena s penézitou
odménou 6 000 000 norskych korun.

5.2. Proslov prof. Varadhana pti udéleni Abelovy ceny

Vase velicenstvo, vzdceni élenové Norské akademie véd, drazi prdtelé.

Chci zacit vyjddienim velkych diki norské vlddé a lidem, kteit se zaslouZili o ziizent
Abelovy nadace, kterd podporuje tuto cenu. Abel ve svém velice krdtkém Zivoté ucinil
obrovsky prinos ,,Matematice” a ja se citim velice poctén cenou, kterd byla ziizena na
jeho pamdtku.

Jen tézko mohu vyjddrit své emoce v tento den. Citim se polichocen slovy, kterd
zde 0 mé€ a o mé prdaci zaznéla. Jsem skutecné potésen, Ze jsem za tuto prdci ocenén.
Matematika je rozsdhld disciplina, v niZ pracuje mnoho vynikajicich kolegi, kteri ucinili
fundamentdlnimi objevy ve svijch oborech. Mél jsem §tésti, Ze komise letos ocenila teorii
pravdépodobnosti a moje vijsledky v ni.

Teorie pravdépodobnosti md dlouhou historii. I kdyz rizné hry opirajici se o ndhodu
se hraji jiz tisicileti, teprve neddvno se tento predmét stal soucdsti matematiky. Teorie
pravdépodobnosti md dnes mnoho roli. Jako soucdst matematiky je perspektivni a slouzi
také jako uZitecny mdstroj v ostatnich oblastech cisté a aplikované matematiky. Sto-
chastické modelovdni je dileZitou soucdsti mnoha odvétvi ptirodnich a socidlnich véd.
Zijeme ve svéeté plném nejistoty, a tak se stalo nezbytnym tuto nejistotu modelovat,
studovat a pripadné ji i 7idit. Jsem skutecné velice Stasten, Ze teorie pravdépodobnosti
ziskala letos uzndnd.

Na mém formovani jako osoby i jako matematika se podilelo mnoho osobnosti. Mij
otec byl ucitel a pozdéji Feditel na stredni skole. Vzdeéldni mélo vidy vysokou prioritu
v nasSem domové a jd jsem v tomto sméru mel trvalou podporu od obou svijch Todict.

Na stiedni skole jsem mél vijborného profesora matematiky, od néhoz jsem pochytil,
zZe matematika mizZe byt i zdbava jako ostatni hry. Moji ucitelé v prezidentské koleji
v Chennai mné poskytli solidni matematické vzdéldni. Béhem studii v Indickém sta-
tistickém ustavu v Kalkaté mé skolil Dr. C. R. Rao, ktery mé trvale podporoval. Miij
zdjem o matematiku tehdy vijrazné vzrostl diky spoluprdci s kolegy z tstavu. Zejména
se o to zaslouzil jiz zminény Ranga Rao a ddle Varadarajan o Partasarathy.

Kdyz jsem se v roce 1963 piestéhoval do New Yorku, Courantiv tstav mél velké
mmnozstvi aktivit v Fadé oblasti. 'V analyze jsem hodné ziskal v diskusich s Moserem,
Nirenbergem, Lazem, Johnem a mnoha dalsimi. Donsker, s nimz jsem po léta tuzce
spolupracoval, byl mij skvély kolega a vérny rddce. Také Kac a McKean byli trvalymi
zdroji inspirace.

Vidy jsem si cenil uzké spoluprdce s ostatnimi a hodné jsem se od nich naucil.
Zejména bych rdad zminil nékteré z nich. Byli to mi kolegové Stroock, Papanicolaou
a H. T. Yau v rizngch obdobich a ddle Kipnis, Olla a Landim, ktei dlouhodobé navsti-
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vili nds ustav. Béhem téch let jsem mél kolem tiiceti studenti. Spoluprdce s nimi byla
velice povzbuzugjici a byli to oni, kdo pispéli a obohatili mij profesiondlni Zivot.

Newyorskd univerzita a ptedevsim Courantiv idstav je bdjecnd instituce v tom
smyslu, Ze ziskdvd studenty k védeckému bdddni a umoznuje jim plny odborny rist.

Nakonec bych rdd podékoval své Zené Vasu za podporu, kterou mi poskytovala, a za
porozumeént, jehoZ se mi béhem let dostdvalo. Jsem rdd, Ze je zde s nasim synem
Ashokem, aby se mnou spolecné sdileli radost. Lituji, Ze tu neni Gopal' a Ze nemiiZe
se mnou proZivat tento okamZzik.

Koncim diky adresovanymi Norské akademii véd, Abelové nadaci a vjbérové komisi
za to, co se dnes stalo, a preji kaZdému dobry den.

5.3. Struény Zivotopis

Srinivasa S.R. Varadhan se narodil 2. ledna 1940 v Chennai (tj. Madrasu) na ji-
hozapadnim pobfezi Indie. Titul bakalafe ziskal na Presidency College v Chennai
v roce 1959 a Ph.D. v Indickém statistickém tstavu v Kalkaté v roce 1963. Jeho
gkolitelem byl svétoznamy indicky statistik C. R. Rao. Mlady Varadhan musel béhem
obhajoby své doktorské disertace ¢elit fadé zasvécenych dotazl od hosta pro néj do té
doby neznamého. Pozdéji se ukézalo, Ze se jednalo o Spickového ruského matematika
A.N. Kolmogorova.? Profesor Rao védél, Ze pfijede do Indie, a tak nacasoval Varadha-
novu obhajobu tak, aby mohl Kolmogorovovi pfedstavit svého vynikajiciho studenta.
A nutno dodat, Ze Kolmogorov nebyl zklaman.

S. Varadhan za¢al svoji akademickou kariéru v Courantové tustavu v New Yorku
jiz jako postdoc (1963-67). V letech 1966-68 zde pusobil jako asistent a poté jako do-
cent (angl. Associate Professor). V roce 1972 byl jmenovén profesorem a jesté v témze
roce odcestoval do §védského Mittag-Lefflerova tistavu na delsi studijni pobyt. V obdo-
bi 1976-77 piijal nabidku pracovat na Standfordské univerzité. V letech 1980-84 vy-
stfidal ve funkci Feditele Courantova tstavu P. Laxe. Pozdg&ji (1991-92) byl také za-
méstnan v prestiznim Ustavu pro pokroéila studia (Institute for Advanced Study) a po
navratu se stal opét Feditelem Courantova tstavu (1992-94).

I kdyz je prace S. Varadhana motivovana problémy matematické fyziky a teorii
parcialnich diferencialnich rovnic, zabyva se predevsim teorii pravdépodobnosti. Kdyz
nastoupil do Courantova tistavu, nalezl zde skvélé intelektualni zézemi. Mél Stésti, Ze
se seznamil s D. W. Stroockem. Spole¢né koncem Sedesétych let napsali pisobivou sérii
rozsahlych védeckych ¢lanki (viz napt. [15], [16]), kterou v roce 1979 zavr$ili mono-
grafii Multidimensional diffusion processes [19] obsahujici velké mnoZstvi pivodnich
vysledkt. Tato monografie brzy ziskala velky svétovy ohlas a byla opétovné publiko-
vana v letech 1997 a 2006.

V roce 1978 byl Varadhan zvanym fe¢nikem na Mezinarodnim matematickém kon-
gresu a v roce 1994 zde mél plenarni prednasku. BEhem svého plodného Zivota prof. Va-
radhan ziskal Fadu ocenéni a uznani. P¥ipomenime napiiklad Birkhoffovu cenu (1994)

LPozn. redakce: Gopal je Varadhantiv prvorozeny syn, ktery tragicky zahynul 11. zaii 2001 pii
teroristickém tutoku v New Yorku.

2 Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987) v roce 1933 axiomatizoval teorii pravdépodobnosti.
Zaved] pravdépodobnost jako pravdépodobnostni miru s hodnotami v intervalu [0, 1] definovanou na
o-algebFe a spliiujici jisté podminky. Jeho standardni model (viz napf. [12]) se dodnes pouziva. Opira
se o prace E. Borela (1871-1956) z teorie miry.
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a Steelovu cenu (1996). V roce 1988 byl zvolen do Americké akademie uméni a véd,
v témZe roce do Tieti svétové akademie véd, v r. 1995 do Narodni akademie véd,
v r. 1998 do Kralovské spolecnosti a v r. 2004 do Indické akademie véd. Databaze
Mathematical Reviews eviduje 135 recenzi na prace S. Varadhana. Jeho stru¢na vé-
decké biografie je uverejnéna v ¢lanku [1].

5.4. 0Od teorie pravdépodobnosti k teorii velkych odchylek

Teorie pravdépodobnosti mé dlouholetou historii. Jeji kofeny sahaji az do 13. stoleti,
kdy ulohu o hodech tfemi kostkami (viz [14, s. 57]) Fesil Richard de Fournival v basni
De vetula (O védmeé). V prvni poloving 17. stoleti Fermat, Galileo, Huygens a Pas-
cal vy8etfovali jednoduché tlohy na pravdépodobnost a zavedli pojem stfedni hodnoty.
Zabyvali se nejvice matematickym feSenim hazardnich her, u kterych vyhru, resp. pro-
hru podminuji ndhodné jevy [17]|. Zejména vySetfovali hry, u nichz maji v8ichni hraci
stejné matematické nadéje na vyhru a mnozina moznych vysledki je kone¢né (napf.
pii hazeni minci a kostkou nebo rizné karetni hry). Jako priklad uvedme jednu tako-
vou ulohu z té doby, kterou lze nalézt v korespondenci Pierra de Fermata s Balaisem
Pascalem [18]:

Dva hraci A a B hraji nékolik her o urcitou ¢astku C. Tuto ¢astku dostane hrac,
ktery vyhraje jako prvni k her. Hry jsou preruseny ve chvili, kdy jednomu z hracii
chybi do vitézstvi ¢ her, druhému m her. Jak bude ¢astka C' spravedlivé rozdélena?

Zvolme napt. £ = 2 a m = 3. V tomto ptipadé bude £ > 3 libovolné. Fermat si
uvédomil, Ze staci provérit jen 16 niZze uvedenych moznosti:

aaaa, baaa, abaa, aaba, aaab, bbaa, abba, aabb, baba, abab, baab,
abbb, babb, bbab, bbba, bbbb,

kde a, resp. b znamena vitézstvi hrace A, resp. B. Odtud je jiz patrné, ze Castka C
bude spravedlivé rozdélena v poméru 11:5, nebot 11 moZnosti na prvnim fadku odpo-
vida vyhte hrace A, zatimco zbyvajicich 5 moznosti na fadku druhém odpovida vyhie
hréce B. Pro obecné ¢ a m lze postupovat analogicky.

Teorie pravdépodobnosti se pak dale rozvijela. Studoval se zejména problém, co se
stane, kdyz budeme néjaky experiment s ndhodnym vysledkem opakovat stale dokola.
Jak bude vypadat p¥islusny limitni stav? Tak Jakob Bernoulli pfisel koncem 17. stoleti
na zdkon velkiyjch cisel, ktery lze zhruba vyjadrit takto:

Jestlize se jev vedouci k nahodnému jevu s pravdépodobnosti P opakuje n-krat,
blizi se pomér poctu jevii skutec¢né vzniklych k uhrnnému poctu vSech jevii tomuto
¢islu P tim vice, ¢im vétsi je n.

KdyZ vyhodime minci do vysky, padne panna nebo orel. Pravdépodobnost obou
jevil je ziejmé 50%. Pokud vyhodime minci napiiklad milionkrat, nepadne sice orel
praveé 500 000krat, ale relativni ¢etnost tohoto nahodného jevu 1%, kde p udava pocet,
kolikrat padl orel, se bude jen velice méalo 1isit od pravdépodobnosti %

A.N. Kolmogorov vyjadril zékon velkych ¢isel nasledujici matematickou vétou:
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Necht X1, X, ... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
s kone¢nou stiedni hodnotou p a kone¢nym rozptylem.? Pak

1 n
Pl L — X, = =1.
(gg ” Z N)

Dalsi dualezitou roli pfi rozvoji teorie pravdépodobnosti sehréla také centralni li-
mitn{ véta, kterou za jistych omezujicich pfedpokladt pouzival v prvni poloving 18. sto-
leti Abraham De Moivre, tj. mnohem dfive nez se Gauss narodil. I kdyz De Moivre
tuto vétu nedokazal, jeji samotné formulace byla velice vyznamna. Centralni limitni
véta nam TFika, Ze statistické vlastnosti, které zaviseji na velkém mnoZstvi nezavislych
Ciniteld, maji rozdéleni pfipominajici svym tvarem zvon. Takové rozdéleni se nazyva
Gaussovo (nebo téz Gaussovo-Laplaceovo) normdini rozdélent a je charakterizovano
jen dvéma parametry: stfedni hodnotou p € (—o0, 00) a rozptylem o2 > 0 (viz [14]),

exp (—M> , x € (—00,00).

1
f($) \/%0' 252

Pokud si kupiikladu budete zakreslovat do diagramu kolik vojakid ma veli-
kost 175 cm, kolik jich méa velikost 176 cm atp., pak vysledny graf bude mit pfiblizné
tvar jako funkce f pro vhodné parametry.

Obé vyse zminéné limitni véty (zdkon velkych &isel i centralni limitni véta) jsou
dtlezité v mnoha praktickych situacich, kdy pracujeme s obrovskym mnozstvim sta-
tistickych dat. Naptiklad pojistovaci spole¢nosti se prili§ nezajimaji o jednotliva auta,
ale spi8e je zajima kolik nehod budou mit v8echna jimi pojisténé auta za rok. Pokud
budete stavét telefonni sit, pak vas nebudou zajimat jednotlivi zakaznici, ale spiSe
pravdépodobnost, Ze pfili§ mnoho z nich bude soucasné telefonovat béhem vecerni
§picky nebo v pripadé néjaké katastrofy. Limitni véty nam umoznuji takovéto tlohy
fesit, ale nelze je pouzit k feSeni problému tzv. velkyjch odchylek.

Abychom si pfiblizili tento problém, vratme se k tloze hézeni mince. Pokud ji
vyhodime jen stokrat, pak existuje velice mala pravdépodobnost, Zze padne alespon
75 orli a nejvyse 25 panen. Uméni ,velkych odchylek® spoc¢iva pravé ve vypoctu
pravdépodobnosti vzniku takovych fidkych piipadi.

Velké odchylky byly prvné studovany velkym $védskym statistikem a pojistovacim
matematikem Haraldem Cramérem (1893-1985) kolem roku 1930. Snadno nahléd-
neme, Ze tento problém zajimé zejména matematiky pracujici v pojistovaci matema-
tice. ééstka, kterou platite za pojisténi auta, se odviji od statistiky z pfedchozich let.
Pojistovaci spolecnost totiz musi vybrat dostateéné mnoZstvi penéz, aby mohla pokryt
nehody vSech fidi¢a, ktefi havarovali. Co ale délat, pokud se v nékterém roce stane
mnohem vice nehod (v dasledku n&jaké nepredvidatelné pri¢iny) neZ v piedchozich
letech? Ma-li pojistovna zaplatit vice penéz, nez vybrala, pak bude mit samoziejmé
potize.

Bohuzel neexistuje zadné cesta, jak se tomuto problému zcela vyhnout. Pokud byste
nasadili cenu za pojisténi prili§ vysokou, abyste se vyhnuli velkym odchylkam, pak si

3Poznamenejme, Ze se miize stat, Ze stfedni hodnota nahodnych veli¢in X; viibec nemusi existovat
(napf. pro Cauchyovo rozdéleni). Pak je ale s pravdépodobnosti 1 posloupnost ndhodnych veli¢in
(X1 + -+ 4+ Xn)/n neohranicena [13].
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vaSe pojisténi nikdo nekoupi. Pfitom takova velka odchylka nastane jen velmi zfidka.
Pojistovaci spoleénost proto potiebuje spocitat pravdépodobnost velkych odchylek
ruznych velikosti, aby nalezla rozumnou miru rizika. Podobné je t¥eba stavét telefonni
sité predimenzované, abychom se vyhnuli pretiZzeni v dusledku ziidka se vyskytujicich
velkych odchylek. Zcela vyjimecéné se také stane, ze Zemi zasadhne velky asteroid, ze
nestadi protipovodiové zabrany pii pétisetleté vodé nebo Ze velka kasina jsou finanéné
zruinovana, kdyz padne napiiklad ¢ervena patnactkrat za sebou.

5.5. Varadhanuv princip velkych odchylek

Jeden z velkych Varadhanovych pfispévku k teorii pravdépodobnosti je pouziti tech-
niky velkych odchylek jako silného a mnohostranného nastroje v mnoha oblastech
matematicko-fyzikalnich véd, které se od sebe zdanlivé velice lisi (napf. statisticka fy-
zika, popula¢ni dynamika, ekonometrie, komunika¢ni technologie). Tento vyzkum pro-
vadél Varadhan zejména se svym kolegou Monroe Donskerem. Dohromady publikovali
pfes 20 praci (viz napf. [2]-[10]).

Mnoho fyzikalnich teorii ma statistickou povahu [9], protoZe nepopisuji chovani
jednotlivych atomi & molekul, ale soustFeduji se na statistické chovani vSech &astic
v makroskopickych veli¢inéch, jako je tlak, teplota, tok apod. Ale i zde se ob¢as mohou
vyskytnout nepiedvidatelné fluktuace, které pak vedou napf. k tunelovému jevu &
k lokalnimu sniZzeni entropie.

Varadhaniiv princip velkych odchylek si objasnime na jednoduchém piipadu z ¢lan-
ku [2]. Uvazujme Browniv pohyb startujici v bodé z a okamziku 0. Polozme

L(t,w(.),y) = %)\{5 :0<s <t w(s) <yl

kde )\ je Lebesgueova mira na R, w(.) je realizace Brownova pohybu. Hodnota
L(t,w(.),y) tedy vyjadiuje relativni dobu, po kterou realizace w(.) bude mensi nebo
rovna y do okamziku ¢. Dale necht P, je pravdépodobnost indukovana timto procesem.
Problém vySetfovany Donskerem a Varadhanem je zaméfen na nalezeni limit typu

Jim % log E, [exp {—t®(L(t,w(.), )},

kde E, je stfedni hodnota odpovidajici pravdépodobnosti P,, ® je funkcionél defino-
vany na mnoziné distribu¢nich funkci na R! a splitujici jisté podminky. Tato limita dava
informaci o asymptotickém pribéhu L(t,w(.),y). V tomto pfipadé byla limita nalezena
jako extremni hodnota konkrétné daného vyrazu. Vysledky jsou v ¢lancich [2]-[7]
zobecnény na markovské procesy s diskrétnim i spojitym ¢asem, na procesy, jejichz
hodnoty jsou ve velmi obecnych prostorech a dale na limes superior a limes inferior
vyrazi

1 1
; 1Ong,t(C) = ?Px{w : St(wv ) € C}a

kde C' je podmnozina pravdépodobnostnich mér, L; je definovana vztahem

St(w, A) = %)\{O’ tw(o) €A, 0< o<t}
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a A je mnozina ze stavového prostoru markovského procesu. V pripadech téchto limit
se vySe uvedené vyrazy a jejich zobecnéni porovnéavaji s entropii vySetfovanych procesii
(blize o tom v [6]).

Uvedené vysledky maji dilezité aplikace. Uvedme jen n&které. Autofi roziesili dile-
Zity polaronovy problém a také problém formulovany Pekarem [7]. Oba tyto problémy
maji vyznam ve statistické fyzice. Jmenujme je$té analyzu chovani ndboji na kruz-
nici, jejichZ pohyb je dan slozenim deterministického vlivu s vlivem danym Brownovym
pohybem (viz [10]).

5.6. Dalsi vysledky S. Varadhana

V roce 1905 se Albert Einstein proslavil svou praci, v niz vysvétlil pfi¢inu Brownova
pohybu. V pfislusnych matematickych modelech je tento pohyb popsan funkci, ktera
mé nekonecnou variaci (coz paradoxné odpovida nekoneéné rychlosti ¢astic). V ¢lan-
cich [15] a [16] Stroock a Varadhan studuji difazni proces v R%, d € {1,2,...}, ktery
je popsan evolu¢ni parabolickou parcialni diferencialni rovnici

2 d

—@(sx—lzd: (s,x) 0u (sac)—l—Zb(sac)@(sx) (5.1)
s’ 2= dx;0x; R '

s
i=1 v

kde koeficienty diftize a;; jsou spojité a omezené funkce a koeficienty b; jsou méfitelné.
Rovnice (5.1) m4 tizky vztah k markovskym procestim. Takové procesy lze vyjadiit
pomoci Itoovy rovnice (viz [11])

d§(t,w) = o(t, £(t,w))dw(t, w) + b(t, (¢, w))dt, (5:2)

kde w(t,w) je Browntv pohyb, &(t,w) je hledany proces, a(t,z) = o(t,z)o(t,z)" je
tzv. matice difaznich koeficientd a;; a b(t,z) je tzv. vektorovy drift (trend). Pokud
koeficienty a, b jsou dostatedné regularni, pak existuji jednoznaéné feSeni rovnic (5.1)
i (5.2) za jistych dodatetnych podminek na feSeni a £(t) je markovskym procesem.
Ozna¢me P(s,z,t,I") pravdépodobnost, Ze markovsky proces £ padne do mnoziny I"
v okamziku t, jestlize v okamziku s byl v bodé . Funkce P proménnych s,z je feSenim
rovnice (5.1) s ur¢itymi koncovymi podminkami — v tomto kontextu nazvané zpé&tnou
Kolmogorovovou rovnici. Vysledky tohoto druhu se jiz povazuji za klasické, pokud koe-
ficienty a, b jsou holderovské. Dikazy obdobnych tvrzeni v pfipadé méné reguléarnich
koeficientti dlouho odoléavaly. Tvrdym ofiSkem byla jednoznac¢nost feSeni. Autofi v8ak
zvolili jinou cestu. Uvédomili si, Ze problém dany rovnici (5.2) lze transformovat na
hledani pravdépodobnostni miry P tak, aby procesy

Xj(t,2()) = exp{(0,(t) = o(s)) = 5 [ {6,a(u,2()8)du ~ [ (6,b(u.a(u)))du}

kde (-, -) je skalarni sou¢in v R¢, byly martingaly pro viechna € R?. Nalezena mira P
se nazyva feSenim martingalového problému. Poznamenejme, Ze proces X (t) se nazyva

4Andrej Andrejevi¢ Markov (1856-1922) polozil zéklady teorie nadhodnych procesii jako posloup-
nosti pokust, kdyz pravdépodobnost budoucich stavi zavisi na pfitomnosti, ale nezavisi na dfive
provedenych pokusech [12].
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martingal vi¢i pravdépodobnosti P a o-algebram Fj, jestlize ET{X (t,)|Fs} = X (s)
pro t > s, piicemz ET{X (t,)|F} je podminéna stiedni hodnota vzhledem k o-algeb-
fe F. Martingaly hraji Gstfedni roli v teorii stochastickych her. Pro své vyhodné vlast-
nosti se pouzivaji v teorii markovskych procesi apod.

Za predpokladi, ze a;;(t, z) jsou spojité a omezené, matice a(t,x) je pozitivné
definitni v kazdém bodg&, b;(t,x) jsou méfitelné a omezené autoii dokazali existenci
zobecnéného feseni a jednozna¢nost martingalového problému (viz [19]). Odtud plyne
i jednozna¢nost ve smyslu semigrup. Navic pfechodova funkce P(s,z,t,I") dana mar-
tingalovym problémem je ekvivalentni s odpovidajici funkei danou rovnici (5.2).
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6. Abelova cena v roce 2008
udélena za objevy v teorii
neabelovskych grup

Michal K¥iZek, Lawrence Somer

6.1. Uvod

Abelovu cenu za matematiku ziskali v roce 2008 John Griggs Thompson z USA
a Jacques Tits z Francie. Cenu jim udélila Norska akademie véd a predal ji osobné
norsky kral Harald V. dne 30. kvétna 2008 v hlavni aule univerzity v Oslo. Abelova
cena byla tentokrat spojena s ¢astkou 1200000 USD. Podle vyjadieni prof. Kristia-
na Seipa, pfedsedy vybérové komise, cenu dostali za své hluboké visledky v algebie
a hlavné za zformovdani moderni teorie grup.

J. G. Thompson ptsobi od r. 1993 jako Graduate Research Professor na University
of Florida a je emeritnim profesorem na Univerzity of Cambridge v Anglii. Narodil se
13. fijna 1932 v Kansasu. Na slavné Yale University zacal studovat teologii. Po roce
vSak preSel na matematiku a udélal dobfe. Saunders Mac Lane jej totiz pozval, aby

JOHN GRIGGS THOMPSON JACQUES TiITS
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si udélal doktorat na University of Chicago. Zde se zacal intenzivné vénovat konec-
nym grupam symetrii a ziskal v roce 1959 titul Ph.D. Poté rok ptisobil na Institute
for Defense Analysis a dva roky na Harvardové univerzité. Pak se vratil do Chicaga
a v obdobi 1962-1968 zde byl jiz profesorem. V roce 1970, kdy je$té nedosahl ani
40 let, byla Thompsonova prace ocenéna Fieldsovou medaili. V letech 1970-1993 pak
pusobil na univerzité v Cambridge. Ziskal 4 ¢estné doktoraty, Wolfovu cenu, Coleovu
cenu, Sylvesterovu medaili, Poincarého medaili aj.

J. Tits je emeritnim profesorem na Collége de France, ale je pivodem z Belgie.
Narodil se 12. srpna 1930 v Uccle na predmésti Bruselu. Povazovali jej za zazracné
dité. Uz jako tfilety umél pocitat a pozdéji mu bylo umoznéno, ze preskocil nékolik
tfid skolni dochazky. Ve svych ¢trnacti letech tak tispésné vykonal pfijimaci zkousky
na Free University of Brussels. V roce 1950, kdyz mu bylo pouhych 19 let, ziskal ti-
tul Ph.D. Ptsobil na Fadé univerzit, napt. v Bruselu, Bonnu a Pafizi. Ziskal 4 ¢estné
doktoraty a celou fadu dalsich ocenéni (napf. Wolfovu cenu). Je ¢lenem mnoha aka-
demii a ¢estnym ¢lenem Londynské matematické spole¢nosti.

V tomto ¢lanku bychom chtéli sezndmit ¢tenare se zdklady moderni teorie konec-
nych grup. V zavérecné kapitole se pak stru¢né zminime o hlavnich vysledcich obou
laureatii v této oblasti a jejich pfinosu ke sporadickym grupam (viz téz [15]).

6.2. Strucné o teorii grup

Pripomenme si nejprve nékteré zakladni pojmy. Grupa G je mnoZina, na které je
definovana asociativni bindrni operace o : G X G — G s neutralnim prvkem e a v niz
ke kazdému prvku g € G existuje pravé jeden prvek inverzni g~ € G tak, e gog~! =
g log =e. Prvkim G se nékdy iika symetrie, pokud jsou to zobrazeni geometrickych
objekti na sebe.

Studium symetrii mé dlouhou historii. Jeho kofeny sahaji az do antiky. Napfi-
klad staré egyptské a maurské ornamenty vykazuji symetrie vSech 17 tapetovych grup
(tj. dvojrozmérnych krystalografickych grup, jejichz existenci udava Fjodoroviv teo-
rém). Lidé totiz odjakziva obdivuji a davaji pfednost objekttim, které vykazuji néjaky
druh symetrie. Napi. staii Rekové se zabyvali platonskymi a archimédovskymi télesy,
jejichz symetrie také tvoifi grupy, jak se pozdéji zjistilo.

Grupu v8ech permutaci prvka 1,2,. .., n (s operaci skladani) nazveme symetrickou
a oznadime ji S,,. Grupu vSech sudych permutaci prvki 1,2, ..., n nazveme alternugjici’
a oznacime ji A,.

Pojem grupa pochézi az od Evarista Galoise, ktery je vSeobecné povazovan za za-
kladatele teorie grup. Kolem roku 1830 odvodil z vlastnosti symetrickych grup S, zZe
algebraické rovnice stupné vyssiho nez 4 nejsou obecné fesitelné pomoci odmocnin. Pii-
tom pro feSeni tohoto obtizného problému podstatné vyuzil vlastnosti symetrie mezi
jednotlivymi koteny. Niels Henrik Abel dokézal jiz diive podobny vysledek pro alge-
braické rovnice patého stupné na pouhych Sesti strankach (viz [1], [24]). Prvni knihu
o teorii grup publikoval v roce 1870 Camille Jordan. Nazval ji Traité des substitutions
(viz [12]).

IN&kdy se ji téz Fika alternativni grupa. Kazdou permutaci lze sloZit z transpozic, které prohazuji
pravé 2 prvky a ostatni prvky ponechavaji na misté. Permutace se nazyva sudd, resp. lichd, je-1i pocet
transpozic sudy, resp. lichy [27, s. 85].
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Obr. 6.1. Symetrie molekuly metanu CHy tvoii grupu o 4! = 24 prvcich, ktera je izomorfni?
symetrické grupé Si. Grupa tzv. pfimych symetrii, kdy neuvazujeme zrcadlové obrazy mole-
kuly, ma jen 12 prvki a je izomorfni s alternujici grupou A4. Symetrie prostfedni molekuly
trichloretanu HsC—CCl tvofi cyklickou grupu C5 o t¥ech prvcich. Dihedralni grupa Ds se
skladé ze Sesti pfimych symetrii molekuly etanu C2Hsg.

Teorie grup ma obrovské mnozstvi nejriznéjsich praktickych aplikaci, napt. pti kla-
sifikaci krystald, uzld, symetrii molekul (viz obr. 6.1), popisu silnych, slabych a elek-
tromagnetickych interakci, skladani Lorentzovych transformaci, v teorii koédovani®
(viz [17], [20], [21], [27]). Diky symetriim se znaéné zjednodusuji nékteré vypocty.
S grupami se setkdvame i pfi feSenf riiznych hlavolamu (viz napf. obr. 6.2).

112]3]4 R|A|T|E
516 7/|8 Y|O|U
9 | 10 | 11 | 12 m|i|n|d
13|15 | 14 pll]|a

Obr. 6.2. Znamé hra patndctka (vlevo) neumoziuje prohodit 15 a 14 v poslednim Fadku tak,
aby poloha ostatnich &isel ztistala zachovana. Plyne to z vlastnosti alternujicich grup (viz [27,
s.39 a 97]). Na druhé strané [ a a v poslednim fadku (vpravo) prohodit lze. Vite pro¢?

6.3. Konecéné grupy

Dale se budeme zabyvat jen konetnymi grupami (slovo koneény budeme proto vét-
Sinou vynechévat). Pocet prvkit G' ozna¢ime |G| a nazveme Fddem grupy*. Podgrupa
H C G je podmnozina G se stejnou operaci o ale zizenou na H x H, s tymz neut-
ralnim prvkem e jako ma G a spliujici axiomy grupy. Nazyva se vlastni, je-li H # G,
a trividing, je-li H = {e}.

2Izomorfismus je vzajemné jednoznadné zobrazeni, které zachovava binarni grupovou operaci.

3Napiiklad n&meckd arméada pouzivala elektromechanicky gifrovaci stroj Enigma. Jeho kéd
v roce 1932 rozsifrovali pomoci teorie grup M. Rejewski, J. Rozycki a H. Zygalski pracujici pro
polskou tajnou sluzbu. Koncem 2. svétové valky pak zdokonaleny koéd rozsifroval Alan Turing, coz
pomohlo zkratit valku a uSetfit tak mnoho lidskych zivoti.

4Pocet vzajemné neizomorfnich grup fadu n se uvadi ve Sloanové On-line encyclopedia of integer
sequences v polozce A000001, napf. existuje 267 grup rfadu 64, ale jen jedna grupa fadu 65, viz
http://www.research.att.com/"njas/sequences/
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Véta (Cayleyova). Kazda grupa radu n je izomorfni néjaké podgrupé symetrické
grupy Sp.

Poznamenejme, Ze pro n > 3 neni grupa S, komutativni (tj. je neabelovska).

Vé&ta (Lagrangeova). Je-li H podgrupa G, pak |H| déli |G|.

Jako diisledek dostavame, ze g/ = e pro kazdé g € G (viz [18, 5. 131]).

Francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy dokézal, Ze pro kazdé prvocislo p,
které déli |G|, existuje podgrupa H C G takova, ze |H| = p. Toto tvrzeni bylo kolem
roku 1872 rozsifeno norskym matematikem Ludwigem Sylowem:

Véta (Sylowova). Je-li p prvocislo a p* déli |G| pro néjaké k > 0 celé, pak existuje
podgrupa H C G adu p*.

Alternujici grupa As je neabelovskd grupa vSech sudych permutaci z péti prvku.
Podle Sylowovy véty ma podgrupy fadu 2, 3, 4 a 5, protoze |As| = 5!/2 = 60 = 22.3.5.
Nema ale podgrupy fadu 15 ani 30 (tj. Lagrangeovu vétu nelze obratit). Poznamenejme
jests, Zze As je izomorfni s grupou viech p¥imych symetrif pravidelného dvanéctisténu,?
pravidelného dvacetisténu, téz molekuly fullerenu Cgq ¢ klasického fotbalového mice.

6.4. Klasifikace jednoduchych grup

Pro jednoduchost budeme symbol binarni operace o nadale vynechavat. Podgrupa
H C G se nazyva normdlni, jestlize g~'hg € H pro viechna h € H a g € G. V tomto
pripadé budeme psat H < G, pokud H # G.

Napftiklad {e} < A3 < S3, protoze alternujici grupa A,, je normalni podgrupou sy-
metrické grupy S, pro kazdé n =1,2,... Také grupa taha Rubikovy kostky 3 x 3 x 3
obsahuje normélni podgrupu, ktera se skladé z operaci pouze na 8 vrcholovych kosti¢-
kach (viz [22, s.49, 135], [27]). Na druhé strané podgrupa As grupy Ag neni normalni
(jak bude patrno z Galoisovy véty).

Definice. Grupa G se nazyva jednoduchd, jestlize {e} a G jsou jeji jediné normalni
podgrupy.

Protoze viechny cyklické grupy® C,, jsou abelovské a viechny podgrupy abelovské
grupy jsou normalni, jednoduché cyklické grupy maji prvociselny fad nebo Tad 1.
Cyklické grupy s neprvociselnym fadem nejsou jednoduché, kromé piipadu C;. Rovnéz
dihedralni grupa D,, pfimych symetrii pravidelného n-bokého hranolu neni jednoduché
pron > 2.

Pojem jednoducha grupa také pochézi od Galoise, ktery takto nazval grupy sudych
permutaci A, pron > 5.

Vé&ta (Galoisova). Alternujici grupa A,, je jednoducha pron > 5.

Dtikaz je uveden napi. v [13, s. 98], [18, s. 542]. Jak jiz bylo fefeno v kapitole 6.3,
grupa As mé nékolik vlastnich netrivialnich podgrup. Zadn4 z nich ale nenf normalni.
Jednoduché grupy tvori jakési stavebni kameny vSech grup podobné jako chemické
prvky, resp. prvocisla jsou stavebnimi kameny molekul, resp. pfirozenych ¢isel vétsich
nez jedna. Jestlize G5 je maximalni vlastni normalni podgrupa grupy G1, pak podi-
lova grupa G1/G2 = {gG2 : g € G1} je jednoducha. Je-li podobné G3 maximalni

5Grupa viech pfimych symetrii krychle je Sy.
6 Cyklickd grupa je grupa generované jedinym prvkem.
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vlastni normélni podgrupa Ga, pak G2/Gj3 je také jednoducha. Timto zpisobem mi-
7eme pokracovat, az dojdeme k G,y1 = {e}. Grupu G lze takto vyjad¥it pomoci n
jednoduchych grup G1/Gs,G2/Gs,...,G,/Gryi1 a podle Jordanovy-Hoélderovy véty
z roku 1889 tyto grupy nezavisi na vySe uvedené volbé pofadi normalnich podgrup
(viz [11, s.249], [13], [16, s. 112]):

Véta (Jordanova-Holderova). Necht grupu G Ize rozloZit dvéma zpisoby ve
tvaru {e} = Gp41<4---<G2<4 Gy =G a{e} = Hypq1 <4+ -<Hy<Hy = G tak, Ze kazda
grupa v obou retézcich je maximalni vlastni norméalni podgrupou grupy nasledujici.
Pak n = m a existuje permutace’ w prvkii 1,...,n+1 takova, Ze G;/Giy1 je izomorfni
Hﬂ—(i)/Hﬂ—(iJrl) pro 1= 1, ceey N

Mnoho problémii z teorie grup tak lze pomoci indukce pfevést na tulohy zahrnu-
jici jednoduché grupy. Nejmensi jednoducha nekomutativni grupa je As. Jeji fad je
|As| = 60. Grupy A; a A jsou trivialni, grupa As je komutativni a izomorfni cyklické
grupé Cs a grupa Ay je sice nekomutativni, ale miZe byt rozlozena na dvé abelovské
podilové grupy (viz [11, s. 244]). Galois pracoval s grupou S5 permutaci kofeni rov-
nice patého stupné, ktera obsahuje jednoduchou podgrupu As a nemiiZe byt tedy dale
rozloZzena na cyklické grupy prvodiselnych radu.

V roce 1892 si Otto Holder polozil otédzku, zda je mozno vytvorit prehledny se-
znam viech kone¢nych jednoduchych grup (viz [23]). V soucasnosti jiz vime, Zze kazda
jednoduché grupa patii do jedné z 18 nekone¢nych (ale spocetnych) t¥id kone¢nych
grup nebo do zvlastni kone¢né t¥idy tzv. sporadickijch grup, které nepatii do zadné
z téchto 18 nekoneénych t¥id a kterych je pravé 26 (viz tab. 6.1). Budeme se jim
vénovat v kapitole 6.5.

Klasifikaéni véta. Je-li G jednoduché grupa, pak patii do pravé jedné z nasledu-
jicich skupin:

1) tfidy cyklickych grup C, prvociselného réadu p a fadu 1,

2) tridy alternujicich grup A, pron >5,

3) 16 nekonec¢nych tiid Lieova typu® nad koneénymi télesy,’

4) tridy 26 sporadickych grup.

Celkova délka dikazu této véty se odhaduje na 15000 stranek. Klasifika¢ni véta
je totiz zalozena na péti stech ¢lancich od pfiblizné 100 autori, v nichz se podrobné
vySetiuji jednotlivé t¥idy a jejich specialni pripady. Samoziejmé vznika otézka, zda
je takto dlouhy dikaz bezchybny. O jedné mezefe v diukazu, kterou se jiz podafilo
zaplnit, pojednava ¢lanek [2].

Daniel Gorenstein (zemfel v r. 1992) inicioval projekt, ktery by dikaz Klasifika¢ni
véty zkratil a dal jej do jednotného stylu. Projektu se ujali Richard Lyons a Ronald
Solomon, ktefi postupné jednotlivé ¢asti dukazu Klasifika¢ni véty zasilaji k publikaci

"Ziejmé (1) =lan(n+1)=n+ 1.

8Lieovy grupy popisuji rizné typy geometrii, viz napt. [14], [17], [21]. Jako konkrétni piiklad
uved'me grupy symetrii vicerozmérnych krychli [10]. Sestnact t¥id grup Lieova typu lze rozdélit takto:
4 z nich jsou klasické maticové grupy nad konecnymi télesy, tj. linearni, unitarni, symplektické a orto-
gonalni grupy. Dale existuje 5 nekone¢nych t¥id Chevalleyovych grup, 4 tfidy Steinbergovych grup,
1 t¥ida Suzukiho grup a 2 t¥idy Reeovych grup.

9Poznamenejme, Ze jedna grupa z t¥idy Reeovych grup typu Fy nad dvouprvkovym télesem se
nazyva Titsova grupa.
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Angl. jméno oznaleni | fad
Mathieu M, 7920 =2%.3%.5-11

Mo 95040 = 26 .3%.5-11

Moo 443520 =27-3%.5.7-11

Mos 10200960 =27 -3%2-5-7-11-23

Moy 244823040 = 210.33.5.7.11-23
Janko J1 175560 =23.3-5-7-11-19

Jo 604800 = 27 - 33 - 52.7

J3 50232960 =27 -35-5-17-19

Jy 221.33.5.7.113-.23.29-31-37-43
Higman-Sims HS 44352000 = 22 -32.5%.7-11
McLaughlin Mc 898128000 = 27 -36.5%.7.11
Held He 4030387200 = 210 .33 . 52. 73 .17
Suzuki Sz 448345497600 = 2'3 .37 .52.7.11-13
Rudvalis Ru 145926144000 = 214 .33 .5%.7.13-29
O’Nan ON 460815505920 = 29 - 34.5-73.11-19- 31
Lyons Ly 28.37.56.7.11-31-37-67
Conway Co; 221.39.54.72.11.13.23

Cos 218.36.53.7.11-23

Cos 495766656000 = 210 .37 .53.7.11-23
Fischer Figo 217.39.52.7.11-13

Figs 218.313.52.7.11-13-17-23

Figy 221.316.52.73.11.13-17-23-29
Harada-Norton | HN 214.36.56.7.11.19
Thompson Th 215.310.53.72.13.19-31
Baby Monster | B |B| =~ 4 - 103, viz (6.3)
Monster M |M| ~ 8105, viz (6.1)

Tab. 6.1 Sporadické grupy

do Amer. Math. Soc. Cely dikaz bude systematicky podan v mnoha dilech, z nichz
6 jiz bylo vydano. Odhaduje se, Ze pocet stranek tentokrat nepiesahne 4000.

Diky Jordanové-Holderové vété a dalsim hlubokym vysledkim se podafilo ukondit
klasifikaci jednoduchych grup kolem roku 1982. John H. Conway'? inicioval projekt
»Atlas“ popisujici v8echny koneéné grupy, ktery je zvefejnén v [6]. Obsahly historicky
piehled o tomto vysoce netrivialnim vysledku je podéan napf. v [9] a [22].

Georg Frobenius v roce 1893 ukazal, ze kazda jednoducha grupa, jejiz fad neobsa-
huje ¢tverec prvocisla, musi byt cyklickd a prvoéiselného ¥adu nebo fadu 1 (viz [23]).
V roce 1904 William Burnside dokéazal velmi p¥ekvapivou vétu (viz [3], [9], [22, s. 85]):

10Conway je také autorem znamého algoritmu Life, ktery simuluje evoluci baktérii ve ctvercové siti.
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Vé&ta (Burnsidova). Zadna jednoducha grupa nema fad pFq™, kde p a q jsou
rtiznd prvocisla a k,m > 1 cela.

Pokud tedy jednoducha grupa neni cyklickd, musi byt jeji fad délitelny alespon
tfemi prvocisly. Napf. fad grup As, Ag a nékterych jednoduchych grup Lieova typu
je délitelny pravé t¥emi riznymi prvocisly (druha nejmensi jednoducha neabelovska
grupa mé fad 168 = 23.3.7). Burnside té7 dokazal, 7e kazda grupa fadu p? je abelovska,
je-li p prvoéislo (viz [18, s.531]). Grupa Fadu p* ale muze byt neabelovska, je-li p liché
prvoéislo. Napf. existuji dvé neabelovské grupy fadu 3% = 27.

6.5. Sporadické grupy

Nejvétsi sporadicka grupa se nazyva Monstrum a oznacuje se M. Jde o zcela vyjimeény
matematicky objekt. Jeho existenci predpovédéli v roce 1973 na sobé& nezavisle Bernd
Fischer a Robert L. Griess. Proto se M nékdy také nazyva Fischerovo-Griessovo mon-
strum. Griess z univerzity v Michiganu jej pak v roce 1983 zkonstruoval jako kone¢nou
grupu rotaci v eukleidovském prostoru R196883, Rad M je vskutku tctyhodny,

| M| = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000 (6.1)
=216.320.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59 - 71.

Cesta ke konstrukci Monstra vSak byla zna¢né dlouha a klikata. Prvni sporadické
grupy M, pron = 11, 12, 22, 23, 24 objevil francouzsky matematik Emile L. Mathieu
v obdobi 1861-1873. Jsou to zvlastni podgrupy grupy vSech permutaci S,,, které ne-
patii do zadné z 18 nekonecnych t¥id jednoduchych grup. Grupa Ms4 byla objevena
jako prvni v roce 1861.

Nejsnaze zkonstruovatelna sporadicka grupa je vSak Mis. Jeji fad

|Myy| =12-11-10-9 - 8 = 95040 (6.2)

je sice v&tsit! nez |[Myi| = 11-10-9 -8 = 7920, ale lze ji definovat pomoci pouhych
t¥i generatora g1, g2, g3. Do M7, patii vS8echny permutace, které lze dostat slozenim
kone¢n& mnoha nasledujicich permutaci (viz [27, s. 166]):

12345678 9 1011 12
702 3456789 10 11 1 12|
112 2 1364859 7 10
7012 1 11 2 638495 10 7|
123 7 11 89 1056 4 12
Bl 271108 39 5 6410 12

Lze dokazat, ze M72 neobsahuje zadnou transpozici ani trojcyklus. Tato grupa je ale
5-tranzitivni,'? tj. pro libovolnych pét riznych prvki 41,42,43,44, 45 a daldich pét li-
bovolnych raznych prvka ji, jo, js, ja, js z mnoziny {1,2,...,12} existuje permutace

M Grupa Mi; je stabilizdtorem grupy Mjz, podrobnosti viz [27, s. 168-170].
12Kazda 6-tranzitivni grupa je uz bud symetricka, nebo alternujici (viz [27]).
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s € Mjs takova, ze s(ix) = ji pro k = 1,2,3,4,5. Vsimnéte si také, ze fad Mya ve
vztahu (6.2) je roven pravé po¢tu moznosti, jak vybrat 5 prvkia z dvanacti, pokud
zélezi na pofadi.

Termin sporadickd grupa se poprvé objevil v praci [4, s.504] z roku 1911, kde se
o Mathieuovych grupéch piSe: These apparently sporadic simple groups would probably
repay a closer examinantion than they have yet received. Podle Burnsidovy véty musi
byt Fad kazdé sporadické grupy ¢islo slozené z vicera prvociniteli (srov. tab. 6.1).

V roce 1965, tj. priblizné sto let po objevu prvnich péti sporadickych grup M;,
objevil chorvatsky matematik Zvonimir Janko Sestou sporadickou grupu ozna¢ovanou
jako Jy. Existence dalsich sporadickych grup byla ¢asto predpovézena diive, nez byla
prislusné grupa zkonstruovana. Vétsina sporadickych grup se tak nazyva po autorech,
ktefi jejich existenci pouze predpovédéli. Jde pfiblizné o obdobi 1965-1975.

Nékolik sporadickych grup bylo zkonstruovano pomoci tzv. Leechovy miizky
(viz [25]). Pfi nejhustsim usporadéani stejné velkych kruht v roviné se kazdy kruh
dotyka svych Sesti sousedt. Pro pravidelné periodicka usporadéani stejné velkych kouli
v d-rozmérném prostoru ozna¢me maximalni pocet dotyki vybrané centralni koule se
sousednimi koulemi symbolem K (d) (angl. kissing number). Pak K(1) =2, K(2) =6,
K (3) =12 (viz obr. 6.3), K (4) = 24 a K(8) = 240. Pro ostatni d jsou znamy jen hrubé
dolni a horni odhady K(d), kromé pfipadu d = 24, kdy je horni odhad roven dolnimu,
tj. K(24) = 196560 (viz [19], [22, s. 242]).

Obr. 6.3. Dvanéact kouli obklopujicich centralni kouli v t¥irozmérném prostoru.

V 60. letech minulého stoleti se John Leech inspiroval 5-tranzitivni Mathieuovou
grupou Moy, v niz se permutuje 24 prvka tak, Ze libovolnych pét rtznych z nich
se soucasné zameéni za obecné jinych pét riznych prvka predem danych. V eukleidov-
ském prostoru R?* zkonstruoval specialni pravidelnou miizku st¥edt kouli, které davaji
nejhustsi usporadani, kdy je centralni koule obklopena pravé 196560 dotykajicimi se
koulemi. Symetrie Leechovy miizky v R?* umoziiuji zkonstruovat celkem 12 sporadic-
kych grup.'® Nékteré z nich nasly uplatnéni v teorii samoopravnych kodu (viz [25]),
v teorii strun a supergravitace (viz [10]).

BJsou to J2, HS, Mc, Sz a dale viechny Mathieuovy a Conwayovy grupy (viz [7], [22, s. 155]).
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Obr. 6.4. Orientovany graf ukazuje vztahy mezi vSemi 26 sporadickymi grupami (Sipka H — G
oznac¢uje, ze H je vlastni podgrupa G). Lyonsova grupa Ly a Jankova grupa Js nejsou podle
Lagrangeovy véty podgrupy Monstra, protoze jejich fad je délitelny 37 (viz tab. 6.1) a (6.1).

Piipomeiime jesté jednu zajimavou vlastnost ¢isla 24:
12422 432 ... 4+ 222 4237 + 242 = 707,

tj. soucet ¢tverct po sobé jdoucich ¢isel od 1 do 24 je roven ¢tverci. Cislo 24 je jediné
pfirozené ¢&islo vétsi nez 1, které ma takovou vlastnost.'4

Druha nejvétsi sporadické grupa B se anglicky nazyva Baby Monster. Ma rovnéz
dctyhodny fad:

|B| =2%.3%.50.72.11-13-17-19-23 - 31 - 47. (6.3)

Objevil ji B. Fischer v roce 1974.
Z 26 sporadickych grup lze vy¢€lenit 20 grup, z nichz kazd4 je bud vlastni podgrupou
Monstra M, nebo podilovou grupou jeho podgrup. K této skupiné se navic pfirazuji

140dtud mj. plyne, Ze bod o soufadnicich (0,1,2,...,23,24,70) ma v 26-rozmérném Lorentzové
prostoru (pouzivaném v teorii strun) vzdalenost od pocatku v zobecnéné Minkowského metrice rovnou
nule.
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jesté dvé grupy Ly a Jy, které obsahuji nékteré netrivialni podgrupy Monstra (viz
obr. 6.4). Témto 22 sporadickym grupam se ¥ika Stastnd rodinka (angl. Happy Family).
Skupina zbyvajicich ¢éty¥ sporadickych grup nese pfiléhavy nazev Vyvrhelové (angl.
Pariahs).

6.6. Thompsoniv a Titsiv pfinos k teorii neabelovskych grup

Oba novi laureati Abelovy ceny se podstatné zaslouzili o nékteré ¢asti dukazu Kla-
sifika¢ni véty jednoduchych grup. Jiz v roce 1963 Walter Feit a John G. Thompson
publikovali ¢lanek [8], ktery na 255 strankéch p¥inasi dikaz tehdy 60 let staré Burnsi-
dovy domnénky pro jednoduché neabelovské grupy:

Véta (Feitova-Thompsonova). Kazd4 jednoduché neabelovskd grupa mé sudy
rad.

Na druhé strané jediné jednoduché abelovské grupy jsou Cj,, kde p je prvoéislo nebo
p = 1, tj. fad jednoduché grupy C), je lichy, kdyZ p # 2. Kazda grupa G s lichym neprvo-
¢iselnym rfadem mé netrividlni normalni podgrupu a podle Jordanovy-Holderovy véty
miZe byt rozloZena pouze na cyklické podilové (a tedy abelovské) grupy [22, s. 114].
Jako netrivialni dusledek Feitovy-Thompsonovy véty tak dostavame (viz [8]):

Véta. Kazdou grupu lichého radu alespon 3 Ize rozlozit na jednoduché abelovské
grupy prvociselného radu.

Thompson déle zkonstruoval sporadickou grupu oznac¢ovanou Th, jejiz fad ¢ini
|Th| =~ 9-10' (viz tab. 6.1 a obr. 6.4). Pomohl také svému mladsimu kolegovi
J. H. Conwayovi p#i konstrukci sporadické grupy Co; a vypoéital fad nékterych dalsich
grup (viz napf. [22, s. 153, 184]). Thompson objevil i dvé nové nekone¢né grupy oznaco-
vané T a V. Databaze MathSciNet eviduje pies 250 Thompsonovych praci predevsim
z teorie grup.

Jacques Tits se jiz od mladi zajimal o Lieovy grupy s koneénym tadem. Objevil
nové nekonecéné t¥idy takovych grup soucasné (ale nezavisle) s Robertem Steinbergem
z Kalifornie. Studoval také grupy symetrii krystalt a pravidelnych téles ve vicerozmér-
nych prostorech.'® Tzv. Titsova grupa, kterou objevil, ma fad 17971200 = 2'1.33.52.13
a patii ke grupam Lieova typu.

Jacques Tits (a nezavisle téz Marshall Hall) explicitné zkonstruoval Jankovu gru-
pu Ja, coZ je specidlni sporadicka grupa permutaci 100 symbola (viz tab. 6.1). Pfitom
pouzil Cisté geometrické uvahy. Tits je autorem znadmé monografie [26]. Také poné-
kud zjednodusil Griessovu konstrukci Monstra (viz [22, s. 209]). Dalsi zjednoduseni se
popisuje v ¢lanku [5].

Podle prohlaseni vybérové komise Thompson zpisobil prevrat v teorii koneénijch
grup tim, Ze dokdzal nesmirné obtizné véty, které vedly k poloZeni zdkladi pro tplnou
klasifikaci konecénijch grup, jednoho z nejvétsich vysledki matematiky 20. stoleti.

Tits vytvoril novy a velmi ucelny pohled na grupy jako geometrické objekty. Zavedl
matematicky objekt, ktery je zndm jako Titsova konstrukce (angl. Tits building), jeZ
vyjadiuje algebraickou strukturu linedrnich grup v geometrickiyjch terminech.

15Poznamenejme, #e novy Vitézny oblouk v La Défense v Paiizi je ,projekci“ &tyfrozmérné krychle
do trojrozmérného prostoru.
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Poznamka. Pokud vam v hlavé stale vrta paradox z obr. 6.2 vpravo, pak vam
napovime, Ze je tfeba zaménit dvé nerozliSitelnd R v prvnim a druhém fadku, coz
vyzaduje sudy pocet taht. Lze to dokazat takto: Nejprve odbarvime vSech 16 ¢tve-
recki ¢erné a bile jako policka na Sachovnici. Tento podklad se nebude b&hem FeSeni
meénit. P kazdém tahu tedy prazdné policko vzdy zméni barvu. Protoze préazdné po-
licko zustane ve stejné poloze, kdyZ je problém vyfeSen, bude mit stejnou barvu jako
na zacatku. Proto je potieba sudy pocet taht. Pfi kazdém tahu se zaméni pismeno
s prazdnym polickem a zméni se parita permutace. K tomu abychom prohodili dva
pary pismen a zbytek zistal zachovan, potfebujeme sudy pocet tahii. Pokud tedy pro-
hodime R z prvniho a druhého fadku a zaroven [ a a z posledniho fadku, vykoname
sudy pocet tahi a problém je tedy potenciilné feSitelny. Nyni si muzete prakticky
vyzkouSet, Ze problém lze skute¢né vyftesit.
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7. Abelova cena v roce 2009
udélena Michailu Gromovovi

Oldrich Kowalski, Michal KviZek

7.1. Uvod

Matematici se pomérné dlouho a tézce vyrovnavali se skutecnosti, Ze se za jejich obor
neudéluje Nobelova cena. Po velice dlouhych jednanich Norskd akademie véd zridila
Abelovu cenu za matematiku, jejiz finanéni ohodnoceni je srovnatelné s Nobelovou
cenou (tj. okolo 106 USD). Pravo nominovat kandidata na Abelovu cenu méa kdokoliv.
Vybérova komise je slozena z péti mezinarodné uznavanych matematiki. Kazdy ¢len
komise je volen na 2 roky s vyjimkou predsedy, ktery je volen na 4 roky. Podle statutu
Abelovy ceny musi byt pfedseda norskym matematikem. Dalsi t¥i ¢lenové jsou voleni
IMU (International Mathematical Union) a zbyvajici paty ¢len je volen EMS (Euro-
pean Mathematical Society). V roce 2009 komise pracovala ve sloZeni: Kristian Seip
(pfedseda), John Kingman, Sergey Novikov, Neil Trudinger a Efim Zelmanov.

MICHAIL LEONIDOVIC GROMOV
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Podle klasifikace Mathematical Reviews v dne$ni dobé existuje ptiblizné 100 za-
kladnich matematickych disciplin, a tak je velice obtiZzné zvolit vhodného kandidata.
V roce 2003 ziskal prvni Abelovu cenu Jean-Pierre Serre za své prikopnické prace
z algebraické geometrie, teorie &isel a nékolika piibuznych obort.! V dalsich letech
pak néasledovaly ceny za topologii a algebru (2004), za aplikovanou a numerickou ma-
tematiku (2005), harmonickou analyzu a teorii dynamickych systémi (2006), za teorii
pravdépodobnosti a statistiku (2007) a za teorii grup (2008). V roce 2009 ziskal Abe-
lovu cenu rusko-francouzsky matematik Michail Leonidovi¢ Gromov za své revolu¢ni
vysledky tykajici se predevsim diferencialni geometrie, algebry a topologie. Predseda
Norské Akademie véd Qyvind Osterud oznamil vefejnosti jméno nového laureata, je-
muz pak cenu osobné predal norsky kral Harald V. v hlavni aule univerzity v Oslo dne
19. kvétna 2009.

Pamétni fe¢ pronesla pani Ingrid Daubechies (Princeton Univ.), byvala ¢lenka vy-
bérové komise a zakladatelka teorie waveletii. Poté néasledovaly ¢tyfi abelovské pred-
nasky, z nichz prvni mél M. Gromov (viz [16]).

7.2. Kdo je Michail Gromov?

Michal Gromov se narodil 23. prosince 1943 v Boksitogorsku (cca 100 km jihovychodné
od Ladozského jezera). Univerzitni studia absolvoval v roce 1965 v Leningradu. Jiz ve
svych pétadvaceti letech zde ziskal doktorat. Jeho Skolitelem byl vynikajici matematik
V. A. Rochlin. V letech 1967-1974 pracoval Gromov jako odborny asistent na Lenin-
gradské univerzité. Pak odesel na Newyorskou statni univerzitu v Stony Brook na Long
Islandu.

V roce 1981 se natrvalo prestéhoval do Francie. Nejprve nastoupil na Université
de Paris a o rok pozdé&ji ziskal stalé misto profesora na Institut des Hautes Etudes
Scientifiques v Bures-sur-Yvette (na jiznim predmésti Pafize), kde pracuje dodnes. Od
roku 1992 je francouzskym obcanem.

Gromovovy myslenky neustale inspiruji matematiky z celého svéta. Prof. Gromov
je znam predevsim svymi vysledky v téch oblastech matematiky, které tzce souvisi
s geometrii. Je autorem celé fady monografii, viz napt. [3]-[8]. V posledni dobé& se
M. Gromov intenzivné vénuje také matematické genetice (viz napf. [1], [9]).

M. Gromov ziskal za svou praci mnoho uznéni. Mezi nejvyznamnéjsi patii cena
Moskevské matematické spolecnosti (1971), Cartanova cena pafizské Akademie
véd (1984), Wolfova cena (1993), Lobaevského medaile (1997), Steelova cena (1997),
Balzanova cena (1999) a Bolyaiova cena (2005). Prof. Gromov je zahrani¢nim ¢lenem
Narodni akademie véd v USA, Americké akademie véd a uméni a fadnym ¢lenem Fran-
couzské akademie véd. étyfikrét byl zvanym plenarnim fe¢nikem na mezinarodnich
matematickych kongresech v Nice (1970), Helsinkach (1978), Vargaveé (1982) a v Ber-
keley (1986). Je také profesorem matematiky v Courantové astavu matematickych
véd? v New Yorku. V této prestizni instituci pracuji i Peter Lax a Srinivasa Varadhan,
ktefi ziskali Abelovu cenu v roce 2005, resp. 2007.

1O prvnich pé&ti Abelovych cenach podrobné pojednava publikace [11].
2Couranttv ustav byl ziizen v 19. stoleti znamym podnikatelem Jayem Gouldem, ktery se kromé
jiného soukromé vénoval studiu matematiky.
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7.3. Strucné o diferencialni geometrii

Slovo geometrie pochazi z fectiny: yewuetpla; geo = zemé, metria = mira. V klasické
diferencialni geometrii se zprvu vysetfovaly specialni plochy v prostoru, jako napf.
kulové plochy, kuzele, valce, elipsoidy ¢i hyperbolické paraboloidy. KliCovym pojmem,
o ktery se diferencialni geometrie opira, je kfivost. Leonhard Euler (1707-1783) byl
prvnim matematikem, ktery si to uvédomil.

Podstatnym zpusobem se ale o rozvoj diferencialni geometrie zaslouzil az Carl
Friedrich Gauss (1777-1855). Jeho priukopnicka prace Disquisitiones generales circa su-
perficies curvas z roku 1827 uz podava moderni definici zakfivené plochy a algoritmus,
jak pocitat jeji kiivost (tzv. Gaussovu kiivost v dnesni terminologii). Pfipomenme,
7e Gaussova kfivost K v bodé P plochy v trojrozmérném eukleidovském prostoru je
rovna soucinu kfivosti v P dvou kfivek, které vzniknou jako fezy plochy normélovymi
rovinami v tzv. hlavnich smérech. To je ddno znamou formulkou K = kpaxkmin.

Gauss také definoval prvni a druhou zakladni formu plochy a polozil tak zéklady
Riemannové geometrii. V roce 1828 Gauss vyslovil jedno ze zékladnich tvrzeni v kla-
sické diferencialni geometrii, které 1ze zhruba charakterizovat takto:

Gaussova Theorema Egregium.? Pokud budeme zakiivenou plochu izometricky
deformovat v prostoru, jeji (Gaussova) kiivost v kazdém bodé ziistane zachovana.

Uvedme si nazorny piiklad. Rovina reprezentovana listem papiru ma Gaussovu
kfivost nula. Jestlize sto¢ime list do valcové & kuzelové plochy, bude jeji Gaussova
kfivost opét nula.

V souvislosti s diferencidlni geometrii 19. stoleti je vhodné zminit jesté jména Ni-
kolaj I. Lobacevskij (1792-1856), Janos Bolyai (1802-1860), Sophus Lie (1842-1899)
a Felix Klein (1849-1925). Skuteéné ucelené pocatky tzv. klasické (nebo téz lokalni) di-
ferencialni geometrie Ize datovat inaugura¢ni prednéskou Bernharda Riemanna v Got-
tingen roku 1854. V tomto oboru se studuji predevsim hladké kiivky, zakfivené plochy
a nadplochy. VySetiuji se zde jejich lokalni vlastnosti (napf. kiivost ploch a kiivek,
vyznacéné kiivky na plochach, metricka ekvivalence ploch, studuji se téz primkové kon-
gruence a komplexy aj.). Asi v poloviné 20. stoleti se za¢ina rozvijet moderni (nebo téz
globalni) diferencialni geometrie. Ta studuje nejprve globélni vlastnosti ploch a nad-
ploch v souvislosti s topologii, pozdéji pak geometrii hladkijch variet opatfenych met-
rikou nebo jinymi geometrickymi strukturami.

Prikladem globalni vlastnosti je orientovatelnost plochy. Jestlize budeme postupné
natirat zndmy Mobiuv list barvou, pak se nam podaii natfit obé strany listu, aniz
prekroc¢ime jeho okraj. Proto je to plocha neorientovatelné.

V nésledujicim textu predstavime pojem hladké variety, ktera je abstraktnim mo-
delem hladké plochy libovolné dimenze v eukleidovském prostoru.

Topologickd d-rozmérnd varieta M je metrizovatelny prostor, ktery je lokalné ho-
meomorfni s d-rozmérnym eukleidovskym prostorem R? pro dané d € {1,2,3,...}
(viz [12]). Jinymi slovy, kazdy bod v M m& oteviené okoli, které je homeomorfni
s néjakou otevienou mnozinou v R<.

Hladkd d-rozmérnd varieta M je d-rozmérna topologickd varieta s tzv. hladkou
strukturou, tj. pokrytim otevienymi mnozinami, kterym fikdme obory lokdlnich sou-

3Latinsky egregius znamena nadherny, vynikajici, vytecny, vyborny, znamenity.

M. Krizek a kol.: Prunich deset Abelovijch cen za matematiku, JCMF7 Praha, 2013 51



fadnic a kde pfechody mezi dvéma soustavami lokdlnich soutfadnic jsou vyjadieny
diferencovatelnymi funkcemi t¥idy C'*°.

Obecné nelze d-rozmérnou varietu vlozit do R%1. Nejznaméjsim piikladem této
prekvapivé skutecnosti je (viz [19, Corollary 11.16]) Kleinova lahev, coz je dvojroz-
mérna varieta ve ¢tyfrozmérném prostoru, kterou nelze vlozit do trojrozmérného pro-

storu.* Tato plocha navic neni orientovatelna. Plati viak nasledujici tvrzeni (viz [19,
Th. 11.14]):

Véta. Je-li M kompaktni hladki d-rozmérna varieta v R4, pak M je orientova-
telna.

Z piedpokladti véty vyplyva, Zze mnozina R\ M m4 dvé komponenty (vnitiek
a vngjsek). Jejich hranici je v obou pfipadech M. Nasledujici dilezitou vétu o vloZeni
lze nalézt napt. v [10, s. 24].

Whitneyova véta. Kazdou hladkou d-rozmérnou varietu lze hladce vlozit do
eukleidovského prostoru R24+T,

Dvojici (M, g) nazveme Riemannovou varietou, jestlize M je hladka varieta, jejiz
te¢ny prostor v kazdém bodé x € M je opatien skaldrnim soucinem g,, a ten se hladce
méni od bodu k bodu. Takto vytvofena struktura g se nazyva Riemannova metrika.

Dalsi vyznamné tvrzeni v diferencialni geometrii vyjadiuje Gaussova-Bonnetova
véta pro dvojrozmérné kompaktni Riemannovy variety (M, g) (bez okraje). Tyka se
totdlnt krivosti plochy, ktera vznikne integraci Gaussovy kfivosti K pies celou plochu.

Gaussova-Bonnetova véta. Necht K oznacuje Gaussovu kiivost variety M C R3.
Potom

/ KdM = 2myx(M),
M

kde na levé strané je tzv. plosny integral a x(M) oznacuje Eulerovu charakteristiku
variety M.

Podotknéme, ze Eulerova charakteristika je topologicky invariant, jenZz se pocita
nasledujicim zpisobem. Uvazujme mnohostén (obecné nekonvexni), jehoZ povrch je
homeomorfni dané varieté a je pokryt n&jakou triangulaci (tj. mnozinou trojihelnik,
z nichz kazdé dva maji spole¢nou pravé jednu celou hranu, nebo pravé jeden vrchol,
nebo jsou disjunktni). Oznafme s pocet stén, h polet hran a v pocet vrcholi v této
triangulaci. Pak definujeme x (M) = s—h+wv. V piipadé sféry S?, ktera je homeomorfni
s povrchem ¢&tyfsténu, okamzité zjistime, ze x(S?) = 2.

Pro anuloid T? snadno nalezneme triangulaci toroidalnfho mnohosténu a jemu od-
povidajici Eulerovu charakteristiku x(T?) = 0. Anuloid m4 v bodech blizsich k jeho
rotadni ose zapornou Gaussovu kiivost (podobné jako sedlovy bod), v bodech odvréce-
nych od osy mé kladnou kfivost a na dvou kruznicich oddélujicich tyto mnoziny bodu
ma nulovou kfivost. Totalni kiivost anuloidu je vSak prekvapivé nula, jak plyne ihned
z Gaussovy-Bonnetovy véty.

4Poznamenejme, 7e Casto vystavovany trojrozmérny sklenény model ,,Kleinovy lahve® nereprezen-
tuje topologickou varietu. V bodech, kde se plocha protina, totiz neexistuje oteviené okoli, které by
bylo homeomorfni s otevienym kruhem v R2.
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Snadno si také predstavime duty ,preclik” se dvéma ¢&i vice otvory. Pak plati
obecné, ze Eulerova charakteristika je rovna 2 — 2g, kde g je tzv. rod plochy a je
to v podstaté pocet otvora v precliku. Sféra s g ,,drzadly® je plocha rodu g.

Gaussova-Bonnetova formule pak zni

/ KdM = 4rx(1 — g).
M

Odtud napiiklad odvodime, Ze kazda Riemannova metrika definovana na sféfe musi mit
alespoii v jednom bodé kladnou Gaussovu kfivost a ze Riemannova metrika definovana
na anuloidu nemuze mit v§ude kladnou nebo vSude zapornou Gaussovu kiivost.

Albert Einstein (1879-1955) zjistil, Ze vSechny hmotné objekty (planety, hvézdy,
galaxie aj.) nas prostorocas lokalné zak¥ivuji. Proto potieboval ,novou geometrii“
k tomu, aby mohl zformulovat obecnou teorii relativity. Diferencidlni geometrie tak
nasla zcela nové uplatnéni.

Nejkratsi cestu mezi dvéma body na hmotném modelu néjaké zakfivené plochy
miZeme znazornit pomoci nataZzené gumicky. Takova nejkratsi cesta (které rikame
geodeticky oblouk) ale nemusi byt jednoznaéné urc¢ené. Napiiklad na idealnim modelu
povrchu Zemé jsou vSechny poledniky nejkratsimi spojnicemi obou poéla.

Geodetika nemusi byt vzdy nejkratsi spojnici dvou bodi. To plati pouze lokalné,
kdy vsechny perturbované kiivky mezi dvéma dostateéné blizkymi body na geodetice
jsou delsi. Nejednozna¢né geodetiky objevil i Hubbletv kosmicky dalekohled diky tzv.
gravitaénim ¢ockam, které zpisobuji, Ze obraz nékterych vzdalenych galaxii je vicena-
sobny. Pfitom fotony z téhoZ zdroje (pohybujici se po geodetikich) mohou absolvovat
ruzné dlouhou cestu. Mnohdy tak vidime rizné obrazy jedné galaxie ¢asové posunuté
az o nékolik let.

Zatim neni znamo, zda je na$ vesmir ohrani¢eny a uzavieny do sebe a jaka je jeho
totalni kfivost. Vesmir budeme modelovat izochronou v prostorocasu, ktera odpovida
uréitému ¢asovému okamziku po Velkém tiesku. Einstein zformuloval nasledujici kos-
mologicky princip:

Vesmir je (na velkych Skalach) v kazdém bodé homogenni a izotropni.

Homogenita znamena, Ze pro dany ¢as jsou stfedni hustota hmoty i tlak konstantni,
tj. Gaussova kfivost vesmiru je ve v8ech bodech stejna. Izotropie ¥k, Zze pozorovatel
nemiize rozligit dany smér od ostatnich sméri. Podle [15, kap. 27.3] izotropie impli-
kuje homogenitu. Astronomicka pozorovéani rozloZeni supernov, y-zébleskt a reliktniho
zafeni zatim izotropii vesmiru potvrzuji.

Einsteintiv kosmologicky princip nam dava odpovéd na otazku, jaky by mohl byt
tvar naseho vesmiru, pokud lze odpovidajici varietu vlozit do ¢tyfrozmérného pro-
storu. Plati totiz nasledujici tvrzeni (viz [13], [19]), Ze kazd4 souvisla metricky uplna
hladké varieta dimenze d v R?*!, ktera ma stejnou Gaussovu kiivost v kazdém bodé
a kazdém sméru, je nadsféra nebo nadrovina. Jestlize varietu modelujici vesmir nelze
vlozit do R*, pak lze pfipustit i hyperbolické geometrie.

Netrivialni topologie vesmiru nespliuji podminku izotropie. Kdyby nas vesmir mél
napi. toroidalni topologii T® v R*, pak by pozorovatel mohl uréit smér, ktery se odliguje
od ostatnich, nebot v libovolném bodé ma T? v raznych smérech obecné rizné kiivosti.
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V letech 2002-2003 Grigorij Jakovlevi¢ Perelman dokézal slavnou Poincarého do-
mnénku (viz Science 314 (2006), s. 1848). Podle ni je kazda jednoduse souvisla kom-
paktni 3-rozmérna topologicki varieta homeomorfni se sférou S* = {(xg, z1, 22, 23) €
R* |22 + 22 + 22 + 22 = 1}, tj. trojrozmérnym povrchem &tyfrozmérné jednotkové
koule (viz [17, kap. 5]).> Pokud jsou uvedené predpoklady pro model vesmiru splnény,
muzeme si vesmir a jeho rozpinani predstavit jako trojrozmérny povrch nerovnomérné
se nafukujici nadkoule o poloméru R = R(t) v R, v jejim# stfedu je Velky tiesk,
pri¢em? Cas ¢ plyne v radidlnim sméru (srov. [15, kap. 27.5]). Takovy model vesmiru
je izomorfn{ s komplexni kruznici {(z,y) € C?||z* + |y|* = R2(t)} se vzristajicim
polomérem.

7.4. Hlavni vysledky M. Gromova

Michail Gromov prispél podstatné k pokroku v globalni diferencialni geometrii i v dal-
§ich matematickych disciplindch. Pfipomefnime si zde jen nékteré z jeho hlavnich vy-
sledkii. Definice uvadénych pojmii lze najit napf¥. v [10]-[14].

1) Bishopova-Gromovova nerovnost

Necht M je tplné d-rozmérna Riemannova varieta s pozitivné semidefinitni Ricciho
kiivosti. Pak objem koule v M je mensi nebo roven objemu koule® o stejném poloméru
v eukleidovském prostoru R?. Jestlize navic vp(r) oznacuje objem koule o stiedu P
a poloméru r na varieté M a jestlize V(1) = cgr? oznacuje objem koule o poloméru r
v d-rozmérném eukleidovském prostoru, pak je funkce r — wvp(r)/V(r) nerostouci.
Tato vlastnost hraje mj. kli¢ovou roli pfi dikazu Gromovovy véty o kompaktnosti —
viz bod 3).

2) Gromovova véta o grupdch polynomidlniho ristu

Necht S" = {g1, ..., gn} je mnoZzina generatora kone¢né generované grupy G a S =
{91, gn, 91", 9, '} je symetrizace mnoziny S’. Ozna¢me S™ pocet prvki z G,
které se daji zapsat jako slova vytvofena z S a délky nepfesahujici n. Je zfejmé, ze
v obecném piipadé &islo S roste exponencialng. J. Wolf ukazal, ze pokud je grupa G
nilpotentni, potom existuje polynom p(n) takovy, ze S < p(n) pro kazdé pfiro-
zené n, coz jinymi slovy znamena, Ze takova grupa ma polynomialni rist. Gromovova
véta charakterizuje grupy polynomialniho rastu presné jako ty grupy, které obsahuji
nilpotentni podgrupy s koneénym indexem. K pivodnimu dikazu této véty pouzil Gro-
mov jim vytvorenou definici konvergence kompaktnich metrickych prostor, ktera se
nyni nazyva Gromovova-Hausdorffova konvergence a stale se hojné pouziva v geometrii
a topologii. O tomto tématu nyni stru¢né pojedname:

3) Gromovova-Hausdorffova konvergence

Piipomeiime nejprve klasicky pojem Hausdorffovy vzdalenosti v metrickych pro-
storech. Necht A a B jsou dvé neprazdné omezené uzaviené mnoziny metrického pro-
storu (M, p). Potom jejich Hausdorffova vzdalenost v M je dana vzorcem

pu(A, B) = max{sup{p(a, B) |a € A}, sup{p(b,A)|b € B}}.

5Pro dvojrozmérné variety byla tato domnénka dokazana jiz v 19. stoleti. Pro &tyfrozmérné variety
ji dokazal Freedman v roce 1982 (viz [2]), za coz ziskal Fieldsovu medaili v r. 1986. Dtikaz pro viechny
vy88i dimenze byl znam jiz drive [18].

6Napt. Slunce méa o trochu mensi objem (resp. povrch a obvod) nez %m"g (resp. 47r? a 27r),
protoZe gravitace zak¥ivuje prostor, srov. [15, s. 1099].
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Dale se zavadi Gromovova-Hausdorffova vzddlenost dgu(X,Y’) dvou kompaktnich me-
trickych prostori X a Y jako infimum v8ech ¢&isel pu(f(X),g(Y)), kde probihame
v8echny metrické prostory (M, p) a vSechna izometrickd vlozeni f : X =M, g: Y — M.

Gromovova-Hausdorffova vzdalenost pak definuje mnoZinu vSech tiid izometrie
kompaktnich metrickych prostort jako novy metricky prostor. Takto je mozno de-
finovat konvergenci posloupnosti kompaktnich metrickych prostori, ktera se nazyva
Gromovova-Hausdorffova konvergence. Limitni metricky prostor pifi takové konver-
genci se nazyva Hausdorffova limita dané posloupnosti prostoru. Takto definovana
konvergence ma nékteré prekvapujici vlastnosti. Napiiklad posloupnost kompaktnich
Riemannovych prostori (variet) dimenze 3 miize konvergovat k metrickému (ale ne jiz
Riemannovu!) prostoru Hausdorffovy dimenze 4, jak ukazal jeden ze zaki M. Gromova.
Na druhé strané plati Gromovova véta o (pre)kompaktnosti v Riemannové geometrii,
ktera tika, Ze mnozina kompaktnich Riemannnovych variet dané dimenze, jejichz Ric-
ciho kfivosti jsou omezeny zdola spoleénou konstantou a jejichZ priméry jsou omezeny
shora nékterou jinou konstantou, je relativné kompaktni v Gromovové-Hausdorffové
metrice (tj. uzavér této mnoziny je kompaktni).

4) Gromoviv soucin

Tento pojem je rovnéz sviazan s metrickymi prostory. Motivaci je urc¢it vzdéalenost,
pro kterou dvé geodetické kiivky vychazejici ze stejného bodu zustavaji stale ,, v dosahu
této vzdalenosti“. Necht (X, d) je metricky prostor a necht z,y,z € X jsou libovolné
body. Potom Gromoviiv souéin bodi y a z pfi z oznafeny symbolem (y, 2),, je definovan
vztahem (y, 2), = 3((d(z,y) + d(z, 2) — d(y,2)) a mé tyto vlastnosti:

(a) Symetrie: (v, 2)z = (2,9) -

(b) Degenerovanost v koncovych bodech: (y, z), = (y,2). = 0.

(c) Pro kazdych pét bodu p, q,x,y,z € X plati

d(ac,y) = (xvz)y + (y7z):ca
0< (yaz)x < min{d(z,y),d(m,z)},

|(y7Z)P + (yaz)q| S d(pa q)a
|($ay)p + (I,Z)p| S d(yaz)

Metricky prostor (X,d) se nazyva d-hyperbolicky, jestlize pro vsechny body
Dz, Y,z € X plati (z,2), > min{(x,y)p, (¥, 2)p} — 0, kde § > 0 je realné &islo.

Nezli uvedeme jednu z hlavnich vét, pfipomenime si definici geodetiky v metrickém
prostoru. Geodetickd kivka v metrickém prostoru (X, d) je kiivka v : I — X, ktera
lokalné minimalizuje vzdélenosti. Pfesnéji feceno, existuje konstanta v > 0 s vlastnosti,
7e pro kazdé t € I existuje okoli J(t) C I takové, Ze pro kazda dvé t1,t2 € J(t) plati
rovnost

d(y(t1),7(t2)) = v|t1 — ta].

Jeden z hlavnich vysledkd pak fik4: Zvolme 6 > 0. Potom metricky prostor (X, d)
je d-hyperbolicky, pravé kdyz pro kazdy geodeticky trojuhelnik ABC v (X,d) a pro
kazdy bod P € AB existuje bod Q € AC U BC takovy, ze d(P,Q) < ¢. Jinymi
slovy, metricky prostor (X,d) je d-hyperbolicky, pravé kdy7z kazdy jeho geodeticky
trojuhelnik je ,,0-tenky*. Je zfejmé, ze kazdy omezeny prostor (X, d) je o-hyperbolicky
pro nékteré & > 0. Teorie je tedy netrivialni pouze pro neomezené metrické prostory.
Na toto téma vyslo velké mnozstvi praci jinych autori, véetné monografii.
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5) Hyperbolické grupy

Tyto grupy jsou znamy téz pod nazvy lexikografické hyperbolické grupy, Gromovovy
hyperbolické grupy nebo negativné zakiivené grupy. Kazda takova grupa je kone¢né ge-
nerované grupa s ,,lexikografickou metrikou® a spliujici nékteré vlastnosti charakteris-
tické pro hyperbolickou geometrii (viz [5]). Lexzikografickd metrika na grupé G je zpi-
sob, jak mé¥it vzdalenost mezi dvéma prvky z G. Je to metrika na G prifazujici kazdym
dvéma prvkim g a h jejich vzdalenost d(g, h), ktera vyjadiuje, jak kratkym slovem (je-
ho# pismena jsou prvky mnoziny generatortt) lze vyjadfit jejich rozdil g~1h. Mnozina
generatori grupy G musi byt vzdy pevné zvolena. Ruzné volby mnoziny generatort
obvykle vedou k ruznym lexikografickym metrikam. I pfes zminénou nejednoznacénost
mize byt tento pojem vyuzit k dikaztim vét o geometrickych vlastnostech grup, jak
je tomu napiiklad v geometrické teorii grup. Obzvlasté vlivnym a velkym tématem
v tomto sméru je Gromoviv program klasifikace konecné generovanych grup vzhledem
k jejich globalni geometrii. Formalné to znamena klasifikaci koneéné generovanych grup
opatfenych lexikografickymi metrikami aZz na kvazi-izometrii. Tento program zahrnuje
velkou fadu ruznych aspektt z algebry, geometrie a topologie a je stale v intenzivnim
vyvoji. Zde podotknéme, ze zobrazeni f : X — Y se nazyva kvazi-izometrie, jestlize
existuji konstanty K > 1 a C' > 0 takové, Ze plati

dx(2,9) ~ O < dy(f(2), f(y) < Kdx(w,9) +C

a kazdy bod z Y ma vzdalenost nejvyse C' od néjakého bodu z f(X). Poznamenejme
jesté, Ze kvazi-izometrie nemusi byt spojité zobrazeni a napiiklad kazdé zobrazeni
mezi kompaktnimi metrickymi prostory je kvazi-izometrie. Pfesto mé tento pojem
prekvapivé velky vyznam pro matematiku.

6) Skoro ploché variety

Hladka kompaktni varieta M se nazyva skoro plochd, jestlize pro kazdé ¢ > 0
na ni existuje Riemannova metrika g(¢) takova, Ze primeér diam(M, g(¢)) variety M
vzhledem k této metrice nepfesahuje 1 a g(e) je e-ploch4, tj. pro sekcionalni k¥ivost
této metriky plati |Kgo)| < e.

Nil-varieta je kvocient nilpotentni Lieovy grupy podle jeji uzaviené podgrupy. Déle
necht nilpotentni Lieova grupa N operuje na sob& pomoci levych translaci a necht je
déna kone¢né grupa automorfismi F' grupy N. Pak lze definovat akci semi-direktniho
sou¢inu N x F' na N. Kompaktni kvocient grupy N podle podgrupy sou¢inu N x F
(operujici volné na N) se nazyvé ,infranil-varieta“. Infranil-variety jsou kvocienty nil-
variet podle kone¢nych podgrup (ale opak obecné neplati).

Gromov a Ruh dokézali, Zze kompaktni varieta M je skoro ploché, kdyZ a jen kdyz je
to infranil-varieta. Opé&t mame piiklad hluboké souvislosti mezi algebrou a geometrii.

7) Gromovovy systolické nerovnosti

Systola (nebo presnéji 1-systola) kompaktniho metrického prostoru X je metricky
invariant definovany jako nejmensi délka nestazitelné smycky v X, tj. uzaviené kiivky,
kterd nemuze byt v X spojité deformovana do svého vychoziho bodu. Tento pojem
tedy souvisi s fundamentalni grupou (prvni homotopickou grupou) 1 (X) prostoru X.
Dale oznacujeme takto definovanou systolu symbolem sysy, abychom ji odlisili od
podobného pojmu v teorii homologie. Poznamenejme, Ze kompaktni, orientovatelna
a (d — 1)-souvisla d-rozmérna varieta M se nazyva podstaind, jestlize plati |, yw#0
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pro néktery netrividlni element objemu (tj. vnéjsi diferencialni formu w stupné d)
na M. Necht M je nyni podstatnéd kompaktni Riemannova varieta. Zakladni Gromo-
vova systolickd nerovnost potom zni

(sys wl)d < Cyvol(M),

kde Cy je univerzalni konstanta zavisejici pouze na dimenzi variety M.

Vypliiujici polomér jednoduché smycky C' v roviné je definovan jako nejvétsi po-
lomér R > 0 kruznice, kterd se vejde dovnit¥ této smycky. Oznacuje se symbolem
FillRad(C). Nyni se pokusime nézorné charakterizovat vypliiujici polomeér variety.
Uvazujme epsilonové okoli smycky C' v roving, které oznacime symbolem U.C' C R2.
Kdyz ¢islo € > 0 roste, potom e-okoli U.C' pohlcuje stale vice vnitiku smycky. Posledni
bod, ktery bude pohlcen, je pfesné stied nejvétsi vepsané kruznice. Muzeme tedy po-
dat jinou definici vyplhujiciho poloméru jako infima vSech ¢&isel € > 0 takovych, Ze
smycka C' se da stahnout do jediného bodu v U.C'.

Je-li nyni dana podstatnd kompaktni varieta M bez okraje vloZena napiiklad
do euklidovského prostoru R?, miZeme definovat vypliujici polomér podvariety M
vzhledem k danému vlozZeni tak, Ze budeme minimalizovat velikost epsilonového okoli
U.M C R? variety M, ve kterém se M stane homotopicky ekvivalentni s né&jakym
objektem nizsi dimenze, naptiklad polyedrem. K zavedeni obecné definice vypliiuji-
ctho poloméru FillRad(M) pro obecnou varietu potfebujeme teorii homologii, a proto
se tim zde nebudeme zabyvat. Gromov také dokazal nasledujici (druhou) systolickou
nerovnost:

sysm < 6 FillRad(M).

Déle jesté nalezl odhad shora FillRad(M) < Cq4(vol(M))Y? pro vypliwjici polomér.
7 druhé systolické nerovnosti a posledni nerovnosti pak snadno plyne prvni systolicki
nerovnost.

8) Symplektickd geometrie

Symplektickd geometrie je oblast diferencialni geometrie a diferencialni topologie,
ktera studuje symplektické variety, tj. diferencovatelné variety, které maji uzavienou
nedegenerovanou vné&jsi diferencialni 2-formou. (Uzavfenost zde znamena, Ze vnéjsi
diferencial této formy je roven nule.) Symplektickd geometrie mé svoje pocatky v Ha-
miltonové formulaci klasické mechaniky, kde fazovy prostor jistych klasickych systému
ma strukturu symplektické variety. Kazda Kéahlerova varieta je rovnéz symplektickou
varietou. Az do 70. let zustavala oteviena otézka, zdali existuji kompaktni symplek-
tické variety, které nejsou Kéahlerovy. Prvni takové ptiklady byly sestrojeny Williamem
P. Thurstonem” Nyni lze dokonce ¥ici, Ze ,,vétdina“ symplektickych variet nep¥ipousti
Kahlerovu strukturu. M. Gromov ale udélal dilezity objev v tom sméru, Ze vSechny
symplektické variety pripoustéji hojnost struktur spliiujicich vSechny axiomy Kahle-
rovych variet s vyjimkou toho, Ze by prechodové funkce mezi dvéma lokalnimi sou-
Ffadnicovymi soustavami byly holomorfni. Gromov pouzil tento poznatek k rozvinuti
teorie pseudoholomorfnich kiivek, coz vedlo k podstatnému pokroku v symplektické
geometrii, zejména k zavedeni symplektickych invarianti, které jsou nyni znamy jako
Gromovovy- Wittenovy invarianty. Tyto invarianty hraji klicovou roli ve fyzikalni teorii
strun.

"Thurston ziskal v roce 1982 Fieldsovu medaili zejména za teorii Hakenovych variet.
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8. John Tate ziskal Abelovu
cenu za rok 2010

Michal KiiZek, Lawrence Somer

8.1. Uvod

Abelova cena je povaZovana za ,Nobelovu cenu“ za matematiku. Jeji finanéni ohod-
noceni kolem 1 milionu americkych dolart je stejné jako u Nobelovy ceny za fyziku.
Abelova cena se udéluje za vyjimecéné hluboké vysledky, které vyznamné ovlivnily ma-
tematické védy. V roce 2010 ji ziskal americky matematik prof. John Tate z University
of Texas v Austinu za prace v oblasti algebraické teorie ¢isel. Dne 25. kvétna byl pfijat
k audienci v kralovském palaci v Oslu. Poté v hlavni aule univerzity v Oslu pievzal
Abelovu cenu z rukou norského krale Haralda V. Pfi této piilezitosti prednesl slav-
nostni proslov predseda Norské akademie véd Nils Ch. Stenseth a predseda vybérové

JOHN TATE (foto: Charlie Fondville)
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komise (Abel Committee) Kristian Seip. Dalsi den pak pronesl prof. Tate lauredtskou
prednéasku na téma;:

The arithmetic of elliptic curves.

O eliptickych kfivkach pojedname v kapitole 8.4. Pfipomeneme i nékteré jejich
aplikace v kryptografii.

Tateovy vysledky z teorie eliptickych kiivek podstatné prispély k dikazu Velké Fer-
matovy véty! — jednoho z nejslavnéjsich matematickych problémt (viz napf. [11], [13],
[14], [15]). Tato véta Fika, Ze neexistuji pFirozena ¢isla n > 2 a a, b, ¢ tak, ze

a” +b" =c". (8.1)

Abelovskou pfednéasku pii predani ceny mél proto est proslovit Richard Taylor na
téma: The Tate Conjecture. P¥ipomeiime, Ze to byl pravé Taylor, ktery spoleéné
s A. Wilesem dokéazali Velkou Fermatovu vétu (viz [18], [19]). Dalsi piehledovou pred-
nasku mél Andreas Enge na téma: The Queen of Mathematics in Communication
Security, v niz poukazal na pfekvapivé aplikace teorie &isel v kryptografii.? Na veder-
nim banketu pak promluvil mj. Michael Atiyah, ktery ziskal Abelovu cenu v roce 2004.

8.2. Kdo je John Tate?

John Tate se narodil 13. bfezna 1925 v Minneapolis. Titul bakal4re ziskal na Harvar-
dové univerzité a doktorat na univerzité Princetonu. Jeho skolitelem byl Emil Artin.
V soucasnosti J. Tate bydli se svou manzelkou Carol v Cambridge ve staté Massa-
chusetts. Je otcem tii dcer.

Prof. Tate se proslavil zejména svymi pracemi z algebraické teorie ¢isel a algebraické
geometrie. Pokud by se méfil vykon matematika po¢tem matematickych termint, které
jsou po ném pojmenovéany, pak by John Tate mohl byt prekonan snad jediné Gaus-
sem. Jeho jméno totiZz nese Tateova kohomologie, Tateova véta o dualité, Barsottiovy-
Tateovy grupy, Tatetv motiv, Tatetiv modul, Tateova kiivka, Tatetiv cyklus, Hodgetv-
Tatetv rozklad, Tatetv algoritmus, Néronova-Tateova vyska, Mumfordovy-Tateovy
grupy, Tateova izogenni véta, Hondaova-Tateova véta pro abelovské variety nad ko-
neénymi télesy, Serreova-Tateova deformaéni teorie, Serretv-Tatetv parametr, Tate-
ova stopa, Lubinova-Tateova grupa, Tateovy-Shafarevichovy grupy, Satoova-Tateova
domnénka aj.

Tateovy vysledky jsou také jadrem nékterych samoopravnych kodi, které umoz-
nuji mirné poskozenou informaci opravit. Toho se vyuZiva pii ochrané CD diska pied
poskrabanim, pii pfenosu SMS zprav, které jsou ruSeny riznymi radiovymi signaly
apod. John Tate produkuje skvélé matematické vysledky uz vice nez Sest desetileti.
Na University of Texas v Austinu presel v roce 1990. P¥edtim 36 let ucil na Harvard
University. Teprve nedavno odesel do dichodu.

Prof. Tate mél zvanou prednésku na Mezinarodnim matematickém kongresu ve
Stockholmu v roce 1962 a pak jesté v Nice v roce 1970. Béhem Zivota ziskal mnoho

1V originale ,Fermat’s Last Theorem*, coZ se vétsinou interpretuje jako ,posledni nevyfeseny
z Fermatovych problémt“. Poznamenejme ale, Ze napt. problém, zda je Fermatovych prvoéisel tvaru
2™ 4+ 1 nekone¢né mnoho, dodnes nebyl vyfeSen [5].

2Clanek [8] na podobné téma vysel nedavno i v PMFA (viz téz [20]).
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dalgich ocenéni. Jiz v roce 1956 dostal Coleovu cenu od Americké matematické spolec-
nosti za vynikajici vysledky z teorie ¢isel. Od Americké matematické spole¢nosti také
obdrzel Leroy P. Steele Prize v roce 1995 za celozivotni dilo. Za zminku stoji i Wolfova
cena z let 2002-2003.

John Tate byl v roce 1969 zvolen do National Academy of Sciences, v roce 1992 byl
jmenovan zahrani¢nim ¢lenem francouzské Académie des Sciences a Gestnym Clenem
Londynské matematické spole¢nosti se stal v roce 1999.

8.3. Velice struéné o teorii ¢isel

Teorie ¢isel je jednou z nejstarsich védnich disciplin. AvSak teprve ve 20. stolet{ ma-
tematici objevili obrovské mnozstvi praktickych aplikaci, napf. pfi tvorbé samooprav-
nych kod, digitdlniho podpisu, algoritmech rychlého nésobeni, generovani pseudonéa-
hodnych ¢isel ¢ Sifrovani tajnych zprav (viz [5]). Poznatky z teorie ¢isel také podstatné
prispivaji ke zvySovani informad¢ni bezpeénosti internetu.

Teorie ¢isel se zabyva zejména vlastnostmi mnoziny prirozenych &isel

N={1,2,3,...}.

Pripomenme, Ze prirozené ¢islo se nazyva prvocislo, jestlize ma pravé dva rtizné délitele
(kazdé prvocislo je tak délitelné pouze sebou samym a jednou). Uz Eukleides (4.—3. stol.
pf. n.l.) umél dokizat nasledujici tvrzeni:

Vé&ta (Eukleidova). Prvodisel je nekone¢né mnoho.

KaZzdé prirozené ¢islo vétsi nez jedna muZe byt jednoznaéné vyjadieno (aZ na po-
fadi) jako soucin prvoéisel. Prvoéisla 2, 3, 5, 7,.. . tak tvoii zédkladni stavebni jednotky
prirozenych ¢&isel vétsich nez jedna, podobné jako atomy tvoii molekuly.

Za zakladatele moderni teorie Cisel je povazovan francouzsky matematik Pierre
de Fermat (viz [15]). Jeho nejc¢ast&ji pouzivany vysledek, ktery ma i velké mnoZstvi
praktickych aplikaci (viz [5]), lze zformulovat takto:

Mala Fermatova véta. Jestlize a € N a p je prvocislo, pak p déli a? — a.

Dalsim vyznamnym francouzskym matematikem, ktery podstatné ovlivnil rozvoj
teorie &isel, je Marin Mersenne.? Studoval mj. &isla tvaru
M, =2° —1,

kde p je prvodcislo, které se po ném nazyvaji Mersennova ¢isla. Pozadavek prvocisel-
nosti exponentu ilustruje nasledujici véta.

Véta. Je-li 2P — 1 prvodislo, pak p je také prvocislo.

Nejvétsi znamé prvodislo je v soucasnosti Mersennovo ¢&islo 257885161 _ 1

(= 1017425170y Pro srovnani uvedme, Ze pocet atomt v pozorovatelné ¢asti vesmiru je
pfiblizné jen 10%°, coz je o vice nez 17 miliond fadd mensi &slo nez Msrsssien-

Jednim z nejkrasnéjsich a zarovenn nejpiekvapivéjsich vysledki posledni doby je
nasledujici tvrzeni z roku 2004 (podrobnosti viz [4]).

3M. Mersenne (1588-1648) je té% povaZovan za duchovniho otce vzniku francouzské Akademie véd
(viz [5, s. 110]).
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Véta (Greenova-Taova). Pro kaZdé k € N mnoZina prvocisel obsahuje aritme-
tickou posloupnost délky k.

Vice nez 150 dalgich zajimavych vét z teorie &isel je uvedeno v [5].
8.4. Eliptické krivky
Eliptické kiivky jsou algebraické kiivky v R? (popt. v C?) dané rovnici
2_ .3 2
y* =a"+ Az 4+ Bx + C, (8.2)

kde koeficienty A, B, C' jsou racionalni ¢&isla takova, %e polynom 2® + Ax? + Bx + C
nemé nasobny kofen. Je patrné, ze zadna eliptickd kfivka nemiize byt elipsou. Jejich
nazev pouze souvisi s uzitim téchto kiivek pro vypocet délky eliptického oblouku.
Poznamenejme, Ze feSenim rovnic typu (8.2) s celo¢iselnymi koeficienty se zabyval jiz
fecky matematik Diofantos préavé pro jejich zajimavé vlastnosti.

PopiSme si nyni grupu, kterou se John Tate intenzivné zabyval a ktera byla pozdéji
pouzita pii dikazu Velké Fermatovy véty. Pf¥ipomenme, Ze grupa G je mnozina, na
které je definovana asociativni binarni operace o : G X G — G s neutralnim prvkem n
a v niz ke kazdému prvku g € G existuje pravé jeden prvek inverzni ¢~! € G tak, Ze
gogl=glog=n.

V jedné ¢asti dikazu Velké Fermatovy véty (srov. (8.1) a [9]) se pracuje se spe-
cidlnimi grupami bodi na eliptickych kiivkach tvaru y?> = z(z — a?)(z + bP) (kde
vhodnou linearni substituci Ize ,,vynulovat“ koeficient u 22). Abychom se bliZze sezna-
mili s témito grupami, zabyvejme se pro jednoduchost jen jedinou kiivkou C danou
vztahem

y=2"—z+1, (8.3)

jejiz graf se sklada ze dvou ¢asti (viz obr. 8.1).
Na této kiivce budeme definovat grupu bodi. Pro kazdy bod U = (x,y) € C nejprve
zavedeme inverzni prvek vztahem

oU = (z,-y), (8.4)

ktery opét lezi na C, jak plyne z (8.3). Graf na obr. 8.1 je tak symetricky podle osy x.
Pokuste se nyni pfedem odhadnout, kde se nalézi neutralni prvek (za chvili vdm to
prozradime).

Nyni popiSeme, jak budeme definovat binarni grupovou operaci @. Necht U,V € C
jsou dva ruzné body lezici na p¥imce y = kx + ¢. Potom z (8.3) dostavame kubickou
rovnici

(kz+¢)° =2 —az+1, (8.5)
ktera ma dvé rizna realna feSeni (z-souradnice bodi U a V). Tteti kofen rovnice tedy
musi byt také realny.

a) Pokud je tento kofen jednoduchy, potom na piimce y = kx + ¢ lezi také bod
W € C, jehoz x-ova soufadnice je pravé tietim kofenem rovnice (8.5) a U AW #£ V.

b) Pokud je tento kofen dvojnasobny, potom piimka y = kx + ¢ je v jednom bodé
te¢nou ke ktivce C, tj. W = U anebo W = V.
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Obr. 8.1. Grupa na eliptické kiivce.

Body U,V,W € C jsou tedy kolinearni (tj. lezi na jedné piimce) a alespon dva

z nich jsou navzéjem riuzné. Na mnoziné v8ech bodu kiivky C definujme grupovou
operaci @ predpisem

UaV =cW. (8.6)

Je ihned patrné, ze tato operace je komutativni. Pomoci (8.3), (8.4), (8.5) a (8.6) si

miZete sami ovéfit, Ze napf. pro bod T = (0, %) na obr. 8.1. plati

V (8.4) jsme definovali inverzni prvky k libovolnému bodu kiivky C. Je zfejmé,
7%e involutornimi prvky (tj. inverznimi samy k sobg&) jsou v8echny priseciky kiivky C
s osou = (napf. na obrazku 8.1 bod Z = ©Z). Jaky bod je ale neutralnim prvkem
vySetfované grupy? Musi to byt takovy bod N € C, Ze pro libovolné U € C plati

UaN=U. (8.7)

Co to konkrétné geometricky znamena? Podle (8.6) body U, ©U a N leZi na jedné
pfimee, ktera je rovnob&Zna s osou y. Protoze v8ak (8.7) plati pro libovolny bod U € C,
»lezi“ neutralni prvek N na kazdé pfimce rovnobézné s osou y, tj. N je nevlastnim
bodem nachéazejicim se v nekone¢nu, ktery vlastné na kiivce C nelezi.

Abychom dokazali, ze body kifivky (8.3), k nimZ je doplnén neutralni prvek N,

PSRN,

operace. Takovy dikaz ale neni snadny a pfesahuje ramec tohoto vykladu.
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Poznamenejme jesté (srov. [9]), Ze rovnici (8.6) lze ekvivalentné zapsat takto
UsVaeW=N.

Diofantské rovnice jsou rovnice s celo¢iselnymi koeficienty, jejichz feSeni se hleda
mezi celymi, popf. racionalnimi ¢isly. Tento nézev je odvozen od jiz zminéného Dio-
fanta, ktery zil v Alexandrii ve 3. stoleti naSeho letopoc¢tu a zabyval se feSenim rozli¢-
nych tloh z teorie ¢isel.

Lze ukazat, Ze rovnice

y? = 2% — 432 + 166 (8.8)

ma pravé 6 racionalnich feseni (z,y): (3,+£8), (—5,£16) a (11, £32), ktera jsou shodou
okolnosti vSechna celo¢iselna. VSimnéte si, Ze lezi na dvou pfimkadch y =3z —1lay =
—3z+ 1. Pridame-li k témto bodim jesté neutralni prvek, dostaneme kone¢nou grupu,
ktera je izomorfni cyklické grupé Cs.

Na druhé strané rovnice

Y2 =a -2
mé nekoneéné mnoho raciondlnich feSeni (nap¥. (3,=£5)). Jedna z klicovych otézek
feSeni rovnic typu (8.2) je tedy:

Kterd z téchto rovnic md konecny pocet raciondlnich teSeni a kterd jich md neko-
necny pocet?

A byl to pravé John Tate, ktery vyvinul sofistikovanou metodu, jez pomaha pie-
konavat zahady eliptickych kiivek a rozhodovat, zda odpovidajici diofantské rovnice
maji koneény & nekoneény pocet racionalnich feSeni. Na kazdé eliptické kfivce exis-
tuje jen kone¢né mmnoho celo¢iselnych bodu, ale grupa racionalnich bodu je typicky
nekoneéna,* i kdyz je vidy koneéné generovana (Mordellova véta).

Malokdo vi, ze aritmetika eliptickych kfivek je implementovana v mobilnich telefo-
nech, platebnich kartach, dopravnich kontrolnich systémech apod. V takovych kédech
je napf. ¢islo vasi kreditni karty konvertovano na bod na eliptické kiivce. K zaSifrovani
informace se pouzije jistd dimyslna transformace, ktera posune tento bod na jiny bod
eliptické kiivky. Elias Lampakis pomoci eliptické kiivky

y? 4 2® =432

dokazal (viz [6]), Ze rovnice

23 4y = 2B

pro zyz # 0 nema feSeni v mnoziné Gaussovych komplexnich celych ¢isel Z[i].
8.5. Zavér

John Tate se v roce 1950 ve své doktorské dizertaci [16] zabyval Fourierovou analyzou
v ¢iselnych té&lesech. Tim vyty¢il zcela ojedinélou cestu k moderni teorii automorfnich
forem. Vygkolil pres 20 Ph.D. studentt v teorii ¢isel. Mnozi z nich se pozdéji velice
proslavili, napft. Joe Buhler, Joseph Silverman, Benedict Gross ¢ Kenneth Ribet. Po-
sledné jmenovany ukézal, Ze Velkd Fermatova véta plyne z Taniyamaovy-Simurovy

4Existuji v8ak vyjimky — viz napf. (8.8).
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Obr. 8.2. V jihofrancouzském Beaumont-de-Lomagne rodisti Pierra de Fermata v ¥{jnu 1996:
Velkd Fermatova véta byla tedy skutecné dokdzdna? ptaji se vesnicané A. Wilese.

domnénky,® a tim pomohl A. Wilesovi s R. Taylorem k nalezeni diikazu Velké Ferma-
tovy véty. Domnénka byla v plné obecnosti dokdzana az v roce 2001 v ¢lanku [3], kde
je R. Taylor spoluautorem.

Dalsi Tatetv student, Carl Pomerance, ve své dizertaci dokazal, Ze kazdé liché do-
konalé ¢islo mé alespont 7 prvodiniteli. Pozdéji Pomerance vyvinul zndmé kvadratické
sito (angl. the quadratic sieve algorithm), coz je hojné pouzivana faktorizaéni me-
toda [10], spolupodilel se na efektivni metodé pro testovani prvociselnosti (spoluautoii
Adleman a Rumely) a na dikazu, Ze Carmichaelovych ¢isel je nekoneéné mnoho [5].
Prof. Tate tak mél podstatny vliv na rozvoj moderni teorie ¢isel i prostfednictvim
svych student.

Sam Tate mé velké mnoZstvi publikaci v prestiznich matematickych ¢asopisech,
napf. v Annals of Mathematics [2], [7], [12] a [17]. P¥itom praci [12] napsal s Jean-
Pierrem Serrem, ktery ziskal Abelovu cenu za matematiku jako viibec prvni. J. Tate
se svym byvalym gkolitelem Emilem Artinem napsali hojné citovanou monografii [1],
v niz je predstaven novy pohled na teorii ¢iselnych téles. V potadi jiz osma Abelova
cena je tedy jisté ve spravnych rukou. Bez Tatea a jeho studentt by A. Wiles Velkou
Fermatovu vétu jen tézko dokazal (srov. obr. 8.2).

5Viz napt. PMFA 42 (1997), 169-187.

M. Krizek a kol.: Pronich deset Abelovjch cen za matematiku, JCMF, Praha, 2013 65



Literatura

(1]
2]

3l
4]
]
(6]
7l
(8]
Bl
10]

[11]
[12]

[13]
[14]
[15]

[16]

[17]
(18]
[19]

[20]

66

ARTIN, E., TATE, J.: Class field theory. AMS Chelsea Publ. 1967, 2009.

BRAUER, R., TATE, J.: On the characters of finite groups. Ann. of Math. 62 (1955),
1-7.

BreuiL, C., CoNrAD, B., DiamonD, F., TAYLOR, R.: On the modularity of elliptic
curves over Q: wild 3-adic exercises. J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), 843-939.

KrazAr, M.: Prvocisla obsahuji libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti. PMFA 49
(2004), 177-188.

KRiZEK, M., SOMER, L., SoLcoVA, A.: Kouzlo ¢isel: Od velkgch objevi k aplikacim.
Edice Galileo, sv. 39, Academia, Praha 2009, 2011.

Lampakis, E.: In Gaussian integers z° + y* = 2° has only trivial solutions — a new
approach. Electron. J. Comb. Number Theory 8 (2008), #A32.

LuBiN, J., TaTE, J.: Formal complex multiplication in local fields. Ann. of Math. 81
(1965), 380-387.

MLYNEK, J.: Informacni bezpecnost. PMFA 51 (2006), 89-98.

NEKOVAR, J.: Moduldrni kiivky a Fermatova véta. Math. Bohem. 119 (1994), 79-96.
POMERANCE, C.: Vyprdveni o dvou sitech. PMFA 48 (1998), 9-29.

RIBENBOIM, P.: Fermat’s Last Theorem for amateurs. Springer, New York 1999.

SERRE, J.-P., TATE, J.: Good reduction of abelian varieties. Ann. of Math. 88 (1968),
492-517.

SINGH, S.: Velkd Fermatova véta. Academia, Praha 2000.
SKULA, L. Nékteré historické aspekty Fermatova problému. PMFA 89 (1994), 318-330.

SoLcovi, A., KRizek, M., MINK, G. (eds.): Matematik Pierre de Fermat. Cahiers
du CEFRES No. 28 Praha, 2002.

TATE, J.: Fourier analysis in number fields and Hecke’s zeta functions. Ph.D. Thesis,
Princeton Univ., 1950, Reprinted in Cassels, J. W. S.; Frolich, A. (eds): Algebraic
number theory. Academic Press, London 1967, 305-347.

TaTE, J.: The higher dimensional cohomology groups of class field theory. Ann. of
Math. 56 (1952), 294-297.

TAYLOR, R., WILES, A.: Ring-theoretic properties of certain Hecke algebras. Ann. of
Math. 141 (1995), 553-572.

WILEs, A.: Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem. Ann. of Math. 11
(1995), 443-551.

http://www.dtc.umn.edu/~odlyzko

M. Krizek a kol.: Pruvnich deset Abelovijch cen za matematiku, JCMF, Praha, 2013



9. Abelovu cenu za rok 2011
ziskal John Milnor

Michal K¥iZek, Martin Markl

9.1. Uvod

Dne 23. biezna 2011 ve 12 hodin stfedoevropského ¢asu predseda Norské akademie véd,
@yvind Dsterud, ohlasil, ze Abelovu cenu za rok 2011 ziskava John Willard Milnor
z University of Stony Brook v USA. Vzapéti laureatovi telefonovali tuto radostnou
zpravu. J. Milnor byl velice potéSen, pfestoze jej vzbudili v 6 hodin rdno mistniho ¢asu.

------

Navic je spojena s ¢astkou 6 000 000 norskych korun.

JOHN WILLARD MILNOR
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John Milnor prevzal Abelovu cenu z rukou norského kréle Haralda V. na slavnost-
nim shromézdéni v Oslo dne 24. kvétna 2011. Dalsi den na Univerzité v Oslo pronesl
prof. Milnor laureatskou piednasku' s nazvem:

Sféry,

kterou uvedl rektor Ole Petter Ottersen. Po ni nasledovaly dalsi t¥i zvané populariza¢ni
prednasky:

C. McMullen: Variety, topologie a dynamika
M. Hopkins: Bernoulliho ¢isla, homotopické grupy a Milnor
E. Ghys: Vyjlet s privodcem do sedmi rozméri

Po slavnostni ceremonii se Johna Milnora ptali, zda se citi byt spiSe TeSitelem
problémt nebo budovatelem velkych teorii. Milnor odvétil: Resitelem problémai. Nikdy
jsem se nepokousel vytvorit néjakou velkou teorii, ale snaZil jsem se 7esit rizné drobné
problémy a kldst si zdludné otdzky. Nikdy vSak nevite, co z toho mizZe vzejit.

Abelova cena se udéluje za vyjimeéné hluboké vysledky, které vyznamné ovlivnily
matematické védy. Podle vyjadieni vybérové komise (Abel Committee) John Milnor
ziskal cenu za objevné prace v oblasti topologie, geometrie a algebry. Vyznamny je
i jeho prinos k teorii ¢isel. Milnorovy myslenky a objevy podstatné formovaly archi-
tekturu matematiky ve druhé poloviné 20. stoleti. Vybérova komise se skladala z péti

,,,,,,

Milnor is a wonderfully gifted expositor of sophisticated mathematics. He has often
trackled difficult, cutting-edge subjects, where no account in book form existed. Adding
novel insights, he produced a stream of timely yet lasting works of masterly lucidity.
Like an inspired musical composer who is also a charismatic performer, John Milnor
is both a discoverer and an expositor.

9.2. Védecky zivotopis Johna Milnora

John Willard Milnor se narodil 20. tnora 1931 ve mésté Orange (asi 15 km od Manhat-
tanu) ve staté New Jersey. Studoval na univerzité v nedalekém Princetonu, kde jako
osmnactilety dokazal nasledujici vétu z teorie uzli, kterou publikoval v renomovaném
Casopise Annals of Mathematics v roce 1950, viz [8].

Faryho-Milnorova véta. Necht K je uzaviend krivka v trojrozmérném euklei-
dovském prostoru dostatecné hladkd tak, aby v kaZdém jejim bodé existovala kiivost k.
Spliiuje-li celkovd krivost nerovnost

7{( k(s)ds < 4m, (9.1)

pak K neni zauzlend.?

IPfednéska je k dispozici na webové strance Johna Milnora, stejné jako dékovaci fe¢ a fada foto-
grafii.
2Symbol s oznacuje délku oblouku mé&Fenou od n&jakého daného bodu kfivky.
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Obr. 9.1. Schematické znazornéni dvou zauzlenych kiivek.

Vétu ve stejné dobé nezavisle vyslovil i Istvan Fary, jenz jeji dukaz publikoval
v Bulletin de la Societé Mathématique de France v roce 1949. Jestlize je tedy hladka
uzaviend kiivka zauzlena (srov. obr. 9.1), je jeji celkova kiivost v&tsi nez 4w. VySe
uvedeny odhad (9.1) je optimélni v tom smyslu, Ze pro libovolné € > 0 existuje hladka
uzaviend zauzlena kiivka, jejiz celkova kiivost je 4m+¢. Poznamenejme, Ze pro kruznici
je kiivkovy integral v (9.1) roven 2.

Jiz v roce 1951 presel Milnor na doktorské studium, kde byl jeho 8kolitelem Ralph
Fox. O tfi roky pozdé&ji obhajil dizerta¢ni praci Isotopy of Links, v niZ se zabyval
klasickymi uzlovymi grupami® a jejich zobecnénimi. Po absolvovani doktorského studia
pokracoval na univerzité v Princetonu a pozdéji na Institute for Advanced Study, téz
v Princetonu, N. J. V roce 1989 pifestoupil na univerzitu v Stony Brook v severni ¢asti
Long Islandu, kde se spolupodilel na ¥izeni Institute for Mathematical Sciences.

Milnoriv nejznaméjsi vysledek pochazi z roku 1956, kdy objevil zvlastni sedmiroz-
mérnou varietu — tzv. exotickou topologickou sféru, ktera ma nestandardni diferencialni
strukturu a neni tedy difeomorfni se standardni sférou S”. Podrobnéji o ni pojedname
v néasledujici kapitole. Objev Milnorovy exotické sféry byl velkym piekvapenim. Do
roku 1956 se totiz soudilo, Ze vSechny topologicky ekvivalentni (homeomorfni) hladké
sféry jsou také hladce ekvivalentni (difeomortni). Milnortav vysledek tak odporuje nasi
intuici. Od té doby vzrostl zédjem topologi o vicerozmérné sféry a zejména o samotny
pojem hladkosti. Citovany vysledek se proto ¢asto pokladé za zrod nové discipliny —
diferencialni topologie.

Databaze matematickych Casopisii Zentralblatt a Mathematical Reviews eviduji
vice nez 150 Milnorovych védeckych praci, z toho 13 ¢lanki v ¢asopise Annals of
Mathematics. PMFA uvefejnily pieklad jeho ¢lanku [13]. Od roku 1963 John Milnor
napsal pfes 10 monografii. Ty podstatné ovlivnily fadu jeho nasledovniki. Mezi Mil-
norovy studenty, ktefi se pozdéji proslavili, pat¥i nap¥. Tadatoshi Akiba, Jon Folkman,
John Mather, Laurent C. Siebenmann, Jonathan Sondow a Michael Spivak.

John Milnor se zabyva predevsim diferencidlni a geometrickou topologii, K-teorii,
dynamickymi systémy, teorii komplexni proménné, vlastnostmi Mandelbrotovy mno-
ziny a také lokalni souvislosti Juliovych mnozin. Nékteré matematické terminy nesou
jeho jméno: kromé Milnorovy exotické sféry se muzeme setkat s pojmy Milnorova
fibrace, Milnorovo ¢islo, Milnorovo zobrazeni a téz ,Milnor-Thurston kneading theory“.

3Uzlova grupa je fundamentalni grupa dopliku uzlu v R3.
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Profesor Milnor ziskal béhem svého Zivota celou fadu ocenéni za vynikajici védecké
vysledky. Pripomenme ty nejdilezitéjsi. Pred vice neZ padesati lety Milnor dostal
Fieldsovu medaili (1962) a vzapéti se stal editorem Annals of Mathematics, kde ptiso-
bil nékolik let. V roce 1967 obdrzel U.S. National Medal of Science a v roce 1989
Wolfovu cenu. Je jedinym matematikem, ktery vyhral tii Steelovy ceny Americké
matematické spole¢nosti za Seminal Contribution to Research (1982), Mathematical
Exposition (2004) a Lifetime Achievement (2011). V roce 1994 byl zvolen zahranic¢-
nim ¢lenem Ruské akademie véd a v roce 2004 se stal fadnym ¢lenem The European
Academy of Sciences, Arts and Letters. Poznamenejme jesté, ze Milnorova manzelka
je také profesorkou matematiky. V dalsich kapitolach pojedname o nékterych Milno-
rovych vysledcich podrobnéji.

9.3. Exotické sféry

John Milnor na sebe upozornil v roce 1956 piekvapivou konstrukei nestandardni hladké
struktury na sedmirozmérné sféfe, viz [9]. Tento vysledek ma navic vyhodu urcité
nézornosti, proto mu v nésledujicim prehledu vénujeme nejvice prostoru.

Ve zbytku kapitoly bude n oznacovat pfirozené ¢islo. Standardni jednotkovd n-roz-
mérnd sféra S™ je podmnozina bodu (zg,...,z,) z (n + 1)-rozmérného Eukleidova
prostoru R"! vyhovujicich rovnici 22 + -+ + 22 = 1. Jednorozmérna sféra je tedy
jednotkova kruZnice a dvourozmérna sféra je povrch t¥irozmérné jednotkové koule.
Prestoze jsou sféry zdanlivé jednoduché prostory, je s nimi svazano mnoho hlubokych
vét a hypotéz. Nejslavnéjsi je jisté Poincarého domnénka* z roku 1904, dokazana az
G. Perelmanem v letech 2002—-2003.

Topologickd n-rozmérna sféra je topologicky prostor X homeomorfni se standardni
sférou S™. Pfipomenme, Ze homeomorfismus je spojité vzajemné jednoznacéné zobrazeni
se spojitou inverzi. Jeho spojitost znamené, ze body blizké zobrazuje na body blizké.
7Zda se ziejmé, ze kazdéa hladka topologicka n-rozmérné sféra X je také difeomorfni
se standardni sférou S”, tedy Ze existuje vzajemné jednozna¢né zobrazeni prostoru X
na prostor S, které je nejen spojité, ale ma ve vSech bodech derivace vSech radu.
O to vice prekvapil Milnoruv piiklad sedmirozmérné hladké topologické sféry, jez neni
difeomorfni se standardni sférou S”. Takové sféry Milnor nazval ezotické. Dnes se tento
pojem bézné pouziva.

Abychom mohli formulovat Milnorav vysledek pfesnéji, zopakujme si nejprve
zékladni pojmy diferencialni topologie. Pfipomenme, Ze atlas </ na topologickém
prostoru X je tvofen otevienym pokrytim {U,}sca prostoru X indexovanym néja-
kou mnoZinou A, spolu se systémem homeomorfismii {¢q }aca otevienych podmnozin
U, C X na oteviené podmnoziny eukleidovského prostoru R™. Prostor X si miZzeme
predstavit jako krajinu pokrytou souborem map {U,}aca sestavenych do zemépis-
ného atlasu. Indexujici mnozina A &isluje stranky tohoto atlasu a mapujici zobrazeni
o0 : Uy — R™ popisuji, jak jsou prislusné ¢asti zemského povrchu zakresleny na mapy
atlasu 7. Pov8imnéme si, Ze topologicky prostor X s atlasem .o/ je podle definice
lokalné homeomorfni prostoru R™. Tvoii tedy n-rozmérnou topologickou varietu.?

4Poincarého domnénce jsou v PMFA vénovany ¢élanky [2] a [15].
50bvykle se v definici topologické variety navic predpoklada, ze X je Hausdorffav prostor se
spocetnou béazi. Tento predpoklad je v nasich pirikladech splnén automaticky.
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Obr. 9.2. Atlas 2% pokryva kruzici S' étyfmi otevienymi polokruznicemi. Mapujici zobrazeni
jsou homeomorfizmy na oteviené podintervaly R!.

Prikladem je standardni atlas <% sféry S™. Jeho indexujici mnozina ma 2(n + 1)-
prvki,

A :={(h,0),...,(h,n),(d,0),...,(d,n)},

kde pro0 <i<n je
Uthiy = {(aco,...,xn) esS”™; x; > 0} a Uy = {(aco,...,acn) es™; x; < 0}.

Oznacme 7; ortogonalni projekci prostoru R"H do nadroviny {(:co, ceeyTy) € ROFL

7i(20,s oy Tn) = (X0, .o, Ti1, Tit1, .., Tn) € R pro (zo,...,z,) € RV

Mapujici zobrazeni ¢, ;), resp. ¢(q,;) atlasu a7 jsou restrikce projekei 7; na Uh,iys
resp. Uqq). Ve ozfejmi obrazek 9.2 ilustrujici pfipad kruznice St. Ctenaf snadno na-
hlédne, Ze standardni atlas pro dvojrozmérnou sféru S? méa Sest map: pro horni a dolni
otevifenou polosféru, pro pfedni a zadni otevienou polosféru a pro levou a pravou
otevienou polosféru. Vsechny tyto oblasti jsou prostiednictvim mapujicich zobrazeni
homeomorfni s otevienym jednotkovym kruhem v roviné R2.

Vratme se k atlasu o/ na topologické varieté X . Pro kazdou dvojici indext o, 8 € A
s neprazdnym prinikem U, NUpg definujme prechodové zobrazeni ¢op : ¢o(Us NUR) —
¢3(Ua N Ug) predpisem ¢op(x) := d(d5" (2)) pro z € ¢o(Ua N Up), viz diagram:

U, ﬂUg

N

R™ D ¢o(Ua NUpg) —b— ¢3(Us NUg) C R™.

Prechodova zobrazeni jsou zobrazenimi mezi otevienymi podmnozinami R”. Atlas .o
je hladky, jestlize vSechny jeho pfechodové funkce jsou hladké v obvyklém smyslu, tedy
maji parcidlni derivace vSech radi. Kazdy hladky atlas lze jedinym zptisobem doplnit
do maximéalniho hladkého atlasu. f{ikéme, ze tento maximalni hladky atlas definuje na
X strukturu hladké variety.
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Hladké atlasy tedy hraji v teorii hladkych variet tlohu baze otevienych mnozin
v teorii topologickych prostorti. Podobné jako jedna mnozina muze nést mnoho bazi
definujicich rizné topologie, tak stejnou topologickou varietu muze pokryvat mnoho
ruznych, navzajem neslucitelnych, hladkych atlasi urcujicich rtizné hladké struktury.

V analogii se zemépisnym atlasem popisuji pfechodovéi zobrazeni pfekryti jednot-
livych map. Zatimco u obecného atlasu se prekryvaji spojité, tedy bez ,roztrzeni®,
u hladkého atlasu navic pozadujeme piekryti bez vzniku hrotii, hran a nadhran. Neni
tézké ovérit, ze standardni altlas o) sféry S™ je hladky. Prislusnou hladkou strukturu
nazyvame standardni hladkou strukturou sféry S™.

Uvazujme homeomorfizmus f : X — Y hladkych variet X a Y s hladkymi atla-
sy & = {ba,Uataca, resp. B = {15, Vs}sep. Rikime, 7e f je hladky, jestlize je
kompozice

vpofody': da(fT (Va)NUs) — 9s(Va)

hladké zobrazeni otevienych podmnozin R” pro kazdou dvojici a € A, 8 € B, pro
kterou je prunik f(U,) N Vz neprazdny. Hladky homeomorfizmus s hladkou inverzi se
nazyva difeomorfizmus. O varietdch X a Y pak fikame, Ze jsou difeomorfni.

Vratme se nyni k exotické sedmirozmérné sféfe. Vyjdéme z kartézského soucinu
B* x S? jednotkové étyfrozmérné koule se standardni trojrozmérnou sférou a definujme
prostor My jako kvocient®

M= B* xS UB* xS$?)/ ~
disjunktniho sjednoceni dvou stejnych kopii B* x S podle relace
B*xS* 2 §* xS* 3 (a,b) ~ (a,a?ba™ ) € §* x S* € B* x §?,

ktera identifikuje bod (a,b) hranice S* x S* prvni kopie B* x S* s bodem (a, a?ba~1)
hranice S? x S? druhé kopie. Pfitom sféru S? ztotoziiujeme s jednotkovymi kvaterniony
a vyraz a’ba~! interpretujeme v algebie kvaterniont’. Milnor v [9] dokazal nasledujici
vétu:

Vé&ta. Prostor MJ je homeomorfni, ne viak difeomorfni sedmirozmérné sféie S7
se standardni hladkou strukturou.

Volné feteno, Milnorovu sféru M7 sice mizeme homeomorfné zobrazit na stan-
dardni sféru S7, musime ji v8ak p¥itom ,pomackat®. Proto prekvapi, ze existuje homeo-
morfizmus prostoru M, na S7, ktery je difeomorfizmem vSude kromé jediného bodu.
Z tohoto divodu se Milnorovym sféram nékdy fiké ,rohaté sféry*“. V roce 1963 J. Mil-
nor spoleénd M. A. Kervairem v [5] dokdzal, Ze existuje 28 riiznych® hladkych struktur
na S7. Jinymi slovy, na sedmirozmérné sféfe existuje 28 hladkych atlasii uréujicich
28 ruznych hladkych struktur.

Nez uvedeme dalsi vysledek zminéného ¢lanku, pripomenme, ze souvislé sjedno-
cenit X'#X"" dvou hladkych n-rozmérnych variet je varieta vznikla vy¥iznutim malych

6V Ceské literatufe se pouziva nepdkny a nespravny termin ,faktorprostor.”

"Kvaterniony se v PMFA zabyva napf. ¢lanek [1]. Podotknéme, %e Milnortv pivodni popis pro-
storu Mg se formalné lisi od naseho. Vysledek je vSak stejny.

8Dvé hladké struktury povazujeme za riizné, jestlize se na sebe nedaji pfevést homeomorfizmem.
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T T: T":

Obr. 9.3. TH triangulace ¢tverce.

n-rozmérnych kouli z variet X’ a X" a ztotoZznénim takto vzniklych hrani¢nich sfér. De-
finujme monoid hladkijch struktur na n-rozmérné sféfe jako soubor tiid difeomorfnich
orientovanych hladkych variet homeomorfnich se sférou S™. Struktura monoidu je dana
operaci souvislého sjednoceni, pritom standardni n-rozmérna sféra S™ tvoii jednotku.
V praci [5] je dokdzéano, Ze pro n # 3,4 je zminény monoid kone¢na abelovska grupa.
Jeji ¥ad je pro n < 18 uveden v néasledujici tabulce z velké ¢asti také prevzaté z [5]:

dimenzen‘l‘Q‘ ‘4‘5‘6‘ ‘8‘

9‘10‘ 11‘12‘13‘14‘ 15 ‘16‘17‘18
tzs]2]s]o]

992‘1‘ ‘ ‘16256‘ ‘ ‘16

f‘édgrupy‘l‘l‘ “7‘1

Dodnes se nevi, zdali existuji ¢tyirozmérné exotické sféry. Proto jsme na odpovidajicim
misté ponechali otaznik. Tvrzeni, Ze S* nese jedinou hladkou strukturu, je zndmo jako
hladkd Poincarého doménka, viz [3]. Z mnoha hledisek jsou dimenze 3 a 4 nejobtiZné&jsi.
Z jiného pohledu o tom v PMFA pojednavaji ¢lanky [2, s. 268] a [6, s. 52].
Poznamenejme, Ze existuji topologické variety nemajici Zddnou hladkou strukturu.
Prvni priklad sestrojil v roce 1960 M. A. Kervaire v praci [4] za pouziti konstrukce,

kterou Milnor publikoval o rok d¥ive v [10].
9.4. Ostatni vysledky

V této kapitole kratce uvedeme nékteré dalsi Milnorovy vysledky, z prostorovych di-
vodi jiz bez narokd na vysokou presnost vykladu.

1) Hauptvermutung
Pripomeifime, Ze n-rozmérny standardni simplex A™ je konvexni obal soufadnico-
vych vektorii {eg,...,e,} C R*T1. MiZeme jej také definovat jako mnozinu

A" = {(xo,...,xn)eR"H; xiZOprOOSiSnaxo—i—---—i—xn:l}.

Tedy A je bod, A! uzavieny interval, A? trojihelnik a A3 je ¢ty¥stén. Topologicky
prostor X je triangulovatelny, jestlize je mozné jej pokryt standardnimi simplexy tak,
aby jejich pruniky byly bud prazdné, nebo byly opét simplexem. Takové pokryti se
nazyva triangulaci prostoru X . Dany topologicky prostor mtze mit nékolik triangulaci,
jak vidime na obrézku 3 ukazujicim tfi rizné triangulace ¢tverce.

Triangulace T’ sestava ze ¢tyf 2-simplext, deviti 1-simplexii a Sesti O-simplexti.
Triangulace T' ma deset 2-simplexti, osmnact 1-simplext a devét 0-simplexi. Koneéné
triangulace T je tvofena Sesti 2-simplexy, dvanacti 1-simplexy a sedmi 0-simplexy.

Triangulace Ty prostoru X je zjemnénim triangulace T5, jestlize je kazdy simplex
triangulace T; obsazen v néjakém simplexu triangulace T>. Na naSem obrazku je
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triangulace T spoletnym zjemnénim triangulaci 77 a T”. Hauptvermutung (Cesky
hlavni domnénka) geometrické topologie tvrdi, Ze libovolné dvé triangulace stejného
topologického prostoru maji spole¢né zjemnéni.

V [11] Milnor ukézal, Ze konus nad kartézskym soucinem ¢ockového prostoru® s hra-
nici t¥frozmérného simplexu mé dvé konecné triangulace bez spole¢ného zjemnéni. Tim
sestrojil protipFiklad k Hauptvermutungu. Pov§imnéme si, ze tento vysledek ma podob-
nou prichut jako konstrukce exotické sféry. Opét jsme v situaci, kdy dany topologicky
prostor nese jemngjsi strukturu (hladky atlas v pfedchozim, triangulace v tomto pii-
padég) a ptame se, nakolik je tato jemné struktura determinovana topologii. Vysledky
uvedené ve zbytku této kapitoly publikoval J. Milnor v knize [12].

2) Milnorovo ¢islo

Uvazujme komplexni funkci g v n komplexnich proménnych, holomorfni na néjakém
otevieném okoli bodu & = (&1,...,&,) € C". Pfipomelime, Z%e bod £ je singuldrnim
bodem funkce g, jestlize se v ném nuluji parcidlni derivace prvnfho fadu ve vSech
smérech. V opa¢ném piipadé fikame, Ze £ je reguldrni. Singularni bod & je izolovany,
jestlize je jedinym singularnim bodem v néjakém svém okoli. Kone¢né, singularni bod
& je degenerovanyj, jestlize se v ném anuluje determinant Hessidnu funkce g, coz je
matice druhych derivaci

7o)
8z¢8zj 1<i,j<n '

Nésledujici vyklad zaméFime na funkce se singularnim bodem v pocatku 0 :=
(0,...,0) a s nulovou funkéni hodnotou v tomto bod&. Piipad obecného singularniho
bodu a obecné funkéni hodnoty prevedeme na tento specialni ptipad posunutim.

Ozna¢me tedy O okruh holomorfnich funkci f definovanych na néjakém otevieném
okoli po¢atku 0 prostoru C™ a takovych, ze f(0,...,0) = 0. Pro kazdou f € O vezméme
ideél J; algebry O generovany parcialnimi derivacemi funkce f a oznaéme Ay := O/ J;
kvocientovou algebru. Milnorovo éislo p(f) funkce f v bodé 0 je komplexni dimenze
komplexniho vektorového prostoru Ay,

p(f) == dime (Ay).

Z definice plyne, Ze p(f) je bud celé nezéporné ¢islo, nebo nekonec¢no. Pfitom pu(f) = 0,
pokud je 0 regularnim bodem funkce f a u(f) = 1, pokud je 0 nedegerovanou singu-
laritou. Déle plati, Ze u(f) je kone¢né pravé tehdy, kdyZ je 0 izolovanym singularnim
bodem.

Dulezitost Milnorova ¢isla tkvi v jeho alternativnich interpretacich. Pfedpokladej-
me, Ze 0 je izolovany singularni bod funkce f. Pro a = (a1,...,a,) € C" definujme
perturbaci f, funkce f predpisem

fa(€17"'7§n) = f(€17"'a€n)+a/1§1+"'+an§n'

Ukazuje se, ze pro dostateéné mala a se izolovany singularni bod 0 funkce f rozpada
na izolované nedegenerované singularni body perturbace f,. Jejich pocet je roven p(f).

9Cotkovy prostor (angl. lens space) je kvocient tifrozmérné sféry S® podle akce specifické cyklické
grupy.
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Milnorovo ¢&slo ma4 i topologickou charakterizaci. Symbolem S2"~! oznaéme
(2n — 1)-rozmérnou sféru v C" o poloméru e se stfedem v pocatku. Pokud opét pred-
pokladame, Ze O je izolovany singularni bod funkce f, pak pro dostateéné mala e
predpis

@) = 7055 )
VIZLER+ -+ 2L

definuje spojité zobrazeni v : S?"~! — §27~1. Milnorovo &islo u(f) je rovno stupni
tohoto zobrazeni. To je homotopicky invariant vyjadiujici, kolikrat 1 ,omota“ sféru
S2n=1 sferou SZn—1.

3) Milnorova fibrace

Piipomeiime, Ze lokalné trivialni hladka fibrace p : E — B je zobrazeni hladkych
variet, které je lokalné projekci B x F' — B, kde F' je hladka varieta nazyvané fibrem p.
Presnou definici lokality nebudeme uvadét. Je formulovana pomoci otevieného pokryti
variety B a mé podobny charakter jako definice hladkého atlasu z kapitoly 9.3.

Predpokladejme, ze f : C" — C je nenulovy komplexni polynom spliiujici
£(0,...,0) = 0. Oznaéme 3 nulovou mnozinu polynomu f,

37:={(21,--,22) €C™ f(z1,...,20) = O}

Tedy 3 je komplexni nadplocha dimenze n — 1 obsahujici pocatek 0. Argument
funkce f je definovan v bodech ¢ € C" nelezicich v 35 predpisem

Argy(§) := JE) esh

RG]

Milnor dokazal, Ze pro dostateéné mala e je restrikce
Arg; : S\ 3; » st

lokalné trivialni hladka fibrace, jejiz fibr je varieta dimenze 2n — 2. V pfipadé, Ze 0 je
izolovany singularni bod, ma tento fibr homotopicky typ!'? sjednoceni S*~1v...vSn—1
se ztotoZnénymi bazovymi body urc¢itého poc¢tu standardnich (n — 1)-rozmérnych sfér.

Na zavér dovolte osobni pozndmku druhého autora. Se jménem John Milnor jsem se
seznamil jako student diky znamé ucebnici [14], kterou Milnor napsal spole¢né s Jimem
Stasheffem. Jeji Getba byla pozitek, stejné jako Getba vSeho, na ¢em se Milnor podilel.
S Jimem jsem pozdéji napsal nékolik ¢lankdi a monografii [7]. Johna Milnora jsem
osobné poznal na konferenci v Princetonu v roce 1996.
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10Zhruba fegeno, topologické prostory maji stejny homotopicky typ, pokud se lisi spojitou defor-
maci.

M. Krizek a kol.: Prunich deset Abelovijch cen za matematiku, JCMF7 Praha, 2013 75



3l

4]
]
(6]
7l

(8]
Bl

[10]
[11]

[12]

[13]
[14]

(15]

76

FREEDMAN, M., GOMPF, R., MORRISON, S., WALKER, K.: Man and machine thinking
about the smooth 4-dimensional Poincaré conjecture. Quantum Topology 1(2) (2010),
171-208.

KERVAIRE, M. A.: A manifold which does not admit any differentiable structure. Coo-
ment. Math. Helv. 3/ (1960), 257-270.

KERVAIRE, M. A., MILNOR, J.: Groups of homotopy spheres: I. Ann. of Math. (2)
77(3) (1963), 504-537.

KRriZEK, M., SoLc, J.: Od Keplerovijch mozaik k péticetné symetrii. PMFA 5/ (2009),
41-56.

MARKL, M., SHNIDER, S., STASHEFF, J.: Operads in algebra, topology and physics.
Math. Surveys and Monographs 96, Amer. Math. Soc., Providence, Rhode Island 2002.

MILNOR, J.: On the total curvature of knots. Ann. of Math. (2) 52(2) (1950), 248-257.

MILNOR, J.: On manifolds homeomorphic to the 7-sphere. Ann. of Math. (2), 64(2)
(1956), 399-405.

MILNOR, J.: Differentiable structures on spheres. Amer. J. Math. 81 (1959), 962-972.

MILNOR, J.: Two complexes which are homeomorphic but combinatorially distinct. Ann.
of Math. (2) 74(3) (1961), 575-590.

MILNOR, J.: Singular points of complex hypersurfaces. Ann. of Math. Stud. 61, Prin-
ceton Univ. Press, Princeton, New Jersey 1968.

MILNOR, J.: Nobelova cena pro Johna Nashe. PMFA 41 (1996), 169-179.

MILNOR, J., STASHEFF, J.: Characteristic classes. Ann. of Math. Stud. 76, Princeton
Univ. Press, Princeton, New Jersey 1974.

SMALE, S.: PFibéh Poincarého hypotézy ve vyssich dimenzich. PMFA 36 (1991), 38-49.

M. Krizek a kol.: Pruvnich deset Abelovijch cen za matematiku, JCMF, Praha, 2013



10. Madarsky matematik Endre
Szemerédi ziskal Abelovu cenu
za rok 2012

Michal K¥iZek, Pavel Pudldik, Lawrence Somer

10.1. Uvod

V roce 2012 putovala Abelova cena za matematiku do Madarska k prof. Endre Szeme-
rédimu, ktery ji dostal za své fundamentalni objevy v diskrétni matematice a teore-
tické informatice a jejich dlouhotrvajicim vliviim na aditivni teorii ¢isel a ergodickou

ENDRE SZEMEREDI
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teorii. Je to jiz desata jubilejni Abelova cena od svého vzniku v roce 2003. Dalsim
kal v roce 2005, je Peter Lax. Matematika v Madarsku méa totiz dlouholetou tradici.
Vzpomenme nékolika dalgich vyzna¢nych madarskych matematikii svétového
vyznamu, napt. Janos Bolyai, Lipot Fejér, Marcel Grossmann, Alfréd Haar, Andras
Hajnal, Cornelius Lanzcos, Laszl6 Lovasz, John von Neumann, Rozsa Péter, George
Polya, Alfréd Rényi, Marcel Riesz, Pal Turan a jeho manzelka Vera T. So6s, Endre
Sili, Karl Zsigmondy, a téz Pal Erdds, ktery ma v databazi Mathematical Reviews
registrovano pres 1500 védeckych praci. Jen mélo zemi velikosti Madarska se miize
podobnym seznamem pochlubit. Madafi navic maji 13 nositelt Nobelovych cen.

Prof. Endre Szemerédi pievzal Abelovu cenu z rukou norského krale Haralda V.
dne 22. kvétna v hlavni aule univerzity v Oslu. P¥i této prilezitosti pfednesli slavnostni
proslov norskd ministryné pro Skolstvi a védu Kristin Halvorsen, predseda Norské
akademie véd Nils C. Stenseth a pfedseda vybérové komise (Abelkomiteen) Ragni
Piene (viz [20]).

O den pozdéji pak byly prosloveny 4 abelovské pfednasky. V dvodni piehledové
prednasce Randomness and Pseudorandommness uréené pro 8irSi vefejnost prof. Avi
Wigderson z Institute for Advanced Study v Princetonu vyzdvihl Szemerédiav piinos
k teorii pseudonédhodnych ¢isel. Pak sam prof. Szemerédi pirednesl hlavni laureatskou
prednéasku na téma;:

In Every Chaos There is an Order,
v niz popsal historii a soucasnost Szemerédiovy véty, které se budeme vénovat v ka-
pitole 10.3. Dalsi dvé abelovské prednésky pronesli Léaszlo Lovasz: The Many Facets
of the Regularity Lemma a zndmy britsky kombinatorik a nositel Fieldsovy medaile
Timothy Gowers:! The Afterlife of Szemerédi’s Theorem.

Prof. Endre Szemerédi se narodil 21. srpna 1940 v Budapesti, kde pozdéji vystudo-
val Univerzitu Loranda Eotvose. Titul kandidata véd ziskal na Moskevské statni uni-
verzité. Jeho gkolitelem byl slavny matematik Israel Gelfand. Za své klicové vysledky
z teorie ¢isel, kombinatoriky a teoretické informatiky Szemerédi ziskal celou fadu pres-
tiznich ocenéni: Griinwaldovu cenu (1967, 1968), Rényiho cenu (1973), Polyovu cenu
za aplikovanou matematiku (STAM 1975), Cenu Madarské akademie véd (1979), Cenu
Rolfa Schocka za matematiku (2008), Steelovu cenu Americké matematické spole¢-
nosti (2008).

Pfipomeiime jesté, ze prof. Szemerédi navstivil Prahu v roce 2010, kdyZ mu Uni-
verzita Karlova udélila ¢estny doktorat (viz obr. 10.1). V soucasnosti pracuje v Ma-
tematickém tustavu Alfréda Rényiho Madarské akademie véd v Budapesti. Je téz za-
méstnan v Department of Computer Science, Rutgers, The State University of New
Jersey v USA. Navic je ¢lenem véhlasného Institute for Advanced Study v Princetonu,
ktery se rovnéz naléza ve staté New Jersey. Endre Szemerédi je Zenaty a mé pét déti.

10.2. Aditivni teorie ¢&isel

V tomto ¢lanku se soustfedime na nejznaméjsi Szemerédiovy vysledky z aditivni teorie
Cisel, z teorie grafii a teoretické informatiky. Aditivni teorie ¢isel se vénuje studiu

1V nakladatelstvi Dokofan vysel v roce 2006 pieklad knihy T. Gowerse: Matematika. Privodce
pro kaZdého. Govers ji napsal pry hlavné pro svoji Zenu, aby védéla, ¢im se on — matematik — v praci
zabyva.
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Obr. 10.1. Prof. Endre Szemerédi (vlevo) piebira ¢estny doktorat v aule Univerzity Karlovy
od prof. Jaroslava NeSetfila (vpravo).

podmnozin celych ¢&isel a jejich vlastnosti p¥i s¢itani (viz [11] a [12]). Jako priklad
uvedme znamou Goldbachovu hypotézu:

Kazdé sudé c¢islo vétsi nez 2 Ize napsat jako soucet dvou prvocisel.

Tato domnénka dodnes neni dokizéna. Vznikla b&hem vzajemné korespondence
mezi Eulerem a Goldbachem v roce 1742 (napf. vidime, 7e 4 = 2+2,6 = 3+3, 8 = 3+5,
10 = 545 = 34 7). Podle nékterych prament ji poprvé vyslovil Euler inspirovan
Goldbachem. V roce 1937 rusky matematik Ivan Matvejevi¢ Vinogradov (1891-1983)
dokézal, Ze existuje prirozené Cislo ng tak, ze kazdé liché n > ng lze vyjadrit jako
soucet t¥1 prvocisel (viz [19]). Navic nedavno Terence Tao dokazal, Zze kazdé liché ¢islo
v&t&i nez jedna je souStem nejvyse péti prvocisel [18].

V roce 1973 ¢insky matematik Jingrun Chen dokazal, Ze kazdé dostateéné velké
sudé ¢islo je souctem prvocisla a soucinu nejvyse dvou prvocisel (viz [8]). Tato véta se
zatim povazuje za nejlepsi vysledek tykajici se Goldbachovy hypotézy. Jind Chenova
véta tvrdi, ze pro kazdé sudé ¢islo s existuje nekone¢né mnoho prvocisel p tak, ze p+s
je bud prvoéislo, nebo souc¢in dvou prvodcisel.

Dalsim piikladem z aditivni teorie ¢isel je Waringtav problém, ktery formuloval
Edward Waring (1734-1798) kolem roku 1770. Pro dané pfirozené ¢islo k ozna¢me

Ay = {0F, 1% 2k 3k .}
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mnozinu k-tych mocnin. Ve Waringové problému jde o urcéeni nejmensiho h tak, aby
se kazdé prirozené ¢islo n dalo napsat ve tvaru

h
n= Zam, am € Ag.
m=1

Pravdépodobné jiz Diofantos znal néasledujici tvrzeni:

Véta. Kazdé prirozené ¢islo je souc¢tem Ctyr ¢tverci.

Tuto tzv. ¢tyictvercovou vétu? dokazal az Joseph Louis Lagrange v roce 1770. Pro
k = 2 mtuzeme tedy volit h = 4 a snadno ovéiime, %e h nelze zmensit (staci uvazovat
napf. n =7 =12+ 12 + 12 4 22).

Pro dané pfirozené ¢&islo k oznalme g(k) nejmensi pocet k-tych mocnin
Gisel 0,1,2,..., jejichz sou¢tem lze vyjadiit jakékoliv pfirozené ¢islo. Zrejmé g(1) =1
a podle &tyFetvercove véty je g(2) = 4. Cislo 23 = 13 + 13 + 13 4 13 + 13 + 13 +
13 + 23 + 23 lze vyjadiit jako soucdet deviti tietich mocnin nezapornych celych &isel
a snadno nahlédneme, Ze tento pocet nelze snizit. Podobné zjistime, Ze ¢islo 79 lze
vyjadiit pomoci souétu 19 ¢étvrtych mocnin, ale nelze vyjadrit jejich mensim poctem.
Tedy g(3) > 9 a g(4) > 19. Roku 1909 Arthur Wieferich [19] odvodil, ze ¢(3) = 9,
a v roce 1986 Ramachandran Balasubramanian a kol. [3] dokazal, ze g(4) = 19. Dnes
vime, Ze g(5) = 37 (viz [7]) a g(6) = 73 (viz [13]). Pro obecné k FeSeni Waringova
problému dosud nenf zndmo, i kdy7 se zd4, ze g(k) = 2% — 2 + [(3/2)¥].

Nyni se soustfedime na van der Waerdenova ¢isla, kterymi se rovnéz zabyva aditivni
teorie ¢isel. Uk4zeme si, jak se tato ¢isla zavadéji pomoci rtizné obarvenych pfirozenych
¢isel. Pro jednoduchost uvedeme jen jeden ilustracni priklad.

Kazdé pFirozené ¢islo obarvime bud ¢ervenou, anebo modrou barvou. Pak snadno
nahlédneme, Ze posloupnost 1,2,...,9 obsahuje aritmetickou podposloupnost stejné
barvy a délky 3.

Pokusme se dokazat opak, tj. pfedpokladejme, Ze posloupnost 1,2, ..., 9 neobsahuje
aritmetickou podposloupnost stejné barvy a délky 3. Tedy 1, 5 a 9 nemaji stejnou
barvu. V dalsim budeme Cervena ¢isla podtrhévat a modré ¢isla budeme psat s pruhem
nahote. RozliSujme dva pripady:

1. Necht 1 a 5 jsou obarveny &ervené a 9 modie. ProtoZe 1 a 5 jsou obarveny
dervend, musi byt &islo 3 modré. Cislo 9 je vSak modré, a proto 6 musi byt ¢ervené.
Jelikoz ¢isla 5 a 6 jsou Gervena, jsou 4 a 7 modra. Cislo 8 musi byt v8ak Cervené, protoze
7 a 9 jsou modra. Protoze 3 a 4 jsou modré, musi byt 2 Eervené. Pak ale aritmeticka
posloupnost 2, 5 a 8 obsahuje vSechna Cervena ¢isla, coz je spor.

2. Piipad, 7e ¢isla 1 a 9 jsou Cervend a 5 je modré, vede ke sporu podobnym
zpusobem.

Dale vidime, Ze posloupnost 12345678 neobsahuje stejné obarvenou aritmetickou
podposloupnost délky 3. Tedy pocet ¢lend 9 je nejmensi moZzny pro vySe uvedeny pii-
klad. Pfitom se nemusi jednat jen o posloupnost 1,2;...,9, ale o jakoukoliv posloup-
nost po sobé jdoucich celych ¢&isel o deviti ¢lenech. Pomoci vy$e uvedeného postupu
lze zavést van der Waerdenovo ¢&islo W(2,3) = 9 odpovidajici dvéma barvam a arit-
metickym posloupnostem délky 3. Podobné se zavadéji i dalsi van der Waerdenova
cisla.

2Napt. 1634 = 12 + 92 4 162 + 362.
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10.3. Szemerédiova véta

Szemerédiova véta, ktera zobechiuje vlastnosti van der Waerdenovych ¢&isel, je jednim
z nejkrasnéjsich vysledki aditivni teorie ¢isel. Nez ji vyslovime, uvedeme nékolik okol-
nosti, jez vedly k jejimu vzniku.

V roce 1936 Erdés a Turan vyslovili nasledujici hypotézu [5] (ktera ze Szemerédiovy
v&ty plyne):

Pro kazdé d € (0, 1] a pfirozené ¢islo k existuje ng tak, Ze pro viechna n > ng kazda
podmnozina B C {1,...,n}, jejiz mohutnost je alespoii dn, obsahuje aritmetickou
posloupnost délky k.

Pro libovolnou podmnoZinu B mnoziny pfirozenych ¢isel N = {1,2,3,...} defi-
nujme horni asymptotickou hustotu B nasledovné
- BN{1,2,...
d(B) = limsup = BO{12 ,n}|7

n— oo n

kde | - | oznacuje pocet prvka.

Uvedme nejprve nékolik trivialnich prikladi. Jestlize B je mnozina sudych ¢&isel, pak
jeji horni asymptoticka hustota je 1/2. Je-li B = {1,2,...,10}, pak horni asymptoticka
hustota B je nula. Rovnéz pro

B = {1, 10,100, 1000, ...}

je horni asymptotickd hustota nulova.

V roce 1953 Klaus Friedrich Roth dokazal, Zze kazdd podmnozina B C N, jejiz
horni asymptotickd hustota je kladna, obsahuje aritmetickou posloupnost délky 3.
V roce 1969 Szemerédi zvysil tento pocet na 4 a v roce 1975 pak dokazal nésledujici
vétu (viz [16]).

Szemerédiova véta. Kazdda podmnozina B C N s kladnou horni asymptotickou
hustotou obsahuje aritmetickou posloupnost libovolné délky:.

Jiz. v roce 1973 P&l Erdés formuloval silnéjsi tvrzeni, které ovSsem dodnes neni
dokazano:

Erddsova-Turanova domnénka. Necht souclet prevracenych hodnot prvki
z mnoziny B C N je vétsi nez jakékoliv prirozené cislo. Pak B obsahuje aritmetickou
posloupnost libovolné délky:.

V roce 2004 Ben Green a Terence Tao dokéazali, Ze mnozina prvocisel obsahuje
aritmetické posloupnosti libovolné délky. Jedna se tedy o dilezitou specialni ¢ast
Erdgsovy-Turanovy domnénky pro p¥ipad, ze B = IP je mnoZina prvoéisel (viz [6], [10]).
Kdyby tato domnénka byla pravdiva, pak by vysledek Greena a Taa byl jejim dusled-

kem, protoze
1
Slow
peP p

V tomto pfipadé nelze pouZzit Szemerédiovu vétu, nebot horni asymptoticka hustota
mnoziny P vSech prvocisel je nula.
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10.4. Erddésova-Szemerédiova véta

V roce 1983 Endre Szemerédi publikoval s Palem Erdésem mirné modifikovanou vétu
uvedenou nize (viz [4]).

Nejprve v8ak zavedeme nasledujici oznaceni. Pro kone¢nou podmnozinu A mnoZziny
realnych ¢&isel polozme

A+A={a+blabe A}, A-A={abla,be A}.

Erddsova-Szemerédiova véta. Existuji kladné redlné konstanty C a ¢ tak, Ze
pro kazdou konecnou a neprazdnou podmnozinu A mnoZiny realnych cisel plati

max(|A + A, |A- A]) > C|A**=.

V&imnéme si, ze velikost A + A je srovnatelna s A, je-li A tvorena konecnou arit-
metickou posloupnosti. Na druhé strané, je-li A tvorfena kone¢nou geometrickou po-
sloupnosti, pak zase A - A méa velikost srovnatelnou s A. Je-li A dostatecné velka, pak
se nemiize soucasné podobat aritmetické a zaroven geometrické posloupnosti. Erdds
a Szemerédi navic vyslovili domnénku, Ze ¢islo € mize byt libovolné blizko 1. Jozsef
Solymosi [15] pozd&ji dokazal, Ze e muZe byt libovolné blizko 1/3.

10.5. Szemerédiovo lemma o regularité

Nejprve definujme nékolik pojmi. Necht G je (kone¢ny) graf. Hustotou pdru dvou
disjunktnich podmnozin jeho vrcholii X a Y nazveme &islo
_EXY))

p(X,Y) = W,

kde |-| opét oznacuje pocet prvki (kardinalitu) a E(X,Y") je mnozina hran, které maji
jeden vrchol v X a druhy v Y.

Necht € > 0 je dano. Par dvou disjunktnich podmnoZin vrcholu X a Y grafu G
nazveme e-pseudondhodny (e-regularni), jestlize pro vSechny podmnoZiny A C X a
B C Y spliwjici nerovnosti |A| > ¢|X| a |B| > ¢]Y| plati

|p(X, Y) - p(A,B)| <e.

Jinymi slovy, hustota p(X,Y") se pFili§ nelisi od pavodni hustoty p(A4, B).
Rozklad mnoziny vrcholia grafu G na k podmnozin Vi, ..., Vi se nazyva e-rozklad,
jestlize
[|Vil = |V;]| <1 pro vSechna i a j (10.1)

a vSechny pary Vi, Vj, i < j, jsou e-pseudondhodné kromé nejvyse ek? pari.
Nésledujici lemma je dokazano v [17].
Lemma o regularité. Pro kazdé ¢ > 0 a prirozené ¢islo m existuje prirozené
cislo M takové, Ze kdyz G je graf s alesponn m vrcholy, pak existuje prirozené ¢islo k
v intervalu m < k < M a e-rozklad vrcholii grafu G na k podmnozin.
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Szemerédiovo lemma o regularité zhruba tvrdi, Ze kazdy dostatecéné velky graf lze
rozdélit na podmnoziny, které maji priblizné stejnou velikost, tj.

VAl < |Vl < < Vel < Va| + 1

(srov. (10.1)), takZe hrany mezi riiznymi podmnoZinami jsou rozlozeny témér nahodné.
Pro kazdé k takovy rozklad vzdy existuje. P¥i praktickych aplikacich se ¢asto uvazuje
rozklad specialnich grafii na podmnoziny stejné velikosti (tj. v (10.1) plati ostra ne-
rovnost).

Brzy po publikaci Szemerédiova lemmatu o regularité se ukazalo, ze jej 1ze pouzit na
jednoduchy dikaz Rothovy véty (viz kap. 10.3). Tim se objevila pfirozené otézka, zda
by se Szemerédiovo lemma nedalo zobecnit tak, aby z néj plynula Szemerédiova véta
v celé obecnosti. Na to bylo potieba zobecnit Szemerédiovo lemma na hypergrafy.® To
je pomérné netrivialni zalezitost, které se teprve nedavno podafila Vojtéchu Rédlovi
a jeho studentim a nezavisle také T. Gowersovi.

10.6. Szemerédiovy prace v teoretické informatice

Endre Szemerédi se proslavil také vysledky v teoretické informatice. Vétsina téchto
praci vznikla ve spolupréci s Miklosem Ajtaiem a Janosem Komlésem. Jeden z nejzna-
méjsich vysledki, ktery vznikl pii této spolupraci, je tzv. AKS tFidict sit pojmenovana
podle po¢ateénich pismen autort ¢lanku [1].

V informatice se ¢asto pouzivaji algoritmy na tfidéni. Jde o tlohu, kde je zadana
posloupnost prvki (ay,...,a,) n&jaké usporddané mnoziny a cilem je tuto posloup-
nost prerovnat tak, aby v ni byly prvky ve vzestupném pofadi. Bez jmy na obec-
nosti muzeme predpokladat, ze zadana posloupnost je permutaci kone¢né posloupnosti
1,2,....,n.

Tridici algoritmus (sit) je posloupnost k kroki, kde kazdy krok je pevné dan& mno-
7ina vzéjemné disjunktnich dvojic indext z mnoziny {1, 2,...,n}. Tento algoritmus se
na vstupni permutaci aqas .. .a, ¢isel 1,2, ..., n aplikuje takto:

V kazdém kroku se zvoli mnozina disjunktnich dvojic indexi. Pro kazdou z téchto
dvojic se prislusna ¢isla porovnaji a zaméni se, pokud nejsou ve vzestupném poiadi.
Dulezité je, ze dvojice pro kazdy krok jsou zvoleny pfedem, nezavisle na tom, jakou
posloupnost tiidime. Proto lze tento algoritmus znéazornit jako sit. Pocet kroka potom
odpovidé hloubce sité. Na obr. 10.2 je jednoduchy ilustra¢ni priklad tfidici sité n = 4
(neni to AKS sit, protoZe tu lze vytvafet jen pro vétsi n).

Je snadné dokézat, ze kazda t¥idici sit musi mit hloubku alesponi log, n. Ttidici sit si
totiz muzeme predstavit jako zptisob, jak realizovat permutaci. Pro kazdou permutaci
miuzeme prifadit rozhodovacim bloktim sité nuly a jednicky podle toho, zda v daném
rozhodovacim bloku dojde k zdméné prvku ¢ nikoliv. Po¢et moznych ohodnoceni je
tedy hornim odhadem na podet permutaci. Ma-li sit m rozhodovacich bloki, musi
platit 2™ > n! (srov. obr. 10.2, kde m =5 a n = 4). Odtud m > ¢-nlogn pro néjakou
konstantu c¢. ProtoZe v kazdém kroku miZeme porovnat nejvyse n/2 dvojic, musi mit
sit hloubku alespoii clogn/2.

3V grafu jsou spojeny n&které dvojice vrcholt hranou, zatimco hypergraf dava do souvislosti trojice,
Ctvefice, pétice, .. .vrcholu.
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Obr. 10.2. Priklad tfidici sité a jejitho pouziti na prerovnani posloupnosti 4, 2, 3, 1 podle
velikosti. Krouzky jsou oznaceny bloky, v nichz se rozhoduje, zda je tfeba dané dva vstupni
adaje prohodit podle velikosti. Stejna sit srovna podle velikosti libovolnou posloupnost délky 4
se vzajemné ruznymi prvky.

Tento lehky ditkaz muze svadét k domneénce, Ze je také snadné sestrojit sit hloubky
konst. log n. Ve skute¢nosti to neni viibec jednoduché. Vysledek Ajtaie, Komlose a Sze-

merédiho [1], Ze takova sit se da sestrojit, je velice slozity. Nejt&zsi ¢asti je dikaz
tvrzeni, Ze zkonstruovan sit setfidi kazdou posloupnost.

10.7. Zavér

Szemerédiova véta z kapitoly 10.3. vlastné ukazuje na jisty skryty rfad v kazdé dosta-
tefné velké mnoziné prirozenych &isel. Cela fada dalsich matematickych tvrzeni také
nese Szemerédiovo jméno, napf. Hajnalova-Szemerédiova véta o vyvazenych obarve-
nich grafii* & Szemerédiova-Trotterova véta o poétu incidenci pifmek a bodi. Data-
béze Mathematical Reviews eviduje pfes 170 jeho praci. Na nékterych z nich spolu-
pracoval i s Geskymi matematiky (Vaclavem Chvétalem, Vojtéchem Rodlem ¢i Pavlem

4Kazdy graf s maximalnim stupném vrcholii d se da vrcholové fadné obarvit d 4+ 1 barvami tak,
7e poCty vrcholt téZze barvy se lisi maximalné o 1.
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Pudlakem, viz [2], [9]). Matematicka spole¢nost Janose Bolyaie vydala v nakladatelstvi
Springer sbornik An Irreqular Mind vénovany sedmdesétym narozeninam E. Szemeré-
diho, kde se podrobné rozebird jeho pfinos pro matematiku. Nedavno byl také s nim
publikovan rozhovor [14].

Szemerédi se ve svém vyzkumu sousttedil na dva protichudné pojmy: fad a chaos
ve velkych kombinatorickych strukturach. Szemerédiova genialita umoznila dokézat
existenci jistého fadu ve velkych strukturéch pii pouziti vysledki o nahodnosti.
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Summary

The First Ten Abel Prizes for
Mathematics

Michal K¥iZek, Lawrence Somer, Martin Markl, Oldrich Kowalski,
Pavel Pudldk, Ivo Vrko¢

The Abel Prize for mathematics is an international prize presented by the King
of Norway for outstanding results in mathematics. It is named after the Norwegian
mathematician Niels Henrik Abel (1802-1829) who found that there is no explicit
formula for the roots of a general polynomial of degree five. The financial support of
the Abel Prize is comparable with the Nobel Prize, i.e., about one million American
dollars.

Ni1ELs HENRIK ABEL (1802-1829)

M. Krizek a kol.: Pronich deset Abelovjch cen za matematiku, JCMF, Praha, 2013 87



Already in 1899, another famous Norwegian mathematician Sophus Lie proposed to
establish an Abel Prize, when he learned that Alfred Nobel would not include a prize in
mathematics among his five proposed Nobel Prizes. The first Nobel Prize for Physics
was awarded in 1901 to Wilhelm Conrad Rontgen. Therefore, there was an attempt
to organize the Abel Prize in 1902 to commemorate 100 years of Abel’s birth, but
it was unsuccessful. One hundred years later the Norwegian government announced
that the prize would be awarded in 2002 for the two-hundredth anniversary of Abel’s
birth. However, the first laureate got the Abel Prize one year later. It is awarded by
the Norwegian Academy of Sciences and Letters.

In this essay we survey the major results of the recipients of the first ten Abel
Prizes. Each chapter contains a short biographical sketch of a particular laureate and
his contribution to various fields of mathematics:

1. Jean-Pierre Serre (2003) — topology, algebraic geometry, and number theory
2. Michael Atiyah and Isador Singer (2004) — topology, geometry, and analysis
3. Peter Lax (2005) — numerical and applied mathematics

4. Lennart Carleson (2006) — harmonic analysis and dynamical systems

5. Srinivasa Varadhan (2007) — theory of probability and statistics

6. John G. Thompson and Jacques Tits (2008) — algebra and theory of groups
7. Michail L. Gromov (2009) — differential geometry

8. John Tate (2010) — algebraic number theory

9. John Milnor (2011) — differential topology, geometry, and algebra

10. Endre Szemerédi (2012) — discrete mathematics and theoretical computer
science
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