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1. Uvod

Podle vyzkumia Zderika Horského, Stanislava Machdcka a Emanuela
Prochdzky [2, s.32], [3], [6], [8, s.164] vznikl prazsky orloj kolem roku
1410. Timto pojednénim, které je volnym pokracovanim ¢lanku [5], chceme
pripomenout 600. vyroc¢i jeho vzniku.

Matematicky model® orloje vytvoiil matematik a astronom Jan Sindel,
ktery byl r. 1410 rektorem na prazské univerzité. P¥i ndvrhu astronomic-
kého ciferniku byla pouzita jiz v antice zndma stereografickd projekce ne-
beské stéry na rovinu (viz obr. 1). V piipadé prazského orloje si nebeskou
sféru predstavme jako kulovou plochu o poloméru cca 40 cm. Stied promi-
tani S je umistén v severnim pélu? kulové plochy a projekéni rovina je k ni
teénd s bodem dotyku v jiznim polu J (viz obr. 2). Stfed astronomického
ciferniku (viz obr. 1) tedy odpovida jiznimu po6lu nebeské sféry. Nejmensi
vnitini kruznice se stfedem v jiznim pélu znazornuje obratnik Kozoroha

I'Model popisuje idealizovanou situaci, kdy Slunce a M&sic obihaji Zemi konstantni
ahlovou rychlosti v roving ekliptiky, smér zemské osy je v prostoru neménny (tj. nedo-
chézi k precesi ani nutacim osy) atp.

2V&t§ina orlojii a astrolabii, které vznikly ve druhé poloving 15. stoleti a pozdéji, ma
stfed promitani v jiZznim po6lu nebeské sféry, aby bylo mozno znézorfiovat polohy hvézd
v okoli severniho p6lu. Pfi tomto zplisobu promiténi ale slunecni ukazatel vykonava
v 1été pres den kratké oblouky, zatimco v zimé& dlouhé.
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na nebeské sféfe, zatimco vngjsi soustiednd kruznice obratnik Raka.? Mezi
témito kruZnicemi je na ciferniku jeSté umisténa dalsi soustiednd kruznice
predstavujici rovnik nebeské sféry. Na astronomickém ciferniku vsak vi-
dime dalsi kruZnice a oblouky (srov. [4]), o nichZ pojedndme déle.

Obr. 1 Astronomicky cifernik praZského orloje (v roving zy)
V ¢lanku [5] je dokdzéna dilezité vlastnost stereografické projekce:

Véta 1 (Ptolemaiova).

Kruznice lezici na kulové ploSe a neprochézejici stfedem promitani se
pii stereografické projekci zobrazi opét jako kruznice.

Diky této vété mohli stafi mistfi snadno zkonstruovat nékteré dtlezité
kfivky astronomického ciferniku. Je-li slunecni ukazatel v horni modie
obarvené oblasti ciferniku, znamena to, ze je den. Pfechazi-li zlaceny ob-
louk oznaceny ORTVS (viz obr. 1), Slunce vychazi. Podobné oblouk ozna-
¢eny OCCASVS odpovida zapadu Slunce. Oba oblouky jsou podle Pto-
lemaiovy véty Castmi jedné kruZnice (tzv. obzorniku), protoze idealizo-

3(C4st nebeské sféry nad obratnikem Raka se vlastn& zobrazuje mimo astronomicky
cifernik.

978 Matematika - fyzika - informatika 19 2009/2010



vany prazsky horizont je na nebeské sféfe hlavni kruznici.* Pf¥ipomefime,
ze hlavni kruznice je kruznice o stejném stiedu i poloméru, jako mé ku-
lova sféra. Kruznice na kulové sfére, kterd neni hlavni, se nazyva vedlejsi
kruznice. Cihlové zbarvena oblast oznacend AVRORA odpovida svitani
a CREPVSCVLVM stmivéni (soumraku). Cerné vybarvend oblast v dolni
¢asti ciferniku zndzornuje astronomickou noc, kdy se Slunce nachazi ale-
spon 18° pod horizontem. Podle Ptolemaiovy véty je hranici této oblasti
opét kruznice.
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Obr. 2 Stereografickd projekce hlavni kruznice k se sklonem a k projekéni roviné zy

2. Velikosti Sesti kruznic na astronomickém ciferniku

Stereograficka projekce je silné nelinedrni® zobrazeni. Patrné diky této
vlastnosti doslo béhem nékolika rekonstrukci orloje k chybnému urceni
velikosti nékterych kruznic na astronomickém ciferniku. Spravné polohy
stfedd a velikosti polomért 6 zakladnich kruznic (t¥ hlavnich a t¥i vedlej-
§ich) si nyni odvodime.

Na astronomickém ciferniku zavedme standardni kartézské soutfadnice
xy se stiedem v bodé J. Uvazujme nyni rovinu yz kolmou na vodorovnou
osu x. Pocatek soufadnic v roviné yz je tedy v bodé J = (0,0) a necht

4V geocentrickém modelu, ktery byl v dobé vzniku orloje jedinym oficidlné uznava-
nym modelem uspoiddani svéta, je prazsky horizont nehybny, zatimco ekliptika se se
svymi souhvézdimi ot4ci kolem Zemé.

5Velice malé kruznice v t&sné blizkosti severniho pélu se totiZ zobrazuji na nesmirné
obrovské kruznice v projek¢ni roviné, zatimco malé kruznice v blizkosti jizniho pdélu se
zobrazuji opét na malé kruznice.
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S = (0,2), tj. bez Gjmy na obecnosti predpokladdme, ze kulovd plocha
ma polomér 1. Podle [5, s.135] se bod A = (y,z) # S na kulové plose pii
stereografické projekci zobrazi na bod

’ 2y
A _(2—270)' (1)
Na kulové sféfe nyni uvazujme kruznici k v roviné se sklonem « k projek-
¢ni roviné zy astronomického ciferniku (viz obr. 2 a 3). Pro jednoduchost
se omezime jen na pfipad a € [0°,90°). Pfedpokladejme, 7e osa z je rov-
nobéznd s rovinou kruznice k. Necht je tato rovina vzdalena o |sin 3] od
roviny p, kterd je s ni rovnobézna a prochézi stfedem koule (0,1). Je-li k
»pod“ rovinou p, volime thel 8 kladny (viz obr. 3), v opa¢ném piipadé
nekladny.

N

pE
Obr. 3 Stereografickd projekce vedlejsi kruznice k se sklonem o
Necht Ghel 8 € (—90°,90°) je takovy, Zze a — 8 # 90°. Oznacme
A = (—cos(a — 3),1 +sin(a — 3))

nejvzdalengjsi bod kruZnice k od projekéni roviny zy (pro @ = 0° neni
jediny) a predpokladejme, Ze

B = (cos(a + 3),1 — sin(a + 3)),

tj. B je protéjsi bod na kruznici k£ vzhledem k A a tsecka AB je tedy
prumérem k. Podle (1) dostaneme

1 (Z2eosla = B) P (2eoslatB)
4 _(l—sin(a—ﬁ)70) a B _(l-l—sin(oz-i—ﬂ)’o)'
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Odpovidajici kruznice k' v projekéni roviné ma tedy polomeér

cos(a + ) cos(a — )
1+sin(a+8)  1—sin(a—08)1

1
r = SlAB = )

Stied kruznice k' se naléza uprostied tsecky A'B’, tj. v bodé %(A’ + B").
Souradnice stfedu k' v projekéni roviné zy pak jsou (0, s'), kde

, _ cos(a+p3) cos(a — f3)
o= 1+sin(a+6) 1—sin(a—p)

(3)

Rozlisujme tii pripady:
1) Rovina kruZnice k je rovnobé&Zna s projekéni rovinou. V tom-
to pfipadé je o = 0°. Pak z (2) plyne, Ze

, _ cosf N cos(—3)  2cosf3

! ~ 1+sin8  1-sin(—8) 1+sing’

(4)

Pro nebesky rovnik tak dostaneme r' = 2 pro 8 = 0°, pro obratnik Ko-
zoroha odpovidajici Ghlu 8 = 23.45° je r' = 1.313 a pro obratnik Raka
s B = —23.45° je ' = 3.048. Podle (3) maji v8echny tfi kruZnice v projek-
¢ni roving stied v bodé (0,0).

2) KruZnice k je hlavni, tj. 8 = 0. Pak z (2) plyne, ze

, cos a cos a cosa(l —sina + 1 + sina) 2

- - )

= - + - — = .
l+sina 1-sina 1—sin’a Ccos

r

Protoze Praha lezi na 50. rovnobéZzce severni §itky, mé rovina prazského
horizontu sklon o = 40° k projekéni roviné xy. Pro obzornik tak dostaneme

2

"= = 2.611 6
"7 Cos40° (©)
a podle (3) je
, cos cos a cosa(l —sina — 1 —sina)
l4+sina 1-sina 1 —sin® ga. (7)

Stied obzornikové kruznice mé tedy souradnice (0, —2 tg40°)= (0, —1.678).
Z jeji polohy muzete urcit, ze Slunce v dobé letniho slunovratu vychazi ko-
lem 4. hodiny, v dobé rovnodennosti v 6 hodin a v dobé zimniho slunovratu
vychdzi az kolem 8. hodiny (viz fimské ¢islice na obr. 1).
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Ponékud komplikovanéjsi situace nastava s prstencem ekliptiky, protoze
se v geocentrickém modelu neustale otaci. Nachazi-li se prstenec na cifer-
(srov. obr. 2). Stfed prstence obihd po kruZnici o poloméru 2tg23.45° se
sttedem v pocatku J.

O chybé pfi urcovani poloméru prstence pii rekonstrukei orloje v roce
1865 se pojednava v [5, s. 138]. Tehdy musela byt dodate¢né ptrinytovana ke
zvifetniku zlacend obru¢ (srov. obr. 1), aby se ekliptika dotykala obratniku
Raka a Kozoroha.

3) KruZnice k neni hlavni ani neleZi v roviné rovnobé&zné s pro-
jekéni rovinou. V tomto pfipadé je a # 0° # 8. Pak z (2) a (3) pro ¢erny
kruh odpovidajici astronomické noci a thlim o = 40° a 8 = 18° dosta-
neme (viz obr. 1 a 3)

oo cos 58° n cos 22°
T 14sinb8 1 —sin22°

= 1.769 (8)

, cos 58° cos 22°

- _ = _1.196
¥ T 1+sin5®°  1—sin22°

Poznamka 1. Podle nespravného nékresu v [7, s.55] je polomér obzorni-
kové kruznice (se sklonem « k projekéni roving) roven cotg(a/2) = 2.747,
coz je hodnota blizka (6). Funkce f(a) = 2/ cosa odvozend v (5) a g(a) =
= cotg(a/2) vSak maji zcela odlisny priubéh. Jejich grafy (pokuste se je
nakreslit) se protinaji pro a = 41.221°, coz je blizké hodnoté sklonu obzor-
nikové kruznice v Praze. Pro jiné zemépisné sitky (90° — ) se ale hodnoty
f a g obecné dosti lisi. Autor [7] proto umistil Prahu na 49. rovnobé&zku
nebeské sféry (misto stfedu nebeské stéry), aby dosahl co nejvétsi shody
s hodnotou a = 41.221° = 90° — 49°.

Pozndmka 2. Jakub Malina ve své knizce [7, s.57] dale uvadi: (Historic-
kou perlickou tykajict se desky astroldbu je, Ze nékolik desetileti po po-
valecné rekonstrukci orloje byla plocha astronomické noci zakreslena ne-
presné a napravil ji aZ zaseh Zdenka Horského a Milana Patky na konci
sedmdesdtiyjch let minulého stoleti.5 Sam Malina [7, s.55] viak chybné in-

6Chyba vznikla pii povaleéné opravé ciferniku, kdy byl nakreslen mnohem meni
Cerny kruh astronomické noci koncentricky s obzornikem (viz obr. 4). JiZni pdl, ktery
je v Praze asi 50° pod obzorem, se na obr. 4 nenachdzi uvnit¥ ¢erného kruhu (viz [10]).
Az kolem roku 1979 na chybu upozornil Milan Patka.
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terpretuje polomér kruhu astronomické noci jako

1 + cos40°

0820 | in40° = 1.746.
te(d0° + 180y o

To je opét shodou okolnosti hodnota velice blizké spravné hodnoté uvedené
v (8).

Obr. 4 Nespravné zakresleny Cerny kruh astronomické noci byl na prazském orloji
priblizné 30 let

3. Jsou oblouky planetnich hodin ¢éasti kruznic?

Horsky [2, s.54] o astronomickém ciferniku piSe: Jesté tu je na desce
deset zlacenyjch krivek v modré ¢dsti oblohy nad horizontem, o nichZ zatim
nevime, co znamenagi. Do jejich sit€ patri i ob€ vétve obzorniku i svislice
poledniku.

Zlacené oblouky odpovidaji tzv. planetnim hodindm.” Slunce vychézi
v nula hodin a den je rozdélen na 12 stejné dlouhych ¢asovych aseki, coz
je na astronomickém ciferniku (viz obr. 1) vyznaeno ¢ernymi arabskymi

TTerminologie je znaéné nejednotna. Nékdy se pouZiva té% ndzvu planetarni, nestej-
né, nerovné, prirozené, babylénské, astrologické, temporalni & temporarni hodiny (viz

napf. [1], [2], [6], [7])-
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Cislicemi. Prechézi-li slunec¢ni ukazatel zlaceny oblouk oznaceny napt. ¢is-
lem 3, pak je tieti planetni hodina. Kazdé planetni hodiné byla kdysi pfi-
fazena néjaka planeta (blize viz [1,s.49] a [9, s. 19]). Na 12 stejné dlouhych
dilt je rozdélena i noc, coz ale na ciferniku neni vyznaceno. Pouze v dobé
rovnodennosti je délka planetni hodiny rovna 1h = 60 minut. V dobé
letniho slunovratu trva 1 planetni hodina pfiblizné 80 minut a o zimnim
slunovratu jen asi 40 minut.

7Z kapitoly 2 jiz vime, ze obé vétve obzorniku jsou ¢asti jedné kruznice.
Svislice poledniku je usecka, kterd je obrazem ¢asti hlavni kruznice, jez
prochézi severnim pélem a odpovida 6. planetni hodiné. Nyni si ale uké-
zeme, ze zbyvajicich deset zlacenych obloukil nejsou ¢asti kruznic, i kdyz
jsou jim velice blizké.8

Budeme se zabyvat tvarem oblouku, ktery odpovida napt. 9. planetni
hodiné (viz obr. 1 vpravo nahote). Pfedpoklddejme, Ze se slune¢ni uka-
zatel pohybuje po kruznici k£ se stifedem v bodé J v projekéni roviné
(¢arky u jednotlivych symbolt budeme pro jednoduchost vynechévat).
Necht polomér r € [r1,r2] kruznice k lezi mezi poloméry obratniku Kozo-
rohar; = 2cos8/(1+sin ) = 1.313 aRakary = 2cos §/(1—sin§) = 3.048
pro 3 = 23.45° (viz (4)). Bod P = (0,r) kruZznice k odpovidé 6. planetni
hodiné a necht H € k odpovida 12. planetni hoding, tj. lezi zaroven na
obzornikové kruZnici o poloméru h a stiedu G = (0, —a), kde podle (7) je
a = 2tg40°. Oznacme ¢ € [0°,180°] tthel HJP a necht D € k odpovida
9. planetni hodinég, tj. tsecka DJ ptli thel .

Bod o soufadnicich (2,0), ktery odpovida zdpadu Slunce pii rovnoden-
nosti, lezi na kruznici nebeského rovniku a zaroven na kruznici obzorniku.
Podle kosinové véty pro trojuhelnik GHJ a Pythagorovy véty tedy plati

r? 4 a® — 2ar cos(180° — @) = h? = a® + 22,

tj.
4—r

s = 2ar

P 1—c0s<,0_\/2ar—4+r2
sm2—\/ 2 N dar '

8Viz soutézni tloha O14, Technicky magazin, 1979, s. 69.

Odtud plyne, ze
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Pro bod D = D(r) = (z,y) tak dostavame

2ar2 — 4 3 - -
x:x(r):rsin%: (LT‘4—aT'-|-’I“7 y:y(r): T‘Z—:UZ(’I“). (9)

A
Q
>

/2 7
J
h
a
obrat. Kozoroha horizont
G

Q4
Obr. 5 KruZnice praZského horizontu (tzv. obzornik) a 9. oblouk planetnich hodin

Véta 2

Kiivka (z(r),y(r)) definovand v (9) pro r € [r1,72] neni podmnozinou
z4dné kruznice.

Diikaz. Na 9. oblouku zvolme priseciky s obratnikem Kozoroha C =
= (¢,d) = (z(r1),y(r1)), s nebeskym rovnikem E = (z(2),y(2)) =
= (V/2,V2) a s obratnikem Raka F = (f,g) = (2(r2),y(r2)). Témito
tfemi body (nelezicimi v pfimce) je jednozna¢né urcena kruznice, jejiz
stied @ = (¢, —q) je priseéikem os Gsecek CE a EF, kde

_etV2 d-V2(d-g)lg-VD) + (/-2 ])

- = 2.286304. ..
2 2 cg—df +V2(d+f—c—g)

Pomoci Pythagorovy véty se mlizete presvédcit, ze vzdalenost stiedu ) od
vSech t¥1 bodt C, E, F' se rovna 3.801891..., zatimco vzdélenost () napft.

od bodu D =D(3) = (x(2),y(2)) je 3.796988....

Lze ukézat, ze 0.998 < |QD(r)|/|QE| < 1.003 pro v8echna r € [rq,r2].
Odchylka 9. oblouku na tomto intervalu od kruhového oblouku o poloméru
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|QE| je tedy nepatrna. Z (9) je mozno odvodit, Ze defini¢ni obor funkce
r— (z(r),y(r)) lze rozsifit na interval

[ro,73] = [V a2 + 4 — a, Va2 + 4 + a] = [0.933, 4.289].

Prislusny graf méa piekvapivé vodorovnou tecnu v bodé (0,y(ro)), kde
y(ro) = 2(1 —sin40°)/ cos 40° a od kruhového oblouku se dosti podstatné
lisi (srov. obr. 5).

Pro ostatni zlacené oblouky lze postupovat analogicky. Kdybychom je
prodlouzili az ke svislé ose y, budou se vSechny protinat v bodé (0, y(ro)),
ktery lezi na obzornikové kruznici, jak plyne ze vztahd (6) a (7).

Poznamka 3. Podoba astronomického ciferniku se mnohokrat dosti pod-
statné zménila (viz napf. obrazky v [1], [2], [9], [11]). Prazsky orloj ukazoval
po fadu let Cas, kterému se nékdy také rika babylénsky. Slunce vychazi v 0
hodin a cely den véetné noci je rozdélen na 24 stejné dlouhych casovych
tsekt. Prislusné hodinové oblouky vzniknou otocenim levé vétve obzor-
niku kolem stifedu o ahly A - 15°, kde h = 1,2,...,24. V tomto piipadé
hodinové oblouky byly ¢astmi kruznic (srov. napt. [2, 5.9, 67, 107]).

Podé&kovani. Autoii dékuji Monice Kabelkové a Jakubu a Martinu Solcovi
za inspirujici diskuse. Prace byla podporena grantem ¢. TAA 100190803.
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