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O Keplerové rovnici
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Béhem svého pobytu v Praze Johannes Kepler studoval data, ktera
ziskal z pozorovani Tychona Brahe. Pfitom zjistil, Ze se planety pohy-
buji po eliptickych drahéch, v jejichz spole¢ném ohnisku je Slunce, a zZe
plogné rychlost kazdé planety je konstantni (tzn., Ze spojnice st¥edu Slunce
a stfedu planety opisSe stejné velké plochy za stejné dlouhé casové inter-
valy). Tak byl kolem roku 1605 objeven prvni a druhy Keplertv zakon,"
ktery byl prvné publikovan ve stéZejnim Keplerové dile Astronomia nova
v roce 1609, tj. pravé pred 400 lety (viz [3]). To je jeden z divodd, pro¢
byl letosni rok vyhlasen Mezindrodnim rokem astronomie.?

Oznacme a hlavni a b vedlejsi poloosu eliptické drahy planety. Uvazujme
kruznici o poloméru a a stejném stiedu, jako ma elipsa na obr. 1. Pokud je
(numerickd) excentricita elipsy e = va? — b?/a kladnd, pak se planeta ne-
pohybuje rovnomérné,? a proto je dulezité umét urcit jeji polohu v daném
case. V ¢asti 1. a 2. si ukdzeme, jak lze polohu na elipse popsat pomoci
thlu zvaného excentrickd anomadlie. Ve 3. ¢asti odvodime Keplerovu rov-
nici, kterd svazuje excentrickou anomalii s rovnomérné plynoucim ¢asem,
viz [1], str. 304.

1. Ozna¢me r > 0 heliocentrickou vzdalenost planety P od Slunce S,
body A, B, C a uhly «, ¢ tak, jak je nakresleno na obr. 1. Je patrno, Ze

1) 7 nich lze odvodit tieti Kepleriiv zdkon (viz napf. [2]), ktery Kepler uvefejnil az
v roce 1619.

2) Pfed 400 lety také Galileo Galelei poprvé pouzil dalekohled pro astronomickd pozo-
rovani.

3) Napf. pro Mars, na ktery Kepler zejména upiral svoji pozornost, je e = 0, 1.
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acosa = |AC| =ae+rcosp, (1)

rsing |PC| b
asina |BC| a’
kde thel « se nazyva excentrickd anomadlie a Ghel ¢ pravd anomdlie.
Z obou rovnic dostaneme po Gpravé

2 2 2

r? cos? p = a® cos® a — 2a’ecosa + a’e?,

r?sin? p = b? sin® @ = a?(1 — €?) sin” a.

Jestlize tyto rovnice seéteme, obdrzime r? = a? — 2a’e cos a + a?e? cos? a.

Odtud plyne vyjadieni vzdalenosti r pomoci excentrické anomélie «,

r=a(l —ecosa). (2)

Obr. 1

2. Déle se pokusime vyjadrit pravou anomalii ¢ pomoci «. Dosadime-li
do (2) za cosa ze vztahu (1), vidime, Ze 7 = a — e(ae + r cos p), tj.

z(1+ecos<,0):1—e2. (3)
a
Takto se nékdy vyjadruje prvni Kepleriv zakon v polarnich soutadnicich
(r,9). Z (1) po vydéleni a a z (3) tak ziskdame
1—¢e? _ e+cosy

cosa=e+ ———COSpp = ——— .
a=e 1+ecosp v 1+ecosp
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Odtud dosazenim do vztahu pro tangens poloviéniho thlu mame

tZgzl—cosa_l—%:1+ec0s<p—e—cos<p:
& 2 1l+4cosa 1-{—1%0355% 1+ecosp+e+cosp
:1—6'1—coscp:1—etg2£
1+e 1l+4+cosp 14+e > 2’
a tedy
l+e «
= 2arctg( tg5). 4
p = 2arctg(([ T8 5 (4)

3. Nyni stanovime rovnici pro vypocet a. Necht ¢ = 0 je ¢as pruchodu
planety periheliem a T je jeji obézna doba. Podle druhého Keplerova za-
kona je plo$na rychlost planety konstantni a je rovna wab/T (viz [2]). Za
Cas t € (0;T) opise tedy pravodi¢ SP plochu wabt/T. Za stejny Cas opise
tGsecka SB plochu ma®t/T (tj. 4-krét vétsi) a Gsecka AB plochu 7ra2°‘2%tr).
Rozdil téchto ploch je roven obsahu trojuhelnika ASB (viz obr. 1)

Po vydéleni ¢islem —a? /2 dostaneme jiz Keplerovu rovnici pro excentrickou
anomalii

—t =a(t) —esina(t).

. 5)

Leva strana M (t) = 2wt/T se nazyva stfedni anomdlie, protoze je linedrni
funkei casu.

Pro zadany ¢as ¢ tak mtzeme z Keplerovy rovnice (5) uréit thel a(t)
pomoci néjaké iteraéni metody. Z (2) pak ur¢ime vzdalenost r(t) a z (4)
vypoctteme ¢(t). Tim je poloha planety v roviné drahy jednoznaéné urcena.

Dodnes obdivujeme, jak Kepler odvodil rovnici (5) a své tii zdkony
o pohybu planet. Musel mit obrovskou geometrickou predstavivost, fyzi-
kalni intuici a mimoiadnou schopnost analyzovat velké mnozstvi dat o po-
lohach planet.
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O jedné metodé dokazovani
geometrickych nerovnosti

PAVEL PECH
Pedagogickd fakulta JU, C. Budg&jovice

V ¢lanku je uveden zplsob dokazovani geometickych nerovnosti meto-
dou, kterd spociva ve vyjadieni polynomu, ktery danou nerovnost popisuje,
ve tvaru souctu ¢tverc polynomi.

Jako ukézka pouziti této metody slouzi dloha, kterd byla feSena ve
29. ro¢niku MO (1980), v kategorii A. Nejprve je podan klasicky zptsob
feSeni, ve druhé Casti je ukazana metoda, ve které pouzijeme vyjadieni
polynomu ve tvaru souctu ¢tvercii (metoda sos*)). Budeme se zabyvat
nasledujici tlohou:

Trogihelnik ABC o strandch a,b,c md obsah P a trojihelnik K LM o stra-
ndch k,l,m md obsah Q. Dokazte, Ze pak plati:

E?(—a® +b° + %) + *(a® = b + &)+ m?(a®> +b* — ¢®) > 16 PQ. (1)
Pro které trojihelniky plati rovnost?
Regeni. Uvedeme teseni podle [1]. Ozna¢me thel, ktery sviraji strany a, b

trojuhelnika ABC symbolem v a thel, ktery sviraji strany k,l v AKLM
jako ¢. Potom pro obsahy P a @ trojahelniki ABC a K LM plati

*) sos znamen4 anglicky ,,sum of squares“ — ,soulet Ctverci“.
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