vyucovani

GRAVITACNI ZAKON - OBJEV
TISICILETI

Michal KrizZek, Praha

Kazdy novy objev prochazi tremi stadii:
v Proém je smesny,

v druhém je potirdn,

v tretim je samozrejmy.

ARTHUR SCHOPENHAUER
Podle Newtonova gravitacniho zakona je

velikost gravitacni sily mezi dvéma hmot-
nymi body!) rovna

; (1)
kde m a M jsou jejich hmotnosti, r je
jejich vzdalenost a

G =6,674-107" m®kg~'s72  (2)
je gravita¢ni konstanta.?) Velkym trium-
fem tohoto zdkona bylo objeveni pla-

nety Neptun diky pozorovanym poru-
cham v draze Uranu. Predpokladanou

1) V nékterych ucebnicich se nepresné
piSe, ze F' v (1) je velikost gravita¢ni sily mezi
jakymikoliv dvéma télesy. Nefekne se totiz,
jak se definuje jejich vzdalenost. Napf. co je
r pro prstenec a kouli v jeho stfedu? Proto
se v (1) i v dalsich matematickych vztazich
a modelech omezujeme jen na idealizované
hmotné body.

2) V roce 1798 britsky fyzik a chemik He-
nry Cavendish odhadl stfedni hustotu Zemé
pomoci torznich vah, viz [2]. Jeho méfeni o
sto let pozdéji vedla k nasledujici hodnoté
G = 6,75 - 107 m3kg~'s™2. Cavendish se
proslavil téz tim, ze objevil vodik a slozeni
vody.
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polohu Neptunu nejprve vypocital ang-
licky matematik a astronom John Couch
Adams a nezavisle téz francouzsky as-
tronom Urbain Jean Joseph Leverrier.
V roce 1846 pak Neptun na obloze obje-
vil némecky astronom Johann Gottfried
Galle jen necely stupen od vypoctené po-
lohy (podrobnosti viz [9]). Pomoci (1)
byla nalezena i nékterd dalsi nebeska
télesa, napf. americky optik Alvan G.
Clark objevil v r. 1862 témér neviditel-
ného priivodce (tzv. Sténatko) hvézdy Si-
ria, coz pozdéji vedlo k objeveni super-
hustych téles ( bilych trpaslikil) o hus-
totach®) fadove 107 az 10 kg/m3 (viz
[3]). V roce 1933 zase americky astrofyzik
Fritz Zwicky zjistil, Zze v souhvézdi Vlasy
Bereniky je kupa vice nez tisice galaxii,
které obihaji kolem stfedu kupy mnohem
rychleji, nez by mélo vyplyvat z gravi-
ta¢éniho zakona (viridlové véty — viz [10]).
Odhalil tak ve vesmiru existenci zdhadné
temné hmoty.

Newtontv gravita¢ni zakon ndm umoz-
nuje navrhovat a pocitat trajektorie kos-
mickych sond a ziskavat tak dalsi unikatni
data o vesmiru, predpovédét srazku pla-
netky ¢i komety se Zemi, odhadnout, ko-
lik bychom vazili na Marsu atd. V ¢lanku
[7] jsme ukazali, jak mizeme z (1) a ze
znalosti thlového priaméru Slunce stano-
vit stfedni hustotu Slunce 1409 kg/m?3,
aniz bychom znali vzdalenost Zemé-
Slunce. V tomto pfispévku uvedeme né-
kterd dalsi zajimava pouziti Newtonova
gravitacniho zakona vhodnéa pro vyuku
fyziky na stfednich skolach. Uvidime, jak
s jeho pomoci Ize prekvapive urcit nékteré
zdanlivé nezjistitelné hodnoty fyzikalnich
veli¢in na neuvétitelné velké vzdélenosti.
Gravitacni zadkon nam tak vyrazné po-

3) Hustoty jesté o mnoho rada vyssi byly
pozdéji zjistény u neutronovych hvézd.
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mohl posunout hranice lidského poznani
daleko dopfedu zcela necekanym smérem.

1. Jak velka je konstanta ve 3.
Keplerové zakonu? Treti Kepleruv za-
kon ve své nejjednodussi podobé rika,
7e treti mocnina hlavni poloosy a elip-
tické drahy planety ku druhé mocniné jeji
obé&zné doby T je konstantni, tj. a®/T? =
= (. Odtud muzeme napiiklad vypoci-
tat vzdéalenosti vSech planet od Slunce ze
znalosti jejich obéznych dob, vzdalenosti
Slunce-Zemé a obézné doby Zemé. Sku-
teény vyznam konstanty C' ale Kepler ne-
znal. Také v fadé stfedoskolskych ucebnic
neni uvedeno, jak mtizeme tuto konstantu
C vyjadrit a jakou ma vlastné hodnotu.
Pritom ji lze pro télesa obihajici kolem
Slunce snadno odvodit z (1) napf. pro
kruhovou drahu?) planety o poloméru r =
= a. Je-li m hmotnost planety a M = Mg,
hmotnost Slunce, pak podle dalsiho New-
tonova zakona, zakona akce a reakce, je
dostfediva (gravitacéni) sila rovna odstie-
divé sile, tj.

mM mu?

) (3)

a? a

G

kde v je obézna rychlost planety. Dosa-
dime-li za v = 2rna/T do (3), dosta-
neme jako disledek 3. Keplertv zakon ve
tvaru®)
3
e=Yeo @
Z takto upraveného zakona lze ziskat dalsi
dilezité informace, jak jesté uvidime.
Velka poloosa zemské drahy byla po-
stupné zpfesiiovana riiznymi metodami.®)

4) Odvozeni pro eliptickou drahu je napfi-
klad v ¢lanku [5].

5) Zde se mlcky predpoklada, ze m < M.
Jinak m4 3. Keplertiv zdkon tvar a®/T? =
= G(M +m)/(2n)>.

%) Nékteré z nich se opiraji pravé o 3.
Keplertuv zékon (viz napf. [7, s. 151]).
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Je prakticky rovna astronomicke jednotce
AU, tj. stfedni vzdalenosti Zemé—Slunce,

1 AU = 149,6 - 10° km, (5)

protoze draha Zemé je témér kruhova.
Vyjadiime-li velkou poloosu drahy pla-
nety a v astronomickych jednotkach a T
v rocich, pak lze 3. Kepleriv zakon (4)
pro obéznice Slunce zapsat mnohem jed-
noduseji:

a® =712 (6)

kde symbolem 22 oznacujeme jen ¢iselnou
rovnost, nikoli rozmérovou. Vynasobime-
i pravou stranu (6) konstantou C =
=1 (AU)3/rok?, dostaneme i rovnost roz-
mérovou. Tento zapis ma nékolik vyhod,
napi. snadno mizeme vypocitat vzdéle-
nosti vSech planet od Slunce z pouhé zna-
losti jejich obéznych dob.

2. Jakou hmotnost ma Slunce?
Povsimnéme si, Ze vztah (4) svazuje t¥i
dilezité fyzikalni veli¢iny udévané v za-
kladnich jednotkach soustavy SI:

m, kg, s.

Pokud zname dvé z nich, mizeme dopoci-
tat tfeti. Po dosazeni za a z (5) do vztahu
(4) okamzité dostaneme hmotnost Slunce

2na\2 a
M, = (—) 4 1989.10° kg, (7
© T G g (7)
kde T = 31558149,54 s je obézna doba

Zemé kolem Slunce (tzv. sidericky rok).

3. Jakou hmotnost ma Mars?
V roce 1877 americky astronom Asaph
Hall objevil Marstiv mésic Phobos, jehoz
obé&zna doba je P = 27631 s (tj. 0,3198
dne). Tato skute¢nost umoznila vyrazné
zpresnit nasi znalost hmotnosti Marsu m.
Pomoci tihlovych méfeni lze odhadnout,
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ze délka hlavni poloosy drahy Phobosu je
r = 9,378 - 10° m. Podle (4) tedy plati

r3 Gm
P ®)

a odtud jiz dostaneme, 7e m = 6,4 - 10%3
kg.

Hmotnost Marsu Ize ale urcit i bez zna-
losti gravitaéni konstanty G. Ze vztahu

(4) a (8) totiz plyne, ze

r3 T2
m= s pa e,
kde T = 59355072 s (tj. 686,98 dni) je
ob&#m4 doba Marsu a a = 227,94 - 10°
m je délka hlavni poloosy jeho eliptické
drahy (jak lze rovnéz zjistit pomoci (4)).
Podobnym zptisobem lze vypocitat
hmotnosti vSech wvnéjsich planet a téz
Zems.")

4. Jak dlouho bychom padali do
Slunce? Ze vztahu (7) pro kruhovou
drahu planety o poloméru a dostavame
jeji obéznou rychlost

2na

=— =/—. 9

V=5 " (9)

Dosadime-li za a vzdalenost Zemé—Slunce

z (5) a za Mg hmotnost Slunce ze (7),

zjistime, Ze Zemé obiha Slunce rychlosti
cca

v =29,8 km/s. (10)

Predpokladejme na okamzik, Zze nas (nebo
néjaky predmét) nékdo na této draze
zabrzdi, tj. udéli ndm opacnou rychlost
—29.8 km/s. Pak budeme vlastné volnym
padem smérovat ke Slunci. Otazka je, jak
dlouho bude tento pad trvat.

7y K upfesnéni hmotnosti Venuse byla
analogicky pouzita americka sonda Magellan,
ktera ji obihala.
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Kdyby Zemé obihala v polovi¢ni vzda-
lenosti od Slunce, pak by podle 3. Keple-
rova zakona (6) byla doba obé&hu 0,5%/2 =
~ /2 /4 roku. Pokud by vSak drdha Zemé
byla tak protédhlou elipsou o délce polo-
osy 0,5 AU, Ze by se v limitnim pfipadé
rovnala tiseéce Zemé—Slunce, pak by také
obihala /2/4 roku. Pad do Slunce by tedy
trval v/2/8 roku (tj. 64,6 dni).

Analogicky miZzeme zjistit, ze Neptun
vzdaleny 30 AU od Slunce by do néj padal
%153/2 = 29 let nebo ze Mésic by spadl
na Zemi za 4,83 dne (viz [11]).

5. Jak velka je prvni, druha a t¥eti
kosmicka rychlost? Aby téleso obihalo
Zemi po kruhové draze o poloméru cca
r = 6450 km (tj. nad hustymi vrstvami
atmosféry), je tieba mu udélit proni kos-
mickou rychlost v1. Podobné jako v (9)
zjistime, zZe

M
v; =4/ GT = 7,9 km/s,

kde M =

Zemg.®)
Aby téleso o hmotnosti m <« M ve

vzdalenosti 7 od stfedu Zemé uniklo z je-

(11)

5,9736 - 102¢ je hmotnost

jiho gravita¢niho pole, je nutné mu udeé-
lit alespon druhou kosmickou rychlost vs.
Je-li potencidlni i kinetickéd energie télesa
v nekonec¢nu rovna nule, pak ve vzdale-
nosti 7 od Zemé musi mit téleso soucet
potencialni a kinetické energie také roven
nule, tj.

mM 1
—G—— 4+ Zmv? =0.
. + zmvz

8) Oznacime-li r okamzitou vzdélenost
sondy, pak podle [1, s. 303] pro odpovidajici
orbitalni rychlost na eliptické draze s hlavni

poloosou a plati v* = GM(% - 1).

a
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Odtud a z (11) pro druhou kosmickou
rychlost dostaneme

_ aM

Vg =

=V2v; = 11,2 km/s.
(12)
Treti kosmickd rychlost je tnikova
rychlost ze slunecni soustavy. Podobné
jako ve (12) dostaneme, 7e?)

v3 = V20 = 42,1 km/s,
kde v je dano (10).

6. Jak dlouho trva cesta na Mars?
Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze
Zemé a Mars obihaji kolem Slunce po
kruhovych drahach o polomérech 1 AU a
r = 1,524 AU. Ekonomicka drdha sondy
ze Zemé k Marsu a zpét je nakreslena
na obr. 1. Je v podstaté elipticka, protoze
po navedeni na tuto drahu sonda z tspor-
nych divodt vypne motory a po vétSinu
letu ji Zemé a Mars témér neovliviuji,
nebot dominuje vliv Slunce.!?) Eliptick4
draha sondy mé ziejmé délku hlavni polo-
osy (1+1,524)/2 AU a Slunce je v jednom
z ohnisek. Podle 3. Keplerova zékona (6)
je doba potfebna k letu na Mars rovna
1 (1 +1,524

1 Y
3T =3 5

3/2
: ) =~ 0,7 let.

9) Budeme-li chtit udélit pozemskému té-
lesu rychlost vs vzhledem ke Slunci, pak vy-
uzijeme toho, zZe téleso m4 jiz rychlost (10).
Zvétsit jeho rychlost o v3 —v = 12,3 km/s
ale nestaci, protoze se téleso jesté potifebuje
vymanit z gravitacniho pole Zemé, na coz je
nutné alespori rychlost vs. Aby téleso opus-
tilo slune¢ni soustavu, je tfeba mu udélit ve
sméru pohybu Zemé prinejmensim rychlost
Voo = 16,4 = (11,22 4+ 12,3%)Y/2 km/s, tav.
perigealni rychlost. Vyuziva se i rotace Zemé
kolem vlastni osy.

10y Situace je ve skutecnosti mnohem
nejsou ani v jedné roviné. Sonda musi nejprve
dosdhnout 2. kosmické rychlosti vzhledem
k Zemi, aby se vymanila z jeji pritazlivosti.
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Poznamenejme jesté, Zze numericka ex-
centricita drahy sondy je rovna

1
e=3 (r—1)/r=0,172.

Obr. 1. Ekonomické draha sondy ze Zemé na
Mars vyuziva skutecnosti, ze Zemé se pohy-
buje kolem Slunce rychlosti (10). Sondu je
tfeba vypustit béhem tzv. startovaciho okna,
aby dosdhla drahy Marsu v oblasti, kde se
Mars bude pravé nachazet.

K Plutu by se podobnym zpusobem
letélo ze Zemé 46 rokid. Proto byla pro
sondu New Horizons, vypusténou k Plutu
v roce 2006, zvolena jina draha, vyuziva-
jici pFitazlivosti Jupitera (tzv. gravitacéni
prak), coz umozni dosdhnout Pluta jiz
v roce 2015, tedy za pouhych 9 roka od
vypusténi.

7. Plati gravitaéni zakon mimo
sluneéni soustavu? V roce 1780 Wil-
liam Frederick Herschel!) zjistil, ze
hvézda ¢ UMa v souhvézdi Velké medve-
dice je vizualni dvojhvézdou. Francouz-
sky matematik a astronom Felix Savary
jejim dlouhodobym systematickym pozo-
rovanim objevil kolem roku 1827, Ze obé

11y Slavny anglicky astronom, objevitel
planety Uran, mnoha komet, infracerveného
zafeni aj. Odhadl vykon Slunce s presnosti
na nékolik procent.
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slozky kolem sebe obihaji po eliptickych
drahéach, které lze popsat pomoci Newto-
nova gravita¢niho zdkona. Slo tak vlastng
o prvni potvrzeni platnosti tohoto zakona
mimo slunecéni soustavu.'?) Pozdé&ji to
vedlo i k pfesvédceni, zZe fyzikalni zakony
plati v celém vesmiru stejné.

Savary v tomto pripadé urcil celko-
vou hmotnost soustavy pomoci modifiko-
vaného 3. Keplerova zakona (srov. (6))
takto:

3

M+mg'y3T2

~ 1,84 My,

kde T = 59,8 let je perioda obéhu, a =
= 2,53" je velikost hlavni poloosy rela-
tivni drahy,'®) v = 0,135” je tzv. ro¢ni
paralaxa soustavy (viz [7], [10]) vyjddiend
také v obloukovych vterinach a soucet
M + m je pak vyjadfen v hmotnostech
Slunce (7).

8. Jak urcit vzdalenost exoplanet
od jejich matefskych hvézd? Hvézda
51 Peg ma hmotnost'*) M = 1,05 M.
V disledku Dopplerova jevu spektralni
¢ary hvézdy vykazuji nepatrné opakujici
se zmény o délce periody 4,231 dne (viz
[12, 5.47]). Tak byla v r. 1995 objevena
prvni planeta mimo nasi slunecni sou-
stavu, tzv. exoplaneta. Jeji doba obéhu

12) Dnes vime, ze £ UMa je alespon Ctyi-
nasobnd hvézda. Je od nas vzdélena cca 27
svételnych let. Jeji obé hlavni slozky maji
hmotnost srovnatelnou se Sluncem.

13) Draha jedné slozky vici druhé, kterou
povazujeme za pevnou. Je to elipsa, v jejimz
jednom ohnisku se nachazi druhéa slozka.

14y Ze vzdalenosti hvézdy d = 15,4 pc a
pozorované hvézdné velikosti m = 5,49 mag
lze zjistit tzv. absolutni hvézdnou velikost
M =m+5—5logd = 4,55 mag a odtud
lze odhadnout hmotnost M (nezamériovat
s M). Pro srovnani uvedme, Ze absolutni
hvézdna velikost Slunce je jen o trochu vétsi:
4,71 mag.
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je T = 4,231/365,256 let. Je od nés
ovSem vzdalena 45 biliond kilometrt, a
proto nelze stanovit velikost poloosy jeji
obézné drahy pomoci tthlovych méfeni a
standardnich trigonometrickych vztah.
Kombinaci (4) a (6) vSak zjistime, ze

a= {/1,05T2 20,052 AU.

Exoplaneta tedy obihd svou materskou
hvézdu mnohem blize nez Merkur Slunce.
Jak odhadnout zdola jeji hmotnost, se
uvadi napf. v [12].

9. Jak odhadnout hmotnost su-
permasivni ¢erné diry? Ve stiedu nasi
Galaxie vzdaleném 26 tisic svételnych let
se nachdzi obii ¢erna dira. Hvézda S2 ji
obéhne po eliptické draze s hlavni poloo-
sou a jednou za 15,2 let. Pomoci tthlovych
meéreni se zjistilo, Zze pozorovanid draha
(tj. projekce skuteéné drahy) ma délku
hlavni poloosy @ = 9-10'° km. Ze (4) pak
dostaneme dolni odhad hmotnosti ¢erné
diry

4n%a3 4r%a®

My=—>"— =19-10%°k
are = gre 9107 ke

ktery je podle (7) pfiblizné milion hmot-
nosti Slunce Mg . V [5] ukazujeme, jak lze
z Pythagorovy véty a vzorce pro feSeni
kvadratické rovnice odvodit, ze a = 14 -
-10'° km a Ze M, je kolem 4 miliont
hmotnosti Slunce.

10. Zavér. Prestoze Newtoniv gra-
vita¢ni zdkon popisuje chovani planet na
kratkych casovych skalach pomérné dosti
presné, nesmime zapominat, Ze jde jen
o matematicky model. Ten popisuje fy-
zikalni realitu pouze pfiblizné.

Podle Commitee on Data for Science
and Technology je gravita¢ni konstanta
v jednotkach SI rovna

6,67428 4+ 0,00067 - 1011,
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Nejistota v urceni gravitacni konstanty
(2) je tedy zna¢ni. Je to viibec nej-
hife zméfend fundamentalni konstanta
pfirody. To mé ale negativni dopad na
vétSinu vypoctt dlouhodobych predpo-
védi v nebeské mechanice. Napt. velka
poloosa eliptické drahy néjakého télesa je
podle (4) rovna
T2GM\1/3
‘= ( 4n2 )
a odhad jeji skutecné velikosti tak pod-
statné zavisi na presném urceni G, resp.
sou¢inu GM, ktery vétsinou zname na
vice platnych mist. Dobu obéhu lze ob-
vykle zmérit dosti presné.
Také neni jasné, jak vubec definovat

Mve v

les 0 nestejnych hmotnostech, kdyz rych-
lost gravitacni interakce nebyla zatim
zméfena.

Pro vice téles, kterd na sebe vzajemné
gravitacné pusobi, lze ze zadkona sily a
(1) odvodit soustavu diferencidlnich rov-
nic'®) popisujicich jejich trajektorie [6].
Pfitom se soufadnice planet (¢i jingych
téles) uvazuji tam, kde planetu vidime,
a ne tam, kde se pravé nachézi, i kdyz
Newtonova teorie predpoklada nekonec-
nou rychlost sifeni gravita¢niho ptisobeni.
Napr. svétlo z Jupitera k nam leti v pri-
méru 45 minut a za tu dobu se podle
(9) posune Jupiter o priblizné 35 000 km.
Tato chyba se ale v pritbéhu vypoctu neu-
stale kumuluje, coz na dlouhych ¢asovych
intervalech pisobi problémy.

Pokud navic provadime numerické si-
mulace na miliony nebo dokonce miliardy
let dopfedu (¢i nazpét), pak nemd pFilis
smysl z nich délat néjaké dilezité pred-
povédi, jak se obcas stava. Numerické vy-
sledky totiz zalezi na chybé pouzité nume-
rické metody, zaokrouhlovacich chybach,

1) Tato soustava nespliiuje znamé Ca-
rathéodoryho podminky a ma fadu nerealis-
tickych FeSeni (viz napf. [4], [8]).
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pouzitém pocitaci, ale i na programova-
cim jazyku ¢i na zptsobu naprogramo-
vani.

Newtontv gravitacni zédkon presto vy-
znamné napomaha k pochopeni struktury
a vyvoje vesmiru. PFi rozvoji fyziky sehral
naprosto zasadni roli.

Podékovani. Autor dékuje doc. RNDr.
L. Dvoréakovi, CSc., a Mgr. V. Pravdovi,
Ph.D., za cenné pripominky. Prace byla
podpotena grantem ITAA 100190803 GA
AV CR.
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