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Doporučený termı́n odevzdáńı: 25. listopadu 2021 23:59
Tvrdý termı́n odevzdáńı: 2. prosince 2021 23:59

Konference konf (5 bod̊u)

Na konferenci potkal matematik 5 svých dobrých známých. Jelikož program byl bohatý, setká-
vali se pouze u oběd̊u. Kolik dńı trvala konference, pokud:

• s každým jednotlivcem obědval 10 krát
• s každou dvojićı 5 krát
• s každou trojićı 3 krát
• s každou čtveřićı 2 krát
• s celou pětićı právě jednou
• vždy obědval alespoň s jedńım z těchto pěti kamarád̊u.

(Pozor: pokud obědval např́ıklad se třemi známými, započ́ıtá se to i do oběd̊u s nimi jako s
jednotlivci a do oběd̊u s jednotlivými dvojicemi.)

Podmnožiny bez soused̊u pbs (6 bod̊u)

Kolik existuje podmnožin {1, 2, . . . , n} neobsahuj́ıćıch dvě po sobě jdoućı č́ısla?

Skoro disjunktńı podmnožiny sdp (7 bod̊u)

Kolik existuje dvojic (A,B) množin A,B ⊆ {1, 2, . . . , n} takových, že |A ∩B| = 1?

Vytýkáńı z kombinačńıho č́ısla banda (4 body)

Dokažte, že plat́ı (
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)
=
n

k
·
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)
pro n ≥ k ≥ 1.

Kombinatorickou úvahou se snáze dokazuje rovnost
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(Interpretace: Jak z n vesničan̊u může povstat banda k zbojńık̊u s náčelńıkem?)

Loupežnická banda loup (5 bod̊u)

Dokažte, že plat́ı: (
r

r

)
+

(
r + 1

r

)
+ . . .+

(
n

r

)
=

(
n+ 1

r + 1

)

Inverze permutace pinv (5 bod̊u)

Bud’ π nějaká permutace množiny {1, 2, . . . , n}. Řekneme, že dvojice (i, j) ∈ {1, 2, . . . , n} ×
{1, 2, . . . , n} je inverze π, pokud i < j a zároveň π(i) > π(j).

1. Určete počet inverźı permutace π = (2 3 9 1 4 5 7 6 8). (To znamená π(1) = 2, π(2) =
3, π(3) = 9, . . . )

2. Dokažte, že množina I(π) všech inverźı, chápaná jako relace, je transitivńı.
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O šatnářce satna (7 bod̊u)

Necht’ šn označuje, stejně jako na přednášce, počet permutaćı na množině {1, . . . , n} bez pev-
ného bodu.

1. Vyjádřete počet permutaćı na množině {1, . . . , n} s právě jedńım pevným bodem. Můžete
k tomu použ́ıt funkci š (a je to vřele doporučeno).

2. Dokažte vztah
n∑

k=0

(
n

k

)
šn−k = n!.

Pestré grafy pestr (4 body)

Pro která n existuje graf na n vrcholech, jehož vrcholy maj́ı navzájem r̊uzné stupně?

Graf bez cestičky nop2 (4 body)

Popǐste všechny grafy, které neobsahuj́ı podgraf isomorfńı s cestou P2 (to je cesta o dvou
hranách). Dostatečně zd̊uvodněte, proč jiné nemohou existovat.

Skoro úplné grafy skup (6 bod̊u)

Dokažte, že pro každé n jsou všechny (n−2)-regulárńı grafy na n vrcholech navzájem isomorfńı.
(Graf je k-regulárńı právě tehdy, když každý vrchol má stupeň k.)
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