Pisemka ¢. 2 - 19. 12. 9:50
1. Najdéte takové a € R, aby platilo
f(z) =sinhz —sinx ~ 2%, x — 0.
Najdéte takové b € R, aby
f(z) = bx® = o(z?), r—0
a najdéte takové c € R, Ze plati

f(x) — bx® ~ x°, x — 0.

2. Najdéte infimum a supremum funkce

x

fla) = et

pro z € R.
Reseni

1. Ocividné je f(0) = 0, takze a > 0 a déle budeme postupné nékolikrat
I’Hospitalit, dokud neuvidime v citateli vyraz, ktery je v nule nenulovy.

sinhx — sinx . coshx —cosz
m—— =lim—m— =
z—0 e x—0 ax“il
sinhx + sinx i coshz + coszx

=lim — = lim .
=0 a(a — 1)x*2  a=0a(a —1)(a — 2)xe3

Zde poprvé je v citateli vyraz, ktery ma v nule nenulovou hodnotu
(konkrétné hodnotu 2), takze aby byla pivodni limita nenulova, potfe-
bujeme a — 3 =0, tedy a = 3.

Déle dle definice potfebujeme, aby platilo

_ sinhz — sinz — ba®
lim =0.
x—0 ;Ij‘?’

Stejny postup jako vyse povede k nasledujicimu:

sinhx — sinx — bx3 _ coshz — cosz — 3bx?
lim = lim =
z—0 3 z—0 32
. sinhxz +sinxz — 6bx . coshx +cosz—6b 2—60b
= lim = lim = .
z—0 6x z—0 6 6



Aby vysledna limita byla nula, musi byt 2 — 6b = 0, a tedy b = %

Dale lehce z vyse uvedeného postupu lehce vypozorujeme, ze deriva-
cemi funkce sinh z — sinz dostaneme jen Ctyfi mozné vyrazy, které se
budou postupnym derivovanim stale opakovat. Z nich tfi vyrazy maji
v nule hodnotu nula a jediny cosh x 4 cos z ma v nule hodnotu dva. Je
tak zfejmé, zZe abychom pfi opakovaném pouziti I’'Hospitala v citateli
postupnym derivovanim zadané funkce dostali nenulovou limitu v nule,
musime funkci zderivovat sedmkrat. Potom

. . 1
. sinhz —sinx — §x3 coshx + coszx 2
lim =lim—m—m = —

z—0 [E7 z—0 7' 7' ’

a uvédomime si, ze pfi kazdém pouziti I’'Hospitala jde o limitu typu
”%”. Proto tedy ¢ = 7.

. Defini¢ni obor f(z) je celé R a f je spojita na celém definiénim oboru.
Nejprve spocitame limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

lim f(z)= lim f(z)=¢"=1.

T——00 r—+00
Déle spocitame derivaci a budeme hledat stacionarni body. Mame

z”1+x2—2x2 11—z

a vidime, ze f' =0 v bodech x = +1, pfi¢emz f je rostouci na (—1,1)

a klesajici na (—oo,—1) a (1,4+00). Proto je v bodé x = —1 lokalni

minimum a v bodé z = 1 lokalni maximum, jejichz hodnoty jsou e’%,
1 cevy v s o v o v . v

resp. ez. Ze zjisténého pribéhu funkce mizeme usoudit, Ze sup f(z) =

ez ainf f(z) = e 2.



