Domaci tkol ¢. 8

Zadano: 8. a 10. 4.
Deadline: 22. a 23. 4.

1. Urcete polomér konvergence nasledujici mocninné rady a vySetiete kon-
vergenci na kruznici konvergence

g(—l)”z" (é:f—f)&)p, peR.

Hint: Ke kompletnimu vysetieni dané fady je tfeba pouzit Raabeho
kritérium.

2. Sectéte nasledujici ¢iselnou fadu

- 1
> (1" -
— n(n+1)
Reseni
1. Oznac¢me b,, = (222(—?-'1))2' Pro urceni poloméru konvergence se podivejme

na vyraz

b, (2k+2)(2k+3)  4k*+ 10k +6
= = — 2 k — oo.
brt1 2(k+1)2 2k + 4k + 2

Odtud uz dostavame R = 2P pro vSechna p € R, protoze funkce y” je
spojita a mtzeme tak pouzit VOLSF s vnéjsi funkci spojitou.

Pro vysetieni chovani na kruZnici konvergence poloZzime z = 2P ¢ a
dosadime do nasi fady. Dostaneme

> 22n (N2 \ P
Z ezn(ap—i—ﬂ) (77, ) 7 pe R
— (2n 4+ 1)!

Na vysetifeni kovergence této fady budeme chtit pouzit Dirichletovo

kriterium, protoze pro ¢ # 7 méa {e™¥*+™} omezené Cistecné sou-
227 (n!)2

¢ty. Podivame se tak na monotonii posloupnosti ¢, = 2"b,, = i)

Podobné jako vyse mame
.  (2k+2)(2k+3)  4k* +10k+6
e Ak+1)2 4k2+8k+4
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pro vSechny k& > 1, proto {c,} je monoténni (klesajici) posloupnost, a
totéz tak plati pro {2} pro kladné p € R. Pro zaporna p je posloupnost
naopak rostouci a pro p = 0 zkoumana fada ocividné nekonverguje
nikdy, protoze je porusena nutna podminka konvergence rady.

Podivejme se nyni na limitu lim,,_,, ¢,. Pro jeji uréeni pouzijeme od-
hady faktoridlu. Mame n! ~ (ﬂe)n \/n, proto
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0-et=0.

e i 1 i . 1 2n+1 e
— lim ——= lim — ==
Zjistili jsme tak, ze pro p > 0 fada konverguje na kruznici konvergence
vSude mimo bod ¢ = 7 a pro p < 0 fada nekonverguje na kruznici

konvergence nikde, protoze je porusena nutna podminka konvergence.
Zbyva nam jesté vysettit bod ¢ = 7, kde je zkouman4 fada jen ) _ 2. Uz
jsme zjistili, ze ¢, ~ Ln, takze mame silné podezieni, ze potiebujeme
p > 2, aby fada konvergovala. Jak je to doopravdy zjistime Raabeho
kritériem:
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a nase podezTeni je potvrzeno, pro p > 2 fada v bod€ ¢ = 7 konverguje
a zaroven na celé kruznici konvergence konverguje absolutné. Pripad
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p = 2 také vysetfime Raabeho kritériem, protoze mame

c: k k
k2 —1) = <1
(cgﬂ ) Fr1 Akt 1)
pro vSechna k > 1 a v takovém pripadé nam Raabeho kritérium iika, ze

fada diverguje. Konecné mame tak vysetfeny vSechny piipady a vime,
ze pro p < 2 fada v bodé ¢ = 7 nekonverguje.

. Uleh¢ime si trochu préace nasledujici avahou:

2V~ 2 (i) R P

v . o 1" Ve ™ . ~
a seCteme jen fadu ) -, ( n) . Zde vyuzijeme nase znalosti o tom, ze

o0

Z(—m—l%n =In(1+z)

n=1

pro |z| < 1 (polomér konvergence této mocninné fady je 1) a Abelovu
vétu, v bodé x = 1 tato fada konverguje a proto jeji soucet je dan jako
lim, y;_In(1+4z) =1n2,

(="

Nakonec tedy dostavame ), *—— = —In2a
- 1
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