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Henri Lebesgue a jeho integral

Fubiniho véta, véta o substituci

1. Prevedte fQ f(x+y)dzrdy na jednoduchy integral, jestlize f je spojita
a Q= {(z,y); |z| +[y| < 1}.

2. Prevedte Jo f(@ - y) dz dy na jednoduchy integral, jestlize f je spojita
a {2 je ohraniceno kiivkami zy =1, 2y =2, y =z, y=4rv ax, y > 0.

3. Prepiste fol(fyl f(x) dz) dy pomoci jednoho integralu.

4. Urcete plosny obsah ¢ésti roviny omezené néasledujicimi kiivkami:
a) (2 +y°)? = 2a%(a* — y?)
b) (z* +y°)* =y
c)rty=a,x+y=by=ar,y=pr,0<a<b0<a<p

5. Urcete objem télesa omezeného nasledujicimi plochami:
a)r+y+tz=a >+ =R, 1r=0,9y=0,2=0,a> RV2>0
b) z = xy, 2 Ox—l—erZ—l

c) z = a? +y 2% + 92 —:Ex+y =2r,2=0

Yz =e( 2+y)z—0,x +y? = R?

) s =1, B =2 b >0

£) (2 + )+§—§: 2=0,y=02=0,a,b,¢>0

g) (2% +y? + ) = Buy>

@

6. Spoctéte nasledujici integrély:
a) [go e~ @) dg dy
b) fQ Py tdedy, Q ={(z,y);2y > 1,2 > 1}
o) [ole+y)Pdedy, Q={(z,y);x+y>1,0<z <1}

7. Najdéte souradnice hmotného stfedu homogenni desky ohranicené T3+
2 2
ys =as, x,y, a> 0.

8. Najdéte momenty setrvacnosti I, a I, homogenni desky s hustotou
0 = 1 ohranicené (z —a)*+ (y —a)’=a*, v =0,y=0,0<z < a.



9.

10.

Najdéte souradnice hmotného stfedu homogenniho télesa ohrani¢ceného
x2 yQ . ZQ -
StE=%,2=c¢a,b c>0.

Kruhovy vélec s osou ve sméru osy z kartézskych soutadnic je naplnén
plynem, jehoz hustota se fidi barometrickou formuli

00
0 = 0o exp(——gz),
Po

kde pg je tlak na spodni zakladné z = 0, g je tthové zrychleni. Vyska
valce je h, polomér R. Urcéete hmotnost vzduchu ve valci.
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Henri Lebesgue a jeho integral

Lebesgueova a Léviho véta
Spoctéte nasledujici integraly. Ovérte predpoklady vét, které pouzivate!

1 n

1. lim —dz
n—oo Jo N

|
2. lim Me T cosxdx

n—oo J n

o0 n

3. lim

n—oo Jq 1+ x2n

o0

4. lim e " da
n—oo 0

Rozvinutim vhodné funkce do fady spoctéte nasledujici integréaly. Oveéi-
te predpoklady vét, které pouzivate!

<z 1 7
5. d ( ~ = —)
/0 w1 n? 6

n=1

1ln(%) <1 2
6-/0 el (Xm=7)

n=1

3 o0

<z 1 72
7. d ( ~ = —)
/0 w1 —nt 90

Integraly zavislé na parametru

8. Ukazte, ze nasledujici integraly jsou spojitymi funkcemi proménné na
dané mnoziné:

a)/ SlLdyg,a<2
o 2

T — )%



2
b) / 2% cos ax dz, —00 < a < 00
0

cos
c)/ dr, 1 <a< oo
.

Zjistéte, pro které hodnoty parametru integral konverguje, a spoctéte
jej:

0. /°° arctg ax da
o x(l+z?)

oo —ax? _ —bx?
10. / % W
X

72

11/ — dx
0
12. / z

0 ln$

/ °° arctg ax arctg bx
0

13. dz

14. / e~ cos by da
0

15. / e~ cosh be dz
0

16. /2 In(1 + asin® x) de

0 Sln x

17. / In(a + bcosz)dx
0

18. / ze “cosbx dx
0

D 1_
19. / e cosxdx

0



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

/°° aSinh @

e dz

0

/ r “In"zdr, n e Ny

0

n(a® + b*tg’r) do

/ z+y+;y)x 1/3 72/3 dx dy
>0 y>0

Doplnénim vhodného parametru spoctéte:

/2
/ Ty
0o tgw

oo 1.4
/ sin mdx
0 x?

Vysetiete prubéh funkce na jejim definicnim oboru:

F(a):/o1

In(1 — a?z?)

221 — 22

dx
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