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Henri Lebesgue a jeho integrál

Fubiniho věta, věta o substituci

1. Převeďte
∫

Ω
f(x+ y) dx dy na jednoduchý integrál, jestliže f je spojitá

a Ω = {(x, y); |x|+ |y| ≤ 1}.

2. Převeďte
∫

Ω
f(x · y) dx dy na jednoduchý integrál, jestliže f je spojitá

a Ω je ohraničeno křivkami xy = 1, xy = 2, y = x, y = 4x a x, y > 0.

3. Přepǐste
∫ 1

0
(
∫ 1

y
f(x) dx) dy pomoćı jednoho integrálu.

4. Určete plošný obsah části roviny omezené následuj́ıćımi křivkami:
a) (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2)
b) (x3 + y3)2 = xy
c) x+ y = a, x+ y = b, y = αx, y = βx, 0 < a < b, 0 < α < β

5. Určete objem tělesa omezeného následuj́ıćımi plochami:
a) x+ y + z = a, x2 + y2 = R2, x = 0, y = 0, z = 0, a ≥ R

√
2 > 0

b) z = xy, z = 0, x+ y + z = 1
c) z = x2 + y2, x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x, z = 0
d) z = e−(x2+y2), z = 0, x2 + y2 = R2

e) x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1, x2

a2
+ y2

b2
= z2

c2
, a, b, c > 0

f) (x
a

+ y
b
)2 + z2

c2
= 1, x = 0, y = 0, z = 0, a, b, c > 0

g) (x2 + y2 + z2)3 = 3xyz

6. Spočtěte následuj́ıćı integrály:
a)

∫
R2 e−(x2+y2) dx dy

b)
∫

Ω
x−py−q dx dy, Ω = {(x, y);xy ≥ 1, x ≥ 1}

c)
∫

Ω
(x+ y)−p dx dy, Ω = {(x, y);x+ y ≥ 1, 0 ≤ x ≤ 1}

7. Najděte souřadnice hmotného středu homogenńı desky ohraničené x
2
3 +

y
2
3 = a

2
3 , x, y, a > 0.

8. Najděte momenty setrvačnosti Ix a Iy homogenńı desky s hustotou
% = 1 ohraničené (x− a)2 + (y − a)2 = a2, x = 0, y = 0, 0 ≤ x ≤ a.



9. Najděte souřadnice hmotného středu homogenńıho tělesa ohraničeného
x2

a2
+ y2

b2
= z2

c2
, z = c, a, b, c > 0.

10. Kruhový válec s osou ve směru osy z kartézských souřadnic je naplněn
plynem, jehož hustota se ř́ıd́ı barometrickou formuĺı

% = %0 exp(−%0

p0

gz) ,

kde p0 je tlak na spodńı základně z = 0, g je t́ıhové zrychleńı. Výška
válce je h, poloměr R. Určete hmotnost vzduchu ve válci.
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Henri Lebesgue a jeho integrál

Lebesgueova a Léviho věta

Spočtěte následuj́ıćı integrály. Ověřte předpoklady vět, které použ́ıváte!

1. lim
n→∞

∫ 1

0

xn

n
dx

2. lim
n→∞

∫ ∞
0

ln(x+ n)

n
e−x cosx dx

3. lim
n→∞

∫ ∞
0

xn

1 + x2n
dx

4. lim
n→∞

∫ ∞
0

e−nxx2 dx

Rozvinut́ım vhodné funkce do řady spočtěte následuj́ıćı integrály. Ověř-
te předpoklady vět, které použ́ıváte!

5.

∫ ∞
0

x

ex − 1
dx

( ∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

)

6.

∫ 1

0

ln( 1
x
)

1− x2
dx

( ∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

)

7.

∫ ∞
0

x3

ex − 1
dx

( ∞∑
n=1

1

n4
=
π2

90

)

Integrály závislé na parametru

8. Ukažte, že následuj́ıćı integrály jsou spojitými funkcemi proměnné na
dané množině:

a)

∫ π

0

sinx

xa(π − x)a
dx, a < 2



b)

∫ 2

0

x2 cos ax dx, −∞ < a <∞

c)

∫ ∞
1

cosx

xa
dx, 1 < a <∞

Zjistěte, pro které hodnoty parametru integrál konverguje, a spočtěte
jej:

9.

∫ ∞
0

arctg ax

x(1 + x2)
dx

10.

∫ ∞
0

e−ax
2 − e−bx

2

x
dx

11.

∫ ∞
0

e−ax
2 − e−bx

2

x2
dx

12.

∫ 1

0

xb − xa

lnx
dx

13.

∫ ∞
0

arctg ax arctg bx

x2
dx

14.

∫ ∞
0

e−ax
2

cos bx dx

15.

∫ ∞
0

e−ax
2

cosh bx dx

16.

∫ π
2

0

ln(1 + a sin2 x)

sin2 x
dx

17.

∫ π

0

ln(a± b cosx) dx

18.

∫ ∞
0

xe−axcos bx dx

19.

∫ ∞
0

e−ax
1− cosx

x
dx



20.

∫ ∞
0

e−ax
sinhx

x
dx

21.

∫ 1

0

x−α lnn x dx, n ∈ N0

22.

∫ π/2

0

ln(a2 + b2tg2x) dx

23.

∫
x>0,y>0

e−(x+y+
a3

xy
)x−1/3y−2/3 dx dy

Doplněńım vhodného parametru spočtěte:

24.

∫ π/2

0

x

tgx
dx

25.

∫ ∞
0

sin4 x

x2
dx

26. Vyšetřete pr̊uběh funkce na jej́ım definičńım oboru:

F (a) =

∫ 1

0

ln(1− a2x2)
x2
√

1− x2
dx
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