Zapoctovy test ¢. 1 - 3. 11. (35 minut)

1. [4 body| Najdéte extrémy funkcionalu
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2. [5 bodi] Necht p € R. Najdéte, pro jakd = € R konverguje fada funkci
fa(z) a rozhodnéte o stejnomérné ¢i lokalné stejnomérné konvergenci
této fady na nalezenych intervalech
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1. Vnitiek funkcionalu ndm davéa funkci f(x,y,2) = y + 5xz + 2% Lehce
zjistime
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a mame proto zarucenou regularitu minimizéru. Euler-Lagrangeova
rovnice pro dany funkcional je
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a tedy lehce

y// — _2
y =22+ A
y=—2°+ Ar + B.
Konstanty A, B dopocitame z okrajovych podminek.

y(0)=1=B=1
y(2)=1=A=2



Celkem tedy nachizime staciondrni bod y = —2% + 2z + 1. ProtoZe
funkciondl zavisi na y tak, ze vSechny druhé derivace obsahujici y zmizi,
je prislusna matice druhych derivaci
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je tedy pozitivné semidefinitni, proto je funkcional konvexni a proto je
nalezeny stacionarni bod minimem funkcionalu.

. Podivame se nejprve na nutnou podminku stejnomérné konvergence
fady. Pro p > 0 mame

npP

bodové pro kazdé pevné redlné x, protoze Citatel jde bud do nuly nebo

je konstantni jednicka (v bodé z = 0), zatimco jmenovatel jde do neko-
necna. Pro p = 0 mame f,(z) — 0 vSude mimo x = 0, v po¢atku mame
posloupnost samych jednicek, ktera oc¢ividné nekonverguje k nule. Ko-
necné pro p < 0 dostavame oc¢ividné f,,(0) — oo a f,,(z) — 0 pro z # 0,
coz plyne ze Skélovaci limity, protoze (e *°)" jde do nuly rychleji ne
libovoln& mocnina n do nekonecna.

Pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti f,, k nule hledame sup,cp f()
pro pevné n. Bud piimo uhodneme, Ze supremum f,,(x) se nabyva vzdy

v nule bez ohledu na n a nebo si to spoc¢itame pomoci derivace

fi(x) = (=2nz)=0=2=0

Proto o, = nip To jde k nule pro p > 0. Pro p > 1 dokonce nejen to,
jde to k nule tak rychle, ze pfislusna rada # konverguje, a proto
miuzeme pouzit Weierstrassovo kritérium, omezit f,(z) < nip a usoudit,
7e pro p > 1 zadana fada konverguje stejnomérné na celém R.

Pro p < 1 lehce vidime, Ze v bodé x = 0 dostavame divergujici fadu
> n~P. Nicméné pro libovolné 6 # 0 fada ) f,(d) konverguje, na-
priklad odmocninovym kritériem, které povede k limitni hodnoté ¢ =
e < 1. Vidime, Ze z = 0 je jediny problematicky bod, supremum
funkei f,,(x) se na intervalech (—oo, —d] a [d, 00) nabyva v krajnich bo-
dech +0 a tam fada konverguje, coz jsme pravé ukazali. Pro p <1 tak



rfada konverguje jen lokalné stejnomérné na (—oo,0) a (0,00).
Nemiuze konvergovat stejnomérné na celém R, protoze v nule
nekonverguje viibec.



