Pisemka €. 2 - 15. 12. (40 minut)

1. [4,5 bodu| Rozhodnéte, pro kterd a € R konverguje integral I(a) a

spoctéte jej. ) ,
In(1
I(a) = / In(l +a%%) .
2
0 x

/yds,

kde ¢ je c¢ast kiivky, ktera vznikne jako prinik ploch

z =2z

2. [4,5 bodu] Spoctéte

:1:2—|—y2 = 2z,

lezici v oktantu x,y, z > 0.
Reseni

1. Nejprve zjistime, kde integral konverguje. ProtoZze u nuly plati In(1 +
a’x?) ~ a*x?, vidime, Ze limita f(a,x) pro x — 0— je a®. Déle f(a,1) =
In(1+a?), takZe v Zddném z krajnich bodi nemame problém, uvnit¥ in-
tervalu (0, 1) je funkce spojitd, a proto integral konverguje pro vSechna
a € R.

Samotny integral lze spocitat i pfimo metodou per partes, ale my si
misto toho spocitame derivaci (pfedpoklady véty ovéfime na zavér).

1 a
2a dy
/ . _ _
I(a)—/o —1+a2x2d$_2/0 1+y2—2ar0tga.

Zbyva tento vyraz zpét zintegrovat.

I(a) = I1(0) + / 2arctgbdb =0 + 2/ arctg bdb = |per partes|
0 0
“ b
= 2[barctgb]; — 2/0 o db = 2aarctga — In(1 + a?).

Vysledek plati pro vSechna realna a, vyuzili jsme lehké pozorovani, ze
I(0) = 0, protoze v takovém pFipadé integrujeme nulu.
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Zbyva ovérit predpoklady véty o derivaci, to je ale snadné, méfitelnost v
proménné x plyne ze spojitosti, existence derivace funkce f(a,z) podle
a je zfejm4, protoze jsme tu derivaci spocitali. Dale f(0,z) € L'(0,1),
to jsme ostatné také uz vyuzili. Zbyva najit majorantu pro derivace,
ale zde si snadno uvédomime, Ze

‘8f(a,x)

< |2
da < [2a0

1+ a222

_‘ 2a

pro vSechna a € (—ag,ag), kde ag > 0 je libovolné. Konstanta 2ay
je samoziejmé integrovatelnd funkce na intervalu (0,1). Vysledek je
tedy platny pro vSechny hodnoty parametru z intervalu a € (—ay, ag)
s libovolnym ag a tedy pro vSechna a € R.

. Z definice kiivkového integralu plyne, ze musime najit parametrizaci
kiivky ¢ a spocitat ||c/(t)||. Poviimneme si, Ze 22 + y? = 2z je vélcova
plocha, hodi se nam tak zavést valcové souradnice

T =1rcost
y =rsint
z=z.

Rovnice valcové plochy nam okamzité da
2 _
r° =2rcost

a tedy
r = 2cost.

Protoze r > 0, vidime, ze valcova plocha protina rovinu z = 0 jen ve
¢tvrtém a prvnim kvadrantu, tedy tam, kde jex > O0akdet € (=3, 7).
Néas ale zajiméa jen ta ¢ast valcové plochy, kterd spliuje navic y > 0 a
tedy ¢ € (0, §). Prinik této ¢asti valcové plochy s plochou z = V2x tak

parametricky lehce popiseme jako

xr=rcost =2cos’t
y=rsint = 2costsint

z =V2xr = 2cost.



pro t € (0,%). Pro spocitani zadaného integralu budeme potfebovat
derivace téchto rovnic podle ¢. Proto

1’ = —4costsint = —2sin 2t
Yy = 2cos 2t
Z/

= —2sint.

a odtud

I = /(@) + ()% + (z/)2 = V4sin? 2t + 4 cos? 2t + 4sin ¢t
=2v/1+sin%t

Nyni jsme pfipraveni piepsat kiivkovy integral z definice na standardni
jednorozmeérny Lebesguetv integral. Mame

%
/yds :/ 2costsint -2y 1+ sin®tdt
c 0

= |b=1+sin’*t, db = 2sint cost dt|

= 2/2\/5015: %[biﬁ — g(\/é— 1).



