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Pomoci rozkladu do trigonometrickych fad vyreste nasledujici parcialni
diferencialni rovnici

d%u o*u
W_C2@:0 na (O,T)X(O,l)

u(0,2) =0 na (0,1)
u(0,z) = coshx na (0,1)
Uz (t,0) = uy,(t,1) =0 na (0,7

Reseni

Standardni metodou hledame Feseni ve tvaru u(t, z) = T'(t) X (z). To vede
na dvé obycejné diferencialni rovnice, jednu pro X(z) a druhou pro T'(t).
Rovnice pro X (z) je

X"(x) =AX(z) ma (0,0),
kterou podle zadani doplnime okrajovymi podminkami
X'(0)=X'(I) = 0.

Tato rovnice nemd feSeni pro A > 0 a ma feSeni X (z) = Ay = const pro
volbu A = 0. Ptipad A < 0 vede na obecné Teseni

X(x) = CicosV—Ax + Cysin vV —Az.

Odtud
X'(x) = =C1vV=AsinvV =Xz + Cov/—Acos vV —Ax.

Podminka X’(0) = 0 okamzité vede k Cy = 0, nacez podminka X'(I) = 0

vede k
Civ—=Asinv -\ = 0.

Abychom dostali netrivialni feSeni, musi byt
V= = km,
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coz vede k tomu, ze musime uvazovat pouze volby

k272

o=

pro k € N.

Tim dostavame Feseni

k
Xi(x) = A cos %m, k € Ny,

kde umoznénim volby k£ = 0 zahrneme také konstantni feseni. Dale vyfesime
rovnici pro 7T'(t). Mame
k*m2c?

l2

T”(t) == T(t)7

coz vede pro k € N k obecnému feseni

kmct kmct
e +C’ksin 7TC.

Ty (t) = By cos i

Musime vsak jesté zvlast uvazovat k = 0, coz je v nasem pripadé také pii-
pustna hodnota. V tomto ptipadé je

To(t) = By + Cit.

Vyuzijeme linearity rovnice, posc¢itame nalezena teseni pfes vSechna k£ € Ny
a dostaneme

¢}

u(t,x) = % + % + Z (ak Ccos k7;Ct + by sin k?;ct) Cos lmrTw

Zbyva dopocitat koeficienty ay, by, z pocatecnich podminek tlohy. Podminka
u(0,2) = 0 dava

Qo > kmx
0 = — _—
5 + aj, COS B

k=1

odkud okamzité a;, = 0 pro vSechna k € Nj. Konetné podminka u(0,z) =
cosh x dava



potfebujeme rozvést tedy funkci coshx do cosinové fady na (0,[), protoze
je funkce cosh x suda, cosinova rada je pfimo Fourierovou radou této funkce
a (—[,l). Ozna¢ime Fourierovy koeficienty funkce coshz jako a a jdeme

integrovat.
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Odtud uz jednoduse
_ 2l sinh [(—1)*
ak = —-———----—-—
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Dostavame tak by = ag a

kwe  2lsinhl(—1)"
I k2?42

by,

odkud
2(—1)*?sinh
kme(k?m? 4 12)

Hledané teseni tak je ve tvary fady

, t 2(—1)k12 kmet  knx
u(t,x) = sinhl ( —I—Z Frc(k2n? 1 ) sin ——cos —— | .
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