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Staceni perihelia Merkuru

z pohledu numerického matematika

Michal Krizek

Matematicky Gstav AV (R, v. v. i, Zitnd 25, 115 67 Praha 1; krizek@math.cas.cz

V astronomické a fyzikdIni komunité panuje vSeobecné presvédceni, Ze dodatecné relativistické staceni
perihelia drahy Merkuru 43" za stoleti je jiZ ddvno a mnohokrat provéfena hodnota, na které neni tfeba
nic ménit. Ze je dana rozdilem pozorovaného staceni perihelia Merkuru a po¢itaného stateni pomoci
Newtonovy mechaniky. V tomto pfipadé se ale odecitaji dvé skoro stejné velka Cisla, ktera jsou navic
zatizena mnoha chybami. Vysledny rozdil 43" za stoleti je tak nejisty a nemusi odpovidat skutecnosti.

Strucny historicky prehled

Francouzsky astronom Urbain Le Verrier (1811-1877)
se proslavil zejména predpovédi polohy Neptunu (teh-
dy neznamé planety). Jeho vypocet byl zalozen na ne-
pravidelnostech pohybu Uranu [22]. V r. 1859 si Le
Verrier také v8iml jisté anomédlie v poloze perihelia
(ptisluni) drahy Merkuru oproti Newtonové teorii
[25]. Proto opét hledal dalsi neznamou planetu nazy-
vanou Vulkan', jeZ by méla obihat jesté blize Slunci nez
Merkur. Podle [23, s. 36] se mu nedostavalo 38" za sto-
leti, aby jeho vypocet polohy perihelia drahy Merku-
ru souhlasil s méfenim. V roce 1895 Simon Newcomb
[12, kap. IX, s. 184] dochézi k podobné zcela nepatrné
hodnoté

P =43,37" za stoleti.

1 Existence takové planety je dnes vyloucena, protoze by-
chom ji museli ob¢as pozorovat pti pfechodu pres slune¢ni
disk nebo pfi uplném zatméni Slunce.
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Obr. 1 Keplerovské parametry eliptické drahy planety, které
urcuji orientaci drahy v prostoru, jsou: inklinace i,
délka vzestupného uzlu Q a argument perihelia w.
S ¢asem se nepatrné méni vlivem dalSich planet,
precese a nutace zemské osy.

V roce 1915 Albert Einstein publikoval v [5, s. 839]
relativisticky vztah pro thel staceni perihelia za jeden
obéh

£=24r' ——=5012:10" rad, (1)

T’ (1-¢%)

kde podle soudobych dat je T = 7,6005-10° s obézna
doba Merkuru, e = 0,2056 je excentricita jeho eliptické
drahy, a =57,909-10° m je délka odpovidajici hlavni po-
loosy a ¢ =299 792 458 m/s je rychlost svétla ve vakuu.
Odtud prostym dosazenim vyplyva hodnota staceni,
ktera je ve vyborné shodé s Le Verrierovymi a New-
combovymi vypocty,
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3600" = 43" za stoleti, )
kde 7 =3 155 814 954 s je ¢asova délka stoleti.

Zde je ale nutno zdtraznit, Ze za poslednich 100 let
se posunulo perihelium Merkuru celkem o cca 5600"
(viz [4]), z ¢ehoz priblizné 5027" je zplisobeno precesi
zemské osy. Jarni bod (viz obr. 1), od néjz se méti rovni-
kova souradnice rektascenze, se totiz stéhuje po eklip-
tice? primérné o 50,27" za rok. Tato hodnota je na-
vic neustdle zkreslovana nutaci zemské osy o +9,21"
s periodou 18,6 roku. Uloha presného stanoveni polo-
v astronomii. PouZivat ¢asové zavislé rovnikové sou-
fadnice 1. druhu (rektascenzi a deklinaci) pro popis
drahy Merkuru tedy neni vhodné.

Proto budeme dale uvazovat pravodhlou heliocen-
trickou soustavu, jejiz poloha se vzhledem ke stalicim
neméni. V této soustavé je soudobé pozorované staceni
perihelia Merkuru v disledku gravita¢niho ptsobeni
ostatnich planet ptiblizné rovno 575" za stoleti, coz je
vice nez desetindsobek hodnoty uvadéné v (2). Podle
Le Verrierovych vypoctt [25, s. 99] je staceni perihelia
Merkuru ovlivnéno dal$imi planetami takto:

2 Ekliptika je rovina, v niZ obihd Zemé kolem Slunce. Protoze
vSechny planety maji nenulové inklinace (napt. Jupiter 1,3°,
Saturn 2,5°), poloha ekliptiky se v prostoru také nepatrné
méni s ¢asem gravitatnim ptsobenim planet. Jarni bod je
jeden ze dvou pruseciki ekliptiky s nebeskym rovnikem.
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 Urcit,

kde presne

se nachazi
skutecne
perihelium
Merkuru, je
jednou z nej-
obtiznéjsich
Uloh soudobé
astronomie. €€

laneta vliv na staceni perihelia
i Merkuru

Venuse 280,6"
Zemé 83,6"
Mars 2,6"
Jupiter 152,6"
Saturn 72"
Uran 0,1"
Celkem 526,7"

Tab. 1 Vlivjednotlivych planet na sta¢eni perihelia Merkuru
za stoleti podle [25].

Prosty soucet na poslednim radku je tfeba chapat
jen priblizné, protoze se jednd o nelinedrni tlohu, pro
niz takovyto soucet neni opravnény. Navic hodnoty
v samotnych fadcich jsou zatizeny velkymi chybami
ve srovnani s (2), i kdyz napf. u Jupiteru se uvadéji az
na 4 platna mista. V dobé, kdy Le Verrier provadél
svoje vypocty, totiz nebyly pfesné znamy hmotnos-
ti planet. Le Verrier [25, s. 19] se kuptikladu domni-
val, Ze Merkur ma dvakrat vétsi hmotnost, nez je jeho
soucasnd, presné zmérend hmotnost pomoci obézné
doby druzice Messenger a 3. Keplerova zdkona. Hmot-
nost Zemé naopak podcenil na pouhych 93,7% dnes
uznavané hodnoty. Proto ani nemohl dostat vérohod-
né gravita¢ni sily mezi planetami. Pfitom nefesil sou-
stavu obycejnych diferencialnich rovnic popisujicich
problém N téles, ale pomoci své perturbacni teorie
se omezil jen na soucty jistych kone¢nych rad. Nadto
mél k dispozici relevantni idaje o polohdch planet jen
za poslednich 50 let.

Hodnoty v tabulce 1 jsou zatiZeny i dal§imi chyba-
mi. Napt. Jupiter se na zac¢atku kazdého stoleti nacha-
zi pokazdé jinde, protoze 100 let neni délitelné beze
zbytku jeho obéznou dobou 11,861 roku kolem Slunce.
Totéz plati i pro dalsi planety, které tak ovliviiuji dra-
hu Merkuru v ¢ase dosti nepravidelné tim, Ze na néj
pusobi z riznych smért. Pro kazdé stoleti tak mtize-
me dostat jinou hodnotu staceni perihelia (srov. obr. 2
vpravo a téZ obr. 6).

0sidny rozdil dvou skoro stejné velkych ¢isel

Protoze Le Verrierovy a Newcombovy ru¢ni vypocty
zdaleka nedosahovaly piesnosti ani jednoduché poci-
tacové aritmetiky (kdy se ¢islo uchovava v 6 bajtech)
a jsou zjevné zatizeny nejrtiznéj$imi chybami, omezi-
me se dale jen na soucasny stav. Ozna¢me pismenem
O pozorovanou (angl. observed) hodnotu sta¢eni peri-
helia Merkuru za stoleti a pismenem C pocitanou (angl.
calculated) hodnotu tohoto sta¢eni pomoci Newtono-
vy mechaniky. V dne$ni dobé se vSeobecné tvrdi, ze
plati rovnost

O-C=E, (3)

M

kde E je Einsteinem predpovédénd hodnota (2). Napri-
klad v [11, s. 457] se piSe, ze

O =575"za stol. a C = 532" za stol.,

coz podle (3) dava hodnotu (2). Pokud v8ak alesporn jed-
na veli¢ina ve vztahu (3) neni spravné stanovena, pak
proklamovana rovnost (3) mnoho nepfinasi a hodnota
E se muze odliSovat od skute¢nosti.

Numeri¢ti matematici dobte védi (viz [7]), Ze pti
odecitani dvou skoro stejné velkych ¢isel (viz (3)) v ko-
ne¢né pocitacové aritmetice s pohyblivou desetinnou
¢arkou je vysledek zatizen velkou chybou. Pfi odeéitani
dvou skoro stejné velkych cisel sice obecné nedocha-
z{ k zaokrouhlovdni, ale mantisa rozdilu obsahuje jen
malo platnych mist, coZ nutné vede ke ztraté pfesnosti.
Uvedme si prosty ilustra¢ni priklad.

Priklad

Predpokladejme pro jednoduchost, Ze mantisa ma
jen 5 cifer a pocitejme rozdil 3,1416 - 10° - 3,1415- 10°.
Pocitac si jako vysledek ulozi ¢islo 1,0000- 107, kde
¢tyti nuly v mantise nejsou platné cifry. To zname-
nd, ze se chyba rozdilu presune jiz na druhou cifru
v mantise (a to obecné az z posledni cifry ze zaddni).

V nasledujicich tfech kapitolach ukdZeme, Ze vSech-
ny tfi hodnoty v (3) jsou zatiZeny velkym mnozstvim
rozli¢nych chyb, a tak uvadénd rovnost (3) neni prilis
vérohodna. Poznamenejme jesté, ze plny uhel ma pres
milion obloukovych vtefin, nebot

u=360-3600"=1296000"

zatimco ve vztahu (2) je neceld obloukova vtefina
za rok. Vzdalenost perihelia Merkuru od Slunce je r,
=a - ae = 46-10°km. Podle (2) tak dodate¢né stadeni
perihelia &in{®

2mry/u - 0,43" = 96 km za rok. 4)

Ptfitom Merkur se pro srovnani pohybuje rychlosti
cca 50 km/s.

Pozorované staceni perihelia Merkuru

Ur¢it, kde se presné nachazi skute¢né perihelium Mer-
kuru, je jedna z nejobtiznéjsich tloh soudobé astro-
nomie a vypocetni matematiky, a to z mnoha divodd.
V ptipadé malé excentricity 0 < e << 1 jde o $patné pod-
minénou ulohu, protoze napt. pro kruhovou drahu je
perihelium v kazdém bodé. Excentricita drahy Merku-
ruje sice pomérné velka e = 0,205 6, ale protoze vedlejsi
poloosa Merkurovy drahy ma délku

b=ayl-é* =0,98q,

je draha témér kruhova a Slunce je vjednom z ohnisek.

Merkur lze pozorovat jen nékolik dni v roce, a to
v projekci na presvétlenou nebeskou sféru. Proto je ob-
tiZné ze Zemé stanovit jeho hodnovérné uhlové vzda-
lenosti od sousednich hvézd. Vétsinou se totiz nachazi

3V [10, s. 1048] se chybné tvrdi, Ze je to 120 km za rok.

Obr. 2 Vlevo je zobrazeno idealizované rovnomérné
staceni perihelia Merkuru ve sméru obéhu. Pro vétsi
néazornost je volena vysoka excentricita e = 0,8.
Vpravo je schematicky zndzornéno nerovhomérné
staceni perihelia zplsobené ostatnimi planetami.
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vblizkosti horizontu pti vychodu ¢i zapadu Slunce, kde
pusobi zna¢né potize tzv. astronomicka refrakce atmo-
sféry (viz tabulka 2 prevzata z [6, s. 32]):

zenitova vzdalenost stiedni refrakce

2040
0° 0

20° 022"
40° 0'50"
60° 143"
70° 2'43"
80° 5'30"
90° 35

Tab. 2 Vliv zenitové vzdalenosti na stiedni refrakci
atmosféry.

Hodnota refrakce navic zavisi na teploté vzduchu,
jeho tlaku, vlhkosti apod. V§imnéme si, Ze hodnota
na poslednim fadku tabulky je uddna v obloukovych
minutdch, a nikoliv vtefinach (srov. (2)). Je dokonce vét-
$§i nez uhlovy pramér Slunce 30". Kdyz se Slunce pii za-
padu dotkne obzoru a my bychom okamzité odstranili
zemskou atmosféru, tak by Slunce bylo jiz pod obzorem
a nastala by tma. Proto se v dne$ni dobé urcuje poloha
Merkuru na nebeské sféfe pomoci druzicovych méreni.

Pro urceni okamzité polohy Merkuru v heliocent-
rickych soufadnicich potfebujeme zndt presné nejen
jeho ¢asové zavislou rektascenzi a deklinaci, ale také
vzdalenost* od Zemé, kterou lze v soucasnosti ziskat
pomoci radarovych odrazii [21]. Pfitom je tfeba v8ak
vzit v Gvahu, Ze i Zemé se pohybuje béhem méfeni
po draze, jez neni elipticka.

Namérené polohy Merkuru jen v kone¢né mnoha
casovych okamzicich se kazdopadné museji dosti slo-
Zitym zptisobem interpolovat a pak prepocitat na helio-
centrické soufadnice, v jejichZ sttedu je Slunce a které
jsou neménné viici vzdalenym nehybnym kvasartim.

Zde vsak nastavd dal$i zdvazny problém, protoze
skute¢na draha Merkuru neni eliptickd. Pro ilustraci
uvazujme nejprve pouze jednoduchou soustavu Slun-
ce-Jupiter, kde hmotnost Slunce, resp. Jupiteru je

M =1,989-10°"kg, resp. m = 1,899 -10% kg.

Umistime-li tézité této soustavy do pocatku kar-
tézskych soutadnic, pak ze vztahu MR = mr zjistime,
Ze vzdalenost Jupiteru, resp. Slunce od pocatku je r =
778-10°km, resp. R = 743 000 km, zatimco polomér

Slunce je 696000 km, srov. (4). Vidime tedy, Ze téZisté této
soustavy lezi mimo Slunce a Slunce i Jupiter jej obihaji.

4 V dobé Le Verriera bylo mozno stanovit vzdalenost Merku-
ru jen velice obtiZné pomoci Keplerovych zakont a Keplero-
vy rovnice.

fyzikalni
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matematicky
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eo(t)
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Obr. 3 Projekce drahy newtonovského tézisté slunecni
soustavy do ekliptiky v obdobi 2000-2050. Stied
Slunce je v pocatku heliocentrické soustavy a jeho
prdmér je téméf 1,4 milionu km. Tézisté se posune
kazdy den zhruba o 1000km, zatimco podle (4)
dodatecné relativistické staceni perihelia Merkuru
¢ini primérné pouhych 96 km za cely rok.

Slunce v$ak vychyluji i ostatni planety (zejména ty
vzdélené), a tak heliocentricka soustava neni inercialni.
Na obr. 3 je zndzornéna projekce drahy newtonovské-
ho tézisté slune¢ni soustavy v heliocentrickém systému
za pil stoleti od r. 2000. Skute¢nd drdha Merkuru proto
neni elipsa, v jejimz jednom ohnisku je Slunce, ale je to
velice komplikovand prostorova trajektorie (srov. pozn.
pod carou 2), jez je polohou tézisté slune¢ni soustavy
ovliviiovana. Neni tedy zfejmé, jak presné definovat
napf. hlavni poloosu drahy Merkuru, kterd by se po-
dle (1) méla stacet. Také neni jasné, jak viibec stanovit
analogii newtonovského tézisté slune¢ni soustavy pro
konec¢nou rychlost Sifeni gravitace.

Uvedme dalsi skute¢nosti, které je tfeba vzit v uvahu
pro stanoveni skute¢né polohy Merkuru. Merkur se po-
hybuje priomérnou rychlosti kolem 50 km/s. Jeho pru-
mér je téméf 5000 km a Ghlovy pramér pti prechodu
pres slune¢ni disk je 12". Nez informace o jeho poloze
doputuje rychlosti svétla na Zemi, posune se o vice nez
3 své primeéry, tj. cca 40" a 17000 km (srov. (2) a (4)).
Astronomické tabulky v§ak uvadéji souradnice planet,
kde je vidime, a ne kde se pravé nachazeji.

Pro stanoveni skute¢né polohy Merkuru je tfeba
vzit v uvahu i aberaci svétla, jez pro zemskou drdhu
¢ini = 20" Je tfeba prihlédnout i ke kalibraci ptistrojt,
coz je nezbytné pri uréovani rovnikovych souradnic
Merkuru a jeho vzdalenosti od Zemé. Stanoveni sku-
te¢né drahy Merkuru z astronomickych pozorovani
je tedy nesmirné obtizna tloha zatiZend mnoZstvim
nejriznéj$ich chyb, coz méd nemaly vliv na hodnotu
O ve vztahu (3).

numerické
vysledky

diskrétni
model

e5(t)

Obr. 4 Chyba modelu e(t) je rozdil mezi fyzikélni realitou a jejim matematickym popisem. Diskrétni kone¢né rozmérny
model se lisi od matematického modelu o diskretiza¢ni chybu e,(t). Kone¢né v e,(t) jsou zahrnuty zaokrouhlovaci
chyby, iteracni chyby apod.
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Obr. 5 Znézornéni prichodu rovinné gravitacni viny dvéma
detektory LIGO v USA

Pocitané staceni perihelia Merkuru

Na obr. 4 je obecné schéma vypocetni matematiky pro
numerické feseni skute¢nych (neakademickych) pro-
blémt matematické fyziky. Vzdy se dopoustime tii
zékladnich typa chyb: chyby modelu e, diskretiza¢ni
chyby e, a zaokrouhlovacich chyb e,.

V nasem pripade¢ je fyzikalni realitou slune¢ni sou-
stava. Jeji vyvoj se vét§inou modeluje pomoci problému
N téles, jez na sebe vzajemné gravitacné piisobi. Télesa
jsounahrazena jen idealizovanymi hmotnymi body, je-
jichz polohy a rychlosti jsou uréeny soustavou diferen-
cialnich rovnic (viz napf. [18]) s danymi poc¢ate¢nimi
podminkami, coz pfedstavuje uvazovany matematicky
model a vznika tak chyba modelu e,,. Pfislusna soustava
je nelinearni a ma mnoho nerealistickych feseni, kterd
mj. pripoustéji vysoce nadsvételné rychlosti (napt. po-
dle [18] se 5 téles muze dostat do oo v konecném case).
Proto je obtizné odvodit zaru¢eny odhad chyby mo-
delu, ktery nelze zlepsit. Chyba modelu e, se vét§inou
ignoruje, protoze na kratkych ¢asovych intervalech
dava Newtonova mechanika ve slune¢ni soustavé ve-
lice dobrou aproximaci skute¢nosti. Chybu modelu e,
ovliviiuje i predpokladana nekone¢na rychlost $ifeni
gravita¢ni interakce, ktera je ve skute¢nosti jisté kone¢-
nd. Dva detektory LIGO vzdalené od sebe d =3 002km
zaznamenaly v r. 2015 prichod gravita¢ni viny At =
6,9 ms po sobé [1, s. 2]. To okam?Zité vede na horni od-
had rychlosti gravita¢nich vin

Cg= (d sin a)/At < d/At = 434783 km/s

ve vakuu nebo v zemském télese, viz obr. 5.

Pro N > 2 nema obecné problém N téles analytické
FeSeni, a proto se jeho feseni obvykle aproximuje po-
moci numerickych metod. To vede na tzv. diskrétni ko-
ne¢né rozmérny model, jenz zptsobuje dal$i chybu e;.
Problém N téles neni stabilni vii¢i zméné pocate¢nich
podminek a trvale pusobicim poruchdm. Kazda nu-
merickd integra¢ni metoda tak dava nezanedbatelnou
diskretiza¢ni chybu na dlouhych ¢asovych intervalech,
ikdyz pouzijeme dvojnasobnou (8 bajtl) nebo rozsire-
nou (10 bajtt) aritmetiku.

Kone¢né chyba e, zavisi mj. na pouzitém pocitadi,

programovacim jazyku i na zptisobu naprogramovani’.

5 Pro katastrofalni chovani zaokrouhlovacich chyb - viz [7,
5. 290].

Numerické chyby se obvykle vzajemné nerusi, nybrz se
akumuluji a rostou v prubéhu vypoctu vétsinou expo-
nencialné. Kazdy vypoctar (ale i pozorovatel) tak mize
dostat rozdilné vysledky. Napf. v Rusku pouzivaji pro
vypocet efemerid planet [14] zcela jiné programy nez
ve Francii [3] ¢i vNASA Jet Propulsion Laboratory, Pa-
sadena, USA, viz [20] a [21].

Rozdil mezi pfesnym a ptibliznym feSenim mate-
matického modelu se v numerické matematice odhadu-
je pomoci apriornich ¢i aposteriornich odhadt chyby.
Tento krok je velice diilezity. Pokud neprovedeme spo-
lehlivou analyzu chyby, nevime vlastné, co jsme spoci-
talia jak daleko je numerické feseni od feseni presného.

Spojnice perihelia a afélia (odsluni) se nazyva p#im-
ka apsid. Jak jiz bylo feceno, obézné doby planet nejsou
v poméru malych celych ¢isel, a proto se staci primka
apsid, a tim i perihelium Merkuru dosti nepravidelné.
Vyplyva to i z numerickych simulaci problému N téles.

Naptiklad z divokého a dosti chaotického prabéhu
funkce stac¢eni primky apsid na obr. 6 je zfejmé, Ze pro
stanoveni hodnoty C nelze dosdhnout presnosti ani
nékolika obloukovych vtefin za stoleti. Proto se v lite-
ratufe uvadéji rizné odli$né hodnoty (zaokrouhleno
na celd ¢isla), napt. C = 532" za stol. (viz [10, s. 1113]),
C = 531" za stol. (viz [17, s. 2]), C = 530" za stol. (viz
[24, s. 6]), C = 529" za stol. (viz [15, s. 197]). Viz téz
tabulku 1. Pfesto vSichni autofi shodné uvadéji Ein-
steinovu hodnotu (2). Navic viibec neni zfejmé, jaka je
definice std¢eni za 100 let. Pokud je tim minéna jakasi
pramérna hodnota, tak se musi pfesné definovat, jak
se priméruje. Casovy interval na obr. 6 je totiz dlouhy
jenom 5 let.

Inklinace Merkurovy drahy vzhledem k ekliptice je
i="7°,a proto se nejednd o rovinny problém (viz obr. 1).
Z kapitoly 1 vime, Ze vypocet poloh planet se provadi
v pravouhlych heliocentrickych soutadnicich (X, Y; Z).
Pro ilustraci naznac¢me, jak Ize v ¢ase t parametrizovat
napt. soufadnici X stfedu Zemé (se kterou navic clou-
ma Mésic):

X =0,0056114 + 0,001234 ¢
+0,9998293 cos(1,7534857 + 6283,0758501¢)
N +0,000011 tcos(25(())2+6283,1 )]
+ZA, cos(B; + C; f) + ZA,t cos(B; + C; 1),

i=1 i=39

kde 120 konstant A;, B, C; je dano tabulkou uvedenou
v [3, 5. 313] a t se udéva v tisicovkach julidnskych let
od data J2000.0. Jde tedy o priblizné analytické vy-
jadfeni X ve tvaru souctu polynomu s trigonomet-
rickymi polynomy, coz prispiva k celkové numerické
chybé. Podobné se parametrizuji i zbylé soutadnice Y,
Z aheliocentrické souradnice dalsich planet. Integrac-
ni konstanty se vZdy po nékolika letech opravuji tak,
aby byly v souladu s pozorovanymi polohami planet,
srov. [2] a [3].

Eliptické dréhy testovacich ¢astic dostaneme jen
v poli centrélni sily, kdy je gravita¢ni potencidl tmér-
ny 1/r. Ve slune¢ni soustavé tomu tak ale neni. Napf.
celkova hmotnost meziplanetdrnitho prachu kolem
Slunce, ktery zptisobuje zodiakalni svétlo, se odhaduje
na 10'® az 10"7kg. V praci [16] se piipousti jeho zcela
nepatrny vliv na staceni perihelia Merkuru spole¢né
s pdsem asteroidii, kometami apod. Podle [17] zplosténi
Slunce ptispiva k celkovému stdéeni perihelia Merkuru
jen 0,0254" za stoleti. Méli bychom také vzit v ivahu
chyby v urceni fyzikalnich konstant (napf. gravita¢ni
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konstanty G, hmotnosti Slunce a planet), vliv magne-
tickych poli, slapové sily, kone¢nou rychlost $ifeni gra-
vita¢ni interakce apod. Velké mnozstvi drobnych chy-
bicek totiz mutize zptisobit nezanedbatelnou celkovou
chybu e; + e+ e,.

Postup Alberta Einsteina

Einsteinovy rovnice pro slune¢ni soustavu nemohou
dévat pfesnou hodnotu pozorovaného staceni perihelia
Merkuru O ze vztahu (3), protoze kazda rovnice mate-
matické fyziky je vidy jen aproximaci reality a zptiso-
buje tak nenulovou chybu modelu. Navic Einstein roz-
hodné nefesil své rovnice obecné teorie relativity pro
slune¢ni soustavu, coZ je soustava deseti nelinearnich
parcialnich diferencidnich rovnic. Jejich presné feseni
totiz neni zndmo ani pro 2 stejné hmotnd télesa. Proto
Einstein musel ucinit celou fadu zjednoduseni, aby se
vubec dopracoval k néjaké hodnoté staceni perihelia
Merkuru. Jinymi slovy, vztah (2) nebyl odvozen jako
dusledek Einsteinovych rovnic ve smyslu matematic-
ké implikace.

Einstein predpokladal, Ze zaktiveni prostoru v oko-
li Slunce je dano ¢asové nezavislou Schwarzschildo-
vou metrikou vné sféricky symetrického objektu [9].
Tzn. Ze uvazované zaktiveni prostoru nezahrnuje gra-
vita¢ni vliv Merkuru, Jupitera a dalsich planet (srov.
obr. 3). Schwarzschildova metrika je dale nahrazena jen
feSenim pro tzv. slabd gravita¢ni pole, kde se vyuziva
PPN formalismus (angl. Parametrized Post-Newtonian
Formalism) pro rychlosti v << c. Skute¢nost, Ze rych-
lost Merkuru je podstatné mensi nez rychlost svétla,
tak Einsteinovi umoznila provést fadu zjednodugeni®.
Kuptikladu zanedbal ¢leny vyssiho fadu pti vypocétu
Christoffelovych symboli. Po nékolika strankach (viz
[5, s. 833-837]) dal$ich aproximaci dochazi k obycej-
né diferencialni rovnici, jejiz feSeni vede na elipticky
integral

6 Jejich kritika se uvadi v dopise Karla Schwarzschilda Al-
bertu Einsteinovi ze dne 22. 12. 1915 - viz anglicky pteklad
¢lanku [5].
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Obr. 6 Staceni ptimky apsid drahy Merkuru béhem pouhych

5 let pocitané numericky z problému N téles

(upraveno podle [15]).

Planeta Merkur

dx 5)
J-(x—a)(x-a,)(1-ax)

¢=[1+Z(a1 +a2):|T

kde ¢> 180° je tihel mezi radiusvektorem perihelia
a radiusvektorem nasledného afélia Merkurovy drahy,
a =@l +e)", ay= (@l -e),

o =2GM]/c? (6)

je Schwarzschildiv polomér Slunce. ProtoZe integral
v (5) nemd zndmé analytické feSeni, Einstein pouzil
linedrni ¢4st z Taylorova rozvoje

1

1—ax

=1+lax+§a2x2+m

a funkci ¢ z (5) aproximoval takto

T (I+ox/2)dx

o
¢ N[Hz(aﬁ%)L«/m -

B 3 _ 3a
=n[l+ 2 oo, +a,)] _”[H-Za(l—ez)}'

Odtud z (6) a 3. Keplerova’ zdkona a*/T: = GM/(4n?)
plyne, Ze po jedné otocce (pfesnéji mezi dvéma po sobé
jdoucimi priichody periheliem) se perihelium posune
o thel

2
- YL
a(l-¢e%) ac (1-¢°) Tc(1-¢%)
coz je vztah (1), ktery podle (2) udava idealizovanou
relativistickou hodnotu staceni perihelia Merkuru 43"
za stoleti (srov. obr. 2 vlevo).

Einstein v [5, s. 839] pise, Ze astronomové pozoruji
také dodate¢né staceni perihelia Marsovy drahy o 9”
za stoleti, zatimco jeho vztah (1) dava jen 1°za stoleti.
Tento enormni nesoulad se bohuzel v béiné literatute
zamlCyje. Jinymi slovy, neuvadéji se sporné hodnoty
pro Mars, ale jen hodnoty pro Merkur, které se hodi.

V fadé publikaci (viz napt. [13], [17]) se uvadi hod-
nota (2) dokonce na 4 platna mista 42,98 za stol., kdyz
se dosadi zpfesnéné hodnoty a, e a T do jednoduchého
vztahu (1). Ze byl tento vztah odvozen pomoci mno-
ha aproximaci Einsteinovych rovnic, v§ak autofi ne-
komentuji. Jinymi slovy, ignoruji chyby e, a e, z obr. 4.

=3

7 Poznamenejme, Ze vSechny tii Keplerovy zdkony plati jen
priblizné.

» Einstein
musel ucinit
celou fadu
zjednodusen,
aby se vibec
dopracoval

k néjaké
hodnoté
staceni perihelia
Merkuru. €€
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9 Hodnota
relativistického
staceni perihelia
Merkuru 43"

za stoleti se
tyka jen ide-
alizovaného
pripadu. €€

Prechod Merkuru pres slune¢ni disk dne 9. 5. 2016.

Hodnota staceni perihelia Merkuru (2) tak nemusi
odpovidat skute¢nosti. Einstein zanedbava téz zareni
Slunce. Samoziejmé nemohl vzit v uvahu i dalsi drob-
né efekty, které v roce 1915 nebyly znamy. Napt. pocita
pouze s nulovou kosmologickou konstantou A = 0, neu-
vazuje gravita¢ni aberaci, strhavéni prostoro¢asu rotuji-
cim® Sluncem (tzv. Lensetv-Thirringtiv efekt [8]) apod.
Zavér
V roce 1915 Albert Einstein odvodil hodnotu doda-
te¢ného relativistického staceni perihelia Merkuru 43"
za stoleti. V jeho ¢ldnku [5, s. 831] se tvrdi, Ze Le Verrie-
rovi schazelo ptiblizné 45“za stoleti k vysvétleni rozdi-
lu mezi pozorovanou a napoc¢itanou polohou perihelia.
Tim Einstein zptsobil senzaci a jeho obecna teorie rela-
tivity se razem stala slavnou. Hodnota relativistického
staceni (2) se vSak tykd jen idealizovaného ptipadu, kte-
ry se od skute¢nosti dosti odlisuje. Byla ziskdna pomoci
mnoha zjednoduseni bez zaru¢enych odhadu chyby.

Pfitom je velice obtizné oddélit relativistické efek-
ty od podobné velkych efektt Newtonovy mechaniky
a mnoha dalsich aproximaci. Ve vztahu (3) se ode¢itaji
dvé skoro stejné velka ¢isla, ktera jsou navic zatizena
mnoha chybami. Uloha odhadu rozdilu sti¢eni perihe-
lia Merkuru ziskaného z astronomickych pozorovani
a numerickym feSenim problému N téles je tak Spatné
podminéna [24].

V ¢lanku jsme chtéli hlavné upozornit na to, Ze by-
chom neméli bez rozmyslu prebirat hodnotu (2) a $itit ji
dale, aniz bychom si provérili, jak se k ni dospélo. Také
bychom se méli vyvarovat vyroki, Ze rozdil pozoro-
vaného a pocitaného staceni perihelia Merkuru podle
Newtonovy mechaniky je pfesné roven 43" za stoleti.
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