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Proc je obvod Slunce mensSi nez 27wr?
Michal K¥rizek
Vénovano Ing. Viadimiru Novotnému k jeho 65. narozenindm

Abstract [Why the Sun’s circumference is less than 27rr?]: In this paper
we investigate differences between the Euclidean geometry and the spacetime
geometry. We derive formulas for the proper radius and proper volume of a ho-
mogeneous mass ball. We shall see that the homogeneous ball, whose mass and
radius is the same as that of the Sun, has its circumference about 3 km shorter
than 27r, where r is its proper radius. Similarly, the Earth has its proper vo-
lume about 457 km? larger than the massless ball with the same circumference.
The difference between the classical Euclidean geometry and the geometry of
a curved spacetime will be most visible for balls corresponding to compact as-
trophysical objects such as, e.g., neutron stars.

Key words: Interior Schwarzschild metric, proper radius, coordinate radius,
proper volume

Souhrn: V ¢lanku vySetfujeme rozdily mezi eukleidovskou geometrii a geo-
metrii prostoroc¢asu. Odvodime vztahy pro skuteény polomér a skute¢ny objem
homogenni hmotné koule. Uvidime, Ze takova koule o hmotnosti a poloméru
Slunce ma zhruba o 3 km krat$i obvod nez 27r, kde r je skute¢ny polomér
Slunce. Podobné& Zemé m4 skute&ny objem piiblizné o 457 km? vétsi objem nez
nehmotna koule o stejném obvodu. Rozdil mezi klasickou eukleidovskou geo-
metrii a geometrii zakiiveného prostorocasu bude nejvice patrny pro koule od-
povidajici zhroucenym kompaktnim astrofyzikalnim objektiim, jako jsou napf.
neutronové hvézdy.

Klic¢ova slova: vnitini Schwarzschildova metrika, skuteény polomér, zdanlivy
polomeér, skutecny objem

MESC: G30, G60, 150, 160.

Uvod

Symbolem E" oznaéme n-rozmérny eukleidovsky prostor. V eukleidovské roving E2
je pomér obvodu kruznice k jejimu poloméru vzdy roven 27. Na hladké zaktivené

plose (varietd) v E3 to obecné pravda neni. Co zde ovem rozumime kruznici, jejim
polomérem a obvodem?



Pro nazornou ptedstavu uvazujme provazek délky R > 0, ne prilis dlouh}'l,
abychom se vyhnuli rozmanitym paradoxnim piipadtim. Jeden konec provazku necht’
je upevnén ve zvoleném bodu O plochy. Druhym koncem opiseme uzavienou kiivku
tak, aby byl provazek stale natazeny a lezel v dané zaktivené plose. Kruznici o sttedu O
a poloméru R budeme rozumét vyslednou kiivku a obvodem kruZnice budeme rozu-
mét délku této kiivky.

Popsanou situaci Ize matematicky formalizovat prostfednictvim geodetik (tj. nej-
kratSich spojnic dvou bodli) a vztahi pro délku hladké kiivky v trojrozmérném pro-
storu. Délka ktivky, jez je zadana parametricky z = ¢(s), y = ¥(s), z = x(s),
51 < s < 89, ¢ = dp/ds atd., je podle [, s. 592] rovna

- /82\/¢2(s) +42(s) + x2(s) ds = /52\/5& 2+ 2ds.

Nas okolni svét se od eukleidovského prostoru odlisuje tim, Ze hmotné objekty
skute¢ny prostor zakiivuji. V celém ¢lanku budeme predpokladat, Ze toho zakiiveni
je dostate¢né presné popsano obecnou teorii relativity. Kouli na trojrozmérné zakfi-
vené varieté vlozené do E™ pro vhodné n > 3 Ize definovat podobné jako kruznici na
zakiivené plose. Pro jednoduchost se budeme nadale zabyvat pouze sféricky symet-
rickymi objekty.

Obrazek 1. Schematické zndzornéni deformace prostoru homogenni hmotnou kouli. Kladnd
hmotost koule zpiisobi, Ze obvod kruznice o poloméru R bude mensi nez 2w R. Vinka nad R
oznacuje, ze jde o polomer méreny na odpovidajici zakiivené varieté. Jde vilastné jen o jeji
Fez vodorovnou rovinou, protoze vertikalni smer slouzi pouze k ilustraci zakviveni variety.

'Tim se vyhneme tomu, aby kruZnice prochazela svym sttedem napf. na vélcové plose. Podobné
zjistime, Ze na jednotkové sféfe neexistuje kruznice o poloméru R = 4.



Koule
B ={(z,y,2) € B}|2® +4? + 22 < R?}

o poloméru R > 0 v trojrozmérném eukleidovském prostoru ma obvod 27 R. Sku-
tecna homogenni hmotna koule o stejném obvodu 27 R ma ale v zakiiveném prostoruE
(prostoro&asu) del3i polomér R (viz obr. [I}). V tomto &lanku odvodime, o kolik se pro
homogenni hmotnou kouli 1i§i R od R. Také ukdZeme, Ze jeji objem, resp. povrch
je mensi nez %wf%?’, resp. 47 R2. Konkrétni piipady (v&etn& nageho Slunce) uvedeme
v kapitole 4.

1 Zakladni vztahy a definice

Vzdalenost dvou libovolnych bodt (x, y, z) a (x+dx, y+dy, 2+dz) v trojrozmérném
eukleidovském prostoru E? je dana délkovym elementem di, ktery splituje zobecng-
nou Pythagorovu vétu

di? = d2? + dy?* + dz*. (1)

Misto kartézskych soutadnic (x, y, ) je pro kouli vhodnéjsi pouzivat standardni sfé-
rické souradnice (r, ¢, 0),

x =rsinfcosp, y=rsinfsiny, 2z =rcosh, 2)

kde 7 > 0, ¢ € [0,27) a f € [0, 7], viz obr. . Dale budeme ptedpokladat, Ze body
(r,p,0)a(r+dr, o+de, 0+d0) jsou infinitezimalné blizké. Postupnym derivovanim
podle (7, ¢, ) lze metriku ([]) ptevést pomoci (B) na tvar (podrobnosti viz napt. [2])
a\ /1 0 0\ /dr
di? = dr? + r?sin? 0 dp? + 12d6? = [dp| [0 r2sin?6 0 | [de|. @3)
dg/ \0 0 r?) \df

V tomto specidlnim ptipadé je redukovany metricky tenzor typu 3 x 3 dan diagonalni
matici na pravé strané vztahu ([).

V dusledku sférické symetrie budeme obvodem koule rozumét délku jeji libovolné
hlavni kruznice, napft. rovniku.

*Nadale budeme pouzivat jen termin prostor misto prostorocas, protoze uvazované koule budou
nehybné.
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Obrdzek 2. Bod (x,y, z) ve standardnich sférickych souiadnicich (r, ¢, 6)

Definice 1. Ma-li koule obvod o, pak ¢islo
0
R=—
27
nazveme jejim zdanlivym polomeérem.
Definice 2. Vzdalenost stfedu koule k jejimu libovolnému bodu na povrchu oznacime
R a nazveme skutecnym polomérem.

V eukleidovském prostoru davaji ob¢ definice pro danou kouli stejné hodnoty,
tj. R = R. V nasledujici kapitole viak uvidime, Ze v obecné teorii relativity, ktera
veérnéji popisuje nas okolni svét nez eukleidovska geometrie, tyto definice nedavaji
stejné hodnoty a méli bychom je dtsledné rozliSovat. Zdanlivy polomér je totiz mensi
ne skuteény polomér hmotné koule (viz obr. [Il), protoze hmotné objekty zakiivuji
prostor kolem sebe véetné svého vnitiku. Skute¢nému polomeéru (angl. proper radius)
se nc¢kdy fika vlastni nebo relativisticky polomér. Zdanlivy polomér se v anglické
literatufe vétSinou oznacuje slovem coordinate radius.

Zm¢éfit obvod Zemé a tim 1 jeji zdanlivy polomér je teoreticky mozné. Naproti
tomu zm¢éfit jeji skutecny polomér je takika nemozné. To je jeden z dtvodi, proc¢
budeme hledat vztah mezi obéma typy polomért. Dalsi diivod uvadime pted vétou 1.

2 Obvod, povrch a skuteény polomér homogenni hmotné koule

Pro jednoduchost uvazujme homogenni nerotujici kouli ve vakuu o hmotnosti M > 0.
Jeji zdanlivy polomérE oznacme R > 0. V roce 1916 slavny némecky matematik a fy-
zik Karl Schwarzschild® odvodil vztah pro metriku uvnitt takovéto koule (viz [3]).

3Smysl definice 1 bude patrny ze vztahu (§).

*Karl Schwarzschild (1873 —1916) v roce 1915 také jako prvni nasel specialni vakuové feseni Ein-
steinovych rovnic (angl. the Schwarzschild blackhole solution), viz ().
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Tehdy $lo o prvni nevakuové feSeni Einsteinovych rovnic. Schwarzschild ptedpokla-
dal, Ze koule je tvofena idealni nestlacitelnou tekutinou, aby se vyhnul pfipadnému
vnitinimu mechanickému napéti v pevnych latkach, které nepatré ovlivituje rozlo-
zeni gravitacniho pole. Potom podle [4] (viz téz [, s. 529]) pro odpovidajici casove
neménny (j. dt = 0) délkovy element di plati (srov. (B))

RB
dI? = o dr? ¥ sin® 0 do® + r*d0?, (4)
kde OMC
Re==75 (5)

je Schwarzschilditv gravitacni polomér, G = 6.674 - 101! m3kg~'s~2 je gravita¢ni
konstanta, ¢ = 299 792 458 m/s je rychlost svétla ve vakuu a r € [0, R], ¢ € [0, 27),
6§ € [0, 7] jsou standardni sférické soutadnice. Vztahu (H)) se fika vnitini Schwarz-
schildovo reSent, viz [0, s. 213]. Tim se mini, ze odpovidajici metricky tenzor je ptes-
nym feSenim Einsteinovych rovnic (bez kosmologické konstanty).
Aby prvni koeficient na pravé strané metriky (4) byl kladny a nedélilo se nulou,
poZadujeme, aby
3 20 -1
R?’fR.r?:( —%) >0 Vrel0,R].
Tedy
R>R,. (6)

Poznamenejme, Ze prostor je zakiiven i vné hmotné koule [2]. Birkhoffova véta
tvrdi [[7], ze jeho zakiiveni mimo kouli (tj. pro r > R) je popsano standardni Schwarz-
schildovu metrikou pro pevny Cas (viz [8])

ar* = - r - 4”17 sin® 04?4 2dp” (7)
pro libovolné sféricky symetrické rozloZeni hustoty uvnitt koule. Vidime, ze pror = R
metrika () pro vnitiek koule spojité navazuje na Schwarzschildovu metriku (f7) de-
finovanou vné koule 8 Pro Ry — 0 prechazeji obé metriky () i () na standardni
eukleidovskou metriku (B)).

Pokusme se nejprve zintegrovat délkovy element (i) v tangencialnim sméru ko-
lem rovniku. Pror = R, dr = 0,60 = 7/2 a df = 0 mame

2m 2m
0:/ Rsin&dgo:R/ dy = 27 R. (8)
0 0

SPro zhroucené objekty (Serné diry) je Schwarzschildova metrika ([f) definovana pro r > R,.
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Obvod hmotné koule o zdanlivém poloméru R je tedy 27 R jako v eukleidovském pro-
storu. Stejny obvod dostaneme i pro metriku ([7). Zavadét zdanlivy polomér pomoci
definice 1 ma tudiz dobry smysl.

Pro povrchovy element na poloméru = R podle () plati

dS = (Rsinfdyp) - (Rd).

Odtud pomoci Fubiniovy véty pro povrch hmotné i nehmotné koule dostaneme rovnéz
standardni vztah

™ 2m ™
S:/ R( Rsin9d<,p)d0:27rR2/ sinfdf = 47 R2. )
0 0 0
Odtud vyplyva, Ze definici 1 bychom mohli ekvivalentné vyslovit také takto: Ma-li
koule povrch S, pak ¢islo R = %\ /.S /7 nazveme jejim zdanlivym polomérem.
Déle budeme vysetiovat délku skute¢ného poloméru R homogenni hmotné koule
v zakiiveném prostoru v radidlnim sméru r. Ze vztahtt dp = 0, d9 = 0, () a () pro
0 <7 < 72 < R dostavame okamzZité nerovnost (srov. obr. [I])

) 1 T2
/ 1_1%.7‘2(17“>/ dT:TQ—Tl.
T1 R3 T1

Odtud je patrno, Ze se délkovy element v radialnim sméru natahuje ve srovnani s euk-
leidovskym prostorem. Zde je dobré si uvédomit, Ze kazdy skutecny polomér hmotné
koule ptedstavuje geodetiku, tj. nejkratsi spojnici libovolného bodu na povrchu koule
s jejim stfedem, jak je pro nazornost nazna¢eno na obr. [Il.

Nyni se pokusime vypocitat délku skute¢ného poloméru. Jestlize dp = 0adf = 0,
pak se rovnost (i) ziejmé redukuje na tvar

dr?
P=———
d 1—a?

r2’
[ Re

Pror € [0,a!) Ize snadno ovéfit, ze funkcel

1
== 2

(10)

kde

®V&imnéte si, ze funkce f ma integrovatelnou singularitu v levém okoli bodu r = o~ .
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ma primitivni funkci

F(r)= éarcsin(ar). (13)

Ze vztaht () a ([L1)) vidime, Ze

R<R,/£”._a—1.

Primitivni funkci I miizeme tedy uvaZovat i na krat$im intervalu [0, R] C [0,a~1).
Vysledny vztah pro polomér homogenni hmotné koule v zakiiveném prostoru ziska-
me integraci délkového elementu dI pomoci vztahti ([L0), (12) a (13),

R /R dr ! arcsin(aR) (14)
= —_—=— aR).
0o V1—a?r? «

Odtud pro pevné R > 0 pouzitim 1’Hospitalova pravidla snadno zjistime, ze
R— R pro o — 0,

tj. kdyz M — 0, jak plyne z (B) a ({L1)).

Pro zadany obvod koule o ¢i jeji zadany povrch S existuje prave jeden zdanlivy
polomér R, zatimco jeji skuteény polomér R jednoznadng uréen neni. ZaleZi totiz na
hmotnosti koule M. Cim je M v&t3i, tim je R v&t3i.

Véta 1. Je-li M > 0 pevné, pak je funkce R — R—-R klesajici a ryze konvexni na
intervalu (Rq, 00).

Diikaz plyne pomoci standardnich prostiedkt matematické analyzy ze vztaha ([L1])
a ([12) s vyuzitim podminky (6).

3 Skute¢ny objem homogenni hmotné koule

Objemovy element ma podle () a ([10) tvar

dr

11—«

dv = — - (rsinfdyp) - (rdf). (15)
T

Snadno se Ize presvédcit, ze funkce

h(r) =
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ma na intervalu [0, o~ 1) primitivni funkei (srov. [9, s. 298])

1 r
— T aredi _ 1 a2
H(r)= sozaresiner — o — 1 —a?re.

Odtud podle Fubiniovy véty pro skutecny (relativisticky) objem homogenni hmotné
koule dostaneme

B R 7“2(17“ g 27
V= | — . sinfdp)dd = H(R) - 4x
/0 S 0(/0 o) (R)

_ E(M - RVI-a?R2). (16)

o? o

Pro pevné R > 0 lze pomoci I’Hospitalova pravidla a vztahu ([L1]) dokazat, Ze
~ 4
VV:i= §7rR3 pro o — 0.

Véta 2. Je-li M > 0 pevné, pak je funkce R — V /V klesajici a ryze konvexni na
intervalu (Rq, 00).

Diikaz plyne dosazenim ([L1]) do ([Ld) s vyuzitim podminky (). Hmota se tedy gra-
vita¢nimu stladovani brani tim, Ze se snaZi vytvofit si v&tsi objem V, nez je zdanlivy
objem V pozorovany zvnéjiku (viz obr. §). Jinymi slovy, &im vétsi je M, tim vétsi je
V pro pevny obvod (téZ pevny povrch &i zdanlivy objem V). Podobnou vlastnost maji
mineraly zeolity, které maji specialni uspofadani atomu v krystalové mtizce. Jakmile
jsou stlaceny, zvetSuji svlij objem.

4 Aplikace

Piiklad 1 (Slunce). Uvazujme homogenni kouli o hmotnosti
Mg, = 1.988547 - 10°° kg

a zdanlivém poloméru[z R = 695.7 - 10 m. To jsou hodnoty odpovidajici nasemu
Slunci. Jde ale jen o idealizaci, protoze Slunce je mirmn¢ zplostélé, rotuje a mirné
osciluje, jeho povrch neni pfesné definovan a ani rozlozeni hmoty uvnitt neni ho-
mogenni. Dosazenim vys$e uvedenych hodnot do vztaht (), (L1) a (14) dostaneme
Re =2953ma

Ro — Ro = 492.2 m,

"V rezoluci B3 piijaté na 29. valném shromazdéni Mezinarodni astronomické unie v roce 2015 se
polomér Slunce udéva jen na Ctyii platna mista.
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Obrdzek 3. Zavislost rozdilu R — R skutecného a zddnlivého poloméru na R pro M = Mg
(viz veta 1)

viz obr. B. Priméry hmotné a nehmotné koule o stejném obvodu 27 R, se tedy i
zhruba jen o 1km (srov. [2, s. 1099]). Jestlize v nazvu naseho ¢lanku zvolime sku-
teény polomér r = R, pak za nasich zjednodusujicich ptedpokladii bude podle (B)
eukleidovsky obvod 27 R, asi 0 3 km kratsi nez 27 R

Oznaéme SQ = 47rR<29 povrch uvazované koule (viz (6)). Kdybychom nyni sku-
teny polomér R, Cist¢ formalné dosadili do klasického eukleidovského vztahu pro
povrch koule S = 47TR%, tak dostaneme

So — So = 4m(Rs — Ro)(Re + Re) = 8606414 km?,

coZ je plocha srovnatelnd s rozlohou Brazilie. Rozdil skute¢ného objemu ([1d) a ob-
jemu eukleidovského Vi, = 7R je roven

Vo — Vo = 1.796 - 1012 km?®.

To je vice nez objem Zemé ~ 10'2 km?.
Priklad 2 (Zemé). Pro data

Mg =5.97219-10% kg a Rg =6.378-10°m
odpovidajici nasi Zemi dostaneme jen zcela nepatrné hodnoty R, = 8.9 mm a

Rg — Rg = 1.478 mm.
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Postup je stejny jako v piikladu 1. Mnohem piekvapivéjsi jsou ale podle (B) a (16)
nasledujici relativistické efekty

Se — Se =236966m> a Vg — Vi = 457 km?,

kde Sg = 4nR% a Vi, = 7R3,

Piiklad 3 (bily trpaslik). Kdyby se nase Slunce zménilo na bilého trpaslika s hmot-
nosti M apolomérem Rg, tak by rozdil skutecného a zdanlivého poloméru byl 492.3
metrd (srov. piiklad 1 a obr. ).

Ptiklad 4 (neutronova hvézda). Pro hypotetickou neutronovou hvézdu o hmotnosti
Mg apoloméru R, = 9 km by rozdil skute¢ného (relativistického) a zdanlivého polo-
méru byl 583 metrti (viz obr. Pl). V tomto piipadé je relativni zména délky poloméru
mnohem v&t§i nez v piikladu 1. Skuteény objem V; je podle (L6) priblizng o 13 %
vét§i nez zdanlivy objem V, (viz obr. H).

Pro neutronovou hvézdu o realistiCtéjsi hmotnosti 2/, a poloméru R~ = 10km
je uz rozdil

RO — Ro =14 km

dosti velky ve srovnani s R. Pfi vypoctu objemu Ci hustoty skuteCne neutronove
hvézdy je tieba postupovat obezietné. Pro zdanlivy a skute¢ny objem pomoci vztahu

(14) mame
4 ~
Vo = gwR% =4.189-10"”m?, V5 =5.327-10"% m’,

Skute¢ny objem VO je tedy 0 27 % vétsi nez zdanlivy objem V.
Pro nekonstantni sféricky symetrické rozlozeni hustoty v predchozich piikladech
je tieba prislusné modifikovat metriku ([L0).

Piiklad 5 (€erna dira). Pro ¢ernou diru o hmotnosti M a Schwarzschildové po-
loméru R, = 2953 m vztah ([14) nelze pouzit, nebot’ neni splnéna podminka (§).
Existuje v§ak kone¢na limita zprava

~ . R3 ) R, T
Re := Rgglﬁ 1/ R—.arcsmwﬁ = §R..

Formalnim dosazenim do ([L§) zjistime, Ze

4 . - ,
Ve = gﬂRf =10.79-10"m?, V, =25.42-10"° m?.
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Obrazek 4. Zavislost poméru 1% /V skutecného a zdanlivého objemu na R pro M = Mg, (viz
véta 2).

Skute¢ny objem takové hypotetické cerné diry by tedy byl cca 2.5krat vétsi nez jeji
zdanlivy objem. Nesmime ale zapominat, Ze jde pouze o matematicky model. Stale
predpokladame homogenni rozloZeni hmoty, coz jisté neni realisticky predpoklad. Pro
skute¢nou ¢ernou diru bychom dostali mnohem vétsi hodnoty jejiho skute¢ného po-
loméru ¢i objemu. Teoreticky vychazeji dokonce singularni hodnoty. Hlavné bychom
ale neméli pouzivat vztahy z klasické eukleidovské geometrie na zhroucené astrofy-
zikalni objekty.

Na zavér uved'me jesté jednu kosmologickou aplikaci. Metriku () 1ze pomoci
([10) ptevést na tvar

1
di? = ———— dr? + r?sin? 0 dp? + r2d?,
1— a?r?

kde 7 € [0,1), p € [0,27), 0 € [0,7] a « > 0 je podle ([L1]) pevné &islo. Podobny
tvar ma metrika

1
di? =
1— 172

dr? + 72 sin® 0 dp? + r2d6?

stacionarniho homogenniho a izotropniho vesmiru reprezentovaného jednotkovou sfé-
rou

s° :{(‘T’yazaw) €E4|a}2—|—y2+22+w2 — 1}’
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viz [, s.214], [, 5.297], [[10, s. 344]. Sféra S? ma ve vsech svych bodech konstantni
kladnou kivost rovnou 1. Nejkrat$imi spojnicemi na S? jsou oblouky hlavnich kruz-
nic. Trojuhelnik, jehoz strany jsou oblouky hlavnich kruznic, ma soucet uhlt vetsi nez
180°. Trojthelnik uvnitt homogenni hmotné koule, jehoz strany jsou geodetiky, tak
bude mit soucet thli také vetsi nez 180°. Podle teorie relativity homogenni rozlozeni
hmoty tedy zptsobuje kladnou kiivost. Pokud mél kdysi nd$ vesmir v pevném ca-
sovém okamziku homogenni rozlozeni hmoty, méla by byt jeho kiivost také kladna.
Sféra S? je matematickym modelem pravé takového homogenniho vesmiru. Kdyz se
pozdéji zacala hmota lokalné gravitacné shlukovat diky mnoha drobnym perturba-
cim, globalni kfivost vesmiru zlstala kladnd. Nemohla se skokem zménit na nulovou
¢i zapornou kiivost. Pfislusné variety jsou totiz nekonecné.
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