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O paradoxech ve specialni teorii relativity

Michal K¥izek

Abstract [On Paradoxes in the Special Theory of Relativity]: The Special
Theory of Relativity predicts several phenomena which, however, can manifest
themselves in a different way to an observer due to the finite speed of light,
the Doppler effect and aberration of light. In this article we concentrate on the
length contraction. For example, we show that under certain conditions a bar
on a photograph may seem to have the same length at rest as for a relativistic
speed.

Key words: Lorentz transformation, theory of groups, inertial systems, time
dilatation, length contraction

Souhrn: Specialni teorie relativity predpovida nékolik jevi, které se ale po-
zorovateli mohou jevit jinak v disledku konecné rychlosti svétla, Dopplerova
jevu a aberace svétla. V Clanku se soustiedime na kontrakci délek. Ukazeme
napiiklad, ze za urcitych podminek mtize mit ty¢ na fotografii stejnou délku jak
v klidu, tak i pro relativistickou rychlost.

Klic¢ova slova: Lorentzova transformace, teorie grup, inercialni systémy, dila-
tace Casu, kontrakce délek

MESC: M50

Uvod

Podle Newtonova prvniho zakona setrvacnosti je t€leso v klidu nebo vykonava rovno-
meérny piimocary pohyb, neni-li vngj$imi silami nuceno tento stav zménit. Tento fun-
damentalni fyzikalni princip slouzi k zavedeni tzv. inercialnich soustav ve specialni
teorii relativity, viz [|I]]. Uvazujme pevnou soutadnicovou soustavu S s pravothlymi
osami x, y, z, v niZ je nehybny systém hypotetickych synchronizovanych hodin které
definuji ¢asovou soufadnici ¢. Necht’ S’ je soustava s pravothlymi osami z’,y/, 2/,
které jsou pro jednoduchost rovnobézné s x, vy, z. Cas t’ v S’ se zavadi podobné po-
moci nehybného systému synchronizovanych hodin v S’.
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Necht’ se pocatek S’ posunuje po ose x konstantni rychlosti v € (—c, ¢), kde ¢ je
rychlost svétla ve vakuu.I Soustavy S a S’ se tedy navzajem pohybuji rovnomérné
a pfimocare a budeme je nazyvat inercialni (viz obr. 1).
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Obrazek 1. Inercidlni soustava S’ se pohybuje rychlosti v € (—c, ¢) vzhledem k soustavé S

Zakladem specialni teorie relativity (STR) je Lorentzova transformace [3]. Para-

metr definovany vztahem
1
Yo =—F—=21 (1)
02
-2
nazveme Lorentziiv faktor. Body z prostoroéasu R* se nazyvaji uddlosti. Pokud ne-
bude feceno jinak, omezime se v dal$im jen na takovou dvojici vy$e popsanych iner-
cidlnich soustav, kde udalost ur¢ena stietem pocatki soustav S a S’ uruje zacatek
odpoctu ¢asu v prvni i druhé inercialni soustavé, tj. Cast = 0v Sacast’' = 0v 5.
V tomto specialnim ptipadé ma Lorentzova transformace L,: R* — R* tvar?

"= oz — o), )

t' =1, (t — :—Qx), 3)

kde posledni rovnice vyjadfuje, jak se transformuje rovnomérmé plynouci vlastni cas
pii ptechodu od soustavy S k S’. Tj. €as t’ zavisi nejen na t ale i na poloze x. V§im-
néme si, ze pravé strany vztahii () a (8) jsou pro pevné v linearni funkce v pro-

ménnych z a t. Pro ¢ = (ct,z,y,2) ax’ = (ct’,2',y,2") lze proto Lorentzovu

'Skute¢nost, Ze rychlost svétla ¢ ma stejnou velikost v inercialnich soustavach v okoli Zemg, byla
experimentalné provéfena znaimymi Michelsonovymi pokusy [2].

2A. Einstein pouziva transformaci (B)-(B) ve svém stézejnim ¢lanku [4, s.902], ale Lorentzovu
préci [3] z roku 1892 necituje a ani Hendrika Lorentze nezmitiuje.
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transformaci prepsat do maticového tvaru ’ = L, x, kde

Yv _%%} 0 0
v
|l 7w 00
L, = 0 0 1 0 )
0 0 0 1

je blokovée diagonalni, symetricka a pozitivné definitni matice. Fyzikalni rozmér v§ech
slozek vektorli  a =’ je tedy metr.

1 Dilatace ¢asu

Vztah (B)) je tfeba chapat tak, e jde pouze o &as, ktery bychom zaznamenali v okam-
ziku, kdy se hodiny v soustavach S a S’ t&€sné mijeji jen v jednom jediném bodé
(napt. v pocatku soufadnic). Mizeme tak srovnavat jen ¢asové idaje soumistnych
hodin, protoze pojem soucasnosti je relativni. Podle definice veSkeré hodiny v kazdé
pevné inercialni soustavé ukazuji v daném okamziku stejny ¢as v celém nekonec-
ném trojrozmérném prostoru (napf. na zacatku a konci nehybné tyce). Kdyz tedy bu-
deme ptesné uprostfed mezi dvéma libovolnymi nehybnymi hodinami, uvidime na
nich stejny cas.

Pro pevné 7’ a Casovy interval At = to — t; dostdvame vztah (viz [5, s. 430]),
jenz popisuje tzv. dilataci casu,

At =th —th = vty —t)) = ———, ®)

kde ! je svazéno s t; vztahem (B) pro i = 1,2. Z () tak dostavame dilataci At' > At
pro v # 0 nezavisle na znaménku v. Vztah (f) vlastné vyjadiuje, Ze béh Easu méfeny
hodinami o pevné soufadnici 2’ v pohybujici se soustavé S’, je pomalejsi nez béh ¢asu
meéfeny hodinami, jez jsou vici S v klidu.

Teoreticky se dilatace ¢asu obvykle odvodnuje takto: Foton vypustény z pocatku
soustavy S ve sméru osy y leti v soustavé S’ Sikmo rychlosti c. Proto z hlediska
pozorovatele v S’ potiebuje delsi dobu k dosaZeni roviny 3/ = y = 1 neZ z hlediska
pozorovatele v soustavé S.

Experimentalni ovéteni dilatace Casu se opird o Castice miony, jejichz stfedni kli-
dova doba Zivotaje T = 2.2-107 5. Z pozorovani kosmického zateni vime, Ze pokud
se pohybuji pfimocaie témef rychlosti svétla, urazi v priméru mnohem delsi drahu
nez ¢t = 660 m. Je tfeba ale zdlraznit, Ze v inercialni soustavé spojené s miony
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se jejich rozpad nezpomali. V jiném experimentu [(] se provétuje dilatace ¢asu po-
moci piicného Dopplerova jevu.E Jako hodiny se pouzivaji ionty lithia urychlené na
rychlost v = 0.338c.

Nerelativisticky podélny Dopplertv jev je popsan vztahem f, = foc/(c—v), kde
fo je frekvence zdroje v klidu, v je rychlost zdroje bliziciho se po ose x k pozorova-
teli, f, je pozorovatelem naméfena frekvence a c je rychlost signalu. Tento vztah je
tieba opravit pro relativistické rychlosti o dilataci ¢asu [[l]]. Veskeré fyzikalni procesy
v&etné rychlosti chodu hodin v S’ totiz budou probihat v S pomaleji. Novy vztah bude
mit tudiz tvar f, = fic/(c—v), kde fi = v, ! fo odpovida nizi frekvenci rekonstru-
ované pomoci vztahu (§). Podle ([I]) tak dostaneme relativisticky Dopplertv vztah pro
frekvenci detekovanou v soustaveé S,

1—(v/c)2f0: c+v

1—v/c c—v

I S
Jo= l—v/cfl_ 1—v/c

Jo= Jo- (6)
Priklad 1.1
Predpokladejme, Ze se k pevné umisténému pozorovateli v soustavé S budou bli-
zit hodiny podél osy z relativistickou rychlosti v = 0.8c. Jejich cas pljde poma-
leji nez na hodinach pevné umisténych v soustavé S, protoze podle () je At' =
= (1—-0.64)"12At = gAt. Dosazenim v = 0.8¢ do (f) ale zjistime, Ze se letici
hodiny budou pozorovateli jevit, Ze jdou dokonce 3 x rychleji nez stejné hodiny v sou-
stavé S a 5x rychleji nez predpovida (5). Podle (B) se Dopplertv jev vzdy projevi vice
nez samotna dilatace casu, kdykoliv se budou hodiny blizit k pozorovateli, protoze
(c+v)/(c—v) > 1 pro libovolné v € (0, c). Proto je velice dulezité disledné
rozliSovat mezi pojmy rekonstruovat (pomoci Lorentzovy transformace) a pozorovat
(naméfit).

Pozorovatel vét§inou nema moznost piimo zméfit rychlost v néjakého vzdaleného
objektu, aby mohl okamzité pouzit Lorentzovu transformaci. Mlze ale zméfit frek-
venci f, n&jaké charakteristické spektralni ¢ary uréité chemické latky a zjistit odpovi-
dajici klidovou frekvenci fy. Odtud pomoci () pak mtize uréit rychlost v (v obecném
pfipadé jen radidlni slozku rychlosti). Pfi relativistickych rychlostech Ize tak faktor
7. dobfe uréit a zjistit, jak vyznamny je hledany relativisticky efekt.

3Piicny (transverzalni) Dopplertv jev byl poprvé zméien v [[7] jiz v roce 1938. V klasické mechanice
tento piiény jev nenastava, nebot je dén pouze dilataci casu ().
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2 Lorentzova transformace nepiipousti nadsvételné rychlosti

Nejprve dokazeme jednoduchou variantu Einsteinova vzorce z prace [4] pro relati-
vistické skladani rychlosti, viz téz [8, Chapt. 1.6].

Véta 2.1 (Einsteinova)
Necht w € (—c, c), resp. w € (—c, c) je konstantni rychlost bodového objektu v sou-
stavé S, resp. S’ ve sméru vodorovné osy. Pak

v+ w
14+

C

(7

Diikaz. Rychlosti u, resp. w jsou v S, resp. S” podle piedpokladu konstantni. Tedy
_dw _dda’

== = . 8
Tar YT ®
Podle (B)) je proto
dt’ (1 v dm) B (1 uv)
ac zdr) c2)’
kde rozdil v zavorkéch je ziejmé kladny. Z této rovnosti, (§) a (B)) mame
dz/  da’ dt (dm ) 1 (1 uv)*l u—"v
w == —_— — U - T == .
dr ~ dt ar -~ "\ v 2 -
Odtud plyne, Ze
uvw
U—v=w——5—
2
Nyni jiz staéi vyjadiit u a dostaneme ({7). O
Vidime napftiklad, ze pro v = w = %c podle véty 1 je u = %c podsvételna

rychlost. V nasledujici vété 2 dokazeme, Ze ze vztahu ([) nikdy nemtizeme dostat
nadsvételnou ani svételnou rychlost u, i kdyz budou rychlosti v a w libovolné blizko c.
Nejprve pfipomenme, ze grupa G je mnozina, na které je definovana binarni aso-
ciativni operace o: G X G — G s neutralnim prvkem e a v niz ke kazdému prvku
g € G existuje pravé jeden prvek inverzni ¢! € Gtak,zegog ' =e=g log.
Operaci skladani o dvou Lorentzovych transformaci £, a £, uréenych vzta-
hy (B)-(B) pro podsvételné rychlosti v, w € (—c, ¢) definujeme takto

Ly =Lyo Ly, €)

kde v je dano Einsteinovym vzorcem pro skladani rychlosti (7).
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Véta 2.2
Lorentzovy transformace L, pro v € (—c, c) definované vztahy @)—-B) tvori komu-
tativni grupu.

Diikaz. Je-liv,w € (—c,c), pak zfejmé plati (1 + %) (1 + %) >0

a (1 — %) (1 — %) > 0. Odtud roznasobenim dostaneme, ze

W v+ w W
—(1+55) < <14,
c c c

a tudiz
v+ w

1+
Porovnanim s Einsteinovym vzorcem () vidime, ze u € (—c, ¢), tj. u je vzdy pod-
svételna rychlost.
Podle ([l) pro v = 0 je 79 = 1 a odpovidajici transformace L je identita, tj.
neutrdlni prvek grupy.
Z () a (Bl) okamzité plyne, ze

£’UO£—’U :EO :E—Uoﬁvv

—c <

< c.

tj. transformace £_, je inverznifl k L.

Uvazovana grupa je komutativni, protoze specialni blokoveé diagonalni matice
L, a L,, definované vztahem (E]) spolu komutuji, tj. L,L,, = L L, pro vSechna
v,w € (—c,c). Asociativita grupové operace skladani o plyne okamzité z toho, ze
nasobeni matic je asociativni. O

3 Kontrakce délek

Lorentzova kontrakce (neboli zkracovani) délek je bezprostiednim disledkem Lo-
rentzovy transformace. Na vodorovné ose 2’ uvazujme pevnou ty¢, ktera je v soustavé
S’” v klidu. Oznaé¢me délku tyée symbolem

Ly :xIQ_xllv (10)

kde 2, jsou pevné Easové nezavislé soutadnice konci ty¢e v soustavé S’. V soustaveé
S polozime
! = .752(15) — .751(15),

*Vzhledem k rovnocennosti soustav S a S’ vypada inverzni Lorentzova transformace podobné jako
ve vztazich (B) a (). Je ale tfeba zménit znaménko — na -+, tj. & = v, (2’ +vt') at = v, (¢’ +va'/c?).
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kde soufadnice konci tyée zavisi na ¢ase t. Ze vztahu (f) mame

xh = yp(x2(t) — vt), ) = vo(z1(t) — vt).
Odtud po dosazeni do ([L0) dostavame, Ze

by = Yp(xa(t) — vt — x1(t) + vt) = YL

2
0=t /1- = (11)
&

Jiz v roce 1959 Roger Penrose publikoval ¢lanek [9], v némz popisuje, pro¢ by-
chom meéli vidét rychle letici nerotujici kouli na fotografii opét jako kouli. Jeho mys-
lenky ve stejném roce podrobnéji rozpracoval James Terrell [[10] pomoci aberace
svétla. Nyni si uvedeme konkrétni ptiklad inspirovany Terrellem.

Piiklad 3.1

Uvazujme ty¢ o délce £y = 1 m. Pfedpokladejme, Ze se pohybuje zleva doprava podél
osy x soustavy S konstantni rychlosti v = 0.8c a jeji pfedni konec pravé dosahl
pocatku. Podle ([L1)) je ty¢ zkracena na £ = 0.6 m, a tedy use¢ka AC' na obr. 2 ma
délku |AC| = 0.4 m. Ty¢ budeme fotografovat z osy y ze vzdalenosti

CQ
d=lo\/ 5 -1=075m (12)

od pocatku z pevné umisténého nerotujiciho fotoaparatu. Z podobnosti pravouhlych
trojuhelniki z obr. 2 tak plati |BC| = |AC|d/¢y = 0.3 m. Odtud plyne, ze |[AB| =
= 1/0.42 + 0.32 = 0.5 m. Usek na preponé od bodu B k fotoaparatu méa v metrech
stejnou délku jako d v ([[2),

V12 40.752 — |[AB| =1.25 — 0.5 = d.

Aby nebyly snimky rozmazané, budeme piedpokladat, Zze nas idealizovany foto-
aparat umi délat snimky (s vysokou kadenci) béhem 1 pikosekundy. Za tu dobu uleti
svétlo pouhé 0.3 mm a rozmazani na fotografii tak nebude hrat vyznamnou roli. Pro
jednoduchost budeme analyzovat jen tu fotografii, na niz pfedni konec tyce pravé do-
sahl pocatku soufadnic S. Zadni konec tyCe ale bude na fotografii dale nezZ ¢, protoze
svétlo z predniho konce leti po kratsi draze d nez svétlo z jejiho zadniho konce (viz
obr. 2). Proto budou na fotografii zaznamenany fotony ze zadniho konce tyce, které
byly vyslany dfive nez ty z pfedniho konce (viz obr. 2). Za dobu, kdy se zadni ko-
nec tyce piesune z bodu A do bodu C, urazi foton smétujici z bodu A do fotoaparatu
vzdalenost | AB|, protoze v/c = |AC|/|AB| = 0.8.

a podle ([l]) plati
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Aly—t C l 0 r
Obrazek 2. Délka odvésen vetsiho (resp. mensiho) pravouhlého trojuhelnika je 1 a 0.75
(resp. 0.4 a 0.3) metru. Pomer délek stran u obou trojuhelnikii je tak 5 : 4 : 3. V dusledku
svetelné aberace ma ty¢ letici zleva doprava rychlosti 0.8c na fotografii stejnou délku, jako
ma stejna ty¢ v klidu. Rysky na tyci po deseti centimetrech ale budou mit na fotografii
nestejné vzdalenosti.

Déle ukazeme, Ze pohybujici se ty¢ bude mit na fotografii opét délku 1 metr pro
situaci z obr. 2. Uvazujme pravouhly trojuhelnik s odvésnami d a £y. Pak pro pomér
vodorovné odvésny ku preponé podle ([12) plati

0 0 1
0 Y~ os. (13)

0

VAE+2 B -1)+08 2 c
Letici ty¢ tedy vyfotografujeme pod thlem o = arcsin 0.8, ktery je stejné velky
(srov. ([13)), jako kdybychom vyfotografovali nehybnou metrovou ty¢ dotykajici se
prednim koncem pocatku soustavy S. Diky aberaci svétla tak pohybujici se ty¢ bude
mit na fotografii stejnou délku jako nehybna metrova tyc.

Poznamenejme jeste, ze foton uleti vzdalenost d z po¢atku soutadnic k fotoaparatu
za ¢as At = d/c. Za tu dobu se ty¢ posune o vAt = 0.8d = 0.6 m, tj. bude se cela
nachézet vpravo od bodu 0.

Piiklad 3.2

Necht opét o = 1 ma v = 0.8¢c. Tedy £ = 0.6 m. Tentokrat ale umistime fotoaparat
blize k ose z, tj. d < 0.75 m. Budeme opét analyzovat ten snimek, kde je pravy konec
ty¢e v pocatku. Levy konec ty¢e se z bodu A = (—a, 0) posune do bodu (—¢,0) za
¢as At = (a—{)/v. Zatu dobu urazi foton z bodu A smérem k fotoaparatu vzdalenost
cAt. Ze vztahu a® + d?> = ((a — £)c/v + d)? 1ze odvodit, Ze

a*(v/c—c/v) + 2alcjv — 620/0'

d =
2(a— 1)
Naptiklad pro ¢ = 2 m vychazi d = % = 0.26 ... m. Umistime-li tedy fotoaparat

ose y do vzdalenosti 26 cm od pocatku, bude se metrova letici ty¢ jevit na fotogra-
fii dokonce jako dvoumetrova. Hlavnim divodem tohoto piekvapivého jevu je, ze
fotony, které soucasné prosly objektivem, nebyly emitovany soucasné.
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Pro d > 0.75 m uvidime na fotografii ty¢ kratSi nez 1 metr. Stejna ty¢ bude rovnéz
kratsi nez ¢, pokud ji zachytime tak, Ze jeji levy konec bude v poc¢atku. Jestlize bude
umisténa piesné symetricky vzhledem k pocatku, bude mit na fotografii délku prave ¢.
V ¢lanku [|11] se popisuje, jak se bude jevit na fotografii rychle letici krychle.

4 Par slov na zavér

STR vykazuje fadu necekanych tvrzeni, ktera se ptici nasi intuici. Podle STR nelze
zadnym pokusem zjistit, zda je t€leso v klidu ¢i se pohybuje. VSechny inercialni sou-
stavy pro popis fyzikalnich jevi jsou ekvivalentni a neexistuje zadna preferovana sou-
stava. V soucasnosti vSak vime, Ze reliktni mikrovinné zafeni (CMB) vlastné urcuje
jakousi nehybnou a pevnou referencni soustavu v naSem okoli. Vznikaji tak speku-
lace, jak je to vlastné principem relativity ve skute¢ném vesmiru.

V limitnim ptipadé w = +c dava Einsteiniiv vzorec (f) pro v € (—c, ¢) rychlost
u = c. Foton tak ma v jakékoliv inercialni soustaveé vzdy rychlost svétla.

Casto se traduje, ze Lorentzova transformace pro malé rychlosti |v| < ¢ pechazi
na Galileovu transformaci 2’ = = — vt, 3y = y, 2/ = 2, ' = t. To ale neni pravda
(viz [[12]), protoZe z (B]) nedostaneme, Ze t' = ¢ pro zadné nenulové v. Naopak pro
libovolné malé pevné v > 0 vzdy mizeme najit = takové, Ze ¢len vz /c? bude vyrazné
dominovat nad t. Z (B)—(B) ale plyne, Ze Lorentzova transformace pfechazi na Gali-
leovu pro pevné v, kdyz budeme c chépat jako parametr a predpokladat, ze ¢ — oc.

Vztahy (B)—(B)) predstavuji transformaci objektivnich lokalné uréenych prostoro-
casovych soufadnic bodil z jedné inercialni soustavy do objektivnich prostorocaso-
vych soufadnic druhé inercialni soustavy. Relativistické vizualni efekty kromé trans-
formacnich vztahtt (2)—(B)) ale vyzaduji zohlednit aberaci svétla a Dopplerav jev,
které pfinaseji nékolik dalSich efektti kromée téch jiz zminénych. Na strankach www.
spacetimetravel.org je k této problematice voln¢ dostupna fada pocitacovych
animaci.
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