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O paradoxu dvojcat

Michal K¥izek

Abstract [On the twin paradox]: First we present several illustrative examples
of the classical twin paradox, since there are still many doubts and conjectures
about it. Further, we show that time in a gravitational field on the surface of
a spherically symmetric mass body flows as quickly as the proper time of a clock
moving by the corresponding second cosmic speed.

Key words: Lorentz transformation, inertial systems, time dilatation, relativis-
tic Doppler effect.

Souhrn: Nejprve predstavime nékolik ilustrativnich ptiklada klasického para-
doxu dvojcat, protoze o ném koluje stale mnoho pochybnosti a nejasnosti. Dale
ukdzeme, ze Cas v gravitatnim poli na povrchu hmotného sféricky symetric-
kého télesa plyne stejné rychle jako vlastni ¢as hodin pohybujicich se pislusnou
2. kosmickou rychlosti rychlosti.
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1 Uvod

Toto pojednani je volnym pokratovanim ¢lanku [4], kde jsme se snazili upozornit
na nékteré paradoxni jevy zplsobené Dopplerovym jevem, které souvisi s kontrakei
délek a dilataci Casu ve specidlni teorii relativity. Nyni se jesté zamefime na znamy
paradox dvojcat. Nejprve si ale ve strucnosti piipomenime, ze pohyby téles v iner-
cialni soustaveé S musi spliiovat prvni Newtonlv zékon setrvacnosti. V S zavedeme
pravouhlé soutadnice z, y, 2z a definujeme rovnomérné plynouci ¢asovou soutradnici
t € (—o0,00). Tj. ve v8ech bodech prostoru mame hypotetické hodiny ukazujici
v daném okamziku stejny cas.

Necht' S’ je dalsi inercialni soustava s pravouhlymi soufadnicemi z’, 1/, 2/, které
jsou pro jednoduchost rovnob&zné s osami x, y, z (viz obr. 1) a v klidu maji vSechny
osy stejné méfitko [[14]. Cas t' € (—o00,00) v S’ se opét zavadi pomoci soustavy
synchronizovanych hodin, jeZ jsou vii¢i S” v klidu. Pro jednoduchost ptedpokladejme,
7e pocatek S’ se pohybuje podél osy z konstantni rychlosti v € (—c, ¢), pfitom pro



v > 0 se bude pohybovat v kladném sméru osy x a pro v < 0v zaporném sméru osy x.
Zde cjerychlost svétla ve vakuu, ktera je stejna ve vSech inercialnich soustavach. Dale
definuyme Lorentzitv faktor znamym vztahem

1
T=—F—~=2>1 (M
122
C2
Vsimnéme si, ze (v/c)? + (1/v)? = 1 spliuje rovnici jednotkové kruznice.

Body prostoro¢asu R* nazveme uddlosti. Pro jednoduchost se omezime na piipad,
kdy udélost odpovidajici stfetu pocatkt S a S’ definuje pocatek odpoctu Gasu v obou
soustavach, tj. t = 0v Sat’ = 0v .S". V tomto specidlnim ptipadé ma Lorentzova
transformace tvar

2’ = y(z —vt), (2)
y' =y,
7 =z,
;L v
t_yﬁ—gﬂ), 3)
kde z,y, z,t € (—00,00).
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Obrdazek 1. Inercidlni soustava S’ se pohybuje rychlosti v € (—c,c) vzhledem k nehybné
soustave S.

Uvazujme pevny Casovy interval
At =ty -t >0,

kde ¢/ jsou prostorové nezavislé ¢asové soutadnice v S’. Pro libovolny pevny bod =
na ose = v S definujme odpovidajici &asy 5 a t; pomoci vztahu (f)),

v v
ty =y(t2 — gx)a ty=(t1 — 0723;)



a polozime At = to — t1. Odtud pak plyne znamy vztah pro dilataci casu [2],
v v
At = y(ty — 2¢ -t 6—256) = yAt. 4)

Z ([Il) je patrno, ze plati At’ > At pro kazdé v # 0 nezavisle na znaménku v. Vztah
(@) vlastné vyjadiuje, Ze vlastni ¢as hodin v pohybujici se soustavé S’ plyne pomaleji
nez ¢as na hodinach, které jsou v klidu vzhledem k S. Hodiny v klidu tedy tikaji
nejrychleji.

2 Paradox dvojcat

V tad¢ publikaci [3], [5, p. 167], [6], [[13]... se paradox dvojcat (angl. téz the clock
paradox) formuluje pomoci dilatace ¢asu takto:

Jedno dvojée Adam zlistane na Zemi, zatimco druhé dvojée Bob poleti konstantni
relativistickou rychlosti v ke hvézde€ Siriu vzdalené 8 ly (svételnych let, angl. light
year). Podle Adama bude Bobtiv Cas plynout pomaleji v disledku dilatace ¢asu a také
Bobova vzdalenost k Siriu bude krat$i nez 8 ly diky kontrakci délek. Po otocce u Siria
Bob zméni inercialni soustavu a vrati se rychlosti (—v). Po navratu na Zemi dvojcata
zjisti, Ze Adam je star$i nez jeho bratr Bob. Podivejme se nyni na paradox dvojcat
podrobnéji.

Paradox dvojcat je vlastné paradoxem relativnosti soucasnosti. Nejprve stru¢né
rozebereme nékolik nespravnych feseni paradoxu dvojcat, ktera koluji v laické vetej-
nosti nebo je lze najit na internetu.l Casto se napfiklad tvrdi, Ze Bob se vrati stejné
stary jako Adam. Bobovi se totiz jevi, Ze on sam je v klidu a Ze se naopak Adam po-
hybuje, a tak Adamovi plyne ¢as pomaleji v diisledku dilatace ¢asu (H). Tato symetrie
plati pro vSechny inercialni soustavy. Musime si ale uvédomit, ze Bob u Siria zménil
inercialni soustavu, a tak tloha neni symetricka vzhledem k obéma dvojcatim. Proto
predchozi tvrzeni neni spravné.

Jiné nespravné feseni poukazuje na to, ze Adam pozoruje nejprve cerveny posuv
vzdalujiciho se Boba v diisledku Dopplerova jevu [[1]], tj. Adamovi se jevi, Zze Bobovy
hodiny jdou pomaleji. Po Bobové otocce u Siria bude Adam pozorovat modry posuv.
Oba jevy se tak vykompenzuji a oba bratfi se opét setkaji stejné¢ stafi. V nasledujici
kapitole uvidime, Ze ani toto zdGvodnéni neni spravné, protoze je tfeba vzit v ivahu
dilataci ¢asu (H). Podrobny rozbor Dopplerova jevu ve specidlni teorii relativity uva-
dime v [4] (viz téz [[7]).

"https://fikacek.blog.idnes.cz/blog.aspx?c=454179, www.wikina.cz/a/Paradox_
dvojcat
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Uved’'me si jesté tieti nespravné feSeni. Abychom byli konkrétni, pfedpokladejme,

v=20,8c

je rychlost inercialni soustavy Boba S’ ve sméru osy x vzhledem k nehybné soustavé
Adama S. Pro jednoduchost budeme méfit Cas v rocich a vzdalenosti ve svételnych
rocich. Pak bude rychlost svétla rovna ¢ = 1 ly/yr a podle Adamovych hodin Bob
doleti k Siriu béhem 10 let a stejnou dobu poleti zpét, tj. dohromady 20 let. Prvni
&ast Bobovy trajektorie v prostorogasu je dana rovnici ' = 0 v S, ktera podle (B))
prejde na tvar ct = %x v S — viz dolni tlusta ¢ara na obr. 2 nazyvana svétocara. Jeji
druhé horni polovina, kterd odpovida inercidlnimu systému S” o rychlosti (—v), je
déna rovnici 2’ = 0, tj. ¢t = 20 ly — 2.

t/yr A
201
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10} Mo
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Obrazek 2. Na svislé ose t je cas v rocich, zatimco na vodorovné ose x je vzdalenost ve sve-
telnych rocich. Leva svisla primka je svétocara Adama, ktery ziistava na Zemi. Prava svisla
primka odpovida svétocare Siria. Svétocara leticitho Boba je znazornéna tlustou po castech
linedrni éarou. Cerchované je budouct svételny kuzel ct = |x|. Carkované tisecky oznacuji
soucasné uddlosti, kde t' v S" at” v S” jsou konstantni, napf. ct = 2z + 3,61y .



Nyni se faleSné argumentuje tim, Ze Bob pfi zmén¢ inercialni soustavy pociti
nekonecné ZrychleniB béhem otocky u Siria a ze to je hlavni dtivod paradoxu dvojcat.
To ovSem neni pravda, protoze kdyz Bob dosahne Siria, miize vyslat informaci (napf.
fotografii) o svém skute&ném staii v soustavé S’ jinému cestovateli, ktery pravé miji
Sirius smérem k Zemi v soustavé S” o rychlosti (—v). TotéZ lze uskute¢nit i pfi Bo-
bové startu ze Zem¢ a jeho navratu zpét. Navic se tvrdi, Ze Bob pti zmén¢ inercialni
soustavy bude pozorovat skok v Case na Zemi (viz obr. 2). To také neni pravda, jak
ukazeme v nasledujici kapitole (viz téz [[10]). Skok ale bude v pozorovanych frekven-
cich. Pod pozorovanim zde rozumime skutecné pozorovani, nikoli rekonstrukei déju,
tedy rekonstrukci déja ,,co bylo s ¢im soucasné* z pohledu cestujiciho Boba pied
otockou a po otocce. Takova rekonstrukce pravé poukazuje na zminénou podstatu re-
lativnosti soucasnosti. Zajemce o tuto problematiku odkazujeme na Clanek [|10] ¢i na
stranky www.cpp.edu/$\sim$ajm/materials/twinparadox.html.

3 Jednoduché FeSeni paradoxu dvojcat
Nez si predstavime spravné feseni paradoxu dvojcat, dokazeme nasledujici vétu.

Véta 3.1
Rozdil (ct)? — 22 je invariantni vzhledem k Lorentzové transformaci.

Diikaz. Z @)~(B) a ([l]) pro rozdil étverct dostavame
(ct/)2 — 2 = (ct' — ") (ct' + ')
vx vE
:7<ct———:r—i—vt)v(ct———i—x—vt)
c c
:72<1+B>(ct—x)<1— B)(ct—f—x) = (ct)? — 22, Q)
c c
coz se mélo dokazat. O

Polozme opét
v =0, 8ec.

(Pro obecné v € (—c, c) lze postupovat zcela analogicky.) Protoze Bob je v klidu
v soustavé ', plati 2/ = 0. Pro At = 10 yra Az = 8 ly z () dostaneme

cAt' = \/(cAt)? — (Az)2 = /100 — 64 1y = 6 ly.

Roger Penrose [8, p. 421] zakulacuje Bobovu svétogaru v blizkosti startu, otocky a piistani, aby se
vyhnul nekone¢nym zrychlenim.


www.cpp.edu/$\sim $ajm/materials/twinparadox.html

Bob tedy poleti k Siriu jen 6 rokt1 vzhledem k jeho vlastnimu Casu (viz ¢erné puntiky
na svétocare Boba na obr. 3). Jeho hodiny budou u Siria ukazovat 6 let. Bob po otocce
bude cestovat zpét na Zemi rychlosti (—v) opét 6 let viéi jeho vlastnimu Casu. Pti
ptiletu tedy bude 0 20 — 2 x 6 = 8 mladsi nez jeho dvoj¢e Adam.
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Obrazek 3. Znaceni je stejné jako v obr. 2 kromé carkovanych usecek, které zde oznacuji
trajektorie fotonii vysilanych pravidelné Adamem a Bobem. Vlevo: Adam posila pravidelné
signal Bobovi. Vpravo: Bob posila pravidelné signdal Adamovi. Je patrno, Ze ani Adam, ani
Bob nebudou pozorovat skok v case ale skok v prijimanych frekvencich.

Podivejme se jesté, jak se méni frekvence pfijimanych signalii. Dopplertuv jev,
ktery neni zahrnut ve vztazich (2)—(f), nelze pii pozorovani odstranit. Oznaéme f;
klidovou frekvenci stejnych hodin Adama a Boba. Jestlize se Bob vzdaluje od Adama
rychlosti v, pak podle relativistického Dopplerova jevu bude Adam v S detekovat
frekvenci (viz [2, 4]),

c—v
c+ov

Dosazenim za v = 0, 8¢ zjistime, Ze Adam bude pozorovat 3krat nizsi frekvenci
Bobovych hodin, jelikoz

fv:

fo- (6)

Jo _ Jemv L
fo_ C+’U_3'

Podobné zjistime, ze po otocce Boba bude Adam pfijimat frekvenci

fv = 3f07



viz obr. 3. Pfitom Bob bude pfijimat stejné frekvence od Adama diky principu relati-
vity. B€hem své cesty bude Bob pozorovat v§echny ¢asové déje na Zemi, i kdyz s jinou
frekvenci. Zadny ¢asovy interval tedy nebude preskocen (srov. obr. 2 a 3).

Piiklad 3.2

Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze Niel Armstrong letél k Mésici a zpét konstantni
rychlosti v = 10 km/s a Ze Ax = 384 000 km je vzdalenost k Mésici. O kolik sekund
se vratil mladsi, kdyz se vratil z Mésice?

ReSeni. Armstrongiv jednosmérny let trval

At = 2% 384008 7

[

vzhledem k hodinam na Zemi. Pak podle () dostaneme

Az)2
At =/ (At)2 - % = /384002 — 1,282 = /1474559998, 3616
C

= 38399, 999978 666 s.
Odtud a ze vztahu ({7) obdrzime
At — At' = 0,000021 344 s.

Pro zpate¢ni cestu dostaneme stejnou hodnotu. Podle specialni teorie relativity se tedy
Armstrong vratil z Mésice o 43 s mladsi, nez kdyby zlstal na Zemi.

4 Vliv gravita¢niho pole na chod ¢asu

Podle obecné teorie relativity jdou hodiny na zemském povrchu pomaleji nez u M¢-
sice. Polozme si podobnou otazku jako v ptikladu 1. Nyni ale zahrneme rozdilnou
rychlost plynuti ¢asu na Zemi a mimo ni. Dale pro jednoduchost budeme ptedpokla-
dat nulovou gravitaci mimo Zemi, tj. zanedbame i gravitacni pole M¢sice.

Priklad 4.1
Vratil se Niel Armstrong z Mésice mladsi, nez kdyby ztistal na Zemi?

Reseni. Pro vysilanou (emitovanou) frekvenci fen v gravitaénim poli a detekovanou
frekvenci f v nulové gravitaci plati relativisticky vztah (viz napf. [[L1], s.261])

r
f:fem\llfﬁa (8)



kam dosadime za R = 6373 km sttedni polomér Zem&azar = 2GM /c*> = 8,87 mm
Schwarzschildiiv polomér Zemé, kde G = 6,674 x 10! m3kg~'s~2 je gravitaéni
konstanta a M = 5,972 x 10%* kg hmotnost Zemé. Odtud dostaneme, Ze

S 65 x10710
Jem
Podle (f7) se hodiny na Zemi za &as 2At = 76 800 s opozdi o
2At(1 - i) — 50 ps.
Jem

Porovnanim s ptikladem 1 zjistime, Ze se Niel Armstrong vratil dokonce starsi, nez
kdyby ztstal na Zemi. V tomto pfipad¢ se tedy efekty specidlni a obecné teorie rela-
tivity vzajemné odecitaji podobn¢ jako pfi piesném nastaveni GPS, viz [9].

Priklad 4.2

Albert Einstein si kdysi kladl otazku: Jdou hodiny na rovniku rychleji nez hodiny na
polu? Tuto ulohu Ize fesit analogicky jako ptiklad 2, proto se omezime jen na hlavni
body. Rovnikovy polomér Zemé je R; = 6378135 m a polarni Ry = 6356 750 m.
Predpokladejme, ze hodiny na polu maji frekvenci f = 1 s~'. Hodiny na rovniku
se ziejmé& pohybuji rychlosti v = 27 R;/T = 465,1 m/s, kde ' = 86164, 1 s je
délka siderického dne. Pfitom na kratkém Casovém intervalu jde téméf o inercialni
soustavu. Pro frekvenci f’ odpovidajici f podle () je f* = v~ £, a tedy pro rozdil
téchto frekvenci podle ({l]) plati

V2

f—f = <1_ 1—62>f:1,2><1012s1.

Pomoci vztahu (§) je frekvence f hodin na rovniku o poloméru R;, které se ale s nim
nepohybuji, o
f—f=23x10"12s"1

vyssi, nez je frekvence f hodin na polu vzdalenych Ry od stfedu Zemé. V tomto
pripad€ obecna teorie relativity opét zptsobuje vétsi efekt nez dilatace ¢asu.

Na zavér si jesté polozme otazku: Pro jakou rychlost v se dilatace casu (daleko
od vsech gravitacnich vlivii) vyrovnava se zpomalenym chodem hodin v gravitacnim
poli néjakého télesa, napr. Zeme, Marsu ¢i Jupitera? Odpoveéd’ na ni dava nésledujici
véta.



Véta 4.3

Cas na povrchu sféricky symetrického télesa T o hmotnosti M a poloméru R plyne
stejné rychle jako vlastni cas pozorovatele (daleko od vsech gravitacnich vlivii) po-
hybujiciho se vici télesu T druhou kosmickou rychlosti v = \/2GM | R.

Diikaz. Podle dilatace ¢asu () pomér odpovidajicich frekvenci splituje rovnost '/ f =
= ~v~1. Pomoci vztaht ([I]) a (§) tedy pozadujeme, aby

V2 r
Ji-Z = 1- L
c? R

9 re2  2GM
V= — = —.
R R
K vyrovnani chodu vlastnich ¢asti tedy dochézi pro rychlost

_ aM
v = 7R .

Tento vztah je ovSem znama 2. kosmicka rychlost nutna k opusténi gravitacniho pole
daného télesa. 0

Tudiz plati, ze

V knize [[12, Sect.3.5] se podrobné rozebira, co znamena 2. kosmicka rychlost
v obecné teorii relativity.

Literatura — References

[1] Doppler, Ch.: Ueber das farbige Licht der Doppelsterne und einiger anderer Gestirne
des Himmels. Abh. bohm. Ges. Wiss. 2 (1842), 466—482.

[2] Einstein, A.: Zur Elektrodynamik bewegter Korper. Ann. der Phys. 322 (10) (1905),
891-921.

[3] Feynman, R. P., Leighton, R. B., Sand, M.: The Feynman lectures of physics I. Addison-
Wesley Publ. Company, 1966.

[4] Kiizek, M.: O paradoxech ve specialni teorii relativity. Obzory mat. fyz. inf. 49 (2020),
¢. 1, 31-40.

[5] Misner, C. W., Thorne, K. S., Wheeler, J. A.: Gravitation, 20th edition. W. H. Freeman,
New York, 1997.

[6] Mixson, J.S.: The twin paradox of special relativity is solved. Infinity Publishing, 2014.

[7] Moriconi, M.: Special theory of relativity through the Doppler effect. Eur. J. Phys. 27
(2006), 1409-1424.

[8] Penrose, R.: The road to reality. Vintage Books, London, 2005.



10

[9] Ryston, M.: Obecna teorie relativity pro stfedoskolaky — treti ¢ast: Dilatace ¢asu a GPS.

Cs. &as. fyz. 70 (2020), 254-257.

[10] Sikora, P.: The twin paradox in a Loedel diagram. Eur. J. Phys. 39 (2018), 045707.

[11] Solc, M. a kol.: Fyzika hvézd a vesmiru. SPN, Praha, 1983.

[12] Taylor, E.F., Wheeler, J. A.: Exploring black holes — Introduction to general relativity.
Addison Wesley, San Francisco, 2000.

[13] Taylor, E. F., Wheeler, J. A.: Fyzika priestorocasu — tivod do Specialnej teorie relativity.
Enigma, Nitra, 2012.

[14] Zenisek, A.: Relativita do kapsy. Masarykova univ., Brno, 2015.

Podékovani: Autor dékuje prof. Alexandru Zeniskovi a neznamému recenzentovi za
inspiraci a cenné pripominky a dale Han¢ Bilkové za nakresleni obrazki. Podpoteno
RVO 67985840.

Adresa autora:

Matematicky ustav, Akademie véd CR, Zitna 25, 115 67 Praha 1

e-mail: krizek@math.cas.cz



	Úvod
	Paradox dvojčat
	Jednoduché řešení paradoxu dvojčat
	Vliv gravitačního pole na chod času



