UMITE SI PREDSTAVIT UZAVRENY VESMIR?

N

MicHAL KRIZEK, PETRI LIEVONEN

Uvod

V tomto ¢lanku popiSeme, jak si lze predstavit trojrozmérny uza-
vieny vesmir. K tomu ucelu pouzijeme stereografickou projekei
Sesti hlavnich kruznic trojrozmérné sféry do trojrozmérného eukli-
dovského prostoru. Vznikly kruznicovy model lze vytisknout na
standardni 3D tiskarné.

Kosmologie je odvétvi astronomie zabyvajici se témi nejvétsimi
prostorovymi a ¢asovymi vzdalenostmi a otazkami sloZzeni a vzniku
celého vesmiru. Jednou z Gstfednich otazek také je, zda mé vesmir
koneény ¢i nekoneény objem, tj. jaka je jeho globélni geometrie.
Pokud mé konecny objem, §lo by ho Cisté teoreticky obletét? Pri-
tom je tieba diisledné rozliSovat mezi skuteénym vesmirem a jeho
matematickym modelem, viz (K¥iZek & Somer, 2023, s. 164) ¢i viz
(Krizek, 2025, s. 390).

Podle Kopernikova principu lidé na Zemi nejsou zadnymi pri-
vilegovanymi pozorovateli vesmiru. Nejsme tedy na néjakém vy-
znatném specidlnim misté — pupku svéta, jako je napf. Spicka
vejce. Podle FEinsteinova kosmologického principu (takto ho na-
zval E. A. Milne, viz (Milne, 1935)) je nas vesmir pro kazdy
pevny casovy okamzik homogenni a izotropni na velkych mérit-
kach. Zhruba lze fici, Ze jeho zakfiveni je konstantni v kazdém
bodé a ve vSech smérech.

Pfesnéji feceno, homogenita je predpoklddand vlastnost ves-
miru, ze v kazdém pevné daném casovém okamziku a na velkych
prostorovych skalach se vesmir jevi vSem pozorovateliim stejné, at
jsou kdekoli. Jinymi slovy, v kazdém case je vyzadovéana transla¢ni
symetrie vesmiru, coz vlastné tvrdi i Kopernikiv princip. Pfitom
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se jedna jen o prostorové soufadnice. Homogenita v Case ziejmé
neplati, protoze stfedni hustota vesmiru pozvolna klesa.

Podobné izotropie je pfedpoklddané vlastnost vesmiru, ve kte-
ré se vesmir na velkych prostorovych skalach jevi pozorovateli
v jakémkoli bodé stejny ve vSech smérech, tj. v kazdém pevné
daném case je pozadovana rotac¢ni symetrie vesmiru. Zde je t¥eba
poznamenat, ze naptiklad krystal dvojlomného vapence mé homo-
genni vnit¥ni strukturu, kterd ale neni izotropni, protoze vykazuje
v riznych smérech rizné vlastnosti. V tomto pripadé tedy rotacni
symetrie lokalné neplati.

Existuje cela fada testt, které platnost izotropie vesmiru po-
tvrzuji, protoze piislusné astrofyzikalni objekty (mikrovlnné re-
liktni zafeni, aktivni jadra galaxii, kvazary, galaxie v Hubbleové
hlubokém poli, zablesky gama aj.) jsou prakticky rovnomérné roz-
lozeny po celé nebeské sfére. K prokazani homogenity se pouziva
Hubbleiv test, viz (Kfizek & Somer, 2023, s. 108), (Peebles, 1993,
s. 21).

Znamy némecky fyzik a astronom Karl Schwarzschild
(Schwarzschild, 1900) pfisel s myslenkou, ze skuteény vesmir ne-
musi odpovidat nekonecnému trojrozmérnému euklidovskému
prostoru E3, jak jiz koncem 16. stoleti piedpokladal Giordano
Bruno, ale Ze jej lze popsat pro pevny Cas uzavienou trojroz-
mérnou sférou, tj. trojrozmérnym povrchem ¢tyfrozmérné koule
o poloméru r > O:

SS: {($7y7z7’w) EE4|x2+y2+Z2+w2:r2}.

Pii popisu skuteéného vesmiru se geometrie ohranic¢ené sfé-
ry S? nemfize v ¢ase nahle skokem zménit na neohraniceny eukli-
dovsky prostor E3. Pro jednoduchost budeme nadéile predpokla-
dat, ze polomér r = 1.

Poznamka. Termin ,uzavieny“ vesmir ma v kosmologii zcela
jiny vyznam nez v matematice. Napftiklad neohrani¢eny interval
(0, ) je uzaviend mnozina v E!, zatimco uzavieny vesmir je ohra-
ni¢eny (uzavieny sdm do sebe a mé koneény objem). Na druhé
strané ohraniceny interval (0,1) je otevieny v E!, ale otevieny
vesmir je neohraniceny. Modeluje se napiiklad prostorem E3.
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Néazorn4 vizualizace sféry S? je ale pomérné obtizna. V (Kiizek
& Somer, 2023, s. 112) uvadime 10 zpusobi, jak si ji pfedstavit.
Jednou z moznosti je pouzit stereografickou projekei.

Stereograficka projekce

Jednorozmérnou sféru S* = {(z,y) € E? | 22 + y? = r?} a dvoj-
rozmérnou sféru S? = {(z,y,2) € B3 | 2? + y* + 2% = r?} si lze
snadno predstavit, protoze je mizeme vnofit (viz obrazek 1) do
trojrozmérného euklidovského prostoru, jehoz geometrie je nam

blizka.
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Obr. 1: Sféru S! vlevo a sféru S? vpravo lze vnofit do
trojrozmérného euklidovského prostoru E? tak, Ze se zachovavaji
thly i vzdalenosti.

Sféru S? ale nelze vnotit do E3, aby se zachovéavaly vzdalenosti.
Podobné nelze narovnat kulovou plochu S? (ani jeji dvojrozmér-
nou ¢ast) do roviny E2. Jednou z moznosti je pouzit stereografic-
kou projekci, kterd sice zachovava uhly, ale nezachovava vzdale-
nosti. Proto jsou vSechny mapy zakfiveného povrchu Zemé nutné
vice ¢i méné zkreslené.

Stereograficka projekce ze severniho pélu S nebeské sféry do
roviny tecné k nebeské sféfe v jiznim pdlu J byla pouzita napfi-
klad pfi konstrukci astronomického ciferniku prazského orloje, viz
(Kiizek et al., 2021, s. 246). Je definovana takto. Necht M € S? je
libovolny bod jednotkové dvojrozmérné sféry takovy, ze M # S.
Uvazujme merididnovy fez MSJ. V ném nam budou stacit jen
dvé soufadnice, napt. S = (0, 1) je severni pél a J = (0, —1) je pdl
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jizni. Oznaéme (z, z) soufadnice bodu M v merididnovém Fezu.
Z projekéniho bodu S vedme poloptimku bodem M. Jeji priseéik
s projekéni rovinou z = —1 ozna¢me M’ = (a/, —1). Bod M’ se na-
zyva stereografickou projekci bodu M. Z podobnosti pravoiuhlych
trojihelnikt z obrazku 2 vidime, Ze pro nezndmou soutradnici z’
plati: ' : 2 =2 : (1 — 2). Tedy 2’ = 22/(1 — 2) pro z € (—1,1).
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Obr. 2: Stereograficka projekce ze severniho pélu S bodu M do
roviny te¢né ke kulové plose v jiznim pélu J. Obraz je
oznacden M’.

Pripomenme si prekrasnou Ptolemaiovu vétu starou témér
2000 let, kterou zformuloval slavny anticky matematik a astro-
nom, Klaudios Ptolemaios. Jeji podrobny dikaz je uveden napi.
v (Kfizek et al., 2021, s. 247), viz téz (Kiizek & Kiizek, 2011).

Véta 1 (Ptolemaiova). KaZdd kruznice leZici na sfére S* a ne-
prochdzejici stiedem promitdni se pri stereografické projekci zob-
razi opét na kruznici.

Tak naptiklad na astronomickém ciferniku prazského orloje,
coz je projekéni rovina nebeské sféry, jsou obrazy nebeského rov-
niku, ekliptiky (zodiaku), prazského horizontu a obratniki Raka
a Kozoroha opét kruznicemi. Dalsi dilezitou vlastnost udava na-
sledujici tvrzeni, které dokazal jiz v roce 1695 Edmond Halley,
kdyz stereograficky promital souhvézdi nebeské sféry do roviny.
Geometricky dikaz je uveden napf. v knize (Hilbert & Cohn-
Vossen, 1990, s. 249).
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Véta 2. Stereografickd projekce zachovava velikost thli.

Uhel mezi dvéma kiivkami na sféfe je tedy stejny jako tihel
mezi jejich stereografickymi obrazy v roviné. Naptiklad thel mezi
nebeskym rovnikem a ekliptikou (tj. drdhou Slunce na nebeské
sfére) je 23,5 stupné. Ve stereografické projekci na astronomickém
ciferniku prazského orloje se tento tihel zachovavé, viz (Kiizek
& Kiizek, 2010). My se ale dale budeme zabyvat zejména pravymi
ahly.

Piipomenme, Ze hlavni kruznice na kulové plose S? m4 stejny
polomér a také stejny stied jako S?. Jde vlastné o geodetiku, jejiz
Césti jsou nejkratsimi spojnicemi dvou bodt na S2. Déale budeme
uvazovat 3 hlavni kruznice

24yt =1, 22422=1 a y?+22=1

sféry S?, které lezi ve vzajemné kolmych rovinach z = 0, y = 0
a x = 0. Proto se protinaji v pravych tthlech v Sesti vyznacnych bo-
dech (£1,0,0), (0,£1,0) a (0,0, +1), kde posledni dva jsou severni
a jizni pdl. Na zemském glébu tyto kruznice odpovidaji rovniku
a poledniktim (90°,270°) a (0°,180°), viz obrazek 3.

Obr. 3: T¥i hlavni kruznice kulové sféry S? se protinaji v pravych
thlech. Projekéni bod je oznacen pismenem P.

Nyni si ukdzeme, jak se tyto tfi hlavni kruznice zobrazi pti
stereografické projekci do roviny. Pfi projekci ze severniho pdlu
by se 2 kruznice tvofené poledniky zobrazily na piimky, protoze
nejsou splnény predpoklady véty 1. Proto tentokrat nebudeme
promitat ze severniho pélu (jako v piipadé prazského orloje) ale
z bodu P = (p,p,p) € S?, kde p = /3/3, ktery je symetricky
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umistény vzhledem ke tfem uvazovanym kruznicim, viz obr. 3.
Promitat budeme do roviny, ktera je te¢na k S? v protilehlém bodu
(—p, —p, —p). Obrazy uvazovanych kruznic budou podle Ptolema-
iovy véty 1 opét kruznice, které se protinaji v Sesti pravych thlech,
viz véta 2. Stereograficky obraz rovniku je na obrazku 4 umistén
dole, projekce severniho a jizniho pélu jsou oznaéeny S’ a J’, pro-
jekéni bod P se vlastné ,zobrazi do nekonec¢na“ a jeho protilehly
bod se zobrazi do stfedu obrazku 4.

SI

Obr. 4: Obrazy t1 hlavnich kruznic kulové sféry z obrazku 3 jsou
opét kruznice, které se protinaji v pravych thlech.

3D tisk kruzZznicového modelu uzavieného ves-
miru

Na jednotkové sféfe S? nyni uvazujme 6 hlavnich kruznic
x2—|—y2:1, 2+ 22 =1, y2+22:1,

Z2+uwi=1, yY¥*+uwi=1 a 22+uw?=1,

které se protinaji kolmo v osmi bodech o soufadnicich (£1, 0,0, 0),
(0,+1,0,0), (0,0,%+1,0) a (0,0,0,+1). Necht kuptikladu S =
= (0,0,0,1) je severni pél a J = (0,0,0,—1) jizni pdl sféry S3.
Pak rovnik sféry S? lezi v nadroviné w = 0, coz je vlastné dvojroz-
mérné sféra {(x,y, 2,0) €E* |22 492 + 22 = 1}. V ni lezi prvni
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tii uvazované hlavni kruznice (srov. téz obrézek 3). Dalsi tfi hlavni
kruznice se protinaji kolmo v severnim pélu S a jiznim pdlu J.

Stereografickou projekci vyse uvedenych Sesti hlavnich kruznic
do trojrozmérného eukleidovského prostoru S® miizeme zkonstru-
ovat zcela analogicky jako ve dvojrozmérném pripadé. Tentokrat
ale budeme promitat z bodu P = (1/2,1/2,1/2,1/2), ktery lezi na
sféfe S? a je umistén symetricky vzhledem ke viem uvazovanym
Sesti hlavnim kruznicim. Jejich stfedy do sféry S® nepatii, a proto
se pri stereografické projekci ani nikam nezobrazuji.

Obr. 5: Kruznicovy model uzavieného vesmiru, v némz se
nezachovavaji vzdalenosti, ale zachovavaji se thly. VSech 6
kruZnic mé4 proménnou ,,tloustku“, aby byl model odolny viici
mechanickému namahéani.

Je znamo, ze Ptolemaiovu vétu 1 i vétu 2 lze zobecnit na libo-
volnou dimenzi, viz napt. (Whittaker, 1973). Proto se Sest hlav-
nich kruznic sféry S® pf¥i stereografické projekci do trojrozmérného
euklidovského prostoru E? zobrazi opét na kruznice, které se pro-
tinaji v pravych thlech, viz obrazek 5. Vysledny model 1ze vytisk-
nout na bézné 3D tiskdrné, viz (Segerman, 2016, s. 53). Ptislusny
program je k dispozici na webové adrese:
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https://www.thingiverse.com/thing:1570212
Soubor OBJ kdduje geometrii modelu z obrazku 5.

Na tomto statickém modelu si mizete vyzkouset, ze kdyz se ze
severniho pélu S vydate po libovolné hlavni kruznici jakymkoliv
smeérem, tak se pfes jizni pol J dostanete zase zpét do severniho
polu S. Pfitom rovnik minete dvakrét. Je to podobné situaci zné-
zornéné na obrazcich 3 a 4, kde jsou v severnim pélu k sobé kolmé
dva sméry. Jenomze na sféfe S jsou v severnim pélu S k sobé
kolmé tri sméry: nahoru—dold, vpravo-vlevo a dopfedu—dozadu.
Vzniké tak zcela pfirozend otézka, zda by bylo mozné obletét cely
vesmir. Jestlize pfipustime linearni rist poloméru r = r(t) troj-
rozmérné sféry v Case t, pak Ize skutecné vesmir obletét konstantni
rychlosti po geodetice v kone¢ném ¢ase. Diikaz je uveden v (K¥izek
& Somer, 2023, s. 166).
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Abstract

We describe how to imagine a three-dimensional closed universe.
To do this, we consider six orthogonally intersecting great circles
of a three-dimensional sphere. Then we apply a stereographic pro-
jection of these circles into three-dimensional Euclidean space.
This projection maps circles on circles and preserves angles. The
resulting model can be printed on a standard 3D printer.
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