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Uvodni slovo

Matematickeé véty a jejich ditkazy
Jjsou pro nas jako valouny zlata
pro zlatokopy.

Autofi

S ¢isly se setkdvame denn€, doslova na kazdém kroku. Neni mozné
se bez nich obejit, nevSimat si jich a byt k nim lhostejny. Pojd'me
se tedy spolecné podivat do svéta Cisel, seznamit se s jejich fasci-
nujicimi a n€kdy az magickymi vlastnostmi. Dokazeme si nékteré
prekvapivé souvislosti mezi teorii Cisel a geometrii (viz napf. ka-
pitoly 1, 4, 7 a 9). Uvidime, jakymi zakonitostmi se idi cela ¢isla.
Ukazeme si také, ze teorie ¢isel ma mnohé praktické aplikace, bez
nichz si ani nelze pfedstavit moderni technicky svét.

Toto pojednani o ¢islech vzniklo na zaklade nasich vice nez 50
popularizacnich a védeckych ¢lankd o elementarni a algebraické
teorii ¢isel. O vét§in¢ z nich se referovalo na semindfi Aktudalni
problémy numerické matematiky, ktery probiha v Matematickém
tistavu Akademie véd CR [www1], na seminafi Dé&jiny matematiky
a astronomie na CVUT v Praze [www2] a na mnoha domacich
i mezinarodnich konferencich vénovanych teorii ¢isel.
kteti dokazi ocenit kouzlo abstraktni i aplikované matematiky.
Predpokladame pouze, Ze Ctenat je seznamen se zakladnimi pravi-
dly aritmetiky a ze mu necini potize algebraické upravy. Jen zcela
vyjimecné bude potfebovat k porozuméni nékolika vztahlim zna-
lost linearni algebry ¢i matematické analyzy. Vétsinu kapitol 1ze
Cist nezavisle na predchozim vykladu. Pfitom nekteré ¢asti jsou

vvvvvv

vvvvvv

jsou v obsahu oznaceny jednou hvézdickou * nebo dvéma hvéz-
dickami ** podle stupné obtiznosti.

V zéavéru knihy jsou tabulky a pomérné rozsahly seznam lite-
ratury, jehoZ ucelem je upozornit na nékteré prace z teorie Cisel.
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Pro inspiraci je zde také n¢kolik odkazl na internetové stranky,
i kdyz jsme si dobie védomi, ze nepodléhaji recenzi a Casto se
meéni. Nové definované pojmy jsou v textu pro pohodli ¢tenafe
zvyraznény kurzivou. Lze je nalézt také v rejstriku.

Pii ¢teni jednotlivych kapitol se prosim nezaleknéte pomérné
velkého mnozstvi matematickych vét. Je jich vice nez 160. Mate-
matikové totiz formuluji své myslenky pravé formou matematic-
kych vét, které obsahuji jen to, co je na daném problému podstatné.
odkaz na pfislusnou literaturu), abyste se sami mohli piesveédcit
o platnosti predkladanych tvrzeni. Na teorii Cisel je nejkrasnéjsi
to, Ze dikaz kazdého tvrzeni se obvykle lisi od ostatnich diitkazil.
Pfitom formulace uvedenych matematickych vét se vejde vétsinou
jen na jednu ¢i dvé tadky, coz umoznuje pomérn€ snadno pochopit,
co dana véta vlastné fika.

Matematicka tvrzeni plati vécné. Nejsou zavisla na poloze a
Casu. O jejich platnosti nerozhoduje parlament hlasovanim, ani
nabozensky ¢i politicky systém v dané zemi, ani nezavisi na kul-
turnich zvyklostech apod. Napiiklad Pythagorova véta plati na
Zemi stejné tak jako ve vzdalené galaxii M31 a bude platit i za mi-
lion let. Definice matematickych pojmut nedovoluji dvoji vyklad.
Rovnéz naprosto presné formulace matematickych problému ne-
pripoustéji vice interpretaci. Vagni vyjadfovani, jehoz jsme denné
svédky, ma za nasledek fadu nedorozumeéni. Jen malé procento
nasi vefejnosti se dokaze vyjadiovat piesné a vnimat krasu mate-
matiky. Vystizné to vyjadfil vyznamny mad’arsky matematik Cor-
nelius Lanczos (1893—-1974):

Vetsina uméni, jako je malirstvi, socharstvi a hudba, vyvolava
ve verejnosti emociondlni dojem. Je to tim, Ze tato umeéni jsou
vaimana jednim ¢i vice z nasich smysli. Tak tomu neni s umeé-
nim matematickym, které miize byt docenéno pouze matematiky.
A stat se matematikem vyzaduje dlouhé obdobi usilovné pripravy.
Matematicka komunita je podobna jakési imagindrni spolecnosti
hudebnich skladatelu, jejichz jedinym uspokojenim je vzdjemnd
vymeéna hudebnich skladeb, které komponuji.
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Dalsi slavny mad’arsky matematik Paul Erdés (1913—1996) se
o ¢islech vyjadiil takto:

Pro¢ jsou cisla krasna? To je podobné, jako ptat se, proc je
Beethovenova Devata krdsna. Kdyz to nevidite, nikdo vam to ne-
muze Fict. Ja vim, zZe cisla jsou krdasnd. A pokud ne, tak neni krasné
nic.

V ceské a slovenské matematické literatufe najdeme nékolik
knih o teorii ¢isel. Zmifime se o znamenitych monografiich (Gro-
Sek, Porubsky, 1992), (Lepka, 2000), (Rychlik, 1950), (Sedlacek,
1997), (Salat, 1969) a (Znam, 1987). V nasi knize ale naleznete
nékterd zcela nova témata. Naptiklad uvidite, jak trojuhelnikova
¢isla souvisi s bicim strojem prazského orloje, o jakou matematiku
se opira tradi¢ni ¢insky kalendaf, nebo jak lze zkonstruovat pra-
videlny sedmnactithelnik pomoci pravitka a kruzitka. Ukazeme,
jak byla pouzita zakladni véta aritmetiky pii navrhu poselstvi mi-
mozemskym civilizacim a jak teorie Cisel souvisi s teorii grafi.
Seznamime se také s nejnovéj$imi vysledky pfi honbé za nejvét-
$imi prvocisly a pozname, k ¢emu jsou ndm viibec prvocisla dobra.
Uvedeme tadu jejich rozli¢nych praktickych aplikaci v naprosto
odlisnych odvétvich. Predstavime si kddy, které detekuji piipadné
chyby, a tzv. samoopravné kody, které navic chyby automaticky
opravuji. Také vam predvedeme, jak spolu souvisi chaos, fraktaly
a teorie Cisel.

V tad¢ diskusi nam pomohli zdokonalit obsah knihy predev§im
Jan Brandts, Karel Bfinda, Yann Bugeaud, Pavel Burda, Walter
Carlip, Karl Dilcher, Alena Hadravova, Helena Holovska, Vaclav
Holub, Jan Chleboun, Frantisek Katrnoska, Martin Klazar, Sergej
Korotov, Pavel a Filip K#izkovi, Florian Luca, Karel Micka, Jaro-
slav Mlynek, Pavla Pavlikova, Stefan Porubsky, Ladislav Skula,
Laszl6 Szalay, Bediich Soft, Jakub Solc, Pavel Trojovsky, Jana
Vlaskova a Vaclav Vopravil. Jejich pomoci si velice vazime a
patii jim na$ velky dik. Dale jsme zavazani univerzitni knihovné
v Gottingen za povoleni publikovat kopii ¢asti dopisu z pozista-
losti C. F. Gausse (obr. 4.5) a Narodni knihovné CR v Klementinu
za umoznéni studia kodexu XIIL.F.1, jehoZ Cast je na obrazku 8.7.
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Také bychom radi podékovali Akademii véd CR a Ministerstvu
Skolstvi, mladeze a t€lovychovy za udéleni granti IAA 100190803
a 1POSME749, bez nichz by tato knizka jen tézko vznikla. Nas
velky dik patii zvlasté nakladatelstvi Academia, Edi¢ni rad¢ Aka-
demie véd za finan¢ni podporu a panu redaktoru Alesi Bad’urovi
za velice cenné piipominky a vyznamnou pomoc pii zavérecné
Gipravé prace a Jakubu Solcovi za peélivou grafickou upravu.

Michal Kiizek

Lawrence Somer
Alena Solcova
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Seznam symbolii

desetinné c¢islo

mnozina ptirozenych ¢isel

mnozina celych ¢isel

mnozina racionalnich ¢isel

mnozina realnych cisel

mnozina komplexnich ¢isel

CtyTsténna Cisla

Bernoulliova ¢éisla

Cullenova cisla
Fermatova ¢isla
Fibonacciho ¢isla
Lucasova Cisla
Mersennova cisla

mnohouhelnikova ¢isla

pétithelnikova ¢isla

étvercova Cisla

trojuhelnikova ¢isla

Woodallova ¢isla

nejvetsi spolecny délitel

Cisel ny,ny,...

s Nk

nejmensi spolecny nasobek

Cisel ny, ny, ..., ny
mnozina k ¢isel ny, ny,. .., ng
(nezalezi na potadi)
usporadana k-tice Cisel
ni,...,n; (zalezi na poradi)

posloupnost

cela ¢ast realného Cisla a
pocet prvkd mnoziny S

pfiblizna rovnost

n je kongruentni £ modulo m
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n neni kongruentni £ modulo m

m déli n

m nedéli n

m/ piesné déli npro 1 < m < n

maximum z ¢isel m a n

minimum z ¢isel m a n

tad n modulo d

sou¢in 1 -2 - - - n, n-faktorial

determinant

logaritmus o zakladu b

pfirozeny logaritmus

Eulerovo ¢islo

Ludolfovo ¢islo

pocet prvocisel nepfevysujicich x

orientovany graf na n vrcholech

pocet vSech kladnych déliteli
Cisla n

pocet vSech prvociselnych
délitelu cisla n

soucet vSech kladnych délitelt
Cisla n

soucet vSech kladnych délitelti n
mensich nez n

Eulerova funkce

cyklotomicky polynom stupné »

Carmichaelova funkce

Legendriiv symbol pro liché
prvocislo p

Jacobiho symbol pro liché
¢islo m

kombinaéni ¢islo » nad k
(binomicky koeficient)

realna ¢ast komplexniho cisla z

imaginarni ¢ast komplexniho
Cisla z



+

z ¢islo komplexné sdruzené k z
i imaginarni jednotka

i, j, k celociselné indexy

3 existuje

v pro vSechna

o) Landautiv symbol:

f (@) = O(g(a)), pokud
£(@)] < Clg(@)
pro oo — 0 nebo o0 — oo
0 prazdna mnoZina
II soucin
> soucet
N prunik
U sjednoceni
\ rozdil mnoZzin
C je podmnozinou
€ je prvkem
¢ neni prvkem
{x € 4; P(x)} mnozina vSech prvkl x z 4
majicich vlastnost P(x)
f:4A4—B zobrazeni (funkce) f
z mnoziny A do mnoZiny B
= implikace
& ekvivalence
= pritazeni
Halmostv symbol
oznacujici konec ditkazu

O

V knize zapisujeme desetinna ¢isla, na rozdil od ¢eské literatury, s teckou.






Predmluva

Podle starocinské filosofie vSechny jevy
vznikly z prachaosu, ktery se rozstépil
ve dva naprosté protiklady, jin a jang.

V jedné z nejstarSich ¢inskych knih /-fing (Kniha promén), ktera
vznikla pfiblizné v 8. stol. pf. n.l., je uveden obrazek (tzv. he-
xagram) obsahujici 8 x 8 poli¢ek. Uvniti kazdého z nich je Sest
prerusovanych nebo plnych horizontalnich Car (obr. 1). Pferusena
Cara znamena stary ¢insky princip jin a plna princip jang, jez jsou
v protikladu. Jin je spojovano s Mésicem, vlhkosti, tmou, zemi, ze-
nou a pasivitou, jang naproti tomu se Sluncem, suchem, svétlem,
nebesy, muzem a aktivitou.

Vyznamny némecky matematik Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) spojoval uvedeny hexagram s objevem dvojkové sou-
stavy. Budeme-li totiz misto pferusené ¢ary uvazovat nulu a misto
plné ¢ary jednicku, pak symboly v poli¢kach zleva doprava (hornim
tadkem pocinaje) lze postupné interpretovat jako ¢isla 0, 1,2, 3,. ..
zapsana ve dvojkové soustaveé. Prvni ¢islo v levém hornim policku
jetedy nula, i kdyz tento jeji zapis nebyl v 8. stoleti pt. n. . pouzivan
pro operace s ¢isly. Posledni ¢islo v pravém dolnim rohu odpovida
63, které se ve dvojkové soustaveé zapisuje Sesti jedni¢kami. Po-
uziti nuly se ndm dnes zda zcela pfirozené, ale jeji samotny objev
a zejména zplsob jejiho zapisu znamenal v evropské matematice
obrovsky pokrok.

I kdyz stati Ciftané neprovadéli se symboly jin a jang zadné
aritmetické operace, nelze jim upfit prioritu ve znazornéni Cisel
zapsanych ve dvojkové soustavé. Tento fenomenalni objev nasSel
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praktické uplatnéni az v dnesni dob¢ pocitaci, tj. témeft o tfi tisice
let pozdé&ji. Pocitace totiz zobrazuji a zpracovavaji veskerou infor-
maci (vcetné Cisel) prave ve dvojkové soustave. Je to nejjednodussi
zpusob jak v elektronickych obvodech pocitace zpracovavat data.
A tak i fungovani celosvétové sité internetu, e-mailu, faxu, ske-
nertl, kopirek, digitlnich kamer, kompaktnich diski CD a DVD
¢i mobilnich telefont je vlastn€ zaloZeno na principech jin (= 0) a

jang (= 1).
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Obr. 1. Prvni znazornéni dvojkové soustavy z 8. stoleti pi. n. |.

Ptiroda ale v prib&hu evoluce objevila dvojkovou (nebo cheete-
li ¢tytkovou) soustavu jiz pfed vice nez tfemi miliardami let. Na
dvojsroubovici kyseliny deoxyribonukleové (DNA), ktera je obsa-
zena v kazdé bunce, se nachazeji ctyti druhy bazi: adenin 4, cytosin
C, guanin G a thymin 7. Nahradime-li je postupné dvojicemi 00,
01, 10 a 11, bude kazdému vlaknu DNA odpovidat posloupnost
nul a jednicek, ktera tak vlastné pfedstavuje genetickou informaci
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zapsanou ve dvojkové soustave. Pritom je geneticky kod univer-
zalni pro celou rostlinnou i zivo¢i$nou fi8i (az na n¢kolik drobnych
vyjimek).

Y g

P
0%

Obr. 2. Symholy jin a jang Ize nalézt na dneSni \
I ymboly jin a jang Ize nalézt na dneSni \‘ %

vlajce Korejské republiky.

Pomoci replikace R(4) = T, R(C) = G, R(G)=CaR(T)=4
dochazi k vytvoteni druhého vlakna kyseliny DNA, ¢imz tato ky-
selina ziskava tvar dvojSroubovice (Katrnoska, K#izek, 2003). Pii-
roda tak vlastn€ objevila i jednoduchou logickou unarni operaci
negace. Naptiklad nukleotidy ... AGTCCT ... na hornim vladknu
z obr. 3 odpovidajici posloupnosti

...001011010111...

prejdou piireplikaci DNAna... TCAGGA. .. odpovidajici , kom-
plementarni* posloupnosti

...110100101000.. .,

kde4=00,C=01,G=10aT =11.

Pokud bychom polozili4d =0, C =1,G =2a T = 3, pak
je geneticka informace prevedena do ¢tytkové soustavy. Soucet
téchto numerickych hodnot je pro vSechny mozné pfipustné pary
A-T, C—G, G—C a T—A vzdy roven 3. Nositel Nobelovy ceny
James D. Watson ve své knize Geny, Zeny a Gamow z roku 2001
pise:

Nejvyznamnejsim Gamowovym zjistenim bylo, ze cely
Jjazyk DNA je vytvoren ze Ctyr pismen, bazi A, C, Ga T.
Upoutala ho myslenka, Ze k osvétleni fungovani genit by
mohla byt vyuzita teorie cisel.

Zde dovolte malé odboceni. Pii navrhu modelu struktury DNA
v roce 1953 sehrala jisté dilezitou roli skutecnost, Ze jeden z au-
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Obr. 3. Schematické znazornéni struktury DNA. Nukleotidy jsou oznacené pismeny A,
C, G a T. Molekuly cukru deoxyrihdzy (oznacené pétiiihelniky) a molekuly kyseliny
fosforecné (oznacené krouzky) jsou spojené silnymi kovalentnimi vazbami a chrani
tak genetickou informaci pfed poSkozenim. Cela molekula DNA je ve skutecnosti
zkroucena do dvojité pravotocivé Sroubovice.

tord, Francis H. C. Crick, byl fyzikem s abstraktnim matematicko-
fyzikélnim myslenim. Crick si jiz v roce 1950 uvédomil, ze kdyz
budeme stejné molekuly spojovat naprosto stejnym zptisobem, bu-
dou lezet na prostorové Sroubovici (v meznich pifipadech na kruz-
nici ¢i pfimcee). Za tento objev ziskal spole¢né s Jamesem D. Watso-
nem Nobelovu cenu. Podobné zakladatel genetiky Johann Gregor
Mendel ovladal matematické metody a dokonce matematiku vy-
ucoval ve Znojmé a Brné. A jen precizni prace se statistickymi
daty z kfizeni hrachu mu umoznila objevit znamé zakony dédic-
nosti (Katrnoska, Kiizek, 2004/05). Matematika tak hraje dalezitou
roli pfi odkryvani a popisu zakonitosti pfirody.

Ve starovéku a stredoveku se pouzivaly ¢iselné soustavy o riiz-
nych zakladech. Naptiklad je doloZeno, ze stafi Babylonané a
Mayové pouzivali soustavu o zakladu 60. Pivod ceskych slov
tucet (12), kopa (60) a veletucet (144) také sved¢i o tom, Ze se
u nas nepouzivala jen desitkova soustava.

Pfipomenime, Ze celé kladné Cislo n v soustavé o zdkladu b l1ze
jednoznacéné napsat ve tvaru

n=cb* 4+ cp_1B*V - 4 e1b + e,

kde jeho cifry (¢islice) ¢; € {0,1,...,b — 1}, tj. mnoZina cifer ma
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praveé b prvkd, a ¢, # 0. (Existenci takového vyjadieni Ize dokazat
indukci a jednoznaénost podobné jako ve vété 2.2.) Pokud b > 10,
roli dalSich cifer mohou hrat pismena. Naptiklad v Sestnactkové (tj.
hexadecimalni) soustave se pouzivaji tyto cifry: 0,1,2,...,9, A, B,
C, D, E, F. V této knizce ale budeme dale pracovat jen v desitkové
¢i dvojkové soustave.

Vydame se po cesté za tajemstvim pfirozenych ¢isel a pted-
stavime si jejich nékteré doslova kouzelné a ne¢ekané vlastnosti.
Chceme vam zejména ukézat, ze Cisla nejsou jen pro zabavu a
s ni spojenym dobrodruZstvim, ale Ze teorie ¢isel ma také obrov-
ské mnozstvi praktickych aplikaci. V minulosti Eukleides, Fermat,
Euler a mnozi dalsi si vlastn€ s Cisly pouze ,,hrali“, dokazovali
o nich nejriiznéjsi tvrzeni, aniz by tusili, jakou obrovskou revoluci
svymi vysledky zptisobi a jaké praktické vyuziti jejich matema-
tické véty budou mit. Navic tentyz vysledek se da Casto pouzit
v fad€ naprosto rozli¢nych situaci. V této knize to uvidime napfi-
klad u Cinské véty o zbytcich & Malé Fermatovy véty. Vétsina
tvrzeni z teorie ¢isel na své praktické pouziti teprve ¢eka a mnohé
znich uplatnéni patrné nikdy nenajdou. To ale nic neubira na jejich
krése.

Studiem prvocisel a jejich mnohdy prekvapivymi vlastnostmi
se zabyva lidstvo uz nékolik tisicileti. Ale teprve ve 20. stoleti se
pfislo na to jak vyuzit prvocisel v fad€ uzitecnych aplikaci. Napfi-
klad rodné ¢isla jsou od roku 1986 utvarena tak, aby byla d€litelna
prvocislem 11. Pocita¢ totiz okamzité¢ odhali chybu, jakmile se
pfi zadavani rodného Cisla zmylime v jedné jeho ciffe. Jestlize se
zmylime ve vice cifrach, potom s velkou pravdépodobnosti poci-
ta¢ rovnéz odhali chybu. To je jeden z piikladl tzv. samodetekuyji-
cich kodu. Pon¢kud komplikovanéjsim jedenactkovym kédem jsou
chranéna proti mozné chybe¢ i ¢isla bankovnich uctu, identifikacni
Cisla organizaci, ¢isla ISSN Casopist, ¢isla ISBN publikaci aj.

VéEtsi prvocisla, jez maji az sto cifer, se pouzivaji v modernich
kryptografickych systémech s vetejnym Sifrovacim klicem (napf.
v metodé¢ RSA pro ptenos tajnych zprav). Také digitalni podpis,
jehoz zavedeni do Zivota schvalil nd$ parlament, je zaloZen na
velkych prvocislech. Pomoci prvocéisel 1ze konstruovat efektivni
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generatory pseudondhodnych ¢isel nebo navrhovat algoritmy pro
velmi rychlé nasobeni velkych cCisel. Prvocisla maji fadu aplikaci
i pfi zpracovani signalu ¢i obrazu pomoci Ciselné teoretickych
transformaci, napft. pfi filtrovani dat ziskanych z radart, sonart,
modemi apod.

Vydanim zakladni Gaussovy prace Disquisitiones arithmeticae,
srov. (Gauss, 1986), na pocatku 19. stoleti se teorie ¢isel konsti-
tuovala jako systematickd matematicka disciplina, jejimz hlavnim
predmétem je studium vlastnosti celych Cisel. Ve 20. stoleti pak
nasla Siroké uplatnéni v nejriznéjsich oborech lidské ¢innosti. Po-
uziva se v fadé softwarovych produktii, v informacni bezpecnosti,
pfi kompresi dat, matematické genetice, ve fyzice, astronomii, ro-
botice, krystalografii aj. S ¢arovymi kody se dnes bézné setkavame
v komer¢ni sféfe diky obrovskému pokroku optoelektrotechniky.
Jejich zavedeni v obchodech zvysuje rychlost prodeje az o 400 %.
Samoopravné kody se zase pouzivaji pfi pfenosu dat z meziplane-
tarnich sond nebo na zeleznici pro zabezpecenti jejiho spolehlivého
provozu. Také fungovani digitalnich fotoaparatl, telekomunikac-
nich druzic, hudebnich pfehravact aj. je zalozeno na teorii Cisel.

IIIIIII..Q
b ||I
I|| b
a-IIIIIIII

Obr. 4. Geometricka interpretace znamého Gaussova vztahu pro soucet prvnich n
¢leni aritmetické posloupnosti a+ (a1 d)+(a+2d)+---+ b= %n(a + b),
kde b = a+ (n — 1)d a d je rozdil (diference) dvou sousednich ¢leni.
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Tyto moderni vydobytky civilizace by bez teorie Cisel nikdy ne-
vznikly. [ kdyz zde v 19. stoleti nebyly, asi jen t€Zko bychom se jich
dnes vzdavali. Sirsi vefejnost si je bohuzel neuvédomuje (nebo ani
uvédomovat nechce) a povazuje je za samoziejmost. Netusi, kolik
lidského diimyslu, intelektualniho tsili a matematickych vysledkt
je ukryto v té€chto technickych zatizenich. Napiiklad pocitacové
tomografy by nefungovaly bez komplexnich ¢isel. O n€ se totiz
opira rychla Fourierova transformace, ktera je potiebna k velice
rychlému vypocétu Radonovy inverzni transformace v redlném Case
(Krizek, 1999).

V nésledujicich kapitolach se pii vykladu zaméfime na geome-
trickou pfedstavivost, kterd miize do zna¢né miry usnadnit cha-
pani nékterych algebraickych tvrzeni, vztahti a zdkladnich pojma
z teorie &isel, napt. znamych algebraickych identit (a + b)* =
a* £ 2ab + b*, a*> — b*> = (a + b)(a — b), Pythagorovy véty
(obr. 2.1), vztahu pro soucet aritmetické posloupnosti (obr. 4) apod.
Celkem je v této knize kolem 100 obrazkd. Najdete zde i poznamky
o historickém pozadi nékterych pojml a metod.
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1. DELITELNOST A KONGRUENCE

Jeden obrazek rekne vice
nez tisic slov.

Staré ¢inské prislovi

1.1. Prirozena cisla

Lidé od pradavna pouzivaji ¢isla 1, 2, 3,... k vyjadieni poctu né-
jakych ptfedméti. Nejstarsi pouziti nuly bylo zaznamenano v Indii.
Postupné byla zavedena mezi cela ¢isla v pozi¢ni ¢iselné soustave.

Obcas se setkavame s otazkou, zda nula je ¢i neni pfirozené
Cislo. Natento dotaz bohuzel nelze dat jednoznacnou odpoved’ typu
ANO/NE, nebot’ to, zda budeme nulu povazovat za prirozené Cislo
¢i nikoliv, je véci definice. Nulu je vhodné zahrnout do mnoziny
prirozenych ¢isel naptiklad pifi ur€ovani poctu prvkid konecnych
mnozin, protoze pocet prvkil prazdné mnoziny je nula.

Na druhou stranu existuji dobré divody, kdy naopak neni vy-
hodné nulu zahrnovat do mnoziny pfirozenych ¢isel. Je to naptiklad
pfi umocnovani pfirozenych ¢isel na pfirozenou mocninu. Sym-
bolu 0° totiz nelze jednoznaéné pfiradit n&jakou hodnotu, ktera by
ptirozené korespondovala s operacemi v realném oboru. Vidime
napiiklad, ze pro n = 1,2,... je 0" = 0, zatimco n° = 1. Rov-
n¢z nelze rozumné definovat nejmensi spolecny nasobek napiiklad
¢isel 0 a 3, jak uvidime v oddilu 1.3. Proto se Cast&ji nula za pii-
rozené C¢islo nepovazuje. Také v této knizce mnozina pfirozenych
¢isel nebude nulu obsahovat.

Mnozinu prirozenych cisel oznaCime

N={1,2,3,... .

Umluva. Pfirozené cCisla budeme vétSinou znacit i, j, k, £, m, n,
p,q,7,5,. .., pokud nebude stanoveno jinak.
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Pomérmné dlouho trvalo, nez si matematikové ujasnili, jak 1ze
vlastn¢ pfirozena Cisla zavést. Mezi nékolika moznostmi se na-
konec prosadily ¢tyfi axiomy, které teprve roku 1891 formuloval
pomoci funkce ,,ndslednika® italsky matematik Giuseppe Peano
(1858-1932). Vystizné charakterizuji mnozinu piirozenych cisel a
nazyvaji se po ném Peanovy axiomy:

Al. Existuje prirozené cCislo, které neni naslednikem zadného
prirozeného cisla. Toto Cislo budeme oznacovat symbo-
lem 1.

A2. Kazdeé prirozené cislo ma prave jednoho naslednika.

A3. Kazdé prirozené cislo je naslednikem nejvyse jednoho
prirozeného cisla.

A4. Kazda mnozina, kterd obsahuje prirozené cislo 1 a s kaz-
dym prirozenym cislem obsahuje i jeho naslednika, je
mnozinou prirozenych cisel.

Na téchto axiomech je zalozena hlavni myslenka principu mate-
matické indukce. Pokud chceme dokazat, ze néjaka vlastnost V' (n)
plati pro v§echna pfirozena ¢isla n, pak nejprve dokazeme, ze V (n)
plati pro n = 1. Potom dokazeme, Ze kdyZ vlastnost V' (») plati pro
né&jaké ptirozené ¢islo n, platii V' (n + 1) pro naslednika n + 1 ¢isla
n. Odtud jiz plyne, Ze vlastnost plati pro vSechna piirozena n.

Mnozinu celych cisel oznacime

Z={.,-2-1012, . .}

Tato mnozina se tedy sklada z prirozenych cisel, k nim opacnych
¢isel (tj. se znaménkem minus) a nuly. Je uzaviena vici operaci
scitani a nasobeni, tj. pro libovolnd m,n € Zjem+n € Z a
m - n € Z.NaZ se zavadéji relace =, <, >, < a >.

Mnozina ptirozenych Cisel N je dobre usporadand, coz zna-
mena, ze libovolna jeji neprazdna podmnozina ma nejmensi prvek.
Podobnou vlastnost nema ani mnozina celych ¢isel Z, ani mnozina
racionalnich ¢isel Q ¢i realnych ¢isel R. To, Ze je mnozina ptiroze-
nych ¢isel dobie usporadana, je ekvivalentni principu matematické
indukce, viz napft. (Tattersall, 2005, s. 40). Je to vlastn¢€ axiom, tj.
tvrzeni, které se piijima bez diikazu, protoZze neodporuje intuici.
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Uz v antice si Archimédes (287-212 pf.n.1.) uvédomoval, Ze
mnozina ptirozenych cisel je dobfe usporadana.

Archiméduv axiom. Pro libovolna prirozena cisla j a k existuje
prirozené cislo n tak, Ze nj > k.

Archimédiv axiom lze dokézat. Je to tedy matematicka véta,
ale z historickych divoda hovofime o axiomu. Kdyby totiz nebyl
pravdou, pak by existovala j,k € N tak, ze nj < k pro kazdé
n € N.Z dobrého uspotadani mnoziny M = {k—nj; n € N} C N
plyne existence nejmensiho prvku m mnoziny M. Prvek k —(m+1)j
ale také lezi v M a plati pro n¢j

k—(m+1)j=(k—mj)—j<k—mj,

coZ je ve sporu s minimalitou k — mj.
Archimédtv axiom ma hezkou geometrickou interpretaci. Rika
vlastné, kolik tsecek o délce j pokryje tisecku o délce k.

1.2. Jednoducha kritéria délitelnosti

Rekneme, Ze piirozené &islo d déli (beze zbytku) piirozené &islo n,
jestlize existuje k € N tak, ze n = d - k. V tomto pfipad€ budeme
psat

d| n,

napt. 3 | 6. Cislo d se nazyva délitel &isla n a &isla 1 a n se nazyvaji
trivialni (samozrejmi) délitelé Cisla n. Jestlize 1 < d < n, pak d se
nazyva netrivialni délitel, a jestlize d < n, pak se d nazyva viastni
delitel ¢&isla n. Pokud m ned€li n, budeme psat m { n, napt. 5 1 6.
Podobné definice 1ze zavést 1 pro celd zédporna Cisla. Celé Cislo
délitelné dvéma se nazyva sudé, v opacném piipadé liché.

Véta 1.1. Prirozené cislo n je délitelné:
a) dvéma, je-li jeho posledni cifra suda,

b) tremi, je-li jeho ciferny soucet délitelny 3,
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c) Ctyrmi, je-li jeho posledni dvojcisli delitelné 4,

d) péti, je-li jeho posledni cifra 0 nebo 5,

e) Sesti, je-li sudé a délitelné 3,

f) sedmi, je-li dvojndsobek poctu stovek zvetseny o posledni

dvojcisli delitelny 7,

g) osmi, je-li posledni trojcisli delitelné 8,

h) deviti, je-li jeho ciferny soucet délitelny 9,

1) desiti, je-li jeho posledni cifra 0.

Dikaz. Necht n je libovolné ptirozené Cislo. V desitkové sou-

stave je 1ze jednozna¢né napsat ve tvaru

n=cpl0¥ 4 -+ 210 4 ¢,10 + o, (1.1)

kde jeho cifry cy,...,c2,c1,co jsou z mnoziny {0,1,2,...,9} a
cx # 0. Z vyjadreni (1.1) okamzité plynou tvrzeni a), c¢), d), g) a
).

Ozna¢me s ciferny soucet Cisla n, tj.
S=ci+---+cy+cp+ o
Pak
n—s=cp(10F = 1)+ +¢299+ ¢, 9,

kde kazdy scitanec na pravé strané je dé€litelny deviti. Proto je n
délitelné tiemi, popt. deviti, prave tehdy, kdyz s je délitelné tfemi,
popi. deviti. Tedy plati b) a h).

Z a) a b) okamzité plyne e). Zbyva dokazat f). Dikaz tohoto
kritéria pochazi od Vaclava Holuba. Dvojnasobek stovek Cisla n
zvétseny o posledni dvojcisli je roven

m=2c, 1052 4+ 4 2¢5 + 10¢; + co.
Podle (1.1) vidime, Ze rozdil
n—m= 980;{10](72 + -4+ 98¢
je délitelny sedmi, protoze 7 | 98. Jestlize nyni 7 déli m, potom 7

také déli soucet m + (n — m) = n. O
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Priklad. Podle véty 1.1 okamzité vidime, ze 7 | 1239, protoze 7
deli2 - 12 4+ 39 = 63.

Ptiklad. Pro vétsi Cisla je vétSinou nutné pouzit piislusné pravidlo
vicekrat za sebou. Napftiklad

3| 188887777788885,
jelikoz ciferny soucet 105 je déliteny tiemi a 3 | 6.
Délitelnosti ¢islem 11 se budeme vénovat v oddilu 5.1. Uved'me

si jesté pravidla pro délitelnost Cisly 13, 17 a 19. Piislusné dtikazy
1ze provést analogicky jako v diikkazu véty 1.1.

Ptirozené Cislo n je dé€litelné 13, jestlize Ctyinasobek posledni
cifry pficteny k desitkam je délitelny 13. Naptiklad 13 | 507,
protoze 13 déli4 - 7 + 50 = 78.

Ptirozené ¢islo n je délitelné 17, jestlize pétinasobek posledni
cifry odeéteny od desitek je délitelny 17. Naptiklad 17 | 357,
protoze 17 déli35 —5-7=0.

Ptirozené Cislo n je délitelné 19, jestlize dvojnasobek posledni
cifry pficteny k desitkam je délitelny 19. Napiiklad 19 | 1026,
protoze snadno zjistime, ze 19 déli 2 - 6 + 102 = 114 a 19 d¢eli
1142-4=19.

Ptipomenme, ze kombinacni ¢islo <:1> (¢ti n nad m) je defino-
vano vztahem

!
A P L proceldn > m >0,
m m!l(n — m)!
kde
nl=1-2-...-(n—1)-n pronelN, 0!=1,

symbolu n! tikame n faktorial.
Poznamka. Necht k = n — m je ptirozené Cislo. Pak plati

k!(”) — ::1—!':(m+1)(m+2)---(m+k).

m m!k!
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Vidime tedy, Ze soucin & po sob¢ jdoucich ¢isel na pravé strané je
vzdy délitelny £!.

Navic lze dokazat, ze (m + 1)(m 4+ 2)---(m + k) se pro k > 1
nikdy nerovna mocniné n/ pro j > 2 a n piirozené (Erdés, Self-
ridge, 1975).

1.3. Nejmensi spolecny nasobek a nejvétSi spolecny délitel

Necht’ m a n jsou libovolna piirozena Cisla. Ozname M C N
mnozinu vSech spolecnych nasobkt ¢isel m a n. Mnozina M je
ziejme neprazdna, nebot’ obsahuje naptiklad soucin mn. Protoze je
N dobie uspotradana, musi M obsahovat sviij nejmensi prvek, ktery
oznacime [m, n] a nazveme nejmensim spolecnym nasobkem Cisel
m,n € N. Je to tedy nejmensi ptirozené Cislo, které je délitelné
Cisly m 1 n.

Podobné nejveétsim spolecnym delitelem dvou celych Cisel m a
n, ktera nejsou soucasn¢ 0, je nejvetsi prirozené Cislo, které déli m
i n. Nejvetsi spolecny délitel Cisel m a n budeme oznacovat (m, n).

Zékladni vlastnosti nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho
spole¢ného nasobku je ziejme

(m,n) = (n,m), [m,n]=[n,m).
Pro k, m, n € N plati téz nasledujici distributivni vlastnosti

[k, (m,m)] = (lk,m],[k,n]) —a  (k,[m,n]) = [(k, m),(k,n)].

Na obrazku 1.1 vidime geometrickou interpretaci nejvétsiho
spole¢ného délitele a nejmensiho spole¢ného nasobku. Leva cast
obrazku ukazuje, pro¢ je nejvétsi spolecny délitel Cisel m = 12 a
n = 15 roven 3. Ctverec o délce strany (m, n) = 3 je nejvétsim
¢tvercem, kterym lze zcela vyplnit obdélnik, jehoz délky stran jsou
12 a 15. Mlzeme si to téZ predstavit jako tlohu, v niZ je zapottebi
rozstiihat ¢tvereCkovany papir o rozmérech 12 x 15 na co mozna
nejvetsi stejné velkeé ctverce. Délka jejich strany je pak nejveétSim
spolecnym délitelem.
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Podobné prava ¢ast obrazku ilustruje, pro¢ je nejmensi spolecny
nasobek &isel m = 6 a n = 4 roven 12. Ctverec o délce strany
[m,n] = 12 je tak vlastné nejmensim ctvercem, ktery Ize vyplnit
shodnymi obdélniky o délkach stran 6 a 4.

W W W W

33 333 4 4 4

Obr. 1.1. Geometricka interpretace nejvétSiho spolecného délitele a nejmensiho spo-
leéného nasobku. Obrazek znazoriiuje, pro€ (12,15) = 3 a [6,4] = 12.

Véta 1.2. Pro kazda dve prirozena ¢isla m a n plati
mn = (m, n)[m, n). (1.2)

Dukaz. Oznaéme d>1 libovoln}'/ spole¢ny délitel ¢isel m a

n. Pak 2,1 i d jsou prirozena ¢&isla, " je celociselny nasobek

Cislan a dm je celociselny nasobek ¢&isla m. Tudiz 71 v " ie spole¢ny

nasobek Cisel m a n. Jesthze je nyni d nejvétsi spolecny délitel
¢isel m a n, musi byt 72 d nejmensi spolecny ndsobek man. [

Priklad. Prom = 18 an = 27 je (m,n) = 9, [m, n] = 54, a tedy
18-27=9-54.

Nejvetsi spoleény délitel a nejmensi spole¢ny nasobek vice nez
dvou ¢isel lze definovat indukci podobné jako pro dvé Cisla. Pro
k> 2 acelacislany,...,n; polozime

(ni,..ong—y,ng) = ((n1,. . ng_y), ng) s
jestlize n; # 0 pro ngjaké j € {1,...,k — 1},
[ me—mi] = [, ome— ) e

jestlize nyny -+ - ny # 0.
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1.4. Nesoudélna cisla

Pfirozena Cisla m a n nazveme nesoudeélna, jestlize (m, n) = 1. Za-
jimava aplikace nesoudélnych ¢isel se uvadi v prirucce (Sedlacek,
1977, s.38). Na obrazku 1.2 vidime dva pfevody ozubenych kol.
V levé ¢asti obrazku ma vétsi kolo 20 zubt a mensi 10 zubd. Bude-
li jeden zub vétsiho kola mirné poskozeny (na obr. 1.2 je oznacen
teCkou), pak po kazdé otacce vétsiho kola zapadne presné do stejné
mezery mensiho kola a v tomto misté se mensi kolo bude velmi
rychle opotfebovavat. Naproti tomu v pravé ¢asti obrazku 1.2 ma
vétsi kolo 25 zubti a mensi 12 zubu. Protoze (25,12) = 1, bude
dochazet ke zcela rovnomérnému opotfebovavani. Pritom pomeér
poctu zubti je v obou ptipadech témér stejny: 2 a 2.083.

W

O

o

d

Obr. 1.2. Pro pocet zubii levého prevodu plati (20,10) — 10, pro pravjy mame
(25,12) = 1.

Na obrazku 1.3 vidime automobilové kolo s poklici uchycenou
4 Srouby, ktera ma 5 otvort pro ventilek. To, Ze jsou ¢isla 4 a 5 ne-
soud€lna, ma opét jistou vyhodu. Pokud se pii nasazovani poklice
pfimo netrefime s ventilkem do pfislusného otvoru, pak poklici
postupné zkouSime nasadit pii otockach o 90°, popt. 180° nebo
270°, pticemz poloha otvorti vzhledem k ventilku bude pokazdé
jind. To nam umoziuje v jedné z té€chto poloh prostrcit ventilek
otvorem skrze poklici. Muzete si vyzkouset, Ze pfi otoceni pok-
lice 0 90° se cela konfigurace otvoril pro ventilek zdanliveé pootoci
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018° =90° — 72° = 72° /4 = 360° /(4 x 5). Pokud by byl pocet
otvort 2, 4, 6 nebo 8 (tj. soud€lny s poctem Sroubtl 4), pak tolik
ruznych moznosti nasazeni poklice nedostaneme.

Obr. 1.3. Pro pocet Sroubii a otvorii plati (4,5) = 1.

Uved’'me dalsi praktické pouziti nesoudélnych Cisel. Pevna ¢ast
posuvného méfitka je vybavena stupnici, v niz kazdy centimetr
je rozdélen na 10 mm. Na pohyblivé ¢asti k ni tésné piiléha tzv.
nonius rozdéleny na 10 stejné dlouhych dilkd, které maji dohro-
mady 9 milimetri (obr. 1.4). To, ze jsou délky 9 mm a 10 mm
nesoudélné, ndm umoziuje zjistovat rozméry drobnych predmétii
s presnosti na desetiny milimetru. Pii méfeni uréujeme, kolikaty
dilek nonia splynul s nékterym dilkem milimetrové stupnice. Tolik
desetin milimetru pak pficteme k namérenym milimetram (tj. k je-
jich nejvétsi celociselné hodnot¢). Kdybychom misto 9 mm zvolili
délku soudélnou s 10 mm, pak by se soucasné krylo nékolik rysek
aneveédeli bychom, ktery udaj plati. Autorem této vtipné myslenky
je portugalsky kralovsky kosmograf Pedro Nunes (1502-1578),
ktery ji poprvé pouzil pro pfesnd meéteni uhlu. Zatizeni podobné
noniu se pouziva také u mikrometra.
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11,8 Obr. 1.4. Nonius na posuvném

méfitku.
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1.5. Eukleidiiv algoritmus

Pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele (m, n) dvou velkych
ptirozenych ¢isel m > n se s oblibou pouziva znamy Eukleidiiv
algoritmus, ktery lze strucné charakterizovat takto:

Jestlize n déli m, pak (m, n) = n. V opa¢ném piipadé je

(m,n) = (n, 2),

kde z > 1 je zbytek pii d€leni Cisla m Cislem n. Protoze z < m,
vétsi problém se tak prevadi na mensi. Dalsi kroky algoritmu pak
probihaji obdobné. Problém se redukuje na mensi a mensi, dokud
nedostaneme zbytek 0.

Naptiklad pro m = 54 a n = 16 pomoci Eukleidova algoritmu
dostavame

(54,16) = (16,6) = (6,4) = (4,2) = 2.

Nyni si opét pfedstavme, Ze mame ¢tvereCkovany papir o rozme-
rech 54 x 16 (obr. 1.5). Z n&j budeme postupné odstrihavat co
moznd nejvetsi Ctverce, dokud to pijde, tj. v prvnim kroku odsttih-
neme 3 ¢tverce o délce strany 16, v dal$im kroku odstfihneme 2
Ctverce o délce strany 6 atd. Délka strany Ctverce, ktery nam zi-
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stane, je vysledkem Eukleidova algoritmu, tj. nejvétsim spolecnym
délitelem cisel 54 a 16.

2 4 16 16 16

Obr. 1.5. Geometrické znazornéni redukce pfi pouZiti Eukleidova algoritmu pro vypo-
cet nejvétsiho spolecného délitele (54, 16).

Pokud jsou ¢isla m a n nesoud€lnd, Eukleidtv algoritmus kon¢i
nejmensim moznym ¢tvercem 1 x 1. Napiiklad dvé po sobé jdouci
¢isla jsou vzdy nesoudélna.

Pro vypocet nejmensiho spole¢ného nasobku [m, n] je také
vhodné aplikovat nejprve Eukleidv algoritmus, protoze (m, n) <
[m, n], a pak pouzit vztah (1.2). K Eukleidovu algoritmu se jesté
vratime v oddilu 7.1.

1.6. Linearni diofantské rovnice

Nazev diofantska rovnice je odvozen od jména feckého matema-
tika Diofanta, ktery zil v Alexandrii ve 3. stoleti naseho letopoctu
a zabyval se feSenim rozlicnych tloh z teorie Cisel. Diofantské
rovnice jsou rovnice s celo¢iselnymi koeficienty, jejichz feseni se
hledd mezi celymi Cisly. Pti feseni soustav diofantskych rovnic
mame vétSinou vice neznamych nez rovnic. V tomto oddilu se
budeme zabyvat jen jednou linearni diofantskou rovnici se dvéma
celoc¢iselnymi neznamymi. Poznamenejme, Ze se nékdy pouziva i
termin diofantovska, diofanticka ¢i neurcita rovnice.

Véta 1.3. Necht k = (m, n) pro néjaka cela cisla m a n, kterd
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nejsou soucasné nulovd. Pak existuji celd ¢isla x a y tak, Ze
mx + ny = k. (1.3)

Dukaz. Necht' S je mnozina vSech celych Cisel tvaru ma + nb,
kde a a b jsou cela &isla. Cislo m nebo n neni nula, a tudiz mnoZina
S obsahuje nenulova cela Cisla. Protoze t = ma + nb je v S, Cislo
—t = (—m)a+(—n)bjetakév S. Tedy S obsahuje pfirozena Cisla.
Protoze mnoZina ptirozenych ¢isel je dobte uspotfadana (viz oddil
1.1), existuje nejmensi ptirozené ¢islo d v S tvaru d = mx + ny.
Tvrdime, ze d = (m, n).

Nejprve ukazeme, Zze d je spoleény délitel m a n. Bud u =
may + nbg libovolny prvek S. Délenim zjistime, Zze u = qd + 7,
kde 0 < r < d je zbytek. Tedy plati

mag + nby = g(mx + ny) +r,
tj.
r = m(ao — qx) + n(by — qy)
ar € S.Protoze r > 0 ar < d, plati, ze » = 0 diky volbé d.
Tudiz d déli u pro kazdé u € S. AvSakm =m-1+n-0€ S a
n=m-0+n-1€8S,cozznamena, ze d déli jak m, tak n.
Konecné necht’ e je libovolny spoleény délitel ¢isel m a n. Pak
e déli mx + ny = d,aprotod = (m,n) = k. O
Véta 1.3, viz (Burton, 1998, s.22), ma velice péknou geome-
trickou interpretaci. Kazda ptimka mx + ny = k totiz prochazi
miizovymi body (x, ), které jsou feSenim linearni diofantské rov-
nice (obr. 1.6 prom =2, n = -3 ak =1).

Piiklad. Ukazme, jak vyfesit nasledujici diofantskou rovnici

8x =27y =1
metodou podobnou Eukleidovu algoritmu. Protoze (8,27) = 1, ma
podle véty 1.3 tato rovnice feSeni a plati

3y+1

=3
X Y + 3
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Obr. 1.6. Pfimka odpovidajici linearni diofantské rovnici 2x — 3y — 1 prochazi hody
o souradnicich ..., (-1, —1), (2, 1), (5, 3), (8,5), (11,7),... .

Abychom dostali celo¢iselné feseni, musi byt 3y + 1 nasobkem 8,
tj. existuje celé Cislo v tak, Ze
2v—1

3y+1=8v, atedyy=2v+

Muzeme tedy zvolit v = 2 a pomoci zpétné substituce dostaneme,
ze dvojice y = 5 ax = 17 je teSeni. Pro v = 5,8,11,... a
v=—1,—-4,-7,... ziskdme dal$i dvojice fesSeni.

1.7. Kongruence

V tomto oddilu se zminime o pojmu kongruence, ktery zavedl
némecky matematik Carl Friedrich Gauss. Pouzival jej k nejriiz-
néj$im vypocCtim, napf. k vypoctu, na ktery den pfipadne veli-
kono¢ni nedéle (viz poznamka v dal$im textu). Kongruence maji
mnoho dalSich praktickych aplikaci v kryptografii, v astronomii

pfi sestavovani kalendait (Burton, 1998, s. 122), pfi generovani
pseudonahodnych Cisel aj., jak ostatné jesté uvidime v kapitole 5.
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Necht' n, z jsou celd ¢isla a m € N. Pak tikdme, Ze n je kon-
gruentni se z modulo m a piSeme

n=z (mod m),

jestlize n — z je délitelné m. Cislo m se nazyva modul.

Predpokladejme naptiklad, ze m = 7. Pfedstavme si, Ze na neko-
necné dlouhy vélec rovnomérné navineme provazek, ktery ma na
sob¢ rovnomeérné rozlozené ocislované znacky, jak je znazornéno
na obrazku 1.7. Cisla, ktera jsou ve svislych fadach pod sebou,
jsou vzajemné kongruentni. Naptiklad 16 = —5 (mod 7), jelikoz
16 — (—5) = 21 je délitelné sedmi. Na ciferniku klasickych hodin
1ze podobné demonstrovat kongruenci modulo 12.

A

i1t

Obr. 1.7. Geometricka interpretace kongruence modulo 7.

Nyni odvodime néktera pocetni pravidla pro pocitani s kongru-
encemi. Ztejmé a = a (mod m) pro kazdé celé Cislo a. Jestlize
a = b (mod m), pak pro libovolna cela ¢islaa, b, c a k > 0 snadno
nahlédneme, ze

b = a (mod m),
a+c=b=xc (mod m),
ac = bc (mod m),

a* = b* (mod m), (1.4)
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kde posledni kongruence plyne z rovnosti
a" b =@-b) (" +a" o+ 4+, k> L

Z uvedenych vztaht je patrné, Ze relace ,,=* modulo m je refle-
xivni a symetricka. Protoze plati i tranzitivita, je to vlastn¢ relace
ekvivalence na mnozing celych cisel.

Jestlize (c,m) = 1, potom v kongruenci ac = bc (mod m)
muazeme kratit ¢, tj. a = b (mod m). Pokud a = b (mod m) a
¢ =d (mod m), pak ziejmé

a+c=b+d (mod m),
a—c=b—d (mod m)
a navic
ac = bd (mod m). (1.5)

Proa = b+ imac = d+ jm vskutku plati ac = bd + (jb + id +
ijm)m, a proto kongruence (1.5) je splnéna.

Poznamka. Gausstv algoritmus vypoctu, na ktery den v roce
r ptipadne velikono¢ni nedele, probiha takto: Pro obdobi 1900—
2099 zvolime m = 24 a n = 5. Necht’ a, b, ¢, d, e jsou nejmensi
nezéaporna ¢&isla splitujici kongruence” a = » (mod 19), b = r
(mod 4), c = r (mod 7), d = (m + 19a) (mod 30)a e = (n +
2b 4 4c + 6d) (mod 7). Pak pro d + e < 10 pripada velikono¢ni
nedé¢le na bfeznovy den, ktery vypocteme jako (22 + d + e), pro
d + e = 35 ptipada na (d + e — 16)-ty den dubnu a ve zbyvajicich
piipadech mésice dubna na (d + e — 9).

Tento algoritmus ma ale dvé vyjimky. V letech 1954 a 2049 neni
velikonoéni nedéle 25. dubna, ale o tyden dfive, podrobnosti viz
(www13).

Uved'me jesté nékolik zajimavych kongruenci. Snadno lze ové-
fit, ze

n’ =n (mod 10) Vn €N,

D Zde a+ 1 je tzv. zlaté ¢islo (potadové &islo roku v Metonové devatenactiletém cyklu,
v némz se témét piesné vystiida 235 synodickych mésici, tj. od novu k novu).
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tj. patd mocnina kazdého piirozeného Cisla n kon¢i na stejnou cifru
jako samotné n. Pro libovolnou cifru ¢ navic plati

= (10 — ¢)** (mod 10)

A1 4 (10 — ¢! =10 (mod 10).

Odtud napiiklad vidime, Ze tfeti mocnina Cisla, jez kon¢i na ¢ =
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, bude kon¢itna 0, 1,8,7,4,5,6,3,2,9.

1.8. Cinska véta o zbytcich

Staro¢insky matematik Sun Zi kolem 4.-5. stoleti formuloval ve
své knize o aritmetice nasledujici ulohu (Martzloff, 1977, s. 90,
310):

Necht x oznacuje urcity pocet predmeétii. Pocitame-li je po troji-
cich, zbudou dva, pocitame-li je po péticich, zbudou tri, a konecné
pocitame-li je po sedmicich, zbudou dva. Kolik je x?

Tuto lohu mizeme ziejme prevést na soustavu tii kongruenci
pro neznamou hodnotu x:

x =2 (mod 3), (1.6)
x =3 (mod 5), (1.7)
x =2 (mod 7). (1.8)

Ulohu (1.6)—(1.8) Ize téz formulovat takto: Mam urity podet
juanti. Kdybych si koupil slepice po trech jlianech, zbyly by mi 2
juany, kdybych si koupil kraliky po péti jlianech, zbyly by mi 3
jlany, a kdybych si koupil krocany po sedmi jiianech, zbyly by mi
2 jiiany. Kolik mém jiianti? Proto Cifané tilohdm podobného typu
tikaji ,,penézni problém®. Yang Hui ve své knize z roku 1275 uvadi
dalsich pét podobnych ptikladi, viz opét (Martzloff, 1977,s.311).

Nez ukdzeme, jaka je geometricka interpretace soustavy (1.6)—
(1.8), budeme se zabyvat jednodussi ulohou:
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Pred domem stoji schodiste. Jdu-li nahoru po trech schodech,
zbudou mi dva. Jdu-li po péti schodech, zbudou mi nahove t7i. Kolik
md schodisté schodu?

Vidime, ze tato uloha se d4 napsat pomoci kongruenci (1.6) a
(1.7), 4.
x =2 (mod 3),
x =3 (mod 9),

kde x je pocet schodii. Odecteme-li od sebe odpovidajici rovnice
x=3i+2ax =5j+3,dostaneme 0 = 3i—5;j—1,t.j = %

avolbai =2+ 5n dava feSeni x = 8 + 15z pro n > 0, nebot’
schodisté nemlize mit zaporny pocet schod.

Na obrazku 1.8 je znazornén ctverec, jehoz délku strany x = 8
hledame. Ta odpovida nejmensimu feseni pro n = 0. Vidime,
ze Ctverec je rozdélen na nékolik obdélnikti. V levé dolni Casti je
obdélnik, jehoz délky stran odpovidaji zbytktim 2 a 3. V pravé horni
Casti jsou dva obdélniky, jejichz délky stran odpovidaji moduliim 3
a 5. Rozmeéry zbyvajicich obdélnikl jsou zkombinovany ze zbytkt
a moduld. Pocty dilkll vyznacené na vodorovné strané ¢tverce jsou
obsazeny v prvni kongruenci, na svislé stran¢ pak ve druhé.

2 3 3
Obr. 1.8. Geometricka interpretace iilohy (1.6)-(1.7).
Nyni uvedeme jednu z nejpouzivanéjSich vét teorie Cisel, ktera
umoziuje fesit ulohy téchto typi, jez vedou na soustavy linearnich

kongruenci o jedné neznamé (viz napt. (1.6)—(1.8)). Je velice po-
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dobna Eukleidovu algoritmu. Na mnoha dalSich mistech této knihy
uvidime jeji uziteCnost. Protoze dikaz bude konstruktivni, 1ze pfi-
slusny algoritmus pouzit k feSeni konkrétni soustavy linearnich
kongruenci.

Véta 1.4 (Cinska véta o zbytcich). Necht mi, m,. .., my jsou po
dvojicich nesoudélna prirozenda ¢isla. Pak pro soustavu kongruenci

x =r; (mod my),
x = ry (mod my), (1.9)

x = r; (mod my),
kde r; jsou celd Cisla, existuje prave jedno reSeni x modulo m, kde
m = mymy---mg.

Dukaz. Nejprve dokazeme existenci feSeni x. Definujme 7;
pomoci rovnic

m=mn, = myny = --- = M. (1.10)

Protoze m; a n; jsou nesoud€lna, existuji podle véty 1.3 cela Cisla
yi, i=1,2,...,k, tak, Ze

niy;i =1 (mod m;). (1.11)
Tvrdime, Ze obecné feseni systému (1.9) ma tvar
X=rimy +rnmyr+ - +rpngyr  (mod m). (1.12)

Abychom ov¢fili, ze takové ¢islo x fesi soustavu (1.9), zvolime
i € {l,...,k}. Ze vztahu (1.10) vidime, Zze v8echny ¢leny kromé
i-tého Clenu na pravé stran¢ (1.12) obsahuji ¢initel m;, a tedy

X =rimy| +romys + -+ rngyg = ringy; = rp (mod m;),

kde posledni ekvivalenci dostaneme vynasobenim kongruence
(1.11) ¢islem 7;.

Abychom dokéazali jednoznacnost, pfedpokladejme, ze x| a x;
jsou dvé teSeni soustavy (1.9). Pak x; = x, (mod m;) pro kazdé
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i=1,..., k. Protoze m; jsou po dvojicich nesoud¢Ina ¢isla, mame
x1 = x (mod m). Tudiz feseni (1.9) je urceno jednoznacné mo-
dulo m. O

Pouzijeme-li vétu 1.4 na systém (1.6)—(1.8), kde (3,5,7) = 1,
najdeme nejmensi kladné feseni x = 23. Jeho geometrické zna-
zornéni lze nalézt na krychli z obrazku 1.9. Tato krychle o hrané
délky 23 je rozdélena na mnozstvi mensich kvadri. Pfedni levy
dolni kvadr ma rozméry 2 x 3 x 2 odpovidajici zbytklim soustavy
(1.6)—(1.8). Zadni prava horni ¢ast krychle je rozdélena na kva-
dry o rozmérech 3 x 5 x 7, které odpovidaji modulim. Rozméry
zbyvajicich kvadrl jsou opét zkombinovany ze zbytkl a moduli.
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Obr. 1.9. Geometricka interpretace Cinské véty o zbytcich pro systém kongruenci
(1.6)-(1.8).

V 13. stoleti fesil Qin Jiushao kongruence (1.11) pomoci metody
pfipominajici Eukleidv algoritmus, viz (Martzloff, 1977, s.317)

nebo piiklad v oddilu 1.6. Uloha nalezeni y; splitujici kongruenci
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(1.11) totiz mize byt ptevedena na feSeni diofantské rovnice
niyi —mv; =1

pro nezndmé y; a v;.

Uspotradané n-tice budeme v této knize psat do lomenych za-
vorek, protoze kulaté zavorky jsou jiz vyhrazeny pro nejvétsi spo-
le¢ny délitel. Cinska véta o zbytcich vlastné ¥iké, Ze kazdé pfiro-
zené Cislo x neptevysujici m = mymy - - - my, 1ze jednoznacné urcit
pomoci k-tice zbytku (1, r2,..., r) po déleni &isly my, ma, ..., my,
kde

0<ri<m;, i=12,...,k

Rika se tomu sinoreprezentace (Schroeder, 2006). Napiiklad pro
k=2, m =3 amp =5 dostaneme tabulku:

12 0 1 2
r1 =20 0 6 12 3
rp=1 10 1 7 13 4
rp=2 5 11 2 8 14

Vidime, ze vnitfek tabulky obsahuje kazdé z Cisel od 0 do 14
prave jednou. PovSimnéme si déle, Ze tato Cisla se zvétsuji o jednu
ve sméru diagonal. Podobna struktura zaloZena na sinoreprezen-
taci sehrala dulezitou roli téz pfi vytvofeni tradi¢niho ¢inského
kalendare, ktery ma Sedesatilety cyklus, viz obr. 1.10.

Radky odpovidaji 12 zemskym vétvim a sloupce 10 nebeskym
kmentim. Kazdy fadek je zasvécen néjakému zviteti a kazdy dvoj-
sloupec odpovida nékterému z péti prvki, z nichz je slozen vesmir.
Vice podrobnosti o ¢inském kalendari naleznete v ¢lancich (Kii-
zek, Liu, 1996) a (Kiizek, Liu, Solcova, 2005/06).

Cinska véta o zbytcich ma fadu dalsich praktickych aplikaci
(Schroeder, 2006) pti vypoctu konvoluci, Fourierovy transformace,
kvadratickych kongruenci apod.
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tia i ping | ting | wu ti | keng | sin | Zen | kuej
c’ 1 13 25 37 49 mys§
¢chou 2 14 26 38 50 krava
jin | 51 3 15 27 39 tygr
mao 52 4 16 28 40 | kralik
¢chen | 41 53 5 17 29 drak
s’ 42 54 6 18 30 had
wu | 31 43 55 7 19 kun
wej 32 44 56 8 20 ovce
Sen | 21 33 45 57 9 opice
jou 22 34 46 58 10 kuie
si | 11 23 35 47 59 pes
chaj 12 24 36 48 60 prase

dievo ohen zemé kov voda

Obr. 1.10. Tradicni Cinsky kalendar.

1.9. Dirichletiiv princip

Pomoci Dirichletova principu vétSinou dokazujeme existenci tako-
vych objektl, které nelze zkonstruovat, anebo je jejich konstrukce
velice obtizna.

Véta 1.5 (Dirichletuv princip). Necht n € N. Je-li vice nez n
predmeétii rozdéleno do n skupin, pak v alespon jedné skupiné se
nachdzeji alespon dva predmety.

Dukaz. Necht k; je pocet predmét v i-té¢ skupiné pro i =
1,2,...,n. Kdyby v kazdé skupin€ byl nejvyse jeden predmét, tj.
ki < 1provsechnai = 1,2,...,n, potom by pocet v§ech predméti
byl

kithkat kg <1414 +1=n,

COZ je Spor. O
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Dirichletv princip lze dokazat i matematickou indukci (Rych-
lik, 1950, s. 150). Na prvni pohled vypada jako velice jednoduché
tvrzeni. Jeho vhodnym pouzitim vSak Ize ziskat velice silné vy-
sledky, jak ostatné jesté uvidime pii dikazu Fermatovy vanocni
véty 3.12. Pomoci n¢j lze napiiklad snadno dokézat, ze v Praze
existuji alesponi dva lidé, kteti maji stejny pocet vlasi.

Je znamo, zZe zadny Clovék nema vice nez n = 100 000 vlasti a ze
Praha mé vice nez jeden milion obyvatel. Jeji obyvatele rozdélme
do skupin tak, ze do i-t¢ skupiny dame vSechny obyvatele Prahy,
kteti maji pravé i vlasu, kdei = 0, 1,.. ., n. Protoze Prazanti je vice
neZ pocet skupin, musi byt podle Dirichletova principu v alesponl
jedné skuping alespon dva ob¢ané (ve skuteCnosti mnohem vice)
se stejnym poctem vlast.

Tento priklad ndzorné ukazuje, jak se Dirichletiv princip po-
uziva. Pfitom najit konkrétni dva obc¢any, ktefi maji stejny pocet
vlast, by bylo v praxi velice obtizné.

Véta 1.6. Je-li dano n + 1 prirozenych cisel, pak mezi nimi existuji
dve, jejichz rozdil je délitelny n.

Dtkaz. Rozdélme ¢isla do n skupin podle toho, jaky zbytek
davaji pti déleni n, tj. do prvni skupiny dame ta Cisla, ktera davaji
zbytek 0, do druhé skupiny ta, kterd davaji zbytek 1 atd. Do posledni
skupiny dame c¢isla, ktera davaji zbytek » — 1. Podle véty 1.5
existuje alespon jedna skupina obsahujici dvé Cisla, ktera davaji
stejny zbytek pii déleni n. Jejich rozdil je tedy délitelny . O

Ptiklad. Dokazeme, Ze existuje mocnina ¢isla 37, kterd konci na
00001. Uvazujme cisla
37 372 373 37100001

jez rozdélime do n = 10° skupin tak, Ze do i-té skupiny dame
ty mocniny 37%, které davaji po vydéleni &islem n zbytek i pro
i =0,1,2,...,n — 1. (Nulovy zbytek pfitom dostat nemtzeme,
protoze c¢isla 37" a n jsou nesoud€lna.) Pak ale podle véty 1.6
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existuji dve ptirozena Cisla j > m tak, ze
37/ —37" =37 (377" — 1)

je délitelné n. Protoze (37", n) = 1, rozdil 37/=™ — 1 je délitelny
n, a tedy 37/=" dava po déleni n zbytek 1.

Mnozstvi podobnych piikladl 1ze nalézt napt. v knizce (Bukov-
sky, Kluvanek, 1970).
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2. PRVOCISLA A CiSLA SLOZENA

Prvocisla jsou surovinou,

z niz mame postavit aritmetiku,
a Eukleidova véta je zarukou,
Ze pro tento ukol mame
dostatecné mnozstvi materidalu.

G. H. Hardy
Obrana matematikova, 1999

2.1. Zakladni véta aritmetiky

Ptirozené ¢islo p se nazyva prvocislo, jestlize p ma praveé dva rizné
délitele. Kazdé prvocislo p je tedy vétsi nez jedna a je délitelné
sebou samym a jednou. Pfirozena Cisla vétsi nez jedna, kterd nejsou
prvocisly, se nazyvaji slozend.

Prirozena Cisla se tak déli na jednotku 1, prvocisla (napt. 2, 3, 5,
7,11, 13,...) acisla sloZzend (napt. 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14,...).

Véta 2.1 (Prvni Eukleidova véta). Je-li p prvocislo a p | ab, pak
p | anebop|b.

Dukaz. Jestlize p | a, jsme hotovi. Pokud p 1 a, pak (a, p) = 1
apodle véty 1.3 existuji cela Cisla x a y tak, ze ax + py = 1, atedy
abx + pby = b.

Protoze p | aba p | p, vidime, Ze p | b. O

Jako dtsledek dostavame nasledujici Zakladni vétu aritmetiky,
ktera tvrdi, Ze kazdé ptirozené Cislo n > 1 lze jednoznacné napsat
jako soucin pfirozenych mocnin prvocisel p; < pp < -+ < p,:

,
n=pips =] @1
i=1
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kde @; € Nproi € {1,...,r} asymbol [ oznacuje soucin. Cisla
pi se nazyvaji prvocinitelé.

Véta 2.2 (Zakladni véta aritmetiky). Jestlize

prps - pt =ql'gh g,
kde py < pp < -+ < pp, q1 < g2 < --- < g, jsou prvocisla a

r,s, o, B € N, pak

r=s, pi=qi, o=/

prokazdéi=1,...,r.

Dukaz Necht m = p{'p3? - p¥.,n= qllqu .- g% anecht

m = n. Jestlize n&jaké prvocislo p déli m, pak podle Prvni Euklei-
dovy véty 2.1 prvocislo p musi délit p; pro n&jaké k € {1,...,r}.
Z definice prvocisla vsak plyne, Zze p = py.. Protoze m = n, musi p
delit také n&jaké g, pro € € {1,..., s} a stejnym zpisobem dosta-
neme, ze p = q,. Odtud plyne, ze p; = g,. Protoze prvocisla p; a
g; jsou srovnana podle velikosti, musi platit p; = q1,...,p, = g,
ar=s.

Pfedpokladejme dale, Zze a; > f; pro n&aké i € {1,...,r}.
Vydélime-li rovnost m = n mocninou p#, dostaneme

i_ﬂ[“_p?r:plﬁl...p?...pfr,

(43} o

pl PR pi

coz je spor, nebot’ leva strana rovnice je délitelna p;, zatimco prava
strana nikoliv. Podobn¢ dojdeme ke sporu i v ptipade, kdy a; < ;.
Tedy a; = f5 pro vSechna i € {1,...,r}. O
Zakladni véta aritmetiky méla neobvyklé praktické pouziti v po-
selstvi mimozemskym civilizacim, jak jesté uvidime v oddilu 5.7.

Poznamka. Analogicka véta o jednoznacnosti rozkladu v jinych
algebraickych strukturach viilbec nemusi platit. Napiiklad v télese

Tvwr

Wright, 1979, s.211), mGzeme rozlozit ¢islo 21 dvéma odlisnymi
zpusoby na soucin dvou ireducibilnich (tj. dale nerozlozitelnych)
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prvkl
21=3-7 a 21=1+42%-5=(1+2iV5)(1 —2iV5).

Poznamka. Jednim z diivodi, pro¢ 1 neni prvocislem, je ten, Ze
bychom neméli jednozna¢nost exponentli v (2.1), napt. 1 =12 =13,
Dal$im divodem je vyjadieni tzv. Riemannovy ¢ -funkce pomoci
soucinu pres vSechna prvocisla, viz (3.19).

Podle Zakladni véty aritmetiky 2.2 pro m, n € N mtizeme psat

oo o0
_ ki _ ¢
m= Hpi > = HPI- ’
i=1 i=1

kde p; je i-té prvocislo a k;, {; > 0 pro vSechna i € N (specialné
kdyz m = 1, pak vSechna k; = 0). Nejvetsi spoleény délitel
a nejmensi spole¢ny nasobek dvou pfirozenych Cisel m a n lze
vypocitat takto

o0 oo
(m,m) =TT P72, fm,my = T ppe®.
i=1

i=1

2.2. Eukleidova véta o nekonecnosti prvocisel

Je zajimavé, Ze mizeme najit libovolné dlouhé useky po sobé
jdoucich slozenych ¢isel. Ukazme si to na jednoduchém ptikladu.

Ptiklad. Pro libovolné n > 1 uvazujme konec¢nou posloupnost
n'+2, n+3,..., n +n,

ktera obsahuje n — 1 po sob¢ jdoucich ¢isel. Vidime, ze prvni ¢len
této posloupnosti je délitelny dvéma, druhy tfemi atd. Konecné
posledni ¢len je délitelny n. Naptiiklad pro n = 1001 dostavame
1000 po sob¢ néasledujicich sloZzenych Cisel. Na druhé strané plati
tvrzeni, které lze nalézt uz u starofeckého matematika Eukleida
v jeho tfinactidilném spisu Zdklady.
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Véta 2.3 (Druha Eukleidova véta). Prvocisel je nekonecné mnoho.

Dk az. Predpokladejme naopak, Ze existuje jen kone¢né mno-
ho prvocisel py, p2,. .., pn a polozme

m=pypy---pn+1l (2.2)

Protoze podil m/p; da vzdy zbytek 1, zadné p; nedéli m. Podle
Zékladni véty aritmetiky 2.2 je tedy ¢islo m dalSim prvocislem,
anebo je m délitelné prvocislem riznym od py, ps,. .., pn, COZ je
spor. (I

Slozenych ¢isel je také nekoneén¢ mnoho, jak plyne z véty 2.3
i z predchoziho piikladu.

Poznamka. V nékterych publikacich se nespravné pise, ze m
z ptedchozi véty musi byt nové prvocislo. To ovSem neni pravda.
Stac¢i uvazovat kone¢nou posloupnost prvocisel 2, 3,5, 7, 11 a 13.
Pak vidime, Ze

m=2-3-5-7-11-13+1=159-509. (2.3)
Cili m je slozené a neni délitelné zadnym prvo¢islem z posloupnosti
2,3,5,7,11, 13. K tomuto tématu se vratime v oddilu 4.7.

Pripomenime jesté, Ze vSechna prvocisla v daném omezeném
intervalu zacinajicim od 1 1ze najit pomoci zndmého Eratosthenova
sita, v némz se vyskrtava Cislo 1 a vSechna slozena cisla z tohoto
intervalu. To jest Skrtaji se nejprve ¢isla délitelnd dvéma kromé 2,
tremi kromé 3, péti kromé 5 atd., az zbudou jen prvocisla:

Y, 2,3 45 6,7, 8 9,10, 11, 12, 13,... (2.4)

Toto sito se nazyva podle feckého matematika a astronoma Era-
tosthena z Kyreny (276—194 pft. n. 1.), ktery téZ piiblizné vypocetl
obvod Zem¢.

Poznamka. Rusky matematik Pafnutij Lvovi¢ Cebysev (1821 az

1894) dokazal, ze pro kazdé pfirozené Cislo n vzdy existuje prvo-
Cislo p takové, ze

n<p<2n
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2.3. Pythagorejskeé trojice
Nejprve si pfipomeiime znamou vétu.

Véta 2.4. Necht a, b, c jsou délky stran trojuhelniku. Pak je tento
trojuhelnik pravouhly s preponou délky c praveé tehdy, kdyz plati
@+ b=

Implikace = je klasickéd Pythagorova véta. Obracena implikace
«, kterd je z praktického hlediska mnohem diilezitéjsi, se v fadé
ucebnic bohuzel opomiji. Navic se v nich Casto setkavame s his-
torkou o tom, jak stafi Egyptané pouzivali k vyméfovani pyramid
provaz se stejné vzdalenymi uzly a vytvofili z nich trojihelnik
o délkach stran a = 3, b = 4 a ¢ = 5. To, Ze tento trojuhel-
nik je pravouhly, vSak viibec neplyne z Pythagorovy véty, jak se
Casto argumentuje, ale z obracené implikace, ktera je zahrnuta ve
vete 2.4,

Necht’ pro uspotadanou trojici (a, b, ¢) ptirozenych &isel plati
a’ + b*> = c?. Pak se tato trojice nazyva pythagorejska trojice
a prislusny pravouhly trojuhelnik z véty 2.4 se nazyva pythago-
rejsky trojuhelnik. Je-1i (a, b, ¢) pythagorejska trojice, pak zfejmeé
(b,a,c) je také pythagorejska trojice. Jestlize navic a, b, ¢ nemaji
spole¢ného délitele d > 1, pak se (a, b, ¢) nazyva primitivni py-
thagorejska trojice.

Naésledujici véta je uvedena v Diofantove Aritmetice, jejiz latin-
ska verze byla publikovana v roce 1621.

Véta 2.5. Usporddana trojice (a, b, c) prirozenych cisel je primi-
tivni pythagorejska trojice pravé tehdy, kdyz existuji nesoudélnd
prirozend ¢isla m > n, z nichz jedno je sudé a druhé liché, tak, ze
bud’

a=m?>—n®, b=2mn, c=m>+n’ (2.5)

anebo
a=2mn, b=m*>—n* c¢=m*+n’ (2.6)

Cisla m a n jsou urcena jednoznacne.
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Obr. 2.1. Vizualni diikaz Pythagorovy véty podle staroéinského matematika Liu Hui
(3. stol.): Obsahy &tvercii o stranach a+ b a ¢ spliiuji rovnice (a—+ b)2 = ¢2 + 2ab
a 2ab + (a — b)?2 — c2. Kaida z téchto identit po ipravé dava a2 + b? — ¢2.

Dukaz. =: Necht (a, b, ¢) je primitivni pythagorejska trojice.
Pak jen nejvyse jedno z téchto ¢isel mize byt sudé. Piedpokladejme
na okamzik, Ze a i b jsou obé lich4. Pak a? i b* jsou o jednu vétsi
nez né&jaky nasobek 4, protoze

Qj+1? =42 +4j+1

Tedy a® + b? je o 2 vé&tsi nez n&jaky nasobek 4. Odtud ale plyne,
ze druha mocnina je délitelnd dvéma, ale neni délitelna ¢tyimi, coz
neni mozné. Proto prave jedno z isel @ nebo » musi byt sudé. Bez
Ujmy na obecnosti mizeme tedy predpokladat, ze b = 2k a ze Cisla
a a c jsou licha. Potom

2—a®> c¢+4+a c—a

2
e

Protoze a a ¢ jsou lich4, jsou ¢isla (c+a)/2 a (c—a)/2 ptirozena.
Musi byt navic nesoud€lna, protoze kazdy jejich spolecny délitel
déli jejich soucet (coz je ¢) i jejich rozdil (coz je a) a o téchto
Cislech jsme predpokladali, Ze jsou nesoud€lna.

Kazdé prvocislo p, které déli (c — a)/2, také déli k2, a proto i p?
déli k2. Jelikoz p nedéli (c +a)/2, musi p? délit (c —a)/2. Rozklad
(¢ — a)/2 na prvocisla ma tedy jen sudé exponenty, coz znamena,
Ze Cislo (¢ — a)/2 je étverec. Podobné zjistime, Ze (¢ + a)/2 je

PRVOCISLA A CISLA SLOZENA / 55

+



+

2%

rovnéz Ctverec. Mzeme tedy psat

c+a c—a
—m? a 2
2 2
Vidime, Ze Cisla m a n jsou nesoudélna, jsou urcena jednoznacné a
m > n . Jelikoz ¢ = m?> + n? je liché, jedno z &isel m a n musi byt

liché a druhé sudé. Déle vidime, Ze a = m*> — n?, a tudiz

b=+vVc%—a%=2mn.

<: Necht’ obracen¢ m > n jsou nesoudélnd pfirozend Cisla,
z nichz jedno je liché a druhé sudé. Polozme nejprve

a=m>—n®, b=2mn, c=m>+n’

Pak ziejmé a a ¢ jsou lichd, b je sudé a
a* + b = (m* — n®) 4+ Qmn)* = (m* + n*)? = 2.

Tudiz (a, b, c) je pythagorejska trojice. Kdyby ¢isla a, b, ¢ byla
vSechna délitelnad néjakym lichym prvocislem p, pak by také cisla
c+a =2m?ac— a = 2n*byla délitelna p, coz je ve sporu s tim,
7e m a n jsou nesoudélna. Odtud plyne, Ze (a, b, ¢) je primitivni
pythagorejska trojice.

Ptipad, kdy «a je sudé a b je liché, Ize vySettit analogicky. O

Mezi nejznaméjsi primitivni pythagorejské trojice patti
(3,4,5), (5,12,13), (7,24,25), (8,15,17), (9,40,41).

Poznamenejme jesté, ze pro vSechna pfirozena cCisla d davaji
volby

a=dm?—n?, b=dQ2mn), c=dm*+n?

a=dQ2mn), b=dm®—n?, c=dm?*+n?

vSechny pythagorejské trojice (Sierpinski, 1950). Jsou-li (a, b, c)
a(d’, b', ¢') pythagorejské trojice, pak je (aa’ —bb’, ab’+a'b, cc’)
také pythagorejska trojice pro aa’ > bb'.
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Pomoci Lebesgueovy identity
(m? 4+ n* — 1 — $*? + 2ms — 2nr)* + Qmr + 2ns)?
= (m? +n? + 1+ 5°)?
se hledaji ctvefice pfirozenych ¢isel splitujicich diofantskou rovnici
a’ + b+ = d-.
Napiiklad prom = n = s =2 ar = 1 dostavame

32 +42 4+ 122 =13%

Na zavér oddilu si dokazme jesté jednu vétu, jejimz autorem je
Pierre de Fermat.

Véta 2.6 (Fermatova). Zadné cislo tvaru 4k — 1 pro k € N neni
souctem dvou ctvercii celych cisel.

Dk az. Ctverec sudého &isla je tvaru 4k. Ctverec lichého ¢isla
2j+1jetvaru4;? +4j+1 = 4k + 1. (Specialng tedy 4k — 1 neni
nikdy ¢tvercem celého ¢isla.) Tudiz soucet dvou ¢tverct je tvaru 4k
nebo 4k +1nebo 4k+2, ale nikdy neni tvaru4k+3 = 4(k+1)—1.

(]

2.4. Fermatova metoda nekonecného sestupu

Vyznaény francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601-1665)
se proslavil nejen Velkou Fermatovou vétou a Malou Fermatovou
vétou (viz oddily 2.5 a 2.6), ale t¢Z mnozstvim dalSich dulezitych
matematickych vysledkd. Fermat (viz obr. XIV z barevné ptilohy a
obr. 2.2) zavedl celou fadu novych pojmu a objevil n€kolik uzitec-
nych metod, jeZ nyni nesou jeho jméno, viz (Kfizek, Luca, Somer,
2001), (Mahoney, 1994), (Solcova, Kiizek, Mink, 2002). Jsou to
naptiklad Fermatova ¢isla, Fermatova metoda rozkladu, Fermatova
spirala, Fermatova funkce, Fermatovy kvocienty, Fermatova trans-
formace, Fermativ bod. Fermat ptispé€l k zdkladim diferencialniho
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aintegralniho poc¢tu. Dovedl hledat minima a maxima funkci a inte-
grovat polynomy dfive nez Isaac Newton (1642—1727) a Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), viz (Solcova, 2001). Fermat také
patii k zakladatelim analytické geometrie, variacnich metod, teorie
pravdépodobnosti a zejména moderni teorie Cisel. Je téz objevite-
lem znamého Fermatova principu, podle néhoz se svétlo pohybuje
po té draze, po které se $ifi v nejkratSim case. Proto se v opticky
riznorodém prostiedi svétlo nepohybuje po piimce, ale lame se.
Fermattv princip se uplatiiuje i v seismice.

Obr. 2.2. Pierre de Fermat — zakladatel moderni teorie Gisel.

V tomto oddilu si ptiblizime Fermatovu metodu nekoneéného
sestupu, ktera je blizka principu matematické indukce. Opira se
o vlastnost, Zze mnozina pfirozenych ¢isel N je dobie uspofadana,
coz znamena, ze jeji libovolna neprazdna podmnozina méa nejmensi
prvek.
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Fermatova metoda nekonecného sestupu je zaloZena na nasle-
dujici véte.

Véta 2.7. Necht M je podmnozina mnoziny prirozenych cisel N a
necht pro libovolné m € M existuje n € M tak, Ze n < m. Potom
je mnozZina M prazdna.

Dk az. Predpokladejme naopak, ze M je neprazdna. Protoze je
mnozina ptirozenych Cisel N dobfe usporadana, existuje nejmensi
prvek m mnoziny M. Pak ale podle pfedpokladu véty existuje
prvek n € M, ktery je mensi nez m, coz je spor s minimalitou .
Tedy M = (). O

Véta 2.7 se pouziva hlavné k dikazim neexistence pfirozenych
Cisel jistych vlastnosti. Jeji uziteCnost si ukdzeme na dvou tvr-
zenich, kterymi se zabyval saim Pierre de Fermat jiz kolem roku
1640. Ditkazy obou tvrzeni budou ilustrovat, jak se Fermatova me-
toda nekonec¢ného sestupu vlastné pouziva. Prvni tvrzeni se tyka
pythagorejskych trojihelniki.

ProtoZe a nebo b ve véte 2.5 je sudé, obsah

ab
P=— 2.7
: @7
pythagorejského trojiihelnika je vzdy ptfirozené ¢islo. Véty 2.5 a

2.7 nyni pouzijeme k diikazu nasledujici vlastnosti.

Véta 2.8. Neexistuje pythagorejsky trojuhelnik, jehoz obsah je
Ctvercem prirozeného cisla.

Dk az. Predpokladejme naopak, ze existuji a, b, ¢ € N tak, ze
a* + b* = ¢* a 7e obsah P pythagorejského trojtihelniku je Stver-
cem n&jakého ptirozeného &isla. Lze predpokladat, ze (a, b, ¢) je
primitivni pythagorejska trojice. To znamena, ze nejveétsi spolecny
delitel Cisel a, b, ¢ je jedna, coz je ekvivalentni vlastnosti, ze Cisla
a a b jsou nesoud€lna. Kdyby totiz tomu tak nebylo, pak bychom

TR a b / c
polozili ¢’ = E’b = aac =
délitel ¢isel a, b, c. Trojice (a’, b’, ¢’) by pak opét byla pythagorej-
ska a obsah pfislusného pythagorejského trojuhelniku by byl opét

kde d je nejvétsi spoleény
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Ctvercem, jak plyne z (2.7). Podle véty 2.5 je zfejme prave jedno
z Cisel a a b sudé. Bez ujmy na obecnosti miizeme predpokladat,
ze b je sudé. Existuji tedy pfirozena ¢isla m > n tak, Ze

a=m?>—n*, b=2mn, c=m*+n’ (2.8)

Ze vztahu (2.8) a nesoudélnosti Cisel a, b, ¢ okamzité plyne, Ze i
¢isla m a n jsou nesoud€lna. Proto jsou po dvojicich nesoudélna
také Cislam, n,m + nam — n.

Obsah uvazovaného pythagorejského trojuhelniku podle (2.7) a
(2.8) je

P = mn(m + n)(m — n). (2.9)

Protoze P je Ctverec, musi byt ¢tverce i jednotlivi Cinitelé v (2.9),
tj. existuji u, v, k, £ € N tak, ze

mzuz, nzvz, m+n:u2+v2:k2, m—n=u®>—v*=~0%

(2.10)
Sectenim a odec¢tenim dvou poslednich rovnic dostaneme

2m =23 =k>+ 0%, 2n=27=k>—0*=(k+ O)(k —0).
(2.11)
Protoze predpokladame, ze a = m? — n? je liché (viz (2.8)), ¢isla
k* = m+na?> = m— n ze vztahu (2.10) jsou rovnéz licha. Tedy
k a € jsou také licha Cisla.

Ozna¢me symbolem j nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel k+£ a
k— . Zteyjme j > 2, protoze k + ¢ a k — ¢ jsou &isla suda. Vidime,
7e j déli (beze zbytku) 2k i 2¢. Cili /> déli 4(k* + €%) = 8m i
4(k* — €%) = 8n. ProtoZe jsou &isla m a n nesoudélnd, je j < 2.
Cisla k + ¢ a k — ¢ tedy nemaji kromé& 2 zidného spole¢ného
délitele. Proto podle (2.11) existuji » € N a sudé Cislo s € N tak,
ze bud’

k+¢=2" a k—(=s
anebo

k+¢=s> a k—¢=2"
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Odtud a z (2.11) dostaneme

(2)2+(52)2 <k+€>2+<kf€)2 R+

7 _ = — = =u.

2 2 2 2
Vidime, Ze trojice (r?,s%/2,u) je novou pythagorejskou trojici.
Obsah odpovidajiciho trojuhelniku je P’ = r2s? /4, coZ je ziejmé
Stverec prirozeného Cisla, nebot’ s je sudé. Obsah P’ je viak mensi
nez obsah P, tj.
2.2 2_
P = —r: _k 2 c. <™V =P,

kde posledni rovnost plyne z (2.9) a (2.10).
Ovetili jsme tak predpoklady véty 2.7 pro mnozinu

b
M ={P €N, Ja,b,c,i € N: P:izz%, a2+b2:cz},

kde symbol 3 oznacuje existenéni kvantifikator (a ¢te se ,,exis-

tuje*). Tedy plati M = (). O
Fermat pouzil metodu nekonecného sestupu i pti dikazu nésle-

dujiciho tvrzeni.

Véta 2.9. Rovnice tvaru x* + y* = w?

cislax,yaw.

nema reseni pro prirozend

Dukaz. Predpokladejme naopak, ze existuje feSeni rovnice

x* 4+ y* = w? v mnoziné pfirozenych ¢isel. Pak

(x*)? + () = wh (2.12)
Ziejm¢ muzeme piedpokladat, ze nejveétsi spolecny délitel Cisel
x2, > a w je 1. Kdyby totiz byl jejich nejvétsi spolecny délitel
d > 1, pak bychom mohli rovnici (2.12) vydélit d° a ziskat tak jina
nesoud¢lna cisla splnujici (2.12).

ProtoZe (x?,y%, w) je pythagorejska trojice nesoud&Inych ¢&isel,
pravé jedno z Cisel x, nebo y je sudé. Bez ijmy na obecnosti
muizeme predpokladat, Ze x je liché a y je sudé. Podle véty 2.5 tedy
existuji pfirozena Cisla m > n tak, ze

x2=m?—n?, Y =2mn, w=m’+n’ (2.13)
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Kdyby ¢isla m a n byla soud€Ina, pak by x2, y2 awve vztahu (2.13)
byla soudé€lna ¢isla, coZ je spor. Cislaman jsou proto nesoud¢lna.
Ze vztahu (2.13) vidime, ze

x? + n* = m>.
Protoze x je liché, podle véty 2.5 existuji pfirozena Cisla r > s tak,
ze

x=r"—s% n=2rs, m=r*+s> (2.14)

Cisla r a s jsou op&t nesoudélna. Kdyby totiz byla soudéIna, nejvétsi
spolec¢ny délitel Cisel x, m a n by byl vétsi nez jedna, coz je spor
s tim, ze m a n jsou nesoud€lna. Podle (2.13) je 2mn Ctverec
prirozeného Cisla. Protoze m a n jsou nesoudélna, existuji prirozena
Cisla u a v tak, Ze

n=2’ m=v. (2.15)
Odtud az(2.14) je 2u® = 2rs, z &ehoZ plyne existence ptirozenych
Cisel g a htak, ze r = g> a s = h%. Ze vztahu m = v? a (2.14)
dostaneme
g4 +ht =2

Tato rovnice ma tentyz tvar jako ptivodni rovnice (2.12),ale v < w,
protoze podle (2.13) a (2.15)

v=yvm<m’+n=w.
Opét jsou splnény predpoklady véty 2.7 pro mnozinu
M={weN; Ix,ye N: x* +y* =w?},
atedy M = (). O

Podobnym zptisobem jako vétu 2.9 lze dokazat, ze rozdil dvou
¢tvrtych mocnin piirozenych ¢isel nikdy neni ctvercem Zzadného
ptirozeného ¢isla.

Fermat pouZzival metodu nekone¢ného sestupu s nadsenim k du-
kaztim i jinych hypotéz. Rozhodl se ji pouzivat, jak se sdm vyjadril,
protoze obvyklé metody, které se vyskytovaly v uc¢ebnicich, nedo-

vvvvvv
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postuptl diikazti posilal Fermat v dopisech svym piatelim P. Car-
cavimu a B. Fréniclu de Bessy. Jeho dikazy vSak Casto nebyly
provedeny dasledné.

Proc¢ vibec Fermat nazval svlij myslenkovy postup pravé meto-
dou nekoneéného sestupu (franc. descente infinie)? Jak jsme vidéli
v predchozich ditkazech, z existence alespon jednoho feseni v mno-
ziné M vyplyvala existence jiného mensiho feSeni v M. Zda se, ze
takto bychom mohli pokra¢ovat v mnoziné¢ M v nekonecném se-
stupu, ale mnozina pfirozenych ¢isel je ohranicena zdola ¢islem 1,
coz vede ke sporu.

Fermatova metoda nekoneéného sestupu je ptibuzna dnes znamé
metodé matematické indukce. Implicitn€ pouzil metodu indukce jiz
Eukleides pfi diikazu véty 2.3 o nekoneéném poctu prvocisel. Jeji
pouziti se rozsifilo az v 16. stoleti diky Francescu Maurolicovi a
pozdéji Johnu Wallisovi, s nimz Fermat vedl védeckou korespon-
denci. Fermatovu metodu nekonecného sestupu lze zobecnit 1 na
mnohem obecngjsi algebraické struktury, nez jsou piirozena Cisla.

2.5. Velka Fermatova véta

V roce 1670 Samuel de Fermat (1630-1690), syn Pierra de Fer-
mata, publikoval ve francouzském Toulouse Diofantovu Aritme-
tiku rozsifenou o poznamky, které jeho otec pripisoval na okraje
svého exemplare Bachetova vydani Aritmetiky zroku 1621.V jedné
z téchto poznamek Fermat bez diikazu napsal vétu, které se dnes
vSeobecné fika Velka Fermatova véta.

Véta 2.10 (Velka Fermatova véta). Neexistuji prirozend Cisla
n>3,x,yaztak, ze

x4+ y"=z" (2.16)

Je to jeden z nejslavnéjSich matematickych problémi v§ech dob.
Exponent n > 3 je bud’ délitelny lichym prvocislem, nebo je n
mocninou 2. Ukazeme, Ze vétu staci dokazat jen, je-1i exponent »
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liché prvocislo nebo n = 4. Pokud by totiz méla rovnice (2.16)
feSeni pro n&jaké n = pgq, kde p je liché prvocislo a ¢ > 1, pak

xP 4Pt — (x9)? 4+ ()7 = (29)7 = 279,

Tudiz staéi polozit x’ = x9,y’" = y49, z/ = y7 a vidime, Ze rovnice
(2.16) ma feseni i pro n = p.

Podobné Ize ukazat, ze kdyby existovalo n&jaké feSeni rovnice
(2.16) pro n = 2%, kde k > 2, pak by muselo existovat feseni i pro
n=4,

4 o\ 4 o\ 4
xzk 4 yzk _ (xzk 2) 4 <y2k 2) _ (22k 2) _ sz.
Sam Fermat vSak dokazal neexistenci feSeni (2.16) jenpron = 4

ato svoji oblibenou metodou nekonecného sestupu. Rovnice (2.16)
tedy nema feseni ani pro n = §8,16,32,...

Véta 2.11. Velka Fermatova véta plati pro n = 4, tj. rovnice
xtyt=2* (2.17)
nemd reSeni v mnoziné prirozenych cisel.

Dukaz Predpokladejme naopak, Ze existuji pfirozena cCisla
x,y, z splijici (2.17). Polozime-li w = z2, dostaneme ihned spor
s Fermatovym tvrzenim z véty 2.9. O

O stoleti pozd¢ji pouzil metodu nekonecného sestupu k dikazu
Velké Fermatovy véty L. Euler pro n = 3,4. V pivodnim Eulerové
dikazu pro n = 3 zroku 1770 v8ak byla nalezena chyba, kterou se
pozd¢ji podatilo opravit. Pfipadu n = 3, ktery je podrobné vySetien
napriklad v praci (Hardy, Wright, 1979), se vénoval i Christian
Huygens. V roce 1825 G. P. L. Dirichlet a o tfi roky pozdéjii A. M.
Lagrange dokézali Velkou Fermatovu vétupron = 5. Pfipadn = 7
roziesili G. Lamé a V. A. Lebesgue v roce 1840. V roce 1983
Gerhard Faltings dokazal Mordellovu domnénku, ktera tvrdi, Ze
rovnice (2.16) ma pro kazdy exponent n > 3 jen kone¢n€¢ mnoho
feSeni takovych, ze (x,y,z) = 1. Podrobny historicky ptehled
obsahujici fadu specialnich tvrzeni, ktera se tykaji feSeni rovnice
(2.16), je podan v ¢lanku (Terjanian, 2002).
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Matematikiim trvalo vice nez 350 let, nez byla Velka Fermatova
dokazana i pro libovolny prvociselny exponent. Anglicky matema-
tik Andrew Wiles z univerzity v Princetonu nasel zptisob jak vétu
dokézat. V ¢ervnu 1993 nastinil jeji dikaz béhem t¥i pfednasek na
Newton Institute v Cambridge pted zraky asi padesati specialisti
na teorii ¢isel. Pozdéji sice byla nalezena v jeho dikazu mezera,
ale pomérné brzy se ji podafilo odstranit. V roce 1995 spolec¢né
s Richardem Taylorem zvetejnil Uplny dikaz tvrzeni, ze kterého
Velka Fermatova véta vyplyva, viz (Wiles, 1995), (Taylor, Wi-
les, 1995). Metodu, kterou tito autofi pouzili, v§ak Fermat nemohl
znat, nebot’ fada pojmti (jako napifiklad modularni formy, eliptické
kiivky, grupy) nebyla tehdy jesté zavedena. V ¢lanku (Pradlova,
Kitizek, 1999, s.265) se popisuji vlastnosti grupy, ktera se opira
o eliptické kiivky, ma jednotkovy prvek v nekone¢nu a byla pou-
zita pii dikazu Velké Fermatovy véty. Metody, které Wiles pouzil,
jsou vysvétleny v knize (Hellegouarch, 2002) nebo v ¢lanku (Ne-
kovar, 1994). Popularni kniZka o feSeni Fermatovy véty existuje
i v ¢eském jazyce — viz (Singh, 2000). Velké Fermatové vété se
budeme jest¢ vénovat v oddilech 4.3 a 4.5.

Existuje cela fada problémi podobnych Velké Fermatove vete.
Naptiklad American Andrew Beal formuloval nasledujici do-
mnénku, na jejiz feSeni je vypsana velka finanéni odmeéna, viz
(Mauldin, 1998).

Bealova domnénka. Rovnice

xk +ym -
nemda reSeni v prirozenych cislech k,m,n,x,y a z, kde k,m a n
Jsou vétsi nez 2 a cisla x,y a z jsou vzajemné nesoudelnad.

Béhem osmdesatych let 20. stoleti formulovali W. Masser,
J. Oesterlé a L. Szpiro diofantskou nerovnost znamou pod nazvem
Domnénka abc. Jeji rozieseni by mélo mnoho aplikaci (napf. pro
dikaz Bealovy domnénky). Ozna¢me pro pfirozena Cisla a,b a ¢
symbolem N (a, b, ¢) soucin prvociselnych délitela Cisel a, b a c,
kde se kazdy d€litel vyskytuje jen jednou.
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Domnénka abe. Ke kazdému realnému cislu ¢ > 0 existuje kon-
stanta u > 1 takovd, Ze pro kazda dvé vzdjemné nesoudélna cisla
a a b a jejich soucet c = a + b plati

max(|al, |b],|c|) < uN(a,b,c)' %

Catalanova domnénka. Neexistuji po sobé jdouci prirozena Cisla
kromé 8 a 9, kterad jsou obé mocninami.

Nedavno Catalanovu domnénku dokazal rumunsky matematik
Preda Mihailescu, podrobnosti najde zajemce v ¢lanku (Bugeaud,
Mignotte, 2005). Ukazal, ze rovnice

x"—y"=1, kdem,n,x,y>2,
ma jen jediné feSeni m = y = 2, n = x = 3. Poznamenejme jeste,
ze v 7. stoleti indicky matematik Brahmagupta naSel nejmensi
feSeni x = 151 ay = 120 specialniho ptipadu tzv. Pellovy rovnice
x? — 94y? = 1. Vice o této rovnici a jejim feseni je napiiklad
v knize (Burton, 1998).

2.6. Mala Fermatova véta

Cislo n* — npro n € N je délitelné tiemi (ale i dvéma), protoZe ho
1ze napsat jako soucin tii po sob¢ jdoucich ptirozenych Cisel
n —n=n-Dnn+1).
Toto jednoduché tvrzeni zobecnime v Malé Fermatove véte, ktera
patii mezi nejpouzivanéjsi prostfedky v teorii Cisel, jak ostatné
uvidime 1 v této knize (viz rejstiik). K jejimu dikazu budeme
potfebovat nasledujici implikaci, kterd bezprostfedné plyne z Prvni
Eukleidovy véty 2.1:
Je-li p prvocislo a ab = 0 (mod p), pak

a=0 (mod p) nebo b=0 (mod p). (2.18)

Véta 2.12 (Mala Fermatova véta). Jestlize a € N a p je prvocisio,
pakp | (a’ — a).
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Dukaz. Pfipad p = 2 je ziejmy. Necht' p je prvocislo vetsi

nez 2.Jestlize p | a, pak p také déli &islo a” — a = a(a?~' — 1).
Necht ¢isla p a @ jsou nesoud€lna, tj.
(p,a)=1.
Ukéazeme, Ze p | (a/”*1 — 1). UvaZujme konecnou posloupnost
a, 2a, 3a,..., (p — Da. (2.19)

Vydélime-li €isla ia a ja, 1 < j < i< p, prvocislem p, nemtizeme
dostat stejny zbytek, protoze pak by p | (i — j)a, coz je podle
(2.18) spor s tim, Ze (a, p) = 1. Posloupnost (2.19) proto dava
p — 1 riznych nenulovych zbytki pti déleni prvocislem p. Stejné
zbytky (az na poradi) dostaneme, kdyz budeme délit posloupnost
1,2,...,p — 1 prvocislem p. Vynasobme mezi sebou tato Cisla a
pak také ¢isla v (2.19). Odtud pomoci (1.5) a naslednou indukci
dospé&jeme ke kongruenci a?~!(p — 1)! = (p — 1)! (mod p). Tedy

@' 1)(p—1)!=0 (mod p)

a prvni Cinitel na levé strané je délitelny prvocislem p podle (2.18),
jelikoz plati p t (p — 1)!. O

Existuje nékolik dal§ich dtikazti Malé Fermatovy véty. Nejstarsi
dikaz z roku 1736 pochazi od Eulera. Jeden z velice zajimavych
dikazi je podan v (Gutfreund, Little, 1982), viz téz (Skula, 2002).
Opira se o jisté symetrické vlastnosti fyzikalnich ¢astic, které maji
urcity typ spinu.

Jiny diikaz uvazuje naramek s p koralky o a barvach, viz (Go-
lomb, 1956). Pocet v§ech mnoznych obarveni naramku je a”. Pocet
jednobarevnych naramkd je a (obr. I barevné ptilohy). Pokud ale
vSechny koralky nemaji stejnou barvu, pak p pootoéeni o 360°/p
naramku dava p riznych moznosti obarveni, protoze p je prvocislo.
(Kdyby p bylo sloZené, mohli bychom pii vhodném pootoceni a
obarveni vice barvami dostat tutéz konfiguraci.) Tedy a” = a + pn
prong&aké n € N, tj. p | a? — a.

Specialni ptipad Malé Fermatovy véty byl zndm Janu Brozkovi
(1585-1652) z Krakovské akademie, viz Johannes Broscius:
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De Numeris Perfectis Disceptationes Duae, 1637. Prehled vy-
sledkii tykajicich se Malé Fermatovy véty je podan také v knizce
(Lepka, 2000). Vysetiuji se zde i1 vlastnosti Fermatova kvocientu
(@~ —1)/p.

Mala Fermatova véta se ¢asto formuluje pomoci kongruence
tak, jak fika véta 2.13 (srov. obr. 2.3).

/ N\

Obr. 2.3. Geometricka interpretace Malé Fermatovy véty dana kongruenci (2.20) pro
p = 3. Jestlize (3,a) = 1, pak 3 | (a2 — 1); tj. Gtverec a2 zmenseny o jednu

miiZe byt rozdélen na tfi ¢asti o stejném celociselném ohsahu. Jestlize 3 | a, pak
podobny rozklad neni mozny.

Véta 2.13 (Mala Fermatova véta). Jestlize p je prvocislo a plati
(a,p) =1, pak
a’~'=1 (mod p). (2.20)

Necht' d a a jsou nesoudélna piirozena Cisla. Nejmensi kladny
exponent e, pro ktery d | (ae — 1) (4. a® =1 (mod d)), se nazyva
(multiplikativni) 7ad ¢isla a modulo d, coz budeme zapisovat takto:
e = ordya.

Podle Malé Fermatovy véty p | (af”_1 — 1) pro libovolné prvo-
Cislo p nesoudéIné s a. Odtud plyne existence fadu e < p — 1.
Naptiklad mtizeme ovéfit, ze ord;2 = 3, ords3 = 4. Specialné
ordja = 1 pro kazdé a € N.

Véta 2.14. Jestlize e = ordya, pak
d|(a"—1) (2.21)
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pron = ke, k € {1, 2,...} a vztah (2.21) plati pouze pro tyto
exponenty.

Dukaz. Jestlize n = ke, pak
a"—1=a"—-1=(a*-1)(a®*D+ .. +a°+1),

a proto (2.21) plati diky ptedchozi definici.
Piedpokladejme nyni, Ze d | (ake+h — 1) pro n&jaké k €
{1,2,...}a0< h<e. Pak

(ake+h _ 1) _ (ake _ 1) — ake(ah o 1)

ProtozZe obé¢ ¢isla v zavorkach na levé stran€ jsou podle pfedpokladu
dglitelnd d a podle (2.21) plati (d, a*¢) = 1, dostaneme, Ze a” — 1
je délitelné ¢islem d. To ale odporuje minimalité exponentue. [

Necht’ p je prvocislo. Podle Malé Fermatovy véty fad modulo p
¢isla @ nesoudéného s p je p— 1 nebo mensi. Cislo g # 0 (mod p)
nazveme primitivnim korenem modulo p, jestlize

ordyg=p— L

Pfitom vétSinou volime g tak, aby 0 < g < p. Takové Cislo g je
tedy primitivnim kofenem, jestlize g # 1 (mod p) pro viechna
ke {l,...,p— 1} (srov. tab. 8, str. 344).

Napiiklad ¢islo 3 je primitivnim kofenem modulo 17 (viz obr.
2.4), protoze 3* # 1 (mod 17) pro véechna k = 1,...,15 a
316 = 1 (mod 17). V tomto piipadé fad ¢isla 3 modulo 17 je 16,
tj. ord;73 = 16.

Na druhé strané 4 neni primitivnim kofenem, nebot’ 4* = 1
(mod 17).

Primitivni kofeny maji fadu aplikaci napt. v kryptografii, a pii
konstrukei generatorti pseudonahodnych Cisel a pravidelnych mno-
houhelnikl (viz oddily 5.3, 5.5 a 5.6). Pro existenci primitivnich
kotent plati nasledujici véta.

Véta 2.15. Jestlize p je prvocislo, pak existuje primitivni koren
modulo p.
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Diikaz je uveden napt. v (Gauss, 1986, article 55) nebo (Burton,
1998, s. 156—157). Zobecnéni tohoto vysledku uvedeme ve véte
2.18.

Jestlize g je primitivni kofen modulo p, kde p je prvocislo, pak
g je generatorem mnoziny vSech nenulovych zbytkli modulo p,
tj. {g, g% g°,..., g’ '} se sklada ze viech p — 1 nenulovych
zbytkt modulo p. Tudiz pro kazdé prirozené ¢islo a £ 0 (mod p)
existuje exponentn € {1,..., p—1}tak,ze g" = a (mod p). Tato
myslenka je dale rozvinuta v knize (Burton, 1998, s. 165-169).

2.7. Eulerova-Fermatova véta

Leonhard Euler (1707—-1783) zobecnil Malou Fermatovu vétu 2.13
i pro neprvociselny modul. K tomuto tcelu si nejprve zavedeme
Eulerovu funkci ¢. Pro kazdé n € N je hodnota ¢(n) definovana
jako pocet vSech pfirozenych ¢isel neptevysujicich n, ktera jsou
s n nesoudélna, tj.
o(n)=|{m e {l,...,n}; (m,n) =1},

kde | - | oznaduje pocet prvki. Snadno zjistime, Ze

p()=1, 92) =1, 9(3) =2, 9p(4) =2,

9(5) =4, 9(6) =2, o(7) =6,

Dalsi hodnoty ¢ uvadime v tabulce 7 na str. 343. Z definice

funkce ¢ dale vidime, ze jeji hodnoty jsou pro n > 2 sudé. Pokud
je p prvocislo, pak zifejmeé

p(p)=p—1 (2.22)

o(p*) = (p— D! (2.23)

pro kazdé k € N.
Eulerova funkce ma nasledujici dilezitou vlastnost:

(m,n)=1 = @(mn) = p(m)p(n). (2.24)
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Dtikaz je podan naptiklad v knihach (Gauss, 1986, article 38), (Bur-
ton, 1998, s. 125) nebo (Niven, Zuckerman, Montgomery, 1991,
s.09). Pokud je tedy prvociselny rozklad Cisla » dan vztahem

.

_ ki

n=[]nr".
i=1

kde p; < p» < -+ < p;, k; € N, pak podle (2.23) a (2.24)

r B r -1 ei—1
(p(”):H(Pi—l)Pf’ lznn%:

i=1 i=1 i
:n<1 - 1) <1 - 1) (1 _1). (2.29)
p1 p2 Dr

Vsimnéte si, ze na pravé strané musi byt celé ¢islo, protoze ¢(n)
na levé strané je celé.
C.F. Gauss odvodil dilezity vztah

Z o(d)=n provsechnan € N,
dln

kde s¢itame pies vSechny délitele d Cisla n. Dikaz je uveden na-
priklad v (Gauss, 1986, article 39) nebo (Burton, 1998, s. 134).

Poznamka. V knizce (Rademacher, Toeplitz, 1970, kap. 27) je do-
kazano, ze 30 je nejvétsi Cislo takové, Ze vSechna Cisla s nim nesou-
d€lna jsou prvocisla. Piivodni diikaz, ktery podal rusky matematik
Pafnutij Lvovi¢ Cebysev (1821-1894), pozdéji znaéné zjednodusil
student H. Bonse.

Véta 2.16. Necht' n > 1. Pak o(n) < n — 1 pravé tehdy, kdyz n je
slozené; p(n) = n — 1 pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

Dikaz. Tvrzeni véty okamzité plyne ze vztahil (2.22), (2.23) a
(2.25). O
Véta 2.17 (Eulerova—Fermatova). Necht a,n € N. Pak

a’™ =1 (mod n) (2.26)
prave tehdy, kdyz (a,n) = 1.
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Tato véta vlastn€ udava nutnou a postacujici podminku k tomu,
aby Cisla a a n byla nesoudélna. Na tomto misté ji ale dokazovat
nebudeme, nebot’ bude piimym disledkem siln€j$i Carmichaelovy
véty 2.20 a vztahu (2.27).

Ze vztaht (2.22) a (2.20) vidime, ze véta 2.17 je pfimym zobec-
nénim Malé Fermatovy véty 2.13.

Nyni definujeme primitivni kofeny modulo libovolné pfiro-
zené Cislo n > 2 podobné jako pro prvocisla. Podle Eulerovy—
Fermatovy véty 2.17 nejvétsi mozny fad modulo # Cisla @ nesou-
délného s n je roven ¢(n). Jestlize a je pfirozené Cislo takové, Ze
(a,n) = 1, pak a se nazyva primitivni koren modulo n, pokud

ord,a = ¢(n).

Nasledujici véta uréuje vSechna piirozena Cisla n > 2, ktera
maji primitivni koteny.

Véta 2.18. Necht' n > 2. Pak existuji primitivni koreny modulo n
pravé tehdy, kdv:i n € {2, 4, p* 2pF}, kde p je liché prvocislo
a k € N. Jestlize navic n ma primitivni koren, pak md n presné
o(p(n)) nekongruentnich primitivnich korenii.

Diikaz je uveden naptiklad v knize (Burton, 1998, s. 160-164)
nebo (Niven, Zuckerman, Montgomery, 1991, s. 102-104). Je-li
tedy p prvocislo, pak ma p pravé ¢(p — 1) nekongruentnich pri-
mitivnich kofend (obr. 2.4). Naptiklad 3 ma jen jeden primitivni
koten, nebot’ ¢(¢(3)) = ¢(2) = 1, a tento kofen je 2. Prvocislo
7 ma dva primitivni kofeny, protoze ¢(¢(7)) = ¢(6) = 2. Me-
tody pro vyhledavani primitivnich kofend jsou uvedeny v knize
(Vinogradov, 1953).

Podle véty 2.18 existuje primitivni kofen modulo p¥, kde p je
prvocislo a k € N, kromé ptipadu, kdy p = 2 a zaroven k£ > 3.
Nasledujici véta uréuje nejvétsi mozny fad modulo 2% pro k > 3.

Véta 2.19. Necht a je liché prirozené cislo a k > 3. Pak

ordyea | 2872 @ 2k2 < g2k = 2K
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ordy 5 = 2872,

Dtikaz je uveden v (Niven, Zuckerman, Montgomery, 1991,
s. 103 az 105).

Poznamenejme jesté, ze v roce 1875 H. J. Smith dokazal nasle-
dujici prekvapivy vztah, viz (Lovasz, 1979),

det((i,)); _, H(p(k)

tj. determinant matice nejvétsich spole¢nych délitell je roven sou-
¢inu hodnot Eulerovy funkce.
Podle (Luca, 2004, s.5) pro kazdé n € N existuje k tak, ze

o(k) = n!.

2.8. Carmichaelova véta

Podle Eulerovy—Fermatovy véty 2.17 avét2.14 a2.18 plati: jestlize
a a n jsou nesoudélna piirozena Cisla, pak ord,a | ¢(n) a existuje
pfirozené &islo b tak, ze ord,b = ¢(n) pro n € {2, 4, p*, 2p*},
kde p je liché prvocislo a k¥ € N. Jak ale uvidime z dal$iho textu,
nejveétsi mozny fad modulo n mlize byt podstatné nizsi nez ¢(n),
pokud » neni mocninou prvocisla. K tomuto ucelu nejprve zave-
deme Carmichaelovu funkci A(n), jez se poprvé objevila v ¢lanku
(Carmichael, 1912). Jeji defince je vlastn€ pouhou modifikaci Eu-
lerovy funkce ¢(n).

Pro ptirozené n je Carmichaelova funkce A(n) definovana takto:

A1) = 1= o(1),
M2) = 1= 9(2),
M) =2 =94,
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JR) = 257 = g prok > 3,
Ap") = (p— Dp*" = p(p*) pro libovolné liché
prvocislop ak > 1,
Apipy ) = (M) A A6
kde p1, ps,..., prjsouriizna prvodislaa k; € Npro 1 <i < r.

Hodnoty funkce A(n) pro n < 32 uvadime v tabulce 7 uvedené
na str. 343. Pomoci vét 2.18 a 2.19 tedy vidime, Ze kdyz p je
prvocislo a k € N, pak l(pk ) se rovna nejveétsimu moznému fadu
p*. Z definice funkce A(n) je dale patrné, Ze

A(n) | p(n) (2.27)

pro v8echna pfirozena n a ze A(n) = @(n) pravé tehdy, kdyz n €
{1, 2, 4, p*, 2p*}, kde p je liché prvoéislo a & € N (srov. vétu
2.18).

PovSimnéme si, ze A(n) mize byt mnohem mensi nez ¢(n),
pokud ma n hodng& prvoginitelti. Necht naptiklad n = 2°-11-17-
41 = 490 688. Potom

Mn) = [/1(26),/1(11), 2(17), /1(41)] = [16, 10, 16,40] = 80,
zatimco
p(n) = ¢(26)go(11)go(17)go(41) =32-10-16-40 = 204 800.
Nasledujici véta zobecnuje Eulerovu—Fermatovu vétu 2.17.
Tvrdi vlastng, ze A(n) je univerzalni fad modulo n.
Véta 2.20 (Carmichaelova). Necht' a,n € N. Pak
™ =1 (mod n) (2.28)
pravé tehdy, kdyz (a,n) = 1. Navic existuje b € N tak, Ze
ord,b = A(n). (2.29)
Dukaz. =: Jestlize (a,n) = d > 1, pak d { (a*™ — 1), a tedy
(2.28) neplati.
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<«: Necht obracené (a, n) = 1. Kongruence (2.28) ziejmé plati
pro n = 1. Pfedpokladejme tedy, Ze n > 2. Abychom ukazali
platnost kongruence (2.28), staci podle véty 2.14 ukazat, ze

ord,a | A(n). (2.30)

Uvazujme nasledujici rozklad » na prvocinitele
r
ki
n=[]r/. (2.31)
i=1

kde p1 < pp < --- < p,, ki € N, anecht g; :pf-‘iprol <i<r.
Protoze mocniny rtiznych prvocisel jsou nesoudélné, dostavame

ord,a = [ordqla, ordg,a,. .., ordq,,a]. (2.32)
Na druhé stran¢ plati
ordg,a | A(g;) (2.33)

pro 1 <i < rdiky (2.27) a vété 2.14. Podle definice funkce A(n),
(2.32) a (2.33) vidime, ze vztah (2.30) je splnén.

Daéle ukaZeme existenci b € N tak, aby platilo (2.29). Uvazujme
rozklad (2.31). Podle Cinské véty o zbytcich 1.4 a vét2.18 2 2.19
existuje pfirozené b tak, ze pro 1 < i < r plati

b=g (modpl), (2.34)
kde g; je primitivni kofen modulo plf‘, je-li p; lichénebo p; =2a
1<k <2,g1=5,je-lipy =2ak; > 3,ag;je primitivni kofen
modulo pf" pro 2 < i < r. Protoze (gi,pf.”) =lprol <i<r,
plati (b, n) = 1. Tvrdime, ze ord,,b = A(n). Podle (2.34), (2.27) a
veéty 2.19 mame

ordy, b = A(qi) (2.35)
pro 1 <i <r. Jelikoz
ord,b = [ordg, b, ordg,b, ..., ordg,b],
vidime z (2.35) a z definice funkce 4, ze ord,b = A(n). O
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2.9. Legendriiv a Jacobiho symhol

Francouzsky matematik Adrien Marie Legendre (1752—-1813) za-
vedl do teorie &isel velice uzite¢ny symbol (%) e {-1,0,1}.

Diive nez si jej pfedstavime a seznamime se s jeho vlastnostmi,
definujeme kvadratické zbytky modulo prvocislo.
Necht' n > 2 a a jsou nesoudé€lna cela Cisla. Pokud ma kvadra-
ticka kongruence
x*=a (mod n)

celociselné feseni x, pak a se nazyva kvadraticky zbytek nebo kva-
dratické reziduum modulo n. V opatném piipad¢ fikame, Ze a neni
kvadraticky zbytek modulo n, pti¢emz a budeme nazyvat kvadra-
tické nereziduum — nékdy se mu téz tika nezbytek, viz (Apfelbeck,
1968).

Necht’ pje liché prvocislo. Pak Legendriiv symbol (%) jeroven

1, jestlize a je kvadraticky zbytek modulo p,
—1, jestlize a neni kvadraticky zbytek modulo p,

0, jestlize p | a.

Kvadraticky charakter a vzhledem k prvocislu p je tak vy-
jadren pomoci Legendrova symbolu. Je ziejmé, Ze posloupnost

(( %)): je periodicka, napt.
Be ()1 ()) ()
B+ ()a)1 ¢

Je-1i p liché prvocislo, pak pocet kvadratickych rezidui se rovna

2

poctu kvadratickych nerezidui, coz je rovno P (diikaz je napf.
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v (Riesel, 1985, s.279)). Na obrazku 2.4 vidime hodnoty Legen-
drova symbolu pro p = 17.

Legendriiv symbol mé diilezité pouZiti pii testovani prvocisel-
nosti a vypoctu primitivnich kotenti. V kapitole 5 uvidime nékteré
jeho praktické aplikace. Leonhard Euler navrhl jednoduchou me-

todu, jak Legendriv symbol (%) pocitat.

©° "0
®

©
Op:0

Obr. 2.4. Cerné krouiky oznacuji hodnotu (—1) Legendrova symbolu pro p = 17.

V tomto pripadé shodou okolnosti splyvaji s primitivnimi kofeny. Ostatni krouzky od-
a

povidaji nezapornym hodnotam Legendrova symbolu ( ]

) , pritom jeho nulova hodnota
je pouze v hodé 0.
Véta 2.21 (Eulerovo kritérium). Je-li p liché prvocislo, pak

(ﬁ) = 4P D2 (mod p). (2.36)
p

Dukaz. Jestlize p | a, potom ziejmé plati (2.36). Pfedpokla-
dejme tedy, Ze p 1 a. Podle Malé Fermatovy véty 2.13 je,

aP~' 1= (a2 - 1)(@P D2 4 1) =0 (mod p).

Protoze p je prvodislo, pak bud a?~D/2 = 1 (mod p), nebo
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a?=Y/2 = _1 (mod p), viz (2.18). Sta¢i tedy dokézat, 7e a#—1/2
=1 (mod p) pravé tehdy, kdyz a je kvadraticky zbytek modulo p.

Necht' a je kvadraticky zbytek modulo p, tj. a = b* (mod p)
pronéjaké b takové, ze b # 0 (mod p). Pak podle Malé Fermatovy
véty 2.13 plati

aP~D/2 = (bz)(p_l)/z ="' =1 (mod p).

Piedpokladejme obraceng, ze a?~1/2 = 1 (mod p) a necht’ ¢
je primitivni kofen modulo p. Pak a = ¢’ (mod p) pro n&jakeé ¢
tak,ze 1 <t < p— 1. Tudiz

¢"P=V%2 = g»=D/2 =1 (mod p).

Plati vSak ord,q = p — 1, a proto (p — 1) | t(p — 1)/2. Odtud
vyplyva, ze 2 | t. Necht tedy ¢ = 2. Pak

¢/ =q¢' =a (mod p)

a(%)zl. O

V nasledujicim vykladu uvadime nékteré zakladni vlastnosti
Legendrova symbolu, které vyuzijeme v dalSich kapitolach.

Véta 2.22. Necht' p je liché prvocislo. Pak pro cela ¢isla a a b
plati:

(D) jestlize a = b (mod p), pak <%) = <é>,

4

an (22) = (4)(2).
D-0e
(I) jestlize (a, p) = 1, pak (;) =1, (—) = (—>;

1 1 p p
W) (F)=1 (=)=

V) (3) = 0o

Diikaz této véty 1ze nalézt v knihach (Burton, 1998, s. 178—183)
a (Niven, Zuckerman, Montgomery, 1991, s. 132—-135).
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Nasledujici zakon kvadratické reciprocity jako prvni dokazal

Gauss. Nazval jej Theorema aureum (Zlata véta). Je to velice uzi-

teCny nastroj pro vypocet Legendrova symbolu <£> pro licha

prvocisla p a g, viz (Gauss, 1986, articles 135—-144).

Véta 2.23 (Zakon kvadratické reciprocity). Jestlize p a q jsou
licha prvocisla, pak

(B -cv=s

Dtikaz je uveden naptiklad v (Burton, 1998, s. 188—190), (Kob-
litz, 1994, s.45-46) a (Niven, Zuckerman, Montgomery, 1991,
s. 137-138).

Véty 2.22 a 2.23 nam umoziuji podstatné zjednodusit vypocet
Legendrova symbolu. Napiiklad pro prvocislo p = 1999 podle
vlastnosti (II), zakona kvadratické reciprocity a vlastnosti (I) a
(IV) mame

(1191919) - (319397) - (19399) (13;9) -

— (- 1)999<19399) X (= 1)99918(1239)_

=1 )< )(317) -1

Legendriiv symbol (%), kde p je prvocislo, zobecnil némecky

matematik Carl Gustav Jacobi (1804—1851) takto:
Necht' a je celé Cislo a necht n > 3 je liché. Necht n =
pip2- - pr, kde p; jsou licha prvocisla ne nutné rizné. Pak Ja-

cobiho symbol (%) je definovan vztahem

(4)-11(2)
kde (pz> je Legendrtiv symbol.
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Vlastnosti Jacobiho symbolu jsou podobné vlastnostem Legen-
drova symbolu. Napitiklad opét plati zakon kvadratické reciprocity.
Pro licha prvocisla se oba symboly rovnaji.

Véta 2.24. Necht m > 1 a n > 1 jsou licha cisla. Pak pro celd
¢isla a, b plati:

() jestlizea = b (mod n), pak (%) = <é>,

o ()= ()C) ”
w () -6

(IV) jestlize (a,n) = 1, pak (%) = (%) =1;

(V) jestlize (ab, mn) = 1, pak (%) = (%),
w (- (3)-co
vy (2) = (nevr,
n
(VIID) (%) (%) N Zcii;}zf;;fmtické

Diikaz je v (Niven, Zuckerman, Montgomery, 1991, s. 143—146).
Jestlize Jacobiho symbol (%) = 1, pak a neni nutn¢ kvadra-

ticky zbytek modulo n, kdyz n je sloZzené. Napiiklad

()= () -cven-t

ale 2 neni kvadraticky zbytek modulo 15.

Véta 2.25. Je-li n > 3, pak kazdy primitivni koven je kvadratické
nereziduum modulo n.

Dukaz. Necht' n > 3, necht @ € {1,...,n — 1} je kvadra-
tické reziduum modulo # a (a, n) = 1. Pokud ukézeme, Ze a neni
primitivnim kofenem, bude véta dokdzana.
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Podle predpokladu existuje ptirozené ¢islo x tak, ze
x}=a (mod n).

Tuto kongruenci miZzeme pomoci (1.4) umocnit na ¢(n)/2, protoze
n > 3 a ¢islo ¢(n) je tedy sudé. Podle Eulerovy—Fermatovy véty
2.17 proto plati

a?™/? = x?(n) =1 (mod n).
Odtud vyplyva, ze a neni primitivni kofen. O

Pro uplnost jesté¢ dodejme, Ze pro n = 2 je 1 primitivni kofen
modulo 2, ale mnozina kvadratickych nerezidui je prazdna. Pro
n = 1 jsou mnoziny primitivnich kofent i kvadratickych nerezidui
modulo n prazdné.

2.10. Rozklad na prvocisla
Malou Fermatovu vétu 2.13 miizeme pouzit k tomu, abychom
ukazali, ze dané Cislo p > 1 je sloZené, aniz bychom znali né¢jakého
netrividlniho délitele. Pokud totiz nalezneme a nesoud€lné s p

tak, ze kongruence (2.20) neplati, pak p neni prvocislo. Jestlize
napiiklad ukazeme, Ze p nedéli 27! — 1, pak p je slozené.

20 -

10 -

Obr. 2.5. Graf funkce 7z(x). 0 50 100
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Zde je tteba zduraznit, ze rozklad daného Cisla n na prvoci-
nitele je mnohem obtiznéjsi nez zjistovat, zda je n prvocislo ¢i
Cislo slozené. C. F. Gauss poklada rozklad na prvocinitele za velice
dulezitou zékladni Glohu aritmetiky (Gauss, 1986, article 329).

Nejstarsi metoda rozkladu ¢isla # na prvocinitele postupné zkou-
§i délit n v§emi prvocisly nepievySujicimi v/, viz (Sedlagek, 1977,
s.20). Napriklad k tomu, abychom touto metodou prokazali, Ze
283 je prvocislo, je tfeba provétit, ze neni délitelné 2, 3, 5, 7, 11
a 13. Zde je ale nutné zdlraznit, Ze tato metoda neni pfili§ efek-
tivni. Pfedpokladejme, Ze jsme schopni provést miliardu déleni za
sekundu. Pak bychom potiebovali pro rozlozeni Cisla n = pgq, kde
p a g jsou neznama tiiceticiferna prvocisla, vice casu, nez je stari
vesmiru (= 13.7 - 10° let).

Abychom se o tom presvédcili, oznaéme 7z (x) pocet prvocisel
neprevysujicich x (obr. 2.5). Pak podle Gaussova vztahu, viz napf.
(Hardy, Wright, 1979), (Schroeder, 2006), je hodnota funkce 7(x)
priblizn€ rovna l(g—x' Pfitom chyba je mensi nez 15 % pro kazdé
x > 3000. V roce 1896 Jacques Hadamard (1865—-1963) a neza-
visle téz Charles-Jean de la Vallée Poussin (1866—1962) dokazali
dokonce asymptotickou rovnost pro x — oo,

X

w(x) ~ (prvociselna veta). (2.38)

log x

Protoze cela ¢ast \/n ma 30 cifer, existuje alesporti
10%/(2910g 10) ~ 1.5 - 10?7

prvocisel mensich neZ /n. ProtoZe rok ma 3.2 - 107 sekund, mii-
Zeme za tuto dobu uinit 3.2 - 10'® déleni. Abychom ale vyzkouseli
vSechna prvocisla mensi nez +/n, pottebovali bychom k rozkladu
n alesponi 47 - 10° rokd, coZ je vice nez trojnasobek stafi vesmiru.
Matematikové pirirovnavaji takovy algoritmus k Usili rozbit atom
kladivem.

Pokud méme né&jakou dodate¢nou informaci o ¢isle, jez ma byt
rozkladano, nebo o jeho prvocinitelich, rozklad Ize provést mno-
hem efektivnéji (viz napft. véty 4.3 a 4.17).
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Pti rozkladu daného Cisla n na prvocinitele se obvykle n hleda
jako soucin dvou ¢i vice netrividlnich déliteli ne nutné prvocisel-
nych. Ty se pak opét zkouseji rozlozit na dalsi netrivialni délitele
tak dlouho, dokud nedostaneme prvociselny rozklad.

Dale budeme piredpokladat, Zze n je liché a slozené, protoze
mocniny dvojky Ize snadno oddélit.

Jedna z metod pro rozklad Cisla n je pokusit se n napsat jako
rozdil ctvercl. Tak okamzit€ dostaneme rozklad na dva netrividlni
Cinitele

n=a*—b>=(a+b)a—b), (2.39)

pokud a — b > 1. Jestlize obracené n = gqr,kde ¢ > r > 1, pak n
1ze napsat jako rozdil dvou Ctvercii

(g tr\? q—r\2

"= ( 2 ) - ( 2 ) :
kde ¢isla v zavorkach jsou celd nezaporna, protoze g a r jsou licha.
Pomoci vztahu (2.39) Fermat navrhl metodu, kterou dnes nazy-
vame Fermatovou metodou rozkladu. Nutno dodat, ze jeho metoda
je efektivni, jen pokud je n souc¢in dvou skoro stejné velkych ¢ini-

telti. Algoritmus metody probiha takto:
Jestlize n je Ctverec, jsme hotovi. Pokud neni ¢tverec, definujeme

a:L\/ﬁJ—Fl,

kde | \/n| oznatuje celou &ést \/n. Déle polozime

x:az—n.

Pokud je x étverec, jsme hotovi, protoze n = (a + /x)(a — /).

V opaéném piipadé vypocitame dalsiho mozného kandidata
@+1)Y—n=a*+2a+1—n=x+2a+1

a provétime, zda je Ctvercem ¢i nikoliv. Pokud ano, jsme opét

hotovi, jinak zvétSime a o dvé a pokracujeme stejnym zplisobem

dale. Po kone¢né mnoha krocich najdeme dva netrivialni délitele,

viz napf. (Beran, 1995), (Burton, 1998, s. 97-99), (Koblitz, 1994,
s. 143-144).
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Nasledujici metoda rozkladu se pfipisuje Leonhardu Eulerovi.
Necht n lze vyjadrit jako soucet dvou nenulovych ctvercli dvéma
riznymi zpusoby, tj.

n=a+b =c*+d*, (2.40)

kde bez jmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze a > ¢ > d >
b > 1. Pak n je slozené ¢islo, nebot’

(@ —d» P +d* ac? —d(* —a* +d?)

a2 _ 42 = a2 _ 42
2.41
B a*c®> — d*p? _ (ac +bd)(ac — bd) 241)
a2 —-d>  (a+d)a—4d)

Protoze n je celé, miizeme vykratit vSechny Cinitele ve jmenovateli,
a tak dostaneme, Ze n je soucin dvou netrivialnich Ciniteld. K této
metod¢ se jeste vratime ve vété 3.13.

Francouzska matematicka Sophie Germainova (1776-1831)
zjistila, Ze kazdé &islo tvaru a* + 4 je slozené pro a > 1, protoze
se da rozlozit na dva netrivialni ¢initele,

a*+4=(a+2)" —4a® = (a® +2+2a) (a* +2 —2a). (242)
Rovnost (2.42) je specialnim piipadem vztahu
a* 41 = (a+2b%)’ —4a’b? = (a®+2b*+2ab) (a*+2b—2ab).

Dalsi jednoduchy rozklad pro m > 1 nalezl Léon Frangois Antoine
Aurifeuille v roce 1873

22 =2 2" R =2 1) (243)

Fortuné Landry stravil mnoho let hledanim rozkladu &isla 258 + 1,
ktery nalezl v roce 1869. Znalost vztahu (2.43) by mu ale usetfila
mnoho C¢asu, nebot’

258 4 1= (229 +215 4 1)(229 _ 215 + 1)
Rovnost (2.43) lze zobecnit na tvar

a4 =@ d+ D)@ —a" 1), (2.43)
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Uved'me jesté dalsi znamé rozklady na dva Cinitele

a" —b" =(a—b)a" ' +a" b+ +ab™ 2+ b
Pokud je m = 2k sudé, plati také obecné jiny rozklad
@ — 0 = (a4 bY@ — K2 4 PRI ke,
Pro liché m = 2k + 1 zase mame
PR (4 b)Y (a = a2 bk R 20— R g b2
a jako specialni ptipad dostavame

"+ b = (@) + (B =
— (@ + D)@ — 2 e P2,
Rozklad na tii ¢initele ma kazdé ¢islo tvaru
3 1= (3 4 ) (3 =3 ) (3 430 41),

Dalsi ptiklady specidlnich typt Cisel, ktera lze apriori rozlozit na
mensi Cinitele, jsou uvedeny v knize (Wells, 2005, s. 15).

vvvvvv

na dva netrivialni Cinitele nez jenom zjistit, ze je sloZzené. Znama
metoda RSA pro Sifrovani tajnych zprav pomoci dvou velkych
prvocisel je zaloZena prave na této skutecnosti (viz oddil 5.2). Pocet
aritmetickych operaci pro rozklad velkého ¢isla na dvé prvocisla
totiz roste exponencialné. Pokud ma takové ¢islo napiiklad 200
cifer, pak je téméf nemozné jej dneSnimi prostredky rozlozit. Na
druhé strané pro ovéfeni prvociselnosti libovolného cisla o 200
cifrach na pocitaci staci jen nékolik minut.

Piehled nejlepsich algoritmti na prvociselné rozklady ¢isel je
podan napftiklad v (Crandall, Pomerance, 2005), (Lenstra, Lenstra,
Manasse, Pollard, 1993) a (Pomerance, 1998). Mezi nejefektivnéjsi
patii Pollardav algoritmus, ktery je vhodny pro rozklad téch cisel,
pro jejichz néjakého délitele existuje ,,blizké™ ¢islo (+10) slozené
pouze z ,malych® €initeld menSich nez 20 000. Za jeden z nej-
ucinnéjsich algoritmi je také povazovan Lenstriiv algoritmus (a
jeho riizné modifikace), v némz je grupa ¢isel modulo p nahrazena
grupou bodu na eliptické kiivce.
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3. VLASTNOSTI PRVOCISEL

Matematika je krdalovnou véd
a aritmetika je kralovnou matematiky.

Carl Friedrich Gauss

3.1. Kritéria prvociselnosti

Pro pfirozena &isla j, m, n fekneme, ze m’ presné déli n, a budeme
psat m/ || n, jestlize m/ | n, ale m/*! { n. Pro j = 0 bude symbol
m® || n znamenat, e m 1 n.

Véta 3.1. Prirozené cislo n je prvocislem prave tehdy, kdyz n | (Z)
pro vSechna k € {1,...,n— 1}.

Dukaz. =:Prok € {l,...,n—1} je n — k také mezi Cisly | a
n — 1. JelikoZ n je prvoéislo, n {1 k! a n { (n — k)!. Vidime tedy, ze

p ‘ n\ n!
k] k\(n—k)!
nebot’ n | n!.

<«: Necht naopak 7 je slozené a necht’ p je nejmensi prvocislo,
které déli n. Tedy 1 < p < n a plati

<n> _n(n—=1)---(n—p+1)
p pp—1---2-1
Piedpokladejme, Ze p/ || n pro n&jaké prirozené ¢&islo j. Mezi p
postupné jdoucimi ¢isly n, n — 1,...,n — p 4+ 1 je prave jedno
délitelné p. Protoze p | n, plati
pfn—1n—=2)---(n—p+1.
Tudiz p/ ||n(n —1)---(n — p+ 1) azieimé p|| p(p — 1)---2- 1.

Podle (3.1) tedy dostaneme, ze p/~! || (Z) Alent (Z), protoze
P’ n. O

3.1)
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Jako disledek véty 3.1 dostdvame nasledujici pravidlo, které
umoznuje snadnéji manipulovat s mocninami a kongruencemi.
Jestlize p je prvocislo, pak

(a + b)Y =da? + b (mod p). (3.2)

Z p + 1 c¢lenu ziskanych rozvojem (a + b)” modulo p pomoci
binomickeé véty

(a+ by =a” + <117>ap_1b+ (g)ap—2b2+...+bp

zustanou jen a” a b?, protoze vSechny ostatni Cleny jsou podle véty

3.1 délitelné p, tj. p | (]]Z) pro 1l < k < p — 1, coz mlizeme také

(i > =0 (mod p).

Véta 3.1 matadu dalSich aplikaci. Byla kuptikladu pouzita v pru-
lomovém ¢lanku (Agrawal, Kayal, Saxena, 2004), kde je popsan
novy deterministicky algoritmus pro testovani prvociselnosti, ktery
je polynomicky v ¢ase. Pro zadané ¢islo n je jeho vypocetni slo-
Zitost (’)((log n)lz) , kde log n je imérny poctu cifer Cisla n. Zatim
se vSak tento algoritmus pro praktické ucely nepouziva, protoze
exponent 12 je pfilis velky.

Francouzsky matematik Frangois Proth (1852—1879) béhem své-
ho kratkého zivota publikoval nasledujici tvrzeni (Proth, 1878).

zapsat takto:

Véta 3.2 (Prothova). Necht' g = k2" + 1, k < 2" a necht
(%) = —1. Pak q je prvocislo pravé tehdy, kdyz
=92 =_1 (mod g). (3.3)

Diikaz je uveden naptiklad v (Ktizek, Luca, Somer, 2001, s. 70).
Prothova véta mé dilezité pouZiti pfi testovani prvociselnosti, jak
jesté uvidime v oddilech 4.2 a 7.6.
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Véta 3.3. Necht p je liché prvocislo. Pak
-1
p=1(mod4) <+— (—) =1,
p
-1
p=—1(mod 4) < (—) — 1
p

Dtkaz. Pro prvocislo tvaru p = 4k + 1 podle véty 2.22 plati
(__1) =(=)PD2 = (1 = 1.
p
Podobné pro p = 4k — 1 dostavame
<__1) — (_1)([7—1)/2 — (_1)2/{—1 = _1.
p

Odtud téz plynou obracené implikace. O

Véta 3.4. Necht' p je prvocislo. Je-li a prirozené cislo mensi nez
D, pak existuje prave jedno prirozené cislo x mensi nez p, které je
reSenim kongruence

ax =1 (mod p). 3.4
Dikaz. Podle Malé Fermatovy véty 2.13
aP~ ' =a@ H=1 (mod p),

nebot’ (a, p) = 1. Za x tedy miizeme zvolit pfirozené Cislo mensi
nez p kongruentni s a?~2 modulo p.
Dale dokazeme jednoznacnost feSeni x. Necht tedy existuji dvé
feSeni kongruence (3.4), tj. ax = ay = 1 (mod p). Protoze
ax —ay=a(x—y)=0 (mod p),
vidime podle Prvni Eukleidovy véty 2.1, Ze p | a nebo p | (x — y).
Prvocislo p ale nemize délit a, protoze (a, p) = 1, a tedy plati

p| (x =), t. x =y (mod p). Protoze ob¢ ptirozena ¢isla x a y
jsou mensi nez p, dostavame, ze x = y. O

Prirozené ¢islo x z véty 3.4 nazveme inverznim prvkem k a
modulo prvocislo p.
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Véta 3.5. Je-li p > 2 prvocislo a a®> = 1 (mod p), pak bud’
a=1 (modp), nebo a=-1 (mod p).

Dtkaz. Protoze plati (a — 1)(a + 1) = 0 (mod p), mame
p | (a — 1)(a + 1). Podle Prvni Eukleidovy véty 2.1 pro prvocislo
p>2platibud p | (@ — 1), nebo p | (a + 1). O

Dal§im dulezitym kritériem prvociselnosti se budeme zabyvat
v oddilu 3.2.

3.2. Wilsonova véta

John Wilson (1741-1793) byl vynikajici britsky matematik z uni-
verzity v Cambridge. Nasledujici vétu, ktera nese jeho jméno, ale
neobjevil.

Véta 3.6 (Wilsonova). Cislo p > 1 je prvocislo pravé tehdy, kdyz
(p—D!'=-1 (mod p). (3.5)

V roce 1770 Edward Waring poprvé publikoval v Meditationes
algebraicae na s. 288 bez ditkkazu implikaci = a vénoval ji Johnu
Wilsonovi. Doslova napsal, ze pokud je p prvocislem, pak soucet
(p — D! + 1 je délitelny p. Tehdy totiz jeste nebyl zaveden pojem
kongruence. Podle (Hardy, Wright, 1979, s. 81) a (Porubsky, 2002)
implikaci = v pon¢kud modifikované formé znal jiz dfive G. W.
Leibniz (1646—1716). Obracenou implikaci <= pozd¢ji dokazal
J.-L. Lagrange v roce 1773. Proto se vété 3.6 nékdy také tika
Wilsonova—Lagrangeova véta.

Poznamenejme jesté, ze predpoklad p > 1 se v mnoha ucebnicich
opomiji. Pro p = 1 je ale kongruence (3.5) splnéna, zatimco 1 neni
podle definice prvocislo.

Dikaz véty 3.6 =: Jestlize p = 2, pak kongruence (3.5)
zfejmé plati. Necht tedy p > 2 je prvocislo a necht a je libovolné
prirozené Cislo mensi nez p. Podle véty 3.4 existuje pravé jedno
prirozené Cislo b < p tak, Zze ab = 1 (mod p). Z véty 3.5 potom
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dostavame, Zze kdyZab =1 (mod p)ab = a (mod p),paka =1
(mod p), anebo a = p — 1 (mod p). Odtud plyne, Ze piirozena
Cisla 2,3,..., p — 2 lze pierovnat na posloupnost a,, as,...,a,_>
tak, aby po dvojicich platilo

ajai+1 =1 (mod p)

proi =2,4,6,...,p—3.Mezi2 a p — 2 jepravé p — 3 Cisel, t.
sudy pocet. Proto

(p—)!'=1-(p—Daz---ap, = (p—DIP V2 =_1 (mod p).

<: Ukazeme, ze pokud je n slozené, pak (n — 1)! =2 (mod n)
pron =4a(n—1)! =0 (mod n) pro n > 4. Okamzit¢ vidime, ze

@G- =6=2 (mod4).

Predpokladejme nyni, ze n > 4 je slozené ¢islo a necht’ neni

¢tvercem. Pak mtizeme rozlozit n takto:

n=dk,
kde2 <d<k<n—1.Tudizdk |(n—D0'a(n—1!'=0
(mod n).

Kone¢né predpokladejme, 2e n > 4 an = k*>. Pak 3 < k <
2k < n—1,atedy k(2k) | (n — 1)!. Protoze 2k*> = 0 (mod n),
v tomto pripadé také mame (n — 1)! = 0 (mod n). O

Jako dusledek predchoziho dikazu Wilsonovy véty dostdvame
nasledujici tvrzeni.

Véta 3.7. Prirozené cislo n > 4 je slozené praveé tehdy, kdyz
(n—=1D!'=0 (mod n). (3.6)

Wilsonovu vétu 3.6 1ze dokazat mnoha zptsoby, viz napt. (Dick-
son, 1919, Chapt. III), (Robbins, 1993, s. 89). Dikazem implikace
= se také zabyval vyznamny Cesky matematik Karel Petr (1868
az 1950) v roce 1905. Stru¢né si naznac¢ime hlavni myslenku jeho
dtkazu, protoZe ma neobvykle krasnou geometrickou interpretaci,
viz (Petr, 1905).
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V Petrové dikazu se uvazuji orientované, po c¢astech linear-
ni uzaviené kiivky, které prochazeji v§emi vrcholy pravidelného
p-uhelniku, kde p je prvocislo. Ptitom kiivky s opa¢nou orientaci
se povazuji za odli$né. Dohromady je vSech kiivek praveé (p — 1)!.
Zacneme-li totiz od libovolného vrcholu, pak mizeme projit zby-
vajicimi p — 1 vrcholy pravé tolika zplisoby, kolik je permutaci
z p — 1 prvku.

Regularni krivky budou ty, které se nezméni pii otoCeni o ihel
21/ p kolem stfedu pravidelného p-uhelniku. Ostatni kiivky na-
zveme neregularnimi (obr. 3.1).

Pocet regularnich kiivek je zfejmée p — 1. Naptiklad pro p = 5 je
jedna z téchto kiivek nakreslena vlevo na obr. 3.1, dal$i ma opacnou
orientaci a zbyvajici dvé regularni kiivky maji tvar pravidelného
pétithelniku s hranami orientovanymi po sméru a proti sméru ho-
dinovych rucicek. Petr ukazuje, Ze pocet neregularnich kiivek je
pm pro n&jaké vhodné pfirozené ¢islo m. Odtud pro celkovy pocet
vsech kiivek plyne, Ze

(p—Di=p—1+pm,

coz implikuje dokazovanou kongruenci (3.5).

A

a) b)

Obr. 3.1. Priklad regularni (vlevo) a neregularni kfivky (vpravo) pro p = 5.

Zatim nezname efektivni algoritmus pro vypocet faktoridlu.
Proto je Wilsonova véta velice neprakticka pro testovani prvo-
Ciselnosti p na pocitacich. Je to ale dobry teoreticky prostiedek
v diikazové technice.
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Faktorial na levé stran¢ kongruence (3.5) Ize podstatn¢ zredu-
kovat, jak uvidime v nasledujicich vétach.

Véta 3.8. Je-li p prvocislo tvaru p = 4k + 1, pak

((p; 1)!>2; 1 (mod p).

Dukaz. Podle Wilsonovy véty 3.6 je

1p+1p+3
@71)!:1-2-3'-.”2 p; p; o (p—1)=—1 (mod p),

3.7
kde prostfedni zlomky jsou celd Cisla, protoze p je liché. Dale

vidime, Ze plati modulo p

1 -1
p—l=-1, p-2=-2,. Pt P

ey

2 T2
Vztah (3.7) mtizeme tedy po dvojicich pferovnat tak, ze

2
(("; 1)!)2(—1)@’—1)/2 (mod p).

Odtud a z Wilsonovy véty 3.6 dostaneme, Ze

((pg 1)!)2 =(DDT = ()T

(p—l)!zl(—l)z(—z)...pT_1< p—1)

=—1 (mod p),
(3.8)
protoze p = 4k + 1. O
Z predchozi véty tedy plyne, Ze kongruence
x’=—1 (mod p)
ma feSeni, je-li p tvaru 4k + 1.
Véta 3.9. Je-li p prvocislo tvaru p = 4k — 1, pak
((p; 1)!)2 =1 (mod p) (3.9)
a
(p; 1)! =41 (mod p) (3.10)
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Dulkaz. Necht p = 4k — 1. Cely dikaz je stejny jako diikaz
véty 3.8, jen posledni ekvivalence v (3.8) bude rovna 1, a tedy plati
(3.9). Protoze vsak p je liché prvocislo, mizeme podle véty 3.5
ob¢ strany odmocnit a dostaneme (3.10). O

V ¢lanku (Mordell, 1961) se uvadi, jaké konkrétni znaménko
v (3.10) plati pro prvocisla tvaru p = 4k — 1.

3.3. Dirichletova véta

V roce 1837 Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—-1859) dokazal
zajimavou vétu, kterd pouziva velice dimyslné analytické metody
v teorii Cisel.

Véta 3.10 (Dirichletova). Necht' a,d € N jsou nesoudélna cisla.
Pak existuje nekonecné mnoho prvocisel v aritmetické posloupnosti
a,a+d, a+2d, a+3d, ...

Dikaz této véty je v ptivodni praci (Dirichlet, 1837). Ekviva-
lentné muzeme vétu 3.10 formulovat tak, ze mnozina
S={peN; pjeprvoisloa p=a (mod d)}

ma nekone¢n€ mnoho prvkii. Navic hustota mnoziny S v mnoziné
prvocisel je 1/¢(d), kde ¢ je Eulerova funkce, tj.

{peN; p jeprvotislo, p=a (mod d) a p<x}| 1

li = .
x50 {p € N; p jeprvocislo a p < x}| o(d)

Diikaz tohoto tvrzeni je naptiklad v (Ireland, Rosen, 1990,
s.251-261).

Mnohem prekvapivéjsi tvrzeni v§ak bylo zvefejnéno v roce 2004
na preprintovém serveru [www3].

Véta3.11 (Greenova—-Taova). Pro kazdé k € N mnozina prvocisel
obsahuje aritmetickou posloupnost délky k.
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Podrobny témért padesatistrankovy dikaz se uvadi v (Green, Tao,
2008). Jeho hlavni mySslenka je obsahem ¢lanku (Klazar, 2004).
Naptiklad aritmeticka posloupnost
5,11, 17, 23, 29

délky 5 obsahuje pouze prvocisla. Jina aritmeticka posloupnost
prvocéisel délky 10 je tato:

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089
(srov. s tab. 1 na str. 335-336). Jesté delsi posloupnost prvocisel je
(2230928701 + 2236133941)1% .

Greenova—Taova véta ale tvrdi, Ze at’ si zvolime pfirozené Cislo k
jakkoliv velké, vzdy budou existovat prvocisla

P1<p2<---<pi

takova, ze

pP2—p1=p3—p2=-= Pk — Pk-1-

3.4. Fermatova vanocni véta

Dne 25. prosince 1640 napsal Pierre de Fermat dopis Marinu Mer-
sennovi, v némz jej informoval o svém novém objevu. Fermat
prisel na to, Ze kazdé prvocislo tvaru 4k + 1 pro k € N se da
jednoznaéné napsat jako soucet dvou ¢tverct prirozenych Cisel a
ze takové prvocislo je preponou praveé jednoho pythagorejského
trojuhelniku o stranach a < b < ¢. V dopise doslova (ve starofran-
couzsting) pise:

Tout nombre premier, qui sourpasse de [’'unité un multiple du
quaternaire, est une seul fois la somme de deux quarrés, et une
seule fois I’hypoténuse d’'un triangle rectangle.

Napriklad prvocisla 5, 13 a 17 mizeme napsat jako soucet dvou
¢tverct takto:

5=1242% 13=2243% a 17=12+4%
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Tomuto vyznamnému objevu se zacCalo fikat Fermatova vanocni
véta, protoze Fermat napsal svlij dopis Mersennovi o Vanocich
pravé na Bozi hod. Dale vidime, ze Cisla 5, 13 a 17 jsou pfe-
pony pythagorejskych trojihelniki o stranach (3,4, 5), (5,12,13)
a (8,15, 17). K této zajimavé vlastnosti se vratime pozdgji.

Kazdé liché piirozené Cislo vétsinez 1 je ziejmé tvaru 4k =1 pro
néjaké k € N. Z véty 2.6, ktera také prislusi Fermatovi, jiz vime,
ze 7adné Cislo tvaru 4k — 1 pro £ € N neni souctem dvou ¢tvercl
celych ¢isel. Ve vétach 3.12 a 3.13 se budeme zabyvat Cisly tvaru
4k + 1.

Uz v dobé svého pobytu v Bordeaux v roce 1629 byl Fer-
mat hodné ovlivnén dilem Frangoise Viety. Zde studoval Victovy
traktaty Isagoge (Tours, 1591) a De recognitione et emendatione
aequationum (Paris, 1615). Pti dokazovani vanocni véty Fermat
pouzil nasledujici rovnosti, které pochdzeji pravé od Viety,

(@*+bH)(P+d*) = (ac+bd)*+(ad—bc)’=(ac—bd)*+(ad+bc)?,
(3.11)

a nazyvaji se Vietovy identity. Podrobny diikkaz vanocni véty ale
podal az Euler.

Véta 3.12 (Fermatova vano¢ni véta). Kazdeé prvocislo tvaru p =
4k+1 Ize jednoznacné napsat jako soucet dvou ctvercii prirozenych
Cisel.

Dikaz. Nejprve dokdZzeme jednoznacnost takového rozkladu.
Piedpokladejme tedy, ze prvocislo p 1ze napsat dvéma zpisoby
jako soucet dvou Ctvercti

p=a’+b=c+d,
kde a, b, ¢, d jsou ptirozena Cisla. (Ani neni nutné piedpokladat, ze
je tvaru 4k + 1.) Pak
i’ —bd* =d@® + b - &) - (P + dP - ) =
=a*(a® + b*) — d*(* + d*) = p(a®> — d*) = 0 (mod p),
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a tedy podle Prvni Eukleidovy véty 2.1 plati
ac=bd (mod p) nebo ac=-bd (mod p).

Protoze a, b, ¢, d jsou viechna mensi neZ ,/p, plati

ac—bd =0 nebo ac+bd=p.
Pokud plati druhd rovnost, pak podle Vietovych rovnosti (3.11)
mame
P’ = (@*+b*)(P+d?) = (ac+bd)*+(ad—bc)? = p*+(ad—bc)?,
tj. ad — bc = 0. Tudiz dohromady

ac =bd mnebo ad = bc.

Predpokladejme napiiklad, Zze ac = bd. Pak a | d, protoze
a | bd a (a,b) = 1. Proto existuje pfirozené m tak, ze d = ma.
Odtud plyne, Ze ¢ = mb, a proto

p= C2 +d2 — mZ(a2 +b2),

cozdavim =1, a=dab=c.

Kdybychom ptedpokladali, ze ad = bc, pak zcela analogicky
dostaneme, 7ze a = ¢ a b = d. Tim jsme dokazali jednozna¢nost
rozkladu prvocisla p na dva ¢tverce (az na potadi s¢itanci).

Dale se budeme vénovat dukazu existence tohoto rozkladu.
Necht’

-1
2= (p2 )! (mod p),

kde 0 < z < p — 1. ProtozZe p je tvaru 4k + 1, podle véty 3.8 plati

z2=—1 (mod p). (3.12)
Uvazujme uspotadanou dvojici (x, y),kde x,y € {0, 1,...,n—1},
n = |/p|+1a|r] oznatuje celou ¢ast redlného &isla r (tj. nejvetsi
celé ¢islo mensi nebo rovno 7). Takovych dvojic je pravé n?, a proto
existuje n? ¢isel typu x — zy pro x,y € {0,1,...,n — 1}, nebot
z je pevné ¢islo. ProtoZze mame pravé p riznych zbytkli modulo p
a n* > p, z Dirichletova principu (viz véta 1.5) plyne, Ze existuji
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dvé rizné usporadané dvojice (x’,)’) a (x”, ") takové, ze

x' —zy'=x" —zy" (mod p),
kde x’,y",x",y" € {0,1,...,n — 1}. Tedy
x'—x"=z(3'-y") (mod p). (3.13)

Polozime-li
a:’x/_x// a b:’yl_y//|’
pak a,b € {0,1,...,n — 1} apodle (3.13), (1.4) a (3.12) plati
a* = z2*b* = —b* (mod p),
tj.
a4+ b =0 (mod p). (3.14)
Obe¢ &isla a a b se ale sou¢asné nerovnaji nule, protoze (x’,y’) a
(x",y"") jsou rizné uspotadané dvojice. JelikoZ p je prvoéislo, \/p
neni cel¢ Cislo. Proto podle (3.14) plati0 < a <,/p a 0 < b <,/p.
Odtud plyne, ze
0<a®+b < (Vp)’+ (/P =2p.
Mezi ¢isly 1,2,...,2p — 1 ale existuje pouze jediné ¢islo délitelné
prvocislem p, a tim je pravé Cislo p. Z (3.14) tedy plyne, Ze
a4+ b =p. O

Poznamka. Piedpokladejme, Ze p je prvocislo tvaru p = 4k + 1.
V monografii (Bressoud, Wagon, 2000, s.281) se pfedkladd Smi-
thtv algoritmus, jak vypoditat jednoznaéné uréena ptirozena Cisla
a a b z véty 3.12 takovd, ze p = a* + b*. K tomu staci zvolit z
tak, ze z2 = —1 (mod p), a pouzit Eukleidiv algoritmus na dvo-
jici (p, z). Prvni dva zbytky, které€ jsou mensi nez /p, jsou praveé
hledana ¢isla a a b.

Zvolme napiiklad p = 61, tj. 7 <+/61 < 8. Vidime, ze z = 11
splnuje kongruenci

z2=—1 (mod 61).
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Pak podle Eukleidova algoritmu z oddilu 1.4 dostadvame

(61,11) = (11,6) = (6, 5),
atedy

61 =6* + 5%

Poznamka. Cislo z spliujici kongruenci z2 = —1 (mod p) lze
pro ,,mala“ p najit pomoci véty 3.8. Pro ,,vét$i“ p lze postupovat
takto: Protoze p = 4k+1, je (p—1)/2 sudé ¢islo. Pomoci Eulerova
kritéria (2.36) najdeme kvadratické nereziduum a, tj. a?~1/2 =
—1 (mod p). To lze udélat zkusmo, nebot pocet kvadratickych
rezidui je stejny jako pocet kvadratickych nerezidui. Nyni staci
vzit zbytek z, 0 < z < p takovy, ze z = a®?~/* (mod p).

Véta 3.13. Je-li n cislo slozené, které lze napsat jako soucin dvou
cisel tvaru 4k + 1, pak Ize n napsat jako soucet dvou ctvercii
prirozenych cisel vice zpiisoby.

Dukaz. Necht nejprve n = gr pro néjaka prvocisla g > 1 a
r> 1 tvaru 4k + 1. Z Fermatovy vanoc¢ni véty 3.12 a z Victovych
rovnosti (3.11)

n=qr=(a*+b>)c*+d° (3.15)
= (ac + bd)* + (ad — bc)* = (ac — bd)* + (ad + bc)?

plyne, ze kazdé Cislo, které je sou¢inem dvou prvocisel kongruent-
nich 1 modulo 4, 1ze napsat jako soucet dvou ¢tverct, kde a, b, ¢, d
jsou ptirozena Cisla. Indukci se pak mizeme presvédcit, ze kazdé
Cislo, které je soucinem dvou ¢i vice prvocisel kongruentnich 1
modulo 4, je souctem dvou ctvercd.

Musime jeste ukazat, ze ¢tverce v (3.15), jejichz soucet dava n,
jsou rtuzné. Ziejme

ac + bd # ac — bd.

Predpokladejme tedy, ze ac + bd = ad + bcaac — bd = ad — bc.
Jejich seCtenim pak dostaneme 2ac = 2ad, tj. ¢ = d. To ale
odporuje skutecnosti, Ze » je liché. O
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Obecna véta urcujici, kolika zptsoby lze rozlozit libovolné pfi-
rozené ¢islo na soucet dvou ¢tverci, je uvedena v (Hardy, Wright,
1979, s.241). V oddilech 4.7 (na stran€ 158) a 5.10 (na stran¢ 210)
upozornime na dv¢ zajimavé aplikace Fermatovy vanoc¢ni véty
3.12 v algebie a bioinformatice. O dal$im jejim pouziti v geometrii
védél uz Fermat:

Véta 3.14. Pro kazdé prvocislo tvaru p = 4k + 1 existuje pravé
jedna pythagorejska trojice, jejiz nejveétsi cislo (odpovidajici pre-
poné) je p.

Dukaz. Necht p je prvocislo. Podle Fermatovy vano¢ni véty
3.12 je p = m* + n?. ProtoZe p je liché, &isla m a n nemohou byt
soucasn¢ obé¢ licha ani ob¢ suda, tj. jsou rozdilné parity. Protoze
p je prvocislo, plati (m,n) = 1. Tedy p je prepona odpovidajici
primitivni pythagorejské trojici podle vztahi (2.5) a (2.6). O

3.5. Polynomy generujici prvocisla

V roce 1772 L. Euler piSe J. Bernoullimu, Ze objevil kvadraticky
polynom

p(x) = x* +x +41, (3.16)

jenz dava nasledujici posloupnost prvocisel (srov. tab. 1 uvedenou
nastr. 335)prox =0,1,...,39:
41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197,
223, 251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593,
641, 691, 743, 797, 853, 911,971, 1033, 1097,
1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601. (3.17)
Teprve ¢islo p(40) = 407 +40 + 41 = 40 - 41 + 41 = 412 je
sloZzené. Je pozoruhodné, ze prvocisla dostaneme i pro zaporné

argumenty x = —40, —39,..., —1 polynomu (3.16). Celkem tedy
80 po sob¢ jdoucich celociselnych argumenti x dava prvocisla.
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Jiny kvadraticky polynom
g(x) = x* +x +17

generuje prvocisla pro x = —16, —15,...,15. Russell Ruby obje-
vil polynom

r(x) = 36x% — 810x + 2753,

ktery dava prvocisla pro x = 0, 1,...,44. Podobnych polynomi
jsou v literatute desitky (2x* + 29, x* — 79x + 1601, 36x? —
810x + 2753, 103x2 — 3945x + 34381 aj.).

90 88 87 86

57 56 55 H4

85 84

92

@ 38 39 40 sl

68 69 70

Obr. 3.2. Ulamova ctvercova spirala prirozenych cisel. Prvocisla jsou pro odliSeni
znazornéna na ¢erném podklade.

Na obrazku 3.2 je zndzornéna Ulamova Ctvercova spirala, kte-
rou v roce 1963 navrhl polsky matematik Stanislaw Marcin Ulam
(1909-1984). Prvocisla jsou v ni napsana pro odliSeni na ¢ernych
¢tvereceich. Na obrazku 3.3 pak vidime, jak je rozmisténo prv-
nich 16 000 prvocisel v Ulamové spirale. Pov§imnéte si zajimavé
struktury obsahujici fady usecek o smérnicich £1, které odpovi-
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daji kvadratickym polynomitim tvaru 4x> + bx + c. Napiiklad pro
polynom

u(x) = 4x* 4+ 10x + 5

dostavame prvocisla u(0) = 5, u(1) = 19, u(2) = 41 a u(3) =
71, ktera lezi na tsecce o smérnici —1 (obr. 3.2). Podobné pro
polynom v(x) = 4x? + 10x + 7 plati v(—4) = 31, »(=3) = 13,
v(—2) = 3 apod. Pokud bychom spiralu ,,odvijeli od ¢isla 41,
pak bychom podobnym zplsobem dostali pro uvedeny Eulertiv
polynom (3.16) usecku se smérnici —1 obsahujici 80 po sobé
jdoucich prvocisel.

Obr. 3.3. RozloZeni prvnich 16 000 prvocisel na Ulamové spirale.
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Profesor matematiky na prazské univerzité Jakub Filip Kulik
(1793-1863) ptisel s podobnym napadem jiz mnohem drive. Stu-
doval totiz rozloZeni prvocisel (jsou vyznacena pultucné) mezi
prirozenymi ¢isly uspofadanymi do trojuhelniku:

1
2 3 4
567 89
1011 1213 14 15 16
17 18 19 20 21 22 23 24 25
26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64
65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81

Také sestavil rozsahlé tabulky prvociselnych déliteld vSech priro-
zenych ¢isel do sto miliontl. Dodnes obdivujeme, jak mohl toto
uctyhodné dilo vykonat.

V roce 1976 J.P. Jones, D. Sato, H. Wada a D. Wiens pub-
likovali polynom 25. stupné o 26 proménnych a,b,..., z, jehoz
vsechny kladné hodnoty v celociselnych nezapornych bodech jsou
prvocisly, blize viz (Wells, 2005, s. 150),

(k+2){1—[wz+h+j—q* —[(gk+2g+k+1D)(h+))+h—z]* -
[16(k+1)(k+2)(n+1)+1— f2P —[e*(e+2)(a+1)*+1—0*]—
2n4+p+g+z—e]?—[(a>—1)y*+1—x*P—[16r°y*(a®>—1)+1—
u P —[((a+u? (WP —a)? — D)(n+4dy?)+1—(x+cu)* P —[n+1+
v—yP—[(@>=DP+1—m*P—[ai+k+1—-1—i]—[p+l(a—n—
D+bRan+2a—n*>—-2n—2)—mlP*—[g+y(a—p—1)+sQap+
2a—p*=2p-2)—xP ~[z+pl(a—p)+tQap—p*—1)—pm]’}.
Pocitat takto prvocisla je ale velmi nepraktické. PovSimnéte si,
ze polynom ve slozenych zavorkach je kladny pouze tehdy, kdyz

vyrazy v hranatych zavorkach jsou nulové. Pak je hodnota slozené
zavorky 1 a hledané prvocislo je rovno &k + 2.
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3.6. Riemannova hypotéza

Polozme
= 1
(=) —. (3.18)
n=1
kde suma konverguje pro libovolné komplexni ¢islo z takové, Ze
Re(z) > 1. Funkce { ma komplexné sdruzené kofeny a nazyva se
Riemannova { -funkce. Ptitom plati, ze {(1) = oo, cozZ je soucet
harmonické fady, a {(2) = n?/6.
Lze dokazat nésledujici prekvapivou rovnost obsahujici na pravé
stran¢ soucin pres vSechna prvocisla p,

1
(@=]] =t (3.19)
p

Uz Leonhard Euler umél odvodit, ze (3.18) a (3.19) se rovnaji pro
z realna.

Oznacime-li i-té prvocislo p;, pak podle vzorecku pro soucet
geometrické posloupnosti mame
i ( 1 )j

pi

J=0

_ 1
1-p;!

pro kazdé i = 1,2,... Vynasobime-li mezi sebou prvnich m tako-
vych rovnic, pak ze Zakladni véty aritmetiky 2.2 dostaneme

-
1 =

i1 L= p;

<1+1+i+ )<1+1+i+ ) (1+i+i+ )= !
S Hgt) (154 5) o) =3

kde v posledni sumé s¢itdme ptes vSechna ptirozena Cisla, ktera
nemaji zadného prvocinitele vétsiho nez p,,. Odtud je jiz patrné,
jak asi Euler ptisel ke svému vysledku.

Némecky matematik Bernhard Riemann (1826—1866) odvodil
pro ¢ -funkci dalsi uzitecny vztah

nz/? r(%)((z) — (=22 r((l — z)/z) C(1—2), (3.20)
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tj. z 1ze zaménit za 1 — z. Zde I'-funkce je pfirozenym rozsifenim
faktorialu

I'(n)=(m-1)!

do mnoziny komplexnich ¢isel. Funkce (1 — z) na pravé stran¢
(3.20) mapolproz =0 (tj. {(1) = c0) a F( 1 5 Z) ma poély v bo-

dech z = 1,3,5,7,... . Prava strana (3.20) se tedy musi anulovat
proz =3,5,7,...,aproto

0=0(=2)={(=H=0=0=....

Tyto koteny se nazyvaji trivialni. Funkci { lze spojité a hladce
rozsifit na celou komplexni rovinu kromé bodu 1, v némz ma
funkce pol.

Riemannova hypotéza tika, ze vSechny netrivialni kofeny maji
imaginarni ¢ast rovnou 0.5. RozieSeni této hypotézy je dnes po-

vvvvvvvvvv

rie Cisel, nebot’ Uizce souvisi s otdzkou rozlozeni prvocisel (srov.
(3.19)). Na jeho vyfeseni byla vypsana odméena 1 000000 dolarc
(viz [www4]). Navic se ukazuje, Ze rozd¢leni vzdalenosti netrivial-
nich sousednich kofenti zcela odpovida spektralni statistice jistého
kvantového chaotického systému, viz (Cejnar, 2007).

3.7. DalSi viastnosti prvocisel

Nasledujici véta tvrdi, ze soucet prevracenych hodnot vSech prvo-
Cisel je divergentni.

Véta 3.15. Necht' p) < p, < ... jsou vSechna prvocisla. Pak
= 1
Y = =00 (3.21)

i=1 Pi

Dukaz. Predpokladejme naopak, ze fada v (3.21) je konver-
gentni. Pak mizeme pevné zvolit pfirozené Cislo j tak, Ze zbytek
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fady po j ¢lenech je mensi nez 1/2, tj.

1 1 1
—t—+- < (3.22)
Pj+1 Pj+2 2
Necht’ N(x) oznacuje pocet piirozenych cisel n nepfevysuji-
cich x, ktera nejsou délitelnd zadnym prvocislem p > p;. Pokud
vyjadiime takové n ve tvaru

n=nim, (3.23)
kde m neni délitelné zadnym ¢tvercem prvocisla, pak
b
m=2"3"...p7,

kde b; € {0,1}. Existuje tedy 2/ moznosti rznych hodnot m.
Z (3.23) vidime, Ze

m < Vn <V,
a tedy existuje nejvyse /x riznych hodnot ;. Odtud plyne, Ze
N(x) < 2/y/x. (3.24)
Necht
x > 2%+2 (3.25)

je libovolné kladné ¢islo a p prvocislo. Pak pocet téch pfirozenych
¢isel n < x, ktera jsou délitelna p, je nejvyse % Tudiz rozdil
x — N(x) (t. poCet té&ch n < x delitelnych jednim ¢i vice prvocisly
Dj+1, Pj+2, ... ) neni vétsi nez
X x
Pj+1 Pj+2
Z (3.24) v§ak mame

N =

S <N <2VE,

tj. x < 2%7%2 coz je spor s (3.25). Rada (3.21) proto diverguje.
(I
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Prvociselnymi dvojcaty nazyvame takovou dvojici prvocisel
(p,q),pronéz p< qaq — p < 2.Jsou to napiiklad dvojice

(2,3), (3,5), (57), (11,13), (17,19), (10°+7,10°+9).

Z véty 3.15 vime, Ze pokud séitdme pievracené hodnoty vsech
prvocisel, roste tento soucet nade vSechny meze. Na druhé strané
v roce 1919 Viggo Brun ukdazal, Ze soucet pfevracenych hodnot
prvociselnych dvojcat (kromé prvni dvojice)

Sy (L)

4 - \3 5 57 1113
konverguje k ¢islu 1.90216057783278. .. ., jez se nazyva Brunova
konstanta. To tedy znamena, ze prvociselna dvojcata se v posloup-
nosti vSech prvocisel vyskytuji velice ,,fidce®. Zatim ale nevime,

zda jich existuje nekonecné mnoho. Nicméné€ v roce 1949 P. Cle-
ment dokazal nésledujici vétu, viz (Tattersall, 2005, s. 120).

Véta 3.16 (Clementova). Cislo p(p +2)déli 4(p — D! + 1)+ p
pravé tehdy, kdyz (p, p + 2) jsou prvociselnd dvojcata.

Ctvefici prvoéisel (p, g, r, s) nazveme prvociselna ctyicata,
jestlize p < g < r < sas — p < 8. Jsou to napiiklad ¢tvefice
(2,3,5,7), (11,13,17,19) nebo

10013950 +i proi=1,3,7,9.
Pokud by existoval jen kone¢ny pocet prvociselnych dvojcat, byl
by zfejmée i konecny pocet prvociselnych ctyrcéat.

Na zavér si jesté polozme otazku:

Lze kazdé sudé cislo veétsi nez 2 napsat jako soucet dvou prvo-
cisel?

Tato otazka vznikla béhem vzajemné korespondence mezi Leon-
hardem Eulerem a Christianem Goldbachem v roce 1742. Skute¢né
vidime, 264 =2+2,6=3+3,8=3+5,10=5+5=3+7
apod. Domnénce, Ze alespoii jeden takovy rozklad vzdy existuje,
se tikd Goldbachova hypotéza. Do roku 2008 ji nikdo neroz-
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tesil. Podle n€kterych prament ji poprvé vyslovil Euler inspiro-
van Goldbachem. V roce 1937 rusky matematik Ivan Matvejevic¢
Vinogradov (1891-1983) dokazal, ze existuje ptirozené Cislo ng
takové, ze kazdé liché n > ny lze vyjadiit jako soucet tfi prvo-
Cisel.

Na zavér si uved’'me jesté jedno pozoruhodné kritérium prvoci-
selnosti z clanku (Mann, Shanks, 1972) opirajici se o zndmy Pas-
caliv trojuhelnik, ktery predlozil francouzsky matematik Blaise
Pascal (1623-1662),

Jeho tadky tvoii kombinacni ¢isla <g ) , (T ) , (;) s ( Z) pro
n=20,1,2,... V ¢inské literatufe je tento trojahelnik pojmenovan
po matematikovi Yang Huiovi, ktery jej publikoval ve své knize
jiz z roku 1261 pro n = 6 — viz (Kfizek, Liu, 1997), (Martzloff,
1997, s.230).

Véta 3.17. Prirozené cislo k > 1 je prvocislo prave tehdy, kdyz

n . , .k k

n ‘ <k B 2n> pro viechna n takova, ze 3 <n< >
Abychom si pfiblizili, co tato véta vlastné tika, utvorme si na-
zornou tabulku. Jeji horni fadek bude obsahovat poradova ¢isla
sloupci £k =0, 1, 2, 3,4, ..., kde prvocisla jsou zvyraznéna. Do
dal$ich fadek napiSme Pascaliv trojuhelnik tak, ze nasledujici ra-
dek je vzdy posunut o dv€ mista doprava vzhledem k piredchozimu
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radku. Levy sloupec tabulky bude obsahovat potadova ¢isla fadkl
n =20, 1, 2,... Pokud je binomicky koeficient délitelny Cislem
radku, napiSeme jej také pultucné:

,1\160123456789101112131415

1
11

121

1331
14 6 4
1 5101

AN NP W —=O

—_— e

0 5 1

6 15 20 ...
Véta 3.17 tvrdi, Ze sloupec obsahuje jen paltuéné psané bino-

mické koeficienty prave tehdy, kdyz odpovida néjakému prvocislu.
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4. SPECIALNi TYPY PRVOCISEL

Prirozena cisla jsou bezpochyby od Boha,
ale dabel je prospikoval prvocisly.

Parafrazovany vyrok Leopolda Kroneckera

4.1. Mersennova prvocisla

Kdo byl Marin Mersenne? Francouzsky matematik a fyzik Marin
Mersenne se proslavil zejména svymi objevy v teorii ¢isel, mecha-
nice a optice. Zaslouzil se o zprosttedkovani komunikace mezi
vyznamnymi evropskymi védci. Jeho pozistalost zachycuje 78
ruznych korespondentl, napt. Pierra de Fermata, Christiana Huy-
gense, Johna Pella, René Descarta, Galilea Galileiho, Evangelistu
Torricelliho, Giovanna Pieroniho i nageho Jana Amose Komen-
ského. Tehdy se jesté nevydavaly zadné odborné matematické ¢a-
sopisy, takze pisemné informovat Marina Mersenna o svém objevu
vlastné nahrazovalo dnes$ni védeckou publikaci (viz oddil 3.4).
Marin Mersenne se narodil 8. zafi 1588 v Bourg d’Oizé v dépar-
tementu Sarthe (diive dépt. Maine) ve Francii. Pamétni deska véno-
vana jeho osob¢ (obr. 4.1) je umisténa na stén¢ kostela, ktery piiléha
k namésti Marina Mersenna v Oizé. V letech 1604—1609 studoval
Mersenne na jezuitské koleji v nedalekém La Fléche, 1 kdyZ nikdy
do jezuitského fadu nevstoupil. Dalsi dva roky se vénoval studiu
teologie na pafizské Sorbon¢ a v roce 1611 vstoupil do fadu mi-
nimil. Od roku 1614 n¢kolik let vykladal filosofii v klastefe tohoto
fadu v Nevers. Pozdéji bydlel ve stiedu Patize v ulici Rue des Mini-
mes v blizkosti namésti Place des Vosges (diive Place Royale). Zde
ve svém byté od roku 1623 potadal schlizky ucencti, mezi nimiz
byli mj. Etienne a Blaise (otec a syn) Pascalové, Pierre Gassendi,
René Descartes, Gilles Personne de Roberval, Isaac Beeckmann,
Thomas Hobbes a téZ muzikolog Giovanni Battista Doni. Sam
Mersenne je také autorem nékolika hudebnich skladeb a rozsah-
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1ého muzikologického dila (Mersenne, 1627). Soustfed’ oval kolem
sebe vyznamné védce, kteti pozd€ji v Parizi vytvortili jadro Aka-
demie véd, viz (Ktizek, Solcova, 2001/02).

Mersenne navrhl Huygensovi, aby pouzil kyvadlo k méreni Casu.
Podal také prvni pfesnou definici cykloidy a stanovil jeji zakladni
vlastnosti. Hledal dokonaly jazyk k popisu piirody. Podporoval
raciondlni a logické uvazovani. René Descartes jej pojmenoval
,,le bon pere Mersenne®. Pro Gassendiho znamenal nejvetsiho z mi-
nimu —,,Maxime de Minimis‘. Marin Mersenne zemfiel 1. zafi 1648
v Pafizi.

EN CETTE EGLISE FUT BAPTISE
LE 8 SEPTEMBRE 1588

'MARIN MERSENNE

'RELIGIEUX DE L'ORDRE DES PERES MINIMES
NE LE MEME JOUR AU BOURG D 0IZE
INITIATEUR DE L ESPRIT SCIENTIFIQUE

| PERE SPIRITUEL DE L ACADEMIE DES SCIENCESH
930988

Obr. 4.1. Pamétni deska v 0izé pfipomina, Ze M. Mersenne byl duchovnim otcem
Akademie véd. Deska byla odhalena ke 400. vyroci jeho narozeni.

Mersennova ¢isla. Mersennovy matematické zajmy se tykaly pte-
devsim teorie ¢isel. Studoval mj. ¢isla tvaru
—9p _
M, =27 —1,

kde p je prvocislo, ktera se po ném nazyvaji Mersennova cisla.
Jestlize 27 — 1 je samo prvocislo, nazyva se Mersennovo prvocislo.
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Poznamenejme, ze v Ceské literatufe se obCas pouziva i termin
Mersenneovo (prvo)cislo.

Povsimnéme si, ze ¢islo 2/ — 1 procela gislai >1aj > 1 Ize
napsat jako soucin dvou netrivialnich Cinitelt

27— 1= = DERUTV 42U 4 4274 1) (4])

Proto pozadujeme, aby exponent p Mersennova cisla 2”7 — 1 byl
prvocislem. Sporem snadno z rozkladu (4.1) odvodime nasledujici
vétu, kterou znal jiz Pierre de Fermat, viz (Dickson, 1919, s. 12),
(Mahoney, 1994, s.294).

Véta 4.1. Je-li 2P — 1 prvocislo, pak p je také prvocislo.

Dikaz. Necht 27 —1 je prvocislo a predpokladejme naopak, ze
pje slozené, tj. existuji pfirozena ¢islai > 1aj > 1 tak, ze p = ij.
Pak oba ¢initelé na pravé strané rovnice (4.1) jsou vétsi nez jedna,
a tedy ¢islo 27 — 1 je slozené, coz je ve sporu s predpokladem.

(]

Vidime, Ze prvni ¢tyfi prvociselné exponenty p = 2, 3, 5, 7
davaji Mersennova prvocisla 3, 7, 31, 127. Avsak pro p = 11 je
¢islo 2! — 1 = 2047 délitelné 23. Podobng 223 — 1 = 47 - 178481
a2? — 1 = 233-2304167. Obracena véta 4.1 tedy neplati. K dé-
litelim Mersennovych cisel se vratime jesté ve vétach 4.3 a 4.4.

Prestoze do roku 2007 bylo objeveno 44 Mersennovych prvo-
¢isel, malo je znamo o jejich skute¢ném rozlozeni (né€kolik empi-
rickych vztahl se uvadi naptiklad v knihach (Schroeder, 2006) a
(Wagstaff, 1983). Cislo M, je prvocislem, kdyz

r=2,3,5,7,13,17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279,
2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937,
21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091,
756839, 859433, 1257787, 1398269, 2976221, 3021377,
6972593, 13466917, 20996011, 24036583, 25964951,
30402457,32582657, ...
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Sam Marin Mersenne v predmluvé ke své praci Cogitata Phy-
sica-Mathematica z roku 1644 nespravné tvrdi, ze ¢isla 2" — 1 jsou
prvoéisla pro n =2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 a jsou
slozena pro vSechna ostatni pfirozena ¢isla n < 257, viz (Dickson,
1919, s. 12-13).

K ptipadu n = 67 existuje znama historka, viz napt. (Porubsky,
2002), (Wells, 2005). Frank Nelson Cole (1861-1926) totiZ rozlozil
¢islo Mgy na dvé prvocisla, cemuz vénoval mnoho let. V roce 1903
prednesl na padé¢ Americké matematické spolecnosti legendarni
prednésku beze slov, kterou Eric Temple Bell popsal slovy:

Cole, beztak malomluvny clovek, pristoupil k tabuli, beze slov
vzal kifidu a spocital 2%7. Pak starostlivé odecetl 1 a jako vysledek
ziskal ¢iselné monstrum

147573952589 676412 927.

Poté porad beze slov vyhledal jeste volné misto na tabuli a rucné
vynasobil krok za krokem

193707721 - 761 838257 287.

Kdyz oba vypocty souhlasily, dostalo se mu bourlivych ovaci. Cole
se vratil na své misto, stale bez jediného slova. Mersennova do-
mneénka tak zmizela ve hlubindach matematickych hrdinnych sag.

Podle ¢lanku (Kraitchik, 1952) Pierre de Fermat rozlozil 27 — 1
na prvocisla pro p = 11, 23, 37. Tyto vysledky jej vedly k objevu
Malé Fermatovy véty 2.13, ktera ma ve specialnim piipadé tvar

2971 =1 (mod q) 4.2)

pro kazdé prvocislo g > 2. Tato kongruence vyjadiuje, Ze prvocislo
g déli (beze zbytku) rozdil 2= — 1.

Véta 4.2 (Lucastiv—Lehmeriv test). Necht y, = 4 a yp =
y%{ —2prok = 1,2,... . Pak pro p > 2 je Mersennovo cislo
M, = 2P — 1 prvocislem pravé tehdy, kdyz M, déli y,_.

Diikaz je uveden napt. v (Kfizek, Luca, Somer, 2001, s.214)
nebo (Riesel, 1994, s. 126). Vidime, Ze posloupnost y; roste po-
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meérné rychle: 4, 14, 194, 37634, 1416317954, ... Lucastv—
Lehmertv test vlastné tvrdi, Ze M), je prvocislo pro p > 2 pravé
tehdy, kdyz y,—1 = 0 (mod M,).

Ozna¢me n-t€¢ Mersennovo prvocislo symbolem M (n), tj.
M()=2>-1=3M2)=2-1=7,M3)=2°—-1=23l,
M(4) =27 —1 = 127,... . Na obrazku 4.2 je zndzornéno velice
pozoruhodné rozlozeni dosud objevenych Mersennovych prvo-
¢isel M (n). Na zaklad¢ tohoto rozlozeni S. S. Wagstaff pred-
povédel, viz (Wagstaff, 1983, s.388), ze ofekavany pocet Mer-
sennovych prvocisel M, s exponentem p mezi m a 2m je roven

¢’ = 1781072418, kdee= lim (1+ %)k: 2.718281828...

3 X7 — 1 l l e l —_ =
je Eulerovo cislo a y = klirgo(l + > + 3 + -+ 2 log k)
0.577215665... je Eulerova konstanta. Tento odhad podstatné

usnadiuje hledani dalsich Mersennovych prvocisel.

20 o°..

10 20 30 40
Obr. 4.2. Hodnoty log,(log, M(n)) pro n = 1,2,3, ...
Nejvétsi znama prvocisla. V roce 1996 vznikl sitovy projekt
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), v némz tisice
matematikll a pocitacovych odbornikii z celého svéta s podporou

sit¢ internet hledaji Mersennova prvocisla s velkym poctem cifer
(viz [www5], [wwwo6]). Napad vytvotit bezplatny software, ktery
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vyuziva Lucastiv—Lehmertv test (viz véta 4.2), pochazi od George
Woltmana, ktery cely projekt zalozil. Pfislusné programy, které 1ze
stahnout ze sité, vytvofila firma Scotta Kurowského. Vyuzivaji tzv.
rychlé nasobeni, srov. (Schonhage, Strassen, 1971), které podstatné
Setii pocet provadénych elementarnich aritmetickych operaci.

V ramci projektu GIMPS jiz byla nalezeno nékolik vskutku
obrovskych Mersennovych prvocisel. Napriklad v roce 1998 de-
vatenactilety student Roland Clarkson objevil na svém domacim
pocitaci tficaté sedmé Mersennovo prvocislo

M(37) = Mapp1377 = 2291377 — 1,

které ma vice nez devét set tisic cifer. Dalsi velké Mersennovo
prvogislo 26972393 _ 1, které diky projektu GIMPS nalezl Nayan
Hajratwala v roce 1999, ma vice nez dva miliony cifer. Bylo to prvni
znadmé prvocislo, které ma vice nez milion cifer. Nayan Hajratwala
za tento vynikajici vysledek dostal odménu 50 000 americkych
dolarti (USD). Pro prvniho objevitele prvocisla, které bude mit vice
nez 10 miliont (100 miliond, popt. miliardu) cifer, ma spole¢nost
The Electronic Frontier Foundation pfipravenu odménu 100 000
USD (150 000 USD, popt. 250 000 USD). ReSenim problémii
teorie Cisel lze tak ziskat docela slu$ny financni obnos. Do roku
2007 bylo zatim nejvétsi znamé Mersennovo prvocislo

32582657
M3ys580657 = 2 -1

>

které ma 9 808 358 cifer. Je to zaroven viibec nejvétsi znameé prvo-
¢islo.) Tabulka objevitelt Mersennovych prvoéisel spoleéné s pri-
slusnym rokem objevu je uvedena naptiklad v (Ribenboim, 1996,
s. 94) nebo na strance [wwwo6].

Uplny seznam prvoéiniteld Mersennovych &isel M, pro prvo-
Ciselné exponenty p < 257 Ize nalézt v (Riesel, 1994), viz téz
(Brillhart et al., 1988) pro vétsi p. Obecny tvar déliteltt Mersenno-
vych ¢isel je dan nasledujici vétou, jez byla znama jiz Fermatovi,
viz (Dickson, 1919, s. 12), (Mahoney, 1994, s. 294).

DV roce 2008 byla objevena dal3i dvé prvogisla Ms71s6667 @ Ma3i12609-
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Véta 4.3. Je-li p > 2 prvocislo, pak kazdy prvocinitel cisla M, ma
tvar 2kp + 1.

Dukaz. Necht ¢ je prvocinitel ¢isla 2 — 1. Pak 27 = 1
(mod ¢q). Protoze p je prvoéislo a 2! # 1 (mod ¢), vidime, Ze
p je nejmensi exponent, pro ktery 22 = 1 (mod ¢). Podle special-
niho ptipadu Malé Fermatovy véty (4.2) je 297! = 1 (mod q).
Tedy p déli ¢ — 1, tj. existuje j tak, ze jp = g — 1. Protoze p je
liché a ¢ — 1 je sudé, plati j = 2k pro né&jaké ptirozené ¢islo £.

O

Véta 4.4. Jestlize n déli M, pro néjaké prvocislo p > 2, pak
n =41 (mod 8).
Diikaz viz (Ribenboim, 1991, s. 66).

Hledani sudych dokonalych ¢isel. Mezi Mersennovymi prvocisly
a tzv. dokonalymi cCisly existuje prekvapiva souvislost. Pfirozené
Cislo n se nazyva dokonalé, jestlize se rovna souctu vSech svych
délitelt mensich nez n. Napiiklad 6 a 28 jsou dokonala ¢isla,
protoZe

6=14+2+3 a 28=1+24+4+7+14

Podrobny ptehled dalSich dokonalych cisel a jejich objevitelu je
uveden v (Bezuszka, Kenney, 1997).

Necht n je libovolné prirozené ¢islo. Oznac¢me o (n) soucet vech
jeho kladnych délitelu, tj.

o(n)=> d.
d|n

Naptiklad 0(12) = 1+ 243 +4 + 6 4+ 12 = 28. Dalsi hodnoty
o pro n < 32 uvadime v tabulce 7 na str 343. Pomoci funkce o
muzeme vyslovit ekvivalentni definici: n je dokonalé, jestlize

o(n) =2n.
Navic plati
o(mn) = a(m) o(n),

jsou-li m a n nesoudé€lnd ptirozena Cisla.
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Nutna a postacujici podminka pro to, aby sudé Cislo n bylo
dokonalé, je, ze ma tvar n = 2P~1(27 — 1) pro piirozené &islo
p > 1 takové, ze 27 — 1 je prvocislo (tj. p musi byt podle véty
4.1 také prvocislem). Eukleides (4.—3. stol. ptf. n. .) v&dél, Ze tato
podminka je postacujici, ale nevédél, zda je téZ nutnd. Odpoveéd’
byla nalezena az o dvé tisicileti pozd&ji Eulerem, ktery dokazal jeji
nutnost.

Véta 4.5 (Eukleidova). Je-li 27 — 1 prvocislo, pak je cislo n =
2P=1(2P — 1) dokonaleé.
D ik az. Protoze jsou &isla 27~! a 27 — 1 nesoudéInd, plati
27 —1
o(n) = 02" o2 ~1) = T—(1427=1) = 2P~ 1)2" = 2n,
a tedy » je dokonalé. O

Véta 4.6 (Eulerova). Vsechna suda dokonala cisla maji tvar
n=2°P"102r -1,
kde p> 1 a 2P — 1 je prvocislo.
Dikaz. Jestlize n je sudé, miizeme psat n = 27~ 'y, kde p > 1

a u je liché. Protoze 27~ a u jsou nesoudéIna, soucet délitelt &isla
n se rovna

o(n) = o2’ Ho(u) = 27 — Do(u).
Je-li n dokonalé, mame
o(n) =2n = 2%u,
a tedy
2f — Do(u) = 2%u.

Jelikoz 27 — 1 a 27 jsou nesoudé€lnd, vidime, ze o(u) = 2Pt a
u = (2P — 1)¢, kde ¢ je ptirozené ¢islo. Protoze vSak u ma alespon
tyto délitele: 1, ¢, 27 — 1 a #(2” — 1) pro ¢t > 1, soucet délitelt u
spliuje nerovnost

o) > 141427 — 1+ 127 — 1) = 2°(1 + 1),
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ktera odporuje rovnosti a(u) = 27¢. Tudiz ¢t = 1. Pak ale o(u) >
1427 — 1 = 27 apozadovana rovnost n = 2P~ (27 — 1) plati jen,
kdyz u = 2P — 1 je prvocislo. O

Polozime-li ¢ = 2 — 1 am = p — 1, mizeme Eukleidovu a
Eulerovu vétu dohromady formulovat takto:

Cislog =142+ 2%+ --- + 2™ je prvocislo pravé tehdy, kdyz
je 2™q dokonalé.

Z vét 4.5 a 4.6 také dostavame dalsi zajimavou souvislost mezi
sudymi dokonalymi ¢isly n a Mersennovymi prvocisly M,

2 S

n=271Q0 - )= @ - D= 1424+ @D =)

i=1
Véta 4.7. Secteme cifiry libovolného sudého dokonalého cisla kro-
mé 6. Pak sectéme cifry tohoto souctu a opakujme cely proces
tak dlouho, az dostaneme jedinou cifru. Potom je vyslednd cifra
Jednicka.

Dtkaz. Nejprve ukdzeme, Ze pro sudé dokonalé ¢islo n > 6
plati kongruence n = 1 (mod 9). Necht' p je liché prvocislo.
Protoze 2 = —1 (mod 3) a ¢islo p — 1 je sudé, podle (1.4) mame
2P~ =1 (mod 3), tj.

2771 =3k + 1
pro né&jaké ptirozené Cislo k. Podle Eulerovy véty 4.6 proto plati,
n=2"102r - 1)= (3k—|—1)(2(3k+1)—1) = Bk+1)(6k+1)
= 18k> 4+ 9k +1=1 (mod 9).
Cislo n miizeme zapsat ve tvaru
n=cp10% +c; 11057 + - 4 10¢; + ¢,
kde cifra c; # 0. Protoze 10 = 1 (mod 9), podle (1.4) plati
10/ =1/=1 (mod 9)
pro libovolné j > 0. Tedy pro soucet vSech cifer dostaneme

n=cy+---c1+c=1 (mod?9).
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Nyni budeme opakovat tento postup tak dlouho, az dostaneme
jedinou cifru, ktera bude zfejme rovna 1. O

Nasledujici vétu lze nalézt v (Kraitchik, 1952).

Véta 4.8 (Heathova). Kazdé sudé dokonalé cislo 2P~'(27 — 1) pro
p > 2 je souctem tietich mocnin 2P~Y/2 Jichych cisel.

Dukaz. Nejprve si povSimnéme, ze podle vét 4.1 a 4.7 je p
prvocislem. Necht p > 2. Polozme k = (p — 1)/2, m = 2k a
s = 13433 +5 4 ... + (2m — 1)>. Pak pomoci matematické
indukce dostaneme

m m
s= (k=17 => (8k" — 12k> + 6k — 1)
k=1 k=1
2 2
_gM (m+1) _12m(m—|—l)(2m—|—1)+6m(m—|—l)_m
4 6 2
= m*2m* — 1).

Zde jsme mj. pouzili vztah
1
P2+ vm=0+24 - +mP= Zmz(m—l—l)z,

ktery pochazi od feckého ucence Nikomacha z jeho stézejniho
dila Uvod do aritmetiky. Nyni vidime, ze s = 2%(2*+!1 — 1) =
2P=1(2P — 1), O

K dokonalym cisltim se jest¢ vratime v oddile 7.3.

Otevi‘ené problémy. Existuje celd fada nezodpovézenych otazek
tykajicich se Mersennovych ¢isel M,,. Napfiklad jedna z domnének
fika, Ze je nekone¢né¢ mnoho Mersennovych prvocisel, a tedy také
nekoneéné mnoho sudych dokonalych ¢isel. Dosud ale nevime,
zda viibec existuje n&jaké liché dokonalé Cislo. Vi se ale, ze pokud
by existovalo, pak by bylo vétsi nez 103%° a mélo alespon devét
riiznych prvoéiniteli, z nich jeden je alespont 107, viz (Jenkins,
2003), (Nielsen, 2007).

Také neni znamo, zda posloupnost my,; = 2™k — 1 zacinajici
my = 2 obsahuje jen prvocisla. Prvnich pét ¢lend m; = 2, my =
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22 1=3,m=2—-1=7,m=2"-1=127a
ms = 21271 = 170141183460469231731687303715884105727

jsou skutecné prvocisla My, M, M3, M7 a Mjy;. Charakter mg
zatim neni znam. Kdyby vsak m; bylo slozené pro néjaké k, pak
podle (4.1) by my 1 bylo také slozené. Nevime rovnéz, zda existuje
nekonecné mnoho slozenych Mersennovych Cisel.

Na zavér poznamenejme, Zze Mersennova Cisla se pouzivaji pfi
zpracovani digitalnich signalti — (Crandall, Fagin, 1994), (Dimit-
rov, Cooklev, Donevsky, 1994), (Elliott, Rao, 1982, s.425), (Gor-
shkov, 1994b). Vice informaci o Marinu Mersennovi a jeho prvo-
Cislech lze najit napt. v (Dickson,1919), (Ribenboim, 1996).

4.2. Fermatova prvocisla

Fermatova ¢isla. Od narozeni dalsiho velkého francouzského ma-
tematika Pierra de Fermata uplynulo jiz vice nez 400 let — viz
(Ktizek, Luca, Somer, 2001), (éolcové, 2001), (Solcové, Kiizek,
Mink, 2002). Jedno zjeho mylnych tvrzeni doslova zptisobilo revo-
luci v teorii Cisel i geometrii. Fermat se totiz domnival, ze v§echna
Cisla tvaru

Fn=2"+1 prom=0,1,2,... (4.3)
jsou prvocisla. Prvnich pét ¢lenti této posloupnosti
Fo=3, Fi1=5 F,=17, F;=257, Fy=65537 (44)

prvocisly skute¢né jsou. V roce 1732 vSak Leonhard Euler, viz
(Euler, 1738, s. 104), zjistil, Ze

Fs =641 - 6700417,

a tak vyvratil Fermatovu domnénku (obr. 4.3). Tak vznikla pfiro-
zena otazka, zda existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru (4.3).

Cisla F), se nazyvaji Fermatova cisla. Je-li F,, prvocislo, fek-
neme, ze je Fermatovym prvocislem.
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Uved’'me nejprve nutnou podminku k tomu, aby pro » € N bylo
¢islo 2" +1 prvocislem. Tato podminka ndm napovida, pro¢ Fermat
zvolil exponent v (4.3) v exponencidlnim tvaru.

Véta 4.9. Necht' n je prirozené cislo. Je-li 2" + 1 prvocislo, pak
n = 2" pro néjaké m € {0, 1, 2,... }.
Dukaz. Jestlize k je prirozené Cislo a £ > 3 liché, pak
M= 284 1) (M) KD 2k ) @5)
Odtud plyne, Ze ¢islo 2" + 1 je slozené, je-li exponent n délitelny
lichym piirozenym cislem ¢ > 3. To ale v posloupnosti (4.3)
nenastava. Proto n musi byt mocninou dvojky. O

Poznamenejme jeste, ze pro n = 4r + 2 plati Lucasova formule,
viz (Kraitchik, 1952)

Myl = (22r+1 ot 1)(22r+1 Lortl 4 1).
Z (4.3) vyplyva nasledujici rekurentni vztah
Fopir = (Fp— 1?41, (4.6)
a proto
Fui1 —2=Fu(Fn—2).
Odtud indukci dostdvame zajimavou vlastnost
Fuy1 —2=FuFpy_1--- F1Fy,

ze které vyplyva, ze Fy,41 — 2 je délitelné vS§emi mensimi Ferma-
tovymi Cisly. Tedy

Fy | (Fw—2) provsechnak =0,1,...,m— 1. 4.7

Konstrukce pravidelnych mnohotuihelniki. Do roku 1796 byla
Fermatova ¢isla spiSe matematickou kuriozitou. Zajem o n€ vzrostl,
kdyz Carl Friedrich Gauss objevil az neuvéfitelnou souvislost mezi
Fermatovymi prvocisly a eukleidovskou konstrukci (tj. pomoci
kruzitka a pravitka) pravidelnych mnohouhelnikii. Gauss ve svych
necelych devatenacti letech zcela necekané nalezl eukleidovskou
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Eukleides (4.-3. stol. pf.n. 1.):
Pravidelny n-uhelnik Ize zkonstruovat
pomoci pravitka a kruzitka, jestlize

n = 21375k

kden >3 ai > 0jsou cela cisla
ajke{0,1}.

Pierre de Fermat (1601-1665):
Prom=0,1,2,... je posloupnost
Fp=2"+1
tvorena prvocisly.
(Nepravdivé tvrzeni.)

Leonhard Euler (1707—-1783):
Fs =641 - 6700417.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855):
Pravidelny n-uhelnik Ize zkonstruovat
pomoci pravitka a kruzitka pravé tehdy,
kdyz

n=2FuFp,- Fn,

kden >3,1>0,j>0akF,,..., ij
Ny Jjsou vzajemné riiznd Fermatova prvocisia.

Obr. 4.3. Historické milniky eukleidovské konstrukce pravidelnjch mnohouhelnikii.

konstrukci pravidelného sedmnactithelniku. Na pocest tohoto za-
sadniho objevu je na podstavei Gaussovy sochy (viz obrazky 4.4
a 5.4) v jeho rodném Braunschweigu znazornéna pravidelna se-
dmnacticipa hvézda (nikoli na jeho hrobce v Goéttingen, jak si
Gauss puvodné pral). Hvézda byla zvolena proto, ze pravidelny
sedmnactitihelnik vypada témét jako kruznice. Konstrukci sedm-
nactithelniku a dalSich pravidelnych mnohouhelnikti se budeme
podrobné vénovat v oddile 5.6.
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Zanedlouho Gauss formuloval nutnou a postacujici podminku
(obr. 4.3) udavajici, kdy je pravidelny mnohouhelnik eukleidovsky
konstruovatelny. Jeji ptivodni dikaz, ktery ma vice nez 50 stra-
nek, viz (Gauss, 1986, Sect. VII), ale neni zcela Gplny. Nutnost
Gaussovy podminky byla dokdzana pozdé€ji v roce 1837 P. L.
Wantzelem, viz (Wantzel, 1837) a téz (Pierpont, 1895/96).

Obr. 4.4. Zlata sedmnacticipa hvézda
na podstavci Gaussovy sochy v némec-
kém Braunschweigu.

Véta 4.10 (Gaussova). Pravidelny n-uhelnik Ize eukleidovsky kon-
struovat prave tehdy, kdyz pocet jeho vrcholii je roven

n=2pippj

kdei > 0, j > 0, n > 3 jsou cela cisla a p\,pa,...,p; jsou
navzdjem riiznd Fermatova prvocisla.

Dtikaz této véty zalozeny na Galoisoveé teorii je podan napiiklad
v (Ktizek, Luca, Somer, 2001, kap. 16).

Pravidelny n-thelnik s lichym poctem vrchold 1ze tedy zkon-
struovat pro

n=3,5,15, 17, 51, 85, 255, 257,..., (4.8)

kde15=3-5,51=3-17,85=5-17,255=3-5-17,...,jsou
souc¢iny Fermatovych prvocisel. Podobn¢ naptiklad volba i = 2,
Jj =2, p1 =3ap, =5 v Gaussové vété dava moznost zkonstruo-
vat pravidelny Sedesatithelnik pomoci kruzitka a pravitka.
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VySetiovani prvociselnosti Fermatovych Cisel se vzhledem ke
Gaussove véte stalo pomérné dulezitym tkolem. Némecky astro-
nom Thomas Clausen 1. ledna 1855 piSe Gaussovi, viz (Biermann,
1964, s.185), ze ¢islo Fy je slozené. Na obr. 4.5 je kopie ¢asti
jeho dopisu, ktery je ulozen v knihovné univerzity v Gottingen.
Stejny vysledek publikoval nezavisle Fortuné Landry az v roce
1880. Kdyz mu bylo 82 let, podafilo se mu rozlozit dvaceticiferné
Cislo Fg na dva prvocinitele, viz (Landry, 1880).

i F > N [\" . @
&2:27/.4_/7%‘&“, Sy fepe 2%, ol Lin

5
A P Aoseanr BT 77 md LK oy s13 sOT S /w’-7/"

[ ,ﬁ_._/,' AL .A,z},/,kHJ 72, Fo et 'j -«.»-2, (-(F'jﬂ;ﬂ.;,/

AL P A S ’%-.‘._} ) .

Obr. 4.5. Gast dopisu T. Clausena, ve kterém Gaussovi oznamuje, Ze se mu podafilo
najit rozklad &isla Fg: ,Auch habe ich gefunden, daB die Zahl 254+1 in die beiden
Primfactoren 274177 und 67280421310721 zerlegt werden kann; die letztere ist, so
viel ich weiB, die groBte bis jetzt bekannte Primzahl.

Diky modernim matematickym metodam a vykonné vypocetni
technice dnes jiz vime, Ze

Fy, jeslozené pro 5 < m < 32,

1 kdyz pro Fi4, Fhg, Foy a Fo4 zatim nezname zadného netrivialniho
délitele. Cislo F»4 ma pres 5 miliond cifer. Diikaz toho, Ze je to
¢islo slozené, si vyzadal provedeni 10'7 aritmetickych operaci, viz
(Crandall, Mayer, Papadopoulos, 2003). Byl to zatim nejrozsah-
lejsi vypocet, jehoz vysledkem byla jednobitova informace typu
ANO/NE. Do roku 2007 nebylo znamo, zda F33 je ¢islo slozené ¢i
prvocislo. Zatim tedy ani nevime, zda je soucasny seznam euklei-
dovsky konstruovatelnych pravidelnych mnohotihelnikti jiz uplny.

Prestoze je dnes znamo pies dvé st€¢ prvociniteltl riznych Fer-
matovych Cisel, stale se nedaii mezi nimi vysledovat takovou za-
konitost, ktera by vedla k definitivni odpovédi na otdzku, zda je Fy4
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nejvetsi Fermatovo prvocislo. Otevienym problémem také stale z0-
stava, zda je Fermatovych prvocisel kone¢né ¢i nekone¢né mnoho.

Pro testovani prvociselnosti Fermatovych Cisel se nejcastéji pou-
7iva nasledujici véta — viz (Pépin, 1877), (Solcova, Ktizek, 2006a),
ktera je specialnim ptipadem Prothovy véty 3.2.

Véta 4.11 (Pépintv test). Pro m > 1 je Fermatovo cislo F,
prvocislem prave tehdy, kdyz

3(Fm*1)/2 = —1 (mOd Fm) (49)

Francouzsky matematik Jean Francois Théofile Pépin (1826—
1904) dokazal tuto vétu v roce 1877, kde misto zakladu 3 stoji
5. Urcité by jej potésilo, kolik matematikli pouzilo a stile pou-
ziva jeho test po vice nez jednom stoleti. Poznamenejme jeste,
ze J.F. T. Pépin vstoupil do jezuitského fadu v roce 1846. Proto
jsou jeho c¢lanky publikovany pod jménem le P. Pépin, S. J., coz
znamena: Pater Pépin, Societatis Jesu.

O dalSich souvislostech Fermatovych cisel s geometrii. C.F.
Gauss rovnéz objevil zpasob, jak rozdelit lemniskatu na pét stejné
dlouhych ¢asti, viz (Rosen, 1981). V nasledujici vété ukazeme, jak
tento Gausstiv vysledek zobecnil Niels Henrik Abel (1802—-1829).
Tento vyznamny norsky matematik mj. také dokézal, ze neexistuje
obecné feseni algebraické rovnice patého stupné a zobecnil bino-
mickou vétu pro libovolny realny exponent. Na jeho pocest byla
ziizena Abelova cena za matematiku (obdoba Nobelovy ceny za fy-
ziku), ktera je spojena s ¢astkou 6 000 000 norskych korun. Cenu
udéluje Norskd Akademie véd (podrobnosti viz (Kfizek, 2004))
podobné jako Nobelovu cenu za mir.

Véta 4.12 (Abelova). Lemniskata miize byt rozdeélena na n stejné
dlouhych casti pomoci pravitka a kruzitka, kdyz

nzzileFan"'ij'a
kde i > 0 a j > 0 jsou celd Cisla a Fy,, Fp,,..., ij. Jjsou

vzdjemné riznd Fermatova prvocisia.
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Podrobny dikaz tohoto tvrzeni je uveden v (Rosen, 1981). Pii-
pomenme, ze (Bernoulliova) lemniskata je uzaviena kfivka, jejiz
body maji od dvou pevnych bodi (£(a/2)+/2, 0) konstantni souin
vzdalenosti rovny a”/2, kde a > 0 je realny parametr (a = /2
na obr. 4.6). Lemniskata je také prinikem povrchu toroidu s ro-
vinou tecnou k jeho otvoru a rovnobéznou s jeho rotacni osou.
Je pojmenovana po $vycarském matematikovi Jacobu Bernoullim
(1654-1705).

Obr. 4.6. Lemniskata (x2 -+ y2)2 = a2(x2 — y?).

Ukazme si dalsi pozoruhodny vztah mezi teorii ¢isel a konstrukei
pravidelnych mnohouhelnikil. Pfipomenime, ze Pascallv trojihel-
nik je trojuhelnik sestaveny z binomickych koeficientd. Uvazujme
jej modulo 2, tj. suda Cisla v Pascalové trojuhelniku nahradime
nulou a licha jednickou (obr. 4.7).

Kazdy radek tak predstavuje ¢islo zapsané ve dvojkové soustave.
Pievedeme-li nyni tato Cisla do desitkové soustavy, dostaneme
posloupnost

1, 3,5, 15, 17, 51, 85, 255, 257,..., (4.10)

ktera je rostouci, protoze kazdy tadek v trojihelniku z obr. 4.7
zacina 1 a je o jednu dvojkovou cifru delsi nez predchozi radek.
Porovnejme nyni posloupnosti (4.8) a (4.10). Neni to maly zazrak?
Dtikaz této zajimavé shody je uveden v (van der Waall, 1976),
viz téz (Kiizek, Luca, Somer, 2001, s. 80). Navic si pov§imneéte,
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ze Pascaliv trojuhelnik modulo 2 ma podobnou strukturu jako
znama Sierpinského fraktalni mnozina (obr. 4.7). Jednic¢ky odpo-
vidaji ¢ern€ obarvenym trojihelniktim a nuly trojihelnikiim bilym.

1 b4
11 W
1 0 1 vvv vvv
1111
1 0001
110011

1010101
11111111
1 0000O0O0O01

V;
AAAL vvv
v h A hA v

v AAAL AAAL vvv
v hA v ' v v ' v hA ' v
hA v'v vvv v'v hAAL v'v hAAL v'v

v

Obr. 4.7. Pascaliiv trojihelnik modulo 2 a Sierpiniského fraktalni mnoZina.

I Herontiv trojuhelnik uzce souvisi s Fermatovymi prvocisly.
Pfipomenime, Ze trojuhelnik, jehoz délky stran i obsah jsou celo-
Ciselné, se nazyva Heronuv trojuhelnik. Nasledujici tvrzeni (srov.
obr. 4.8) je dokazano v (Luca, 2002).

4 4(F, -1

Obr. 4.8. Jediné mozné Heronovy trojiihelniky, jejichZ délky stran jsou
mocniny prvocisel.

Véta 4.13 (Lucova). Necht délky stran Heronova trojuhelniku jsou
mocniny prvocisel. Potom jsou jsou tyto délky stran bud rovny py-
thagorejské trojici (3,4,5), nebo (Fy, Fy, 4(Fp—1 — 1)) pro néjaké
m > 1, pro néz je Fy, prvocislo.
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Prvociselnost F,, ma i dal$i prekrasnou geometrickou inter-
pretaci, kterou v roce 2000 objevili R. Jones a J. Pearce. Nejprve
si ale popiseme algoritmus, jak lze graficky zobrazovat zlomky

1
tvaru —.
n
Necht' b > 1anjsouceldisla. Jestlize r; je zbytek v i-tém kroku
. 1
pfi vypoctu zlomku - vzhledem k zakladu b ¢iselné soustavy, pak

zbytek v nésledujicim kroku i + 1 spliiuje kongruenci
riy1 = bl",‘ (Il’lOd I’l).
Zacneme-li s ryp = 1, dostaneme posloupnost zbytkt rg, 7, 72,. ..

pro — odpovidajicich zakladu b. Tuto skute¢nost miizeme v ro-

viné graficky znazornit takto (obr. 4.9): z bodu (r¢,r¢) vedme
useCku nejprve vertikalné a pak horizontalné do bodu (1, 71). Od-
tud opét vedeme usecku nejprve vertikalné a pak horizontalné do
bodu (72, ;) atd. Pokud v i-tém kroku dostaneme nulovy zbytek,
algoritmus ukon¢ime. Posloupnost zbytki tak jednoznaéné€ urcuje
vysledny graf.

77 77
67 'y » 67
57 57
47 7 o 47 /'y »

&

14 4 ' 1f

T T T 1T T 1
01234567

T T T T T T 1
01 234567
b=10 b=11

1
Obr. 4.9. Grafické znazornéni zlomku 7 pro dva riizné zaklady.
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Uvazujme naptiklad zlomek %, ktery ma v desitkové soustave
(tj. pro b = 10) rozvoj 0.142857. Odpovidajici posloupnost zbytki
je periodicka,

ro =1,

r1 =3 =10 (mod 7),

7y = 2 =30 (mod 7),

r3 = 6 =20 (mod 7),

rs =4 =60 (mod 7),

rs =5 =40 (mod 7),
ro=r¢=1=50 (mod 7)

1
Obr. 4.10. Grafy odpovidajici zlomku 17 pri zakladech b — 8, 9, 10 a 16.
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atd. Z obr. 4.9 je patrné, ze prisluSny graf je sttedové symetricky
vzhledem k bodu (£, 7) pii zakladu b = 10. Je ale nesymetricky

pii zékladu b = 11, nebot’

ro=1,
r1 =4 =11 (mod 7),
r, =2 =44 (mod 7),
ro=r3; =1=22 (mod 7).
Ptirozené ¢islo n > 1 nazveme perfektné symetricke, jestlize graf
odpovidajici zlomku % je stitedoveé symetricky vzhledem k bodu
(%, %) pro kazdy zéklad b, pro ktery b # 0 (mod n) a b # 1

(mod n). V roce 2000 Jones a Pearce dokazali nasledujici nutnou
a postacujici podminku, viz (Jones, Pearce, 2000).

Véta 4.14. Prirozené cislo n > 1 je perfektné symetrické pravé
tehdy, kdyz n je Fermatovo prvocislo nebo n = 2.

Na obrazku 4.10 jsou znazornény grafy odpovidajici zlomku FL
2

pro nékolik riznych zaklada.

Souvislost Fermatovych prvocisel s teorii grafii. Necht’
H={0,1,...,n— 1},

kde n > 1. Pfedpokladejme, Ze f je zobrazeni z mnoziny H do
sebe. Zacneme-li od libovolného prvku x( z H, miizeme definovat
posloupnost prvkii z H pomoci vztahu

xi+1:f(xi), iIO,l,....

Protoze H je konefna mnozina, posloupnost (x;) je od jistého
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indexu pocinaje periodicka. Pokud xj, x411,...,x; jsourizné a
X1 = f(xXk),
Xt = if‘(xt—l)n
xp = f(x1),
pak prvky xx, Xf41,...,x; tvofi cyklus. Cyklus délky 1 nazveme
pevny bod.

Iteracni graf zobrazeni f je orientovany graf, jehoz vrcholy jsou
prvky z H, a takovy, Ze existuje orientovana hrana z x do f(x) pro
vSechnax € H.

Obr. 4.11. Iteracni graf funkce f definované vztahem (4.11) pro n = 8.

Iteracni graf se nazyva bindrni, jestlize jeho symetrizace ma
praveé dvé komponenty (tj. prislusny neorientovany graf se sklada
ze dvou souvislych podgrafl) a plati:

1. Vrchol 0 je izolovany pevny bod.

2. Vrchol 1 je pevny bod a existuje orientovand hrana z vr-
cholun —1do 1.

3. Pro kazdy vrchol z mnoziny {1,2,...,n — 1} existuji bud’
dvé orientované hrany, nebo zadna hrana smétujici do to-
hoto vrcholu.

Déle budeme uvazovat specialni diskrétni iterace. Pro kazdé
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x € H necht’ f(x) je zbytek x> modulo 7, t;.
f(x)eH a f(x)=x* (mod n). (4.11)

To odpovida iteraénimu schématu x; 4 = x? (mod n).
V ¢lanku (Szalay, 1992) je dokazana nasledujici véta (srov. s ob-
razky 4.11 a 4.12).

Véta 4.15 (Szalayova). lteracni graf zobrazeni f definovany (4.11)
je binarni prave tehdy, kdyz modul n je Fermatovo prvocisio.

n=>5 n=17

Obr. 4.12. Binarni grafy odpovidajici Fermatovym prvogislim.

Szalayova véta nazorné ilustruje, pro¢ jsou grafy z obr. 4.12 bi-
narni. VEétsi komponenta je binarni strom, pokud odejmeme orien-
tovanou uzavienou hranu (smycku) s pocatkem i koncem ve vr-
cholu 1.

V ¢lanku (Kftizek, Somer, 2001) je dokazéano, ze mezi prvocisly
pouze Fermatova prvocisla maji vlastnost, ze mnozina primitivnich
kofent je rovna pravé mnozing kvadratickych nerezidui modulo F,
(srov. vétu 2.25).

Na obrazku 2.4 jsou vyznaceny vSechny primitivni kofeny mo-
dulo 17. Nyni si pov§imnéme, Ze primitivni kofeny modulo # lezi
v ,.horni €¢asti“ kazdého grafu z obr. 4.12. Je-1i F, prvocislem, pak
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podle Pépinova testu (4.9) je Cislo 3 vzdy primitivnim kofenem
modulo F,, pro m > 1. Obrazek 4.12 tak krasn¢ graficky zna-
zornuje Pépintiv test. V tomto testu vSak muze misto Cisla 3 stat
libovolny primitivni kofen modulo #. Nésledujici véta je pievzata
z &lanku (Solcova, Kiizek, 2006a).

Véta4.16. Necht' b je libovolny primitivni koren modulo Fermatovo

prvocislo Fy, prom > 0. Pak b** = prok = 1,...,(Fy—1)/2jsou

v§echny vzdjemné nekongruentni primitivni koreny modulo F,.
Dikaz. Snadno nahlédneme, ze tvrzeni plati pro m < 1.

Necht' tedy m > 1. Podle (Kitizek, Somer, Luca, 2001, s.42)
muze byt baze 3 v Pépinové testu (4.9) nahrazena libovolnym pfiro-

zenym ¢islem b takovym, Ze pro Jacobiho symbol plati (Fi> =—1
m

pro vSechna m > 1. Jinymi slovy, F, je prvoé¢islem praveé tehdy,
kdyz

pFn=D/2 = 1 (mod F,,).

Odtud dostaneme
(Fm—1)/2 2k—1
(bzk—1> _ (b(Fm—l)/2) =(—D*"'= 1 (mod F,),

tj. b*~'prok = 1,...,(F, —1)/2 jsou primitivni kofeny modulo
F,,. Déle vidime, Ze tyto kofeny nejsou vzajemné kongruentni,
protoze pro 1 < k < ¢ < (F,, — 1)/2 mame

b2k71 o b2[71 — be*l(b2(k7[) o 1)
=X (B 4+ 1) (b5 = 1) £ 0 (mod F),

kde posledni nekongruence plyne piimo z definice primitivniho
kofenu. O

V praci (Ktizek, Somer, 2003b) je uvedeno nékolik dalsich nut-
nych a postacujicich podminek na prvociselnost F,. O souvislosti
Fermatovych prvocisel s péti platonskymi télesy (pravidelnymi
mnohostény — viz obr. II barevné piilohy) je pojednano v ¢lanku
(Ktizek, Ktizek, 1997). K Fermatovym ¢islim se jeSté dostaneme
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v nasledujicich kapitolach. Nyni si fekneme jesté néco o jejich
delitelich.

Prvociselni délitelé Fermatovych €isel. V roce 1878 francouzsky
matematik Frangois Edouard Anatole Lucas (1842 aZ 1891) doka-
zal nasledujici vétu, ktera se stala mocnym nastrojem pro hledani
prvoéiniteld Fermatovych ¢isel, viz (Lucas, 1878).

Véta 4.17 (Lucasova). Jestlize prvocislo p deéli F,, pro m > 1, pak
existuje prirozené cislo k tak, ze
p=k2"2 4 1.
Jeji diikaz je uveden v (Kiizek, Luca, Somer, 2001, s. 59). Uzi-
teCnost Lucasovy véty si ukazme na uloze, kterou se zbyval A. E.

Western v roce 1903. Slo o to zjistit, zda Fg je &islo slozené. Pocet
jeho cifer je uctyhodny — témét 80 000, protoze

log;p(22 + 1)+ 1~ log22 +1=2%log,2+ 1~ 78914,

Podle Lucasovy véty je tieba najit piirozené Cislo k£ tak, aby
k2% + 1 délilo Fig a aby k2%° + 1 bylo prvocislem. Timto zpd-
sobem Western pomérné snadno zjistil, Ze hledané ¢islo & je 13,
protoze pro mensi hodnoty k& (kromé& ptipadu £ = 7) jsou ¢isla
k 220 4 1 slozena.

Jak ale miizeme ovéfit, ze p = 13-220+1 = 13631489 skute¢né
dé€li obrovské Fermatovo Cislo Fg? To 1ze snadno zjistit pomoci
nasledujiciho fetézce kongruenci:

22 = 65536 = 1048261 (mod p),
22° = 10482612 = 3164342 (mod p),
22" = 31643422 = 9153547 (mod p),

22" = 15986222 = 1635631 (mod p),
22" = 16356312 = 13631488 (mod p),
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kde na pravych stranach stoji zbytky pfi d€leni prvocislem p. Tudiz
2" 1 1=0 (mod 13631489).

V roce 1828 anonymni pisatel vyslovil hypotézu, viz (Dickson,
1919, s.376), Ze vSechna Cisla tvaru

2
241, 2241, 22741, 22 +1...

jsou prvocisla. V roce 1953 J. Selfridge na pocitaci ukazal, ze
(3150 - 218 + 1) | Fy6, €imZ tuto starou hypotézu vyvratil. Existuje
ale mnozstvi dalSich otevienych domnének tykajicich se prvocisel
F,, viz (Ktizek, Luca, Somer, 2001).

4.3. Wieferichova prvocisla
Jestlize p* | Fyy, kde p je prvocislo, pak mizeme fici mnohem
vice o tvaru p, nez je v Lucasové vété 4.17. Nasledujici véta je
dokazéana v (Ribenboim, 1979a, s. 88).

Véta4.18. Necht m > 2 a p* | Fy, kde p je prvocislo. Pak existuje
klichéar > m+ 2 tak, zZe
kPt — 1
p=k2"4+1 a —— =1 (modp).
P

Zatim ale nejsou znama zadna Fermatova Cisla, ktera by byla
délitelnd ctvercem prvocisla (vice informaci o této problematice
je v (Kiizek, Luca, Somer, 2001)). Nasledujici véta se vétSinou
pouziva k testovani, zda F,, je délitelné ¢tvercem prvocisla, viz
(Ribenboim, 1979a).

Véta 4.19. Jestlize prvocislo p deli F,,, pak

V& | By < 27 “1'=1 (mod p?) (Wieferichova kongruence).
(4.12)
Ditikaz. Plati-li p* | F,,, potom

22" = (mod pz).
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Odtud podle (1.4) vidime, 7¢ 22"~ = 1 (mod p?),atedy2F2"" = 1
(mod p?) pro kazdé k € N. Protoze podle Lucasovy véty 4.17
p = k22 4+ 1 pro n&jaké k, dostaneme 27~ = 1 (mod p?).

Piedpokladejme obraceng, ze 27~! = 1 (mod p?). Z binomické
véty lze snadno dokazat — viz (LeVeque, 1996), ze kdyz a > 2 je
celé a 1 je nejvetsi celé Cislo takove, Ze ord,(a) = ordy(a), pak
ord,r(a) = ordy(a) pro r € {1,...,t} aordy(a) = p"~'ord,(a)
pro r > t. ProtoZze p t (p — 1), plati ord,»(2) = ordy(2). Odtud
plyne, ze 2 = 1 (mod p?) pravé tehdy, kdyz 22X = 1 (mod p). Je-
likoz p | F,y,, mame 22" = —1 (mod p). Tedy 22" =1 (mod p),
coz implikuje, ze 22" =1 (mod p?). Jinymi slovy,

pz ’ (22m+1 . 1) _ (22m + 1)(22m . 1)

Protoze p | Fyy = 22" +1a (22" +1) — (22" — 1) = 2, vidime, Ze
pt (2% —1). Tudiz (p?,2*" — 1) = 1, aproto p* | (22" + 1) =
Fo. O

Poznamka. Ptestoze bylo provedeno rozsahlé pocitacové hledani,
viz (Crandall, Dilcher, Pomerance, 1997), az do hranice 4-10'2, za-
tim zname jen dvé prvodisla, ktera spliuji Wieferichovu kongruen-
ci na pravé stran¢ ekvivalence (4.12),

p=1093 a p=35ll

Elementarni dikaz toho, Ze tato Cisla spliuji Wieferichovu kon-
gruenci, je uveden v (Guy, 1967) (viz téz tabulka v (Montgomery,
1993) ziskana na pocitaci). Prvocisla 1093 a 3511 se nazyvaji Wie-
ferichova prvocisla. Prvni z nich bylo objeveno W. Meissnerem
vroce 1913 a druhé N. G. W. M. Beegerem v roce 1922, tedy mno-
hem dfive, nez zacala éra elektronickych poc¢itaci, viz (Ribenboim,
1996, s. 334). Tato dvé prvocisla vSak nedéli zadné Fermatovo ¢islo
F,, nebot’ zadné z nich nema tvar k2”*2 4 1 pro m > 1, jak vy-
zaduje Lucasova véta 4.17.

Driive nez byla dokazana Velka Fermatova véta 2.10 — viz (Wiles,
1995) a (Taylor, Wiles, 1995), matematici vysetfovali rovnici

xP 4 yP =27, (4.13)
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kde p je liché prvocislo, xyz # 0 a (x,y,z) = 1. Velka Ferma-
tova véta se tradi¢né dé€li na dva ptipady. V prvnim pripadé Velké
Fermatovy vety se piedpoklada, ze p 1 xyz. Ve druhém piipadg,
ktery je mnohem t&z8i, se pozaduje, aby p | xyz. V dalsi vété
ukazeme, ze ekvivalence (4.12) vyjadiuje uzkou souvislost mezi
prvnim piipadem Velké Fermatovy véty a Fermatovymi Cisly.

Véta 4.20 (Wieferichova). Jestlize prvni pripad Velké Fermatovy
vety neplati pro lichy prvociselny exponent p, pak p spliiuje Wie-
ferichovu kongruenci

2771'=1 (mod p?).

Tato véta némeckého matematika Arthura J. A. Wiefericha (1884
az 1954) je obsazena v ¢lanku (Wieferich, 1909), viz téz (Riben-
boim, 1979b). Tvrdi, Ze pokud by rovnice (4.13) méla feseni pro
n&jaké liché prvocislo p t xyz, pak by platila Wieferichova kon-
gruence. Protoze ale Velka Fermatova véta jiz byla dokdzana, ma
Wieferichova véta spiSe jen historicky vyznam. V monografiich
(Ktizek, Luca, Somer, 2001, s.69) a (Ribenboim, 1996, s.333—
346) jsou uvedeny dalsi zajimavé souvislosti mezi Fermatovymi
Cisly a Wieferichovymi prvodisly.

4.4. Elitni prvocisla

Co je elitni prvocislo? Prvocislo p se nazyva elitni, jestlize pouze
kone¢ny pocet Fermatovych Cisel jsou kvadratické zbytky mo-
dulo p.

Jinymi slovy prvocislo p je elitni, jestlize existuje index k tak,
ze pro vSechna m > k kvadraticka kongruence

x}=F, (mod p)

nemd feSeni, tj. pro Jacobiho symbol plati, viz (KfiZek, Luca,
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Somer, 2001, s.42)

(i) = —1 pro vSechnam > k.

Fi,
Elitni prvocisla jsou tak uzce svazana s Fermatovymi Eisly, viz
(Solcova, Kiizek, 2006b).

Piiklad. Ukazeme, ze Cisla 3, 5 a 7 jsou elitni prvocisla. Ze vztahti
(4.4) a (4.7) vidime, ze pro m > 1 je F;,;, = 2 (mod 3). Protoze
F, =1 (mod 4), podle zdkona kvadratické reciprocity (viz véta

2.23) plati
2)-(5)-G)-

Tato skutecnost je zakladem Pépinova testu.
Podle (4.7) je F;, = 2 (mod 5) pro m > 2, nebot F} = 5.
Pak pouzitim zédkona kvadratické reciprocity (viz véty 2.23 a 2.24)

dostavame
(2)-(5)-()-

Jak jiz bylo feceno, Pépin ve svém pivodnim ¢lanku (Pépin,
1877) pouzil pravé bazi 5 misto baze 3, ktera je ve vztahu (4.9).
Podle (Aigner, 1986) 1ze baze 3 a 5 v Pépinove testu také zaménit

. 7N .
¢islem 7. K tomu staci ukazat, Ze Jacobiho symbol (F_> je roven
m

—1 pro vSechna m vétsi nez néjaké k. Ukazeme, Ze (—) =—1
pro vSechna m > 1. ProtoZe

Fp=16""4+1=F,_» (mod?7),
plati (srov. napf. (van Maanen, 1981/82, s. 349))

Fp =Fy=3 (mod 7) pro m sudé
a F,=F =5 (mod7) prom liché.

Jelikoz F,, = 1 (mod 4) pro m > 1, vidime podle zakona
kvadratické reciprocity pro Jacobiho symbol (viz vlastnost (VIII)
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véty 2.24), Ze

7 F, 3
<F_m> = (7’") = (?> = —1 prokazdésudém > 2
7 F, 5
a (F—m) - (7’") - (?) — 1 prokazdé liché m > 1.
Struéné jesté€ naznacime, jak se ovéfi, Ze 41 je elitni prvocislo.
K tomu staci ukazat, ze (;—1) = —1 pro vSechna F,,, pro néz
m

m > 2. Nejprve se dokaze, ze

() =(2) oz
= |\ — o m .
Fuis)  \F,) PO7=

v e ovex e o (41

Piimym vypoctem je pak nutné jesté provéfit, ze (F_) = —1pro
m

2<m<S5.

Elitni prvocisla tedy mohou nahrazovat ¢islo 3 nebo 5 v klasic-
kém Pépinove testu.

Diky rekurentnimu vztahu (4.6) lze dokézat, viz (Miiller, 2006),
~ v 17 we r w7 . o0
7e pro kazdé piirozené &islo p je posloupnost (F,, (mod p))
periodicka od jistého indexu k. V ¢lanku (Aigner, 1996) je doka-
zano, ze pro kazdé prvocislo zapsané ve tvaru p = 2"h + 1, kde
h > 1jelichéar € N, tato perioda zacina v F; nebo dfive. Délku
¢ nazveme Fermatovou periodou, jestlize € je nejmensi piirozené

¢islo splnujici kongruenci

Froe=F, (mod p).

Cleny F, s pro s = 0,...,{ — 1 se nazyvaji Fermatovy zbytky
modulo p.

Elitni prvocisla poprvé definoval a studoval rakousky matematik
Alexander Aigner v ¢lanku (Aigner, 1986). Objevil jich 14 mensich
nez 35 miliont. Pozd¢ji Tom Miiller s pouzitim pocitacti nalezl
dalsi dvé mensi nez jedna miliarda, viz (Miiller, 2006). Prvnich 16
elitnich prvocisel je:

3,5, 7,41, 15361, 23041, 26881, 61441, 87041, 163 841,
544001,604 801,6684673,14172161,159318017,446 960 641.
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Miiller objevil jesté dalSich 26 elitnich prvocisel vétSich nez
jedna miliarda. Z nich nejvétsi 23888 . 15 4- 1 ma 1172 cifer. K tomu
Miiller pouzil nasledujici vétu.

Véta 4.21 (Miillerova). Necht' p = 2"h + 1 je prvocislo, kde h je
liché. Pak p je elitni prave tehdy, kdyz multiplikativni 7ad kazdého
Fermatova zbytku modulo p je nasobkem 2".

Alain Chaumont a Tom Miiller (Chaumont, Miiller, 2005) nalezli
jeste dalsich 5 elitnich prvocisel mensich nez 250 miliard:
1151139841, 3208642561, 38126223361,
108905103 361, 171727482 881.

Otevf'ené problémy Kolem elitnich prvocisel existuje cela fada

vvvvvv

Domnénka 1. Pocet elitnich prvocisel je nekonecny.

Nicméné v ¢lanku (Ktizek, Luca, Somer, 2002) je dokazano, ze
Z — (4.14)
pe]E

konverguje, kde E je mnozina elitnich prvocisel. To jest mnozina
[E neni dostate¢n¢ ,,hustd”, aby zptisobila divergenci sumy (4.14),
jako je tomu v pripad¢ vSech prvocisel (viz véta 3.15). Oznacime-li
E(x) pocet elitnich prvocisel mensich nebo rovnych x, pak plati

X
E(x) = (’)(m> pro x — oo,

viz (K¥izek, Luca, Somer, 2002). Zde O oznacuje Landauiiv sym-
bol, ktery v tomto pfipadé znamena, ze existuje konstanta C > 0

tak, ze E(x) < (log

ale pravdépodobné dosti hruby. Miiller (Miiller, 2006) na zaklade
numerickych testd vyslovil dalsi tfi domnénky.

{og )’ pro x — oo. Tento horni odhad je
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Domnénka 2.

E(x) = O(logx) prox — oo.

Domnénka 3. Pocet elitnich prvocisel tvaru 2”- 1541 je nekonecny.

Domnénka 4. Délka Fermatovy periody ¢ neni ohranicena, tj.
existuji elitni prvocisla s libovoln¢ velkou Fermatovou periodou.

4.5. Regularni a iregularni prvocisla

Regularni prvocisla, ktera si definujeme v dalSim vykladu, za-
vedl némecky matematik Ernst Eduard Kummer (1810-1893) pfi
pokusu dokazat Velkou Fermatovu vétu 2.10. Tato véta tvrdi, ze
rovnice

x" 4yt =z" (4.15)

nema feSeni v pfirozenych cislech, kdyz n > 2. Sdm Fermat
vlastni metodou nekonecného sestupu dokazal, ze diofantska rov-
nice (4.15) nema teSeni pro n = 4 (viz véta 2.11).

Kolem roku 1850 Kummer ucinil velky pokrok v usili dokazat
Velkou Fermatovu vétu v ptipadé, ze p je regularni prvocislo.
Pro definici regularnich prvocisel si nejprve uvedeme, jak jsou
definovana Bernoulliova ¢isla By. Ta vystupuji v koeficientech
mocninné fady funkce

0 k
X X
= ZBkk—!, (4.16)
k=0
pfitom
By=1, B = ! B _ ! B; =0, Bs= !
0o— 1 1= 29 2_63 3—Y, 4 — 307"'7

kde Bernoulliova cisla By, jsou definovana rekurentné vztahem

k+1 k+1 k+1
( i )Bk+<k_1)3k_1+"'+( 1 )BI+BO:0.
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Jsou pojmenovana po Jacobu Bernoullim. Snadno nahlédneme, Ze
vSechna By jsou racionalni ¢isla. Lze také odvodit, Ze Bygy1 = 0
pro libovolné k£ € N.

Rekneme, Ze liché prvoéislo je reguldrni, jestlize nedéli zadného
Citatele Bernoulliovych ¢isel By, By, By, . .., Bj—3. Prvocislo, které
neni regularni, se nazyva ireguldrni.

Napriklad prvocisla

3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, ...
jsou regularni, zatimco prvocisla

37, 59, 67, 101, 103, 131, 149,...

jsou iregulérni.

Jestlize p je iregularni, jeho index iregularity je roven poctu
prirozenych Cisel k takovych, ze p dé€li Citatele B, pro 2 < 2k <
p — 3. Nejvétsi do roku 2007 zndmy index iregularity je 7. Tento
index ma naptiklad iregularni prvocislo 3 238 481. Piesto se vSeo-
becné veri, Ze index iregularity mize byt libovolné velky.

Pomoci pon¢kud heuristickych argumentt se odvodilo, ze pomér
poctu vSech regularnich prvocisel mensich nez n ku pocétu vSech
prvoéisel mensich nez n konverguje k e~/ ~ 0.60653. Pro pod-
poru této domnénky hovoii skute¢nost odvozena v ¢lanku (Buhler,
Crandall, Ernvall, Metsdnkyla, 1993). Tvrdi se zde, ze z 283 145
prvocisel mensich nez 4 - 10° je jich 171548 regularnich (tedy
60.587 %). Presto dodnes neni znamo, zda existuje nekonecné
mnoho regularnich prvocisel. K. L. Jensen v roce 1915 dokazal,
7e existuje nekonecné mnoho iregularnich prvocisel. Nejvétsi do
roku 2007 zndmé iregularni prvocislo ma 5083 cifer. Déli Citatele
Bernoulliova ¢isla B;37¢ a bylo objeveno v roce 2003.

Za obétavé usili dokazat Velkou Fermatovu vétu ziskal Kummer
od Francouzské akademie véd cenu 3000 frankd.
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4.6. Prvocisla Sophie Germainové

Zakladni vlastnosti. V roce 1819 se francouzskd matematicka
Marie-Sophie Germainova proslavila ¢aste¢nym diikazem tzv. prv-
niho pfipadu Velké Fermatovy véty (srov. vétu 4.20), tj. rovnice
xP+yP=zP nema feSeni v piirozenych cislech pro prvociselny ex-
ponent p > 2 takovy, Ze p nedéli soucin xyz. Dokazala, Ze pokud p
a2p+1 jsou soucasné prvocisly, pak prvni ptipad Velké Fermatovy
véty plati pro exponent p.

Liché prvocislo p, pro néz 2p + 1 je také prvocislem, se proto
nazyva prvocislo Sophie Germainové. Jsou to naptiklad prvocisla
5,11a23.

Tato prvocisla maji fadu zajimavych vlastnosti. Je-li kuptikladu
p prvocislo Sophie Germainové, pak v (Ktizek, Somer, 2001) do-
kazujeme, Ze vSechna kvadraticka nerezidua jsou primitivni kofeny
modulo 2p + 1 kromé jediného ¢isla 2 p, které je kvadratickym ne-
reziduem, ale neni primitivnim kofenem. K této vlastnosti se jeste
vratime ve véte 4.28.

Dalsi véta, kterou znal jiz Fermat, ukazuje tizkou souvislost
mezi Mersennovymi Cisly a prvocisly Sophie Germainové. Byla
dokazana pozd¢ji Leonhardem Eulerem a nezavisle téZ Josephem
Louisem Lagrangem.

Véta 4.22. Necht p je prvocislo takove, ze p = 3 (mod 4). Pak
2p + 1 déli Mersennovo Cislo M), pravé tehdy, kdyz 2p + 1 je
prvocislo.

Dikaz je uveden napiiklad v (Ribenboim, 1996, s.90-91) a
(Robbins, 1993, s.149). Jestlize tedy p = 11,23,83,..., pak M,
ma prvocinitele 23, 47, 167, ... Dalsi souvislost Mersennovych
prvocisel s prvocisly Sophie Germainové uvedeme ve véte 4.27.

Dosud nevime, zda existuje nekone¢né mnoho prvocisel Sophie
Germainové. Pokud by existovalo nekone¢n€ mnoho prvocisel So-
phie Germainové p, pro néZ p = 3 (mod 4), pak by také podle
véty 4.22 existovalo nekone¢n¢ mnoho sloZzenych Mersennovych
¢isel, nebot’ 2p + 1 déli 27 — 1.
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Pokud ma mnozina prvocisel Sophie Germainové urcitou hus-
totu, pak existuje deterministicky polynomicky algoritmus Sestého
stupné, ktery zjisti, zda je dané Cislo prvocislem, viz (Agrawal, Ka-
yal, Saxena, 2004). Pro praktické ucely je ale tieba najit algoritmus,
ktery je nejvyse kubicky? v ase, jinak se dale budou pro testovani
prvociselnosti pouzivat pravdépodobnostni algoritmy zalozené na
Malé Fermatové véte 2.13.

Nejvetsi znamé prvocislo Sophie Germainové do roku 2007 bylo

p = 7068555 - 2121301 4 1,

tj. 2p + 1 je také prvocislo.

Struktura iteracnich grafi. Pro kazdé ptirozené ¢islo n uvazujme
orientovany graf G(n) s vrcholy 0,1,2,...,n — 1, jehoz definice
je stejnd jako v oddilu 4.2, viz (4.11). Ukazeme, ze kdyz p je prvo-
Cislo Sophie Germainové, pak ma graf G(2p+ 1) velice zajimavou
strukturu. Jeho netrividlni komponenty budou totiz pfipominat slu-
nicka nebo kormidelni kolo, jimz se fidi lod’ — viz (Rogers, 1996,
s.323) a obrazky 4.13,4.14 a 4.15.

Obr. 4.13. Iteracni orientované grafy odpovidajici n = 11 a n = 23.

? Pokud je pro zjisténi prvociselnosti daného &isla o n cifrach zapotiebi fadové n?

aritmetickych operaci, pak se algoritmus nazyva kubicky.
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V praci (Rogers, 1996) se popisuje struktura kazdé komponenty
grafu G(n), je-li n prvocislo. V ¢lancich (Kfizek, Somer, 2004) a
(Somer, Krizek, 2004, 2006, 2007) vySetiujeme strukturu G(n) i
pro n slozena.

Necht w(n) oznacuje pocet riznych prvocisel, ktera déli n. V pii-
spévku (Szalay, 1992) se dokazuje, ze pocet pevnych bodd grafu
G(n) je roven 2. To vede k nasledujicimu tvrzeni (srov. obr.
4.13a4.14).

Obr. 4.14. Iteracni graf pro n — 47.

Véta 4.23. Jestlize n je prvocislo, pak existuji prave dva pevné
body grafu G(n), totiz0 a 1.

Nasledujici tvrzeni jsou pievzata z ¢lanku (K¥izek, Somer, 2004).
Vyuzivaji vlastnosti Carmichaelovy funkce 4, viz oddil 2.8.
Véta 4.24. V grafu G(n) existuje cyklus délky t prave tehdy, kdyz
t = ord,2 pro néjaky lichy kladny délitel d cisla A(n).

Dtkaz. Predpokladejme, ze a je vrchol ¢-cyklu v G(n). Pak ¢
je nejmensi prirozené ¢islo, pro néz

2[
a® =a (mod n).
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Odtud plyne, Ze ¢ je nejmensi prirozené Cislo, pro které

azt —a= a(aztf1 — 1) =0 (mod n). (4.17)

Protoze (a, @l 1) = 1, ze vztahu (4.17) plyne, ze kdyZ n; =
(a,n)a ny = n/ny, pak t je nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze

a =0 (mod ny),

(4.18)
azt*1 =1 (mod ny).

Tudiz (n1, n;) = 1 a podle Cinské véty o zbytcich 1.4 dostaneme
existenci celého ¢isla b takového, Ze

b=1 (mod ny),

b =a (mod ny). (4-19)

Z vyrazu (4.18) a (4.19) dale plyne, ze ¢ je nejmensi pifirozené
¢islo, pro néz

P'"'=1 (mod n). (4.20)

Necht d = ord,b. Pak d | (2’ — l). Protoze podle (4.20) je ¢
nejmensi piirozené ¢islo, pronéz d | (2’ —1), vidime, ze t = ord,d.
Ziejmé je d liché, nebot’ d | (2’ — l). Navic d | A(n), jak plyne
z Carmichaelovy véty 2.20, protoZe podle (4.20) plati (b, n) = 1.

Predpokladejme obracené, ze d je lichy kladny délitel A(n) a
necht’ ¢ = ord,2. Podle Carmichaelovy véty 2.20 existuje zbytek g
modulo 7 tak, Ze ord,g = A(n). Necht h = g""™/4_Pak ord,h = d.
Jelikoz d | (2’— 1) (ale d 1 (2" — 1), kdykoliv 1 < & < t), vidime,
ze t je nejmensi prirozené ¢islo, pro které plati

W='=1 (mod n). 4.21)
Potom
o' =0 =k (mod n),
atedy % je vrcholem v ¢-cyklu G(n). O

Vétad.25. Necht p je prvocislo Sophie Germainové. Pak G(2p+1)
ma dvé trivialni komponenty: izolovany pevny bod 0 a komponentu
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{1,2p}, jejiz pevny bod je 1. Kazda ostatni komponenta ma 2t
vrcholit a obsahuje t-cyklus, kde t = ord,2. Pocet orientovanych
hran prichazejicich do kazdeho z vrcholii t-cyklu je prave 2.

Dtkaz. Protoze n = 2p + 1 je prvocislo, podle definice Car-
michaelovy lambda funkce (viz oddil 2.8) dostavame

W2p+1)=2p.

Cislo 2p ma pravé dva liché délitele 1 a p. Polozime-li d = 1 ve
vete 4.24, dostaneme podle vety 4.23, ze existuji praveé dva pevné
body 0 a 1. Zfejmé 0 je jediné feseni kongruence x> = 0 (mod n),
a tedy 0 je izolovany pevny bod. Navic x = 1 ax = 2p jsou jedina
feseni kongruence x> = 1 (mod n), nebot’ # je prvodislo. Mame
ukazat, ze odpovidajici komponenta obsahujici {1, 2p} nema zadné
jiné vrcholy. Protoze p a n jsou licha Cisla, vidime, Ze n = 3
(mod 4). Tedy 2 p neni kvadraticky zbytek modulo 7, cozZ znamena,
7e kongruence x*> = 2p (mod ) nema feseni.

Polozme nyni d = p ve vété 4.24. Kazda dal§i komponenta
G(2p+1) tedy obsahuje cyklus délky r = ord,2 pro ¢ > 1. Jestlize
vrchol a patii do tohoto ¢-cyklu, pak kongruence x> = a (mod )
ma feseni, a tudiz a je kvadraticky zbytek modulo #n. Protoze n je
liché prvocislo, ma tato kongruence prave dvé feseni ¢ a —c. Jedno
z nich lezi na ¢-cyklu a druhé mimo n¢;j. Jelikozn =2p+1 =3
(mod 4), jeden ze zbytkll ¢ nebo —c musi byt kvadratické reziduum
a ten druhy kvadratické nereziduum modulo 7.

Predpokladejme, Ze ¢ neni kvadraticky zbytek modulo #n. Pak ¢
lezi mimo #-cyklus a orientovana hrana vychazejici z ¢ vstupuje do
a. Protoze ¢ neni kvadraticky zbytek modulo 7, neexistuje hrana
vstupujici do ¢. Proto ma piislusna komponenta prave 2¢ vrchold.

(]

V clanku (Kftizek, Somer, 2004) se zabyvame téZ obracenou
vétou 4.25.

Je-1i p prvocislo Sophie Germainové, pak vSechny komponenty
grafu G(2p + 1), které neobsahuji vrcholy 0 a 1, budeme nazyvat
slunicka Sophie Germainové.
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Jako dusledek dostavame tuto vétu.

Véta 4.26. Necht p je prvocislo Sophie Germainoveé. Pak pocet
slunicek Sophie Germainové grafu G(2p + 1) je roven
p—1
ord,2’

Dulkaz. Z véty 4.25 vime, ze pocet vrcholt grafu G2p + 1),
které lezi mimo trivialni komponenty, je roven 2p — 2. Podle véty
4.25 kazdé slunicko Sophie Germainové ma 2 ord,2 vrcholil, coz
dokazuje tvrzeni. O

(4.22)

Poznamka. Jestlize 2p + 1 je prvocislo a p > 1, pak 2p — 2
neni délitelné 3. Tudiz podle (4.22) neni pocet slunicek Sophie
Germainové nikdy délitelny 3 a délka vsech pfislusnych ¢-cykla
také neni délitelna 3.

Nyni dokazeme ponékud obecnéjsi tvrzeni, a to, ze G2p + 1)
nikdy neobsahuje g-cyklus pro ¢ = 3,5,7,13,17,19,..., coZjsou
exponenty vSech Mersennovych prvocisel M, = 29 —1sq > 2.
(Poznamenejme, ze G(7) obsahuje 2-cyklus.)

Véta 4.27. Necht' M, je Mersennovo prvocislo pro q > 2. Pak ne-
existuje prvocislo Sophie Germainové p tak, ze G(2p+ 1) obsahuje
q-cyklus.

Dt kaz. Predpokladejme naopak, ze existuje prvocislo Sophie
Germainové p a Mersennovo prvocislo M, pro g > 2 tak, Ze
G(2p + 1) obsahuje g-cyklus. Pak podle véty 4.25 je ¢ = ord,2,
atudiz p =29 — 1. Cislo

2p+1 =20+ —1 = QUD2 L 1yWth/2 _q)
je ale slozené pro prvocislo g > 2, coz je spor. O

Toto tvrzeni tedy opét svazuje Mersennova prvocisla s prvocisly
Sophie Germainové.

P¥iklad. Necht p = 89. Protoze 2'! = 1 (mod 89), vidime, Ze
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ordgg2 = 11. Tudiz podle véty 4.26 pocet sluni¢ek Sophie Ger-
mainové grafu G(179) je 88/11 = 8 (obr. 4.15).

Poznamenejme jeste, ze orientované grafy G(n) odpovidajici
Mersennovym ¢isltiim 7 se vySetiuji v ¢lanku (Szalay, 1992). V ¢lan-
cich (Somer, Ktizek, 2006, 2007) vysetfujeme strukturu oriento-
vanych grafi odpovidajici kongruenci f(x) = x* (mod n) pro
k > 2, kterd je obecné&jsi nez (4.11).

Z véty 4.16 vime, Ze pocet primitivnich kofenti Fermatovych
prvocisel je roven poctu kvadratickych nerezidui. Jind prvocisla
tuto vlastnost nemaji. Predpokladejme nyni, Ze p je prvocislem So-
phie Germainové. Nasledujici véta ukazuje, ze pocet primitivnich
kotentl prvocisla 2p + 1 je jen o jednu mensi nez pocet kvadratic-
kych nerezidui, kterych je p.

Obr. 4.15. Iteracni orientovany graf pro n — 179.
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Véta 4.28. Je-li p prvocislem Sophie Germainové, pak prvocisio
q =2p+ 1 md p — 1 primitivnich korenii modulo q.

Dtikaz. Prvocislo Sophie Germainové p je podle definice liché,
a proto plati (2, p) = 1. Pomoci véty 2.18, vyrazu (2.24) a dvoj-
nasobnym pouzitim vztahu (2.22) zjistime, ze pocet primitivnich
kotentl prvocisla ¢ je

(9(q@) = p(2p) = p2)p(p) = o(p) = p — 1. a

Podle véty 2.25 je kazdy primitivni kofen kvadratickym nere-
ziduem modulo ¢. Nasledujici véta udava, ze kvadratické nere-
ziduum ¢ — 1 neni primitivnim kofenem (srov. obrazky 4.13 az
4.15).

Véta 4.29. Je-li p prvocislem Sophie Germainové, pak cislo 2p
Jje jediné kvadratické nereziduum, které neni primitivnim korenem
modulo g =2p + 1.

Dukaz. Vidime, ze
2py=(g—1’=1 (modg).
Odtud a znerovnosti ¢ > 7 plyne, Ze 2p neni primitivnim kofenem
modulo ¢, nebot’ ¢p(q) > 2.

Prvocislo ¢ je tvaru 4k — 1, protoze p je liché prvocislo. Podle
véty 3.3 kongruence

¥?=2p=—-1 (mod q)

nema feSeni, a tedy 2p je kvadratické nereziduum. O

4.7. Eukleidova prvocisla

Druhé Eukleidova véta 2.3 ndm zaruéuje, ze existuje nekonecné
mnoho prvocisel. Jeji dikaz byl veden sporem. Pfedpokladalo se,
ze existuje jen kone¢n¢ mnoho prvocisel pi, pa, ..., py, a piitom
se vySetfovalo ¢islo (srov. (2.2))

m=pipy---pn+1 (4.23)
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Z tohoto divodu se prvocisla tvaru (4.23) nazyvaji Eukleidova
prvocisla. Naptiklad

24+1=3, 2:341=7, 2-3-54+1=231,
2-3.5-74+1=211, 2-3-5-7-11+1=2311

jsou Eukleidova prvocisla. PovSimnéte si, Ze prvni tii Eukleidova
prvocisla jsou stejna jako prvni tii Mersennova prvocisla.

Podle (2.3) kazdé cislo tvaru (4.23) ale prvocislem byt nemusi.
Oznacéime-li symbolem p# soucin vSech prvocisel mensich nebo
rovnych p, pak p# + 1 je Eukleidovym prvocislem pro

r=2,3,5,17, 11, 31, 379, 1019, 1021,
2657, 3229, 4547, 4787, 11549, ...,

viz napt. (Borning, 1972), (Caldwell, Gallot, 2002). Podobn¢ lze
vySetiovat i ¢isla tvaru p# — 1 (angl. primorial numbers), ktera
jsou prvocisly pro

p=3,5, 11, 13, 41, 89, 317, 337, 991,
1873, 2053, 2377, 4093, 4297, 4583, ...

Necht A(p) oznacuje pocet primitivnich kofenti modulo prvo-
¢islo p. Z véty 4.16 vime, Ze pocet nekongruentnich primitivnich
kofenti Fermatovych prvoéisel je téméf roven p/2, piesnéji feGeno
plati

Alp) 1
p—1 2
Vsechna ostatni prvocisla maji pocet primitivnich kofent relativné
mensi. Podle véty 4.28 je pocet primitivnich kofenil prvocisel tvaru

2p + 1, kde p je prvocislo, také roven témei 50 %,
ACp+1) 1

2p—2 2
srov. tab. 8 na str 344. Z dikazu nasledujici véty a véty 4.31 bude
naopak patrné, ze Eukleidova prvocisla maji pocet primitivnich
kotfent velice maly vzhledem k velikosti p.
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Véta 4.30. Pro libovolné ¢ > 0 existuje p tak, Ze

A(p)
p

<e

Dukaz. Podle véty 2.18 a vztahu (2.22) je A(p) = o(p — 1).
Symbolem p; oznac¢me i-té prvocislo. Z Dirichletovy véty 3.10
plyne, Ze pro libovolné n € N existuje r € N tak, ze rp1ps - - - pn+1
je rovno n&jakému prvocislu p. Pak p — 1 mlizeme rozlozit takto:

ki _k
p—1=sp\'py>- pkn, (4.24)

kde (s,p1,p2,...,pn) = lak; > 1 proi = 1,...,n Odtud
7 (4.24), (2.23) a (2.24) plyne, ze

pp—1) _op—1) _ o(s)p(p")- - p(pkr)

p p—1 p—1
kl—l _ 1 kn—1 _ 1
_e@p (i =D py" (e — 1)
S pllcl pf‘;n
:ﬂ@m—P“m—lg@_L)HQ_L)
§ P Pn P1 Pn
nebot’ ¢(s) < s. Zbyva dokéazat, ze
lim a, =0, (4.25)

n— oo

kde

w-T10-2).

i=1 pi

Ze vzorecku pro soucet geometrické posloupnosti plyne, ze
oo

S (L)j _

iy 1—p;~!
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a tedy

n

__Hl— 1}2( )

i=

b

1
:H(1+p1—1+p1—2+...)...(1+p;1+p;2+...):za
i=1

m
kde v posledni sumé¢ s¢itdme pres vSechna piirozena Cisla m, ktera
jsou délitelna pouze prvocisly py, pa,. .., pn. Pron — oo ale prava

strana prechazi podle Zakladni véty aritmetiky 2.2 v harmonickou
o0

1 L ‘1 . .
fadu 3 P ktera je divergentni. Cili leva strana diverguje do
m=1
nekonecna pro n — o0, a proto plati (4.25). O

Z dtkazu ptedchozi véty pro Eukleidova prvocisla

p=pipr---pn+1

dostavame nasledujici horni odhad

1) - 1)

Poznamenejme, Ze souin na pravé strané konverguje velice po-
malu monoténné k nule pro n — oo. Podil na levé strané pro
mald p lze pomémé snadno vypocitat. Prvocislo 3 ma jediny pri-
mitivni kofen 2 a prvocislo 7 ma dva primitivni kofeny 3 a 5.
Urceni poctu primitivnich kofenti dalsich Eukleidovych prvocisel
je lepsi svétit pocitaéi: 4(31) = 8, 4(211) = 48 a A(2311) = 480.

. A . . .
Vidime, ze podily 7(1)) odpovidajici prvnim péti Eukleidovym pr-
1 2
vocislim p = 3, 7, 31, 211, 2311, tj. 3 ~ 0.333, 7 ~ 0.285,
8 48 480 .
TR 0.258, TR 0.227, T 0.207 tvori pomalu kle-

sajici posloupnost.
Véta 4.31. Je-li p Fukleidovo prvocislo, pak pro vSechna prvocisla
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q < pplati
Alg) | Ap)
q p
Dukaz Necht p = pip>--- pn + 1 je Eukleidovo prvocislo a
necht ¢ < p je libovolné prvocislo. Véta ziejme plati pro g = 2,
protoze
Ap) _op—1) _o(p—1) _ o(p) o(pn)
p p p—1 P1Pn (4.26)
_pn-l o p—1 1 A9
p o 2 q
Mizeme tedy predpokladat, ze ¢ > 2. Pak ¢ — 1 ma méné nez n
riznych prvocisel ve svém prvociselném rozkladu

o ¢ m
q—1=q'qy - q,"
kde g1 < g2 < --- < g, jsou prvocisla a £; > 1. Protoze m < n,
plati

pi<q, proi=1,...,m.
Z vlastnosti Eulerovy funkce (2.23) a (2.24) dale vime, ze

0(ai) _ ola) _ qi—1

7 = proi=1,...,m.
q;' qi qi
Odtud, ze vztahu (4.26) a z nerovnosti
i—1 i— 1 .
P gq proi=1,...,m,
pi qi
dostaneme
Ap) _p=1 pi=l @11 gu-lg-1
p P1 Pn q1 qm q
¢
_ o) elamg—1_elg—Dg—1 _ A
gy g q g—-1 ¢ q°

kde posledni nerovnost plyne ze skutecnosti, Zze p; jsou po sob¢
jdouci prvocisla, m < na g, < q. O
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4.8. DalSi specialni typy prvocisel

Faktorialni prvocisla. V dikazu Druhé Eukleidovy véty 2.3 1ze
zameénit vztah (4.23) vztahem

m=pl+1, (4.27)

kde pje nejvétsi prvocislo, pokud je jich jen kone¢ny pocet. Protoze
pro kazdé piirozené ¢islo ¢ < p da podil m/q vzdy zbytek 1,
zadné prvocislo mensi nebo rovné p nedéli m. Podle Zakladni véty
aritmetiky 2.2 je tedy ¢islo m dal$i prvocislo, anebo je m délitelné
prvocislem vétsim nez p, coz je spor. Tento ponékud odlisny dikaz
Eukleidovy véty se ale v literatufe objevuje méné ¢asto.

Prvocisla tvaru (4.27) se nazyvaji faktorialni prvocisla, viz (Bor-
ning, 1972), (Caldwell, Gallot, 2002); ptitom nepozadujeme, aby
p bylo prvocislo. Naptiklad pro

n=1, 2,3, 11, 27, 37, 41, 73, 77, 116,
154, 320, 340, 399, 427, 872, 1477, ...

je n! + 1 prvocislem. Prvocisla tvaru n! — 1 se také nazyvaji
faktorialni. Dostaneme je napiiklad pro

n=3,4,6,7, 12, 14, 30, 32, 33, 38, 94,
166, 324, 379, 469, 546, 974, 1963, ...

Studuji se i dalsi podobné typy prvocisel, napf. multifaktorialni
prvocisla, viz (Caldwell, Dubner, 1993/94).

Palindromicka prvocisla. Slovo palindrom pochézi z fectiny a
znamena ,,bézet opét nazpatek®. Palindromem rozumime fetézec
znakd, ktery se Cte zleva doprava stejné jako zprava doleva. Na-
ptiklad ,,kobyla ma maly bok* (odhlédneme-li od délek samohla-
sek). Snad nejznaméjsim palindromem v ¢eskych zemich je Cislo
135797531, které je spojeno s polozenim zakladniho kamene Kar-
lova mostu v roce 1357 julidnského kalendare dne 9. 7. v 5 hodin
a 31 minut. Diskuse o tom, co tehdy znamenala minuta, je v praci
(Horsky, 1979, s.202).
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Palindromické prvocislo je prvocislo, které je zaroven palindro-
mem, napf.

3,5,7, 11,101, 131, 151,
181, 191, 313, 353, 373, 383, 727, 757, 787,
797, 919, 10301, 10501, ...
PovSimnéte si, Ze v tomto seznamu nefiguruji zadna Ctyfeiferna

¢isla. Plati dokonce mnohem obecnéjsi tvrzeni.

Véta 4.32. Jediné palindromické prvocislo se sudym poctem cifer
Jje cislo 11.
Dtkaz. Necht’ ¢islo m = 9090...90 ma 2k cifer. Vidime, ze
m-11 =99999...990,
a tudiz plati
1(m+1)=1lm+ 11 =10* + 1. (4.28)

Uvazujme nyni palindromické ¢islo p se sudym poctem cifer 2n
ve tvaru

p=a 10" + a 10" + ... 4+ 4,10 + ay,
kde a; # 0, ay,...,a, jsou desitkové cifry. Odtud plyne, Ze
p=ai(10*"+ 1)+ a; (10" '+ 10) + - - - + a, (10" + 10" 1)
= a1(10*"+ 1) + 10a2(10*" 24 1) + - - - + 10" 1@, (10> + 1).

Podle (4.28) jsou ale vSechny ¢leny délitelné 11, a proto palindrom
p se sudym poctem cifer je vZzdy sloZené Cislo, pokud je p > 11.
(]

Nejvétsim zndmym palindromickym prvocislem v roce 2007
bylo cislo

10171 4230767032 - 10¥7°% + 1,

které ma 175 109 cifer. Specialnimi pfipady téchto ¢isel jsou prvo-
Cisla slozena jen z jednicek (angl. repunit od slova repeating unit),
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ktera musi mit podle véty 4.32 lichy pocet cifer (kromée ¢isla 11).
Napriklad

11, 1111111101111, 1111111111111 1111111111

(4.29)
jsou prvocisla s 2, 19 a 23 ciframi. Dalsi takova znama prvocisla
10317 -1 101031 -1
_ - — 4.30
T e — (430)

maji lichy pocet 317, resp. 1031 cifer.

Cyklicka a permutaéni prvocisla. Prvocislo se nazyva cyklicke,
jestlize libovolna cyklicka permutace jeho cifer dava opét prvo-
¢islo. Napftiklad 3779 je permutacni prvocislo, protoze

3779, 7793, 7937 a 9377
jsou prvocisla. Dalsi cyklicka prvocisla jsou
2,3,5,7,13, 17, 37,79, 113, 197, 199,
337, 1193, 11939, 19937, 193939, 199933,

ale i ¢isla uvedena v (4.29) a (4.30).

Prvocislo se nazyva permutacni, pokud libovolnad permutace
jeho cifer dava opét prvocislo. Zatim jsou znama jen tato permu-
tacni prvocisla

2,3,5,7, 11, 13, 17, 37, 79, 113, 199, 337

a vSechna prvocisla slozend z jednicek.

Wilsonova prvocisla. Zaménime-li v kongruenci ve Wilsonové
véte 3.6 modul p za p?, dostaneme nasledujici definici. Prvogislo
p se nazyva Wilsonovo, jestlize plati

(p—D!I'=—1 (mod p?.

Dosud byla objevena jen tfi Wilsonova prvocisla: 5, 13 a 563.

Siamska prvocisla. V ¢lanku (Beauregard, Suryanarayan, 2001)
byla zavedena siamskd prvocisla jako dvojice prvoéisel tvaru n? —2
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a n> + 2. Posloupnost takovychto part za¢ina takto:

(7,11), (79,83), (223,227), (439,443),
(1087,1091), (13687,13691).

Jedine¢na prvoéisla. Pievracené hodnoty prvocisel jsou racio-
nalni ¢isla, tj. maji periodicky desetinny rozvoj. Délku této periody
1ze pfedem urcit pomoci véty 4.33. Naptiklad zlomky

% = 0.142857142857.. ., % = 0.076923076923 . ..

maji oba periodu délky 6.

Prvocislo p & {2,5} se nazyva jedinecné, pokud neexistuje jiné
prvocislo g, jehoz ptevracena hodnota 1/¢g by méla stejnou délku
periody jako 1/p (v desitkové soustavé). Jedine¢nymi prvocisly
jsou naptiklad ¢isla

3, 11, 37, 101, 9091, 9901, 333667, 909091, 99990001,...,
jejichz délka periody je postupneé:
1, 2, 3,4, 10, 12,9, 14, 24,...

Tedy naprtiklad 1/37 ma délku minimalni periody 3 a zadné jiné
prvocislo tuto vlastnost nema. Palindromicka prvocisla (4.29) jsou
rovnéz jedine¢nymi prvocisly (angl. unique primes).

Véta 4.33. Necht'n =258 g, kde o > 0, f >0, g > 1, (¢,10) = 1
a u = max(a, f). Necht k je nejmensi prirozené Cislo takové, Ze
g | (10F — 1). Jestlize m < n jsou nesoudélnd prirozend cisla,

pak desetinny rozvoj zlomku % ma u neopakujicich se cifer a k
opakujicich se cifer.

Dtikaz této véty lze nalézt napt. v (Hardy, Wright, 1979, s. 111).
Gaussova prvocisla. Prvocisla lze definovat i v jinych algebraic-
kych strukturdch nez jen na mnoziné pfirozenych ¢isel. V kom-

plexni rovin€ nejprve definujme Gaussova cisla jako soucty a +1b,
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kde a,b € Z a i je imaginarni jednotka (obr. 4.16). Velikost
z = a + ib je dana vztahem |z| = Va? + b
Vidime, ze soucet i sou¢in dvou Gaussovych ¢isel a +1ib a c+id
da opét Gaussovo ¢islo,
(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d),
(a +1b)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc).
Absolutni hodnotu 1 maji prave ¢tyti Gaussova ¢isla: 1 a +i (obr.

4.16). Mnozinu Gaussovych ¢isel oznacme Z[ i ]. Déle si ukdzeme,
jak se na Z[ 1] zavad¢ji tzv. Gaussova prvocisla.

Obr. 4.16. Gaussova ¢isla v komplexni roviné maji celociselné souradnice.

Podle Fermatovy vanocni véty 3.12 lze kazdé prvocislo tvaru
4k + 1 napsat jako soucet ctverct, ktery 1ze ale v komplexni aritme-
tice rozlozit na sou¢in dvou komplexné sdruzenych Gaussovych
Cisel, jejichz absolutni hodnoty jsou 4k + 1, tj. lezi mezi 1 a
4k + 1, naptiklad

13=32422=03-20)3+2i), 17=4+1>2=@—-i)4+i).

Rovnéz prvocislo 2 1ze v komplexni roving rozlozit na sou¢in dvou
Gaussovych &isel, jejichz absolutni hodnoty jsou v/2,

2= (1 —i)1+1i).

To jsou piiklady Gaussovych slozenych cisel. Pro prvocisla tvaru
4k — 1 ale podobny rozklad ud¢€lat nelze (viz véta 2.6). To nam
umoznuje vyslovit nasledujici definici.
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Gaussovo Cislo z = a + ib se nazyva Gaussovo prvocisio,
jestlize |z| > 1 a z nelze vyjadfit jako sou¢in dvou Gaussovych
Cisel v absolutni hodnot¢ vétsich nez 1.

V knize (Wells, 2005, s. 112) se uvadi tato véta.

Véta 4.34. Cislo z = a + ib, kde a, b € 7, je Gaussovo prvocislo
pravé tehdy, kdyz

1. a® + b? je prvocislo pro a # 0 # b, nebo

2. |z| je prvocislo tvaru 4k — 1 pro a = 0 nebo b = 0.

Na obrazku 4.17 jsou zndzornéna Gaussova prvocisla, jejichz

absolutni hodnota je mensi nez v/ 1000. VSechna Gaussova prvo-
Cisla, jejichz absolutni hodnota nepievysuje 7a 0 < Im z < Re z,
jsou tvaru

1+i, 241, 3, 3421, 4+i, 5+2i, 5+4i, 6+i, 7.
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Obr. 4.17. Schematické znazornéni Gaussovych prvocisel v komplexni roviné. Délka
strany jednotlivych ctvereckii je rovna 1. Stfed obrazku odpovida nulovému Gaussovu
cislu 0 + i 0.
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Gaussova prvociselna ¢tyrcata jsou Ctvetice Gaussovych prvo-
Cisel tvaru

(a—1+ib, a+i(b—1), a+ib+1), a+1+1ib), a,beZ,
napf.
4451, 544, 5+6i, 6451

Na obrazku 4.17 je toto Ctyf¢e umisténo nedaleko od stiedu severo-
vychodnim smérem. Jisté zde objevite 1 dal$i Gaussova prvociselna
Ctyfcata.

Kazdé Mersennovo prvocislo je zaroven i Gaussovym prvo-
Cislem. A tak nejvétsi znamé redlné Gaussovo prvocislo do roku
2008 bylo My3112609- Rada dalsich vlastnosti Gaussovych prvocisel
je uvedena v knize (Bressound, Wagon, 2000).

Eisensteinova prvocdisla. Jeden z Gaussovych zakt Ferdinand
Gotthold Max Eisenstein (1823—1852) definoval podobny typ
prvocisel v komplexni rovin€. Polozme

—1+iV3
Vidime, Ze w je tfeti odmocnina z jedné, tj. je FeSenim rovnice
z3 = 1 v komplexnim oboru a navic plati

l+o4+0’=0 a o =0, 4.31)
kde @ oznacuje Cislo komplexné sdruzené k w.

Cisla tvaru a + wb, kde a,b € Z, se nazyvaji Eisensteinova
¢isla (obr. 4.18).

Pomoci (4.31) lze ukazat, ze soucet i soucin dvou takovych ¢isel
da opét Eisensteinovo ¢islo. Absolutni hodnotu 1 ma pravé téchto
Sest Eisensteinovych Cisel: +1, +w, +o (obr. 4.18).

Pouzitim (4.31) miizeme rozloZit ¢islo

3=l-w—-0’4+0’=1-0)(l-0?)=(1-o0)(l—0)
na soucin dvou Eisensteinovych cisel, jejichz absolutni hodnota

je V3.
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Z Eratosthenova sita (2.4) plyne, ze kazdé prvocislo vétsi nez 3
je pouze tvaru 6k £ 1 pro n¢jaké vhodné k£ € N. Prvocisla tvaru
p = 6k + 1 ale mohou byt rozlozena na soucin dvou Eisenstei-
novych cisel, jejichz absolutni hodnota je vétsi nez 1. (Pfitom se
vyuziva toho, Ze p je tvaru a®> — ab + b?, viz (Hardy, Wright, 1979,
s.221).) Napriklad

7=Q2-0)2-®), 13=0C-0)3-®) a 19 =(3—20)3—20).

Na druhé stran€ podobny rozklad nelze udé€lat pro prvocislo 2 a
prvodisla tvaru 6k — 1.

Obr. 4.18. Eisensteinova €isla v komplexni roving.

Eisensteinovo Cislo z se nazyva Eisensteinovo prvocislo, jestlize
|z| > 1 a z nelze vyjadtit jako soucin dvou Eisensteinovych ¢isel
v absolutni hodnoté vétsich nez 1.

Rozlozeni Eisensteinovych prvocisel v Gaussové roviné (obr.
4.19) ma zajimavou Sesticetnou symetrii. VSimnéte si Sesti ma-
lych Sestiahelnickd, které obklopuji sttedovy Sestitthelnik. To jsou
Eisensteinova prvociselna Sestercata, napf.

342w, 34+w, 44+, 5+2w, 5+4+3w, 4+3w.

Zatim ale neni znamo, zda existuji dalsi Eisensteinova prvociselna
Sestercata s vétsi absolutni hodnotou. Nejvétsi znamé realné Eisen-
steinovo prvoéislo do roku 2007 bylo 27653 - 29167433 4 1,
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Obr. 4.19. Schematické znazornéni Eisensteinovych prvocisel v komplexni roviné.

Existuje velké mnozstvi dalSich typt prvocisel, viz napt. (Wells,
2005). Hledaji se prvocisla, ktera pfi ,,ofezdvani* zprava ci zle-
va davaji opét prvocisla, napt. 73939133, 7393913, 739391,
73939, 7393, 739, 73 a 7 nebo 632647, 32647, 2547, 647, 47
a 7. Nejveétsi znamé prvocislo, které pii ofezavani zleva dava jen
prvocisla, je 357 686312 646216 567 629 137.V kapitole 7 se jeste
zminime o Fibonacciho, Lucasovych, Thabitovych, Cullenovych
a Woodallovych prvocislech.
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5. APLIKACE PRVOCISEL

Cisla jsou jedind univerzalni
ec ve vesmiru.

Nathanael West

Nejvyssim poslanim matematiky je nalézat skryty
poradek v chaosu, ktery nds vSude obklopuje.

Norbert Wiener

5.1. Prvocislo 11 v kodovani

Uvod. Studiem prvodisel se zabyva lidstvo jiz n&kolik tisicileti.
Podle nekterych védct to dokladaji archeologické nalezy z uzemi
afrického Zairu, kde byla vykopéana kost (obr. 5.1), na niz lze
pozorovat 11, 13, 17 a 19 zafezi. Pomoci radiokarbonové me-
tody (zaloZzené na uhlikové chronometrii vychazejici z poméru
izotopti 1>C a '*C) bylo zjisténo, Ze je stard osm tisic let. Nékomu
se tehdy asi zdala tato ¢isla ponekud zvlastni, a tak si je zazna-
menal na kost. Samoziejmé se tehdy jesté 1idé vazné nezabyvali
vlastnostmi prvocisel. Avsak jiz v 7. stol. pt. n. 1. ve starém Recku

11 13 17 19

Wﬂ AT NN e
1) MNJWMHL__MHMUMH_’% ﬁ Uﬂ! ﬂ

Obr. 5.1. Znazornéni prvocisel na kosti staré 8 tisic let.
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prvocisla prokazateln¢ studovali. Pozdé€ji Eukleides (4.-3. stol.
pt.n.1.) dokazal, Ze je jich nekone¢né mnoho (viz véta 2.3). Era-
tosthenes z Kyreny (3. stol. pi. n.1.) se zase proslavil svym prvo-
Ciselnym sitem (viz (2.4)). Ale teprve ve 20. stoleti se dospélo
k tomu, Ze prvocisla mohou mit fadu zajimavych technickych apli-
kaci. V tomto oddilu si ukdzeme praktické pouziti prvocisla 11
v tzv. samodetekujicich kodech.

Kdysi se pro kontrolu spravnosti na osmistopych dérnych pas-
kach pouzivala tzv. parita, tj. osma krajni stopa se dopliovala tak,
aby byl pocet direk v kazdém fadku sudy. To slouzilo k odhalovani
chyb pii dérovani dat pro pocitace. Podobny vyznam maji kontrolni
soucty pro ovéfovani spravnosti riznych datovych soubort (napf.
sloupcové ¢i tadkové soucty nebo celkovy soucet Cisel v néjaké
tabulce). To jsou jednoduché priklady samodetekujicich koda.

Drtive nez si ukaZzeme, jak se prvocislo 11 vlastné pouziva, od-
vodime jednoduché kritérium pro délitelnost 11. Podle ného staci
stiidavé odecitat a pficitat jednotlivé cifry daného Cisla (srov. vztah
(5.6)) a pak zjistit, zda je vysledny soucet délitelny 11, viz (Ktizek,
Solcova, 2004).

Véta 5.1. Necht' k € {0,1,2,... } a
k

m:chlO” pro ¢, €{0,1,...,9}, ¢ #0,
n=0

4. Cr,...,Co jSou cifry prirozeného cisla m v desitkové soustave.
Pak

k
1 |m = 11] (Z(—l)ﬂcn>. (5.1)

n=0
Dukaz. Podle vzorce pro rozdil dvou n-tych mocnin plati

10" — (=1)" = (10 + D[10" ' + 10" > (=) + - --
C A 10(= 1" 4 (=1, (5.2)

kde hranata zavorka obsahuje pravé n s¢itanci. Rozdil 10” —(—1)"
je tedy délitelny 11.
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Necht' m je délitelné 11, tj.
1] (cx10F + e 1057 4o 1104 ¢0). (5.3)

Pouzijeme-li nyni vzorec (5.2) na kazdy sc¢itanec v (5.3) kromé
posledniho, pak dostaneme

(D e+ D e+ =i e (54)
Podobn¢ zjistime, ze kdyz plati (5.4), je splnén i vztah (5.3).
(I

Rodné ¢€isla. V nasi republice jsou vSechna rodna ¢isla od roku
1986 délitelna prvocislem 11. Posledni Ctyi¢isli je totiz voleno tak,
aby celé deseticiferné rodné ¢islo (odhlédneme-li od lomitka) bylo
délitelné 11. Zkuste si napiiklad, Ze rodné ¢islo

975811/0428 (5.5)

(odpovidajici narozeni dévcete dne 11. 8. 1997) je délitelné 11.
Podle kritéria (5.1) totiz plati

—94+7-54+48—1+1-0+4—2+8=11, (5.6)

coz je délitelné 11.

Jakou vyhodu ma skuteCnost, Ze jsou rodna cisla takto vo-
lena? Pocitac¢ totiz okamzité odhali chybu, jakmile se pii zada-
vani rodného ¢isla zmylime v jedné jeho ciffe. Pak rozdil mezi
spravnym a Spatné zadanym rodnym c¢islem bude +c - 10”, kde
¢ € {1,2,...,9}, coz nikdy neni délitelné 11, ale mize byt dé-
litelné slozenymi cisly 12, 14,15,16,... NapiSeme-li napiiklad
omylem 975811/0728 misto ¢isla uvedeného v (5.5), pocita¢ by
pii déleni dvandcti chybu neodhalil, protoZe ob¢ ¢isla jsou délitena
12. Slozena ¢isla proto nejsou pro tyto ucely vhodna. Protoze ¢islo
11 nam umoznuje detekovat chybu, hovofime o jedendctkovéem
samodetekujicim kodu.

Predstavme si, ze dfive zvoleny piiklad rodného ¢isla (5.5) ma
hospodarka zapsat do $kolni databaze. Jestlize se splete napiiklad
ve tieti ciffe takto: 970811/0428 (tj. ,,zméni dévce na chlapce®),
pak rozdil obou &isel je 5-107, coz jisté neni délitelné 11. Jestlize se
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zmyli ve vice cifrach, potom s velkou pravdépodobnosti ptiblizné

% pocita¢ rovnéz odhali chybu. Kvalitni software je ovSem scho-

pen najit i dalsi nesrovnalosti. Napiiklad musi umét zkontrolovat
pocet vkladanych cifer nebo vytadit uméle vytvorené rodné Cislo
830229/0425, které je sice délitelné 11, ale odpovida neexistuji-
cimu 29. tinoru roku 1983.

Jedenact je nejmensi dvojciferné prvocislo. Uvédomme si déle,
ze jednociferna prvocisla se pro detekci chyb nehodi. Pfi jejich
pouziti by se totiZ obecné nedala odhalit chyba pfi vloZeni jedné
nespravné cifry. Na druhé strané bychom mohli pouzit i vétsi prvo-
¢isla. Pak bychom ale méli méné moznosti volby rodnych ¢isel,
protoze deseticifernych ¢isel, ktera jsou délitelna 11, je vice nez
deseticifernych cisel, ktera jsou délitelna naptiklad 13. Proto je
prvocislo 11 pro desitkovou soustavu ,,optimalni“ v uvedeném
smyslu. Poznamenejme jeste, ze podobny jedenactkovy kod, ktery
se lisi jen v jednom detailu, byl zaveden pro rodna c¢isla jiz od
1. ledna 1954. Tehdy se deviticiferné ¢islo délilo 11 a jednociferny
zbytek byla posledni desata cifra (takto vzniklé rodné Cislo je dé-
litelné 11). Pokud ale zbytek vysSel 10, jako desata cifra se volila
nula a takova rodna ¢isla se po roce 1986 uz nezavadé;ji.

Obr. 5.2. Dvoukoruna ma tvar pravidelného jedenactiiihelniku.

K praktickému pouziti kritéria (5.1) mizete pouzit obycejnou
dvoukorunu. Jeji pramét je totiz pravidelny jedenactithelnik (s mir-
né zaoblenymi rohy). Zkuste si ekvivalenci (5.1) provéfit na pii-
kladu (5.5). Minci umistéte do zakladni polohy (obr. 5.2). Pak ji
postupné stiidave otacejte po sméru a proti sméru hodinovych ruci-
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cek o tolik vrcholt, kolik je pfislu$na cifra. Pokud jste se nezmylili,
mince se nakonec musi opét nalézat v zakladni poloze (vzhledem
k (5.6)).

Kédy ISBN a ISSN. Podobn¢ jako rodna Cisla jsou chranény proti
mozné chybé i kody ISBN kniznich publikaci. Skladaji se z deseti
cifer x;x;...x19, které jsou rozdéleny do Etyr Casti, mezi nimiz
jsou tfi spojovniky. Pfitom prvni tfi ¢asti maji proménnou délku.
Celosvétovy knizni kod ma tvar:
ISBN kod zemé-nakladat.-identifik. ¢islo knihy-kontrol. cifra x .
Napiiklad pro knihu (K#izek, Luca, Somer, 2001) je
ISBN 0-387-95332-9, 5.7

kde ISBN je zkratka anglického ndzvu International Standard
Book Number, prvni ¢islo 0 odpovida zemi, popft. jazyku (anglo-
saské zem¢ maji kromé O vyhrazenu jesté 1, frankofonni 2, né-
mecky mluvici zemé& 3, Japonsko 4, ..., Ceska i Slovenska re-
publika 80 apod.), 387 je kod nakladatelstvi Springer, nésleduji
identifikacni Cislo knihy a posledni cifra x ¢, ktera se voli tak, aby
cislo

x1—|—2x2—|—3X3—|—'--—|—10x10 (58)

bylo d¢litelné jedenacti, tj.

9
X10 = kak (mod 11),
k=1

pritom pro x;9 = 10 se misto kontrolni cifry piSe fimska desitka
X. Dalsi podrobnosti jsou uvedeny na adrese [www7].
Pro kéd (5.7) po dosazeni do (5.8) dostavame

2-3+3-8+4-7+5-946-54+7-34+8-3+9-2+10-9 = 286,

coz po vydéleni 11 da presné 26. Jestlize se spleteme v jedné
ciffe nebo omylem prohodime dvé nestejné cifry, pak takto zadané
ISBN nebude délitelné 11 a snadno odhalime, ze n¢kde nastala
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chyba. Noveé vydavané kédy ISBN jsou trinactimistné. Zacinaji
trojcifernym ¢islem 978 (EAN Prefix).

Kody ISSN (angl. International Standard Serial Number) slouzi
k identifikaci periodik (¢asopistt). Zapisuji se jako dve Ctvetice cifer
oddélenych spojovnikem: yy,y3y4-ysyey7ys. Posledni kontrolni
cifra yg se voli tak, aby ¢islo

8y1+Tya+ -+ 2y7+ s

bylo délitelné 11 (pokud je na misté kontrolni ¢islice potieba 10,
pouziva se znak X). Napiiklad pro casopis Pokroky matematiky,

fyziky a astronomie je CS-ISSN-0032-2423, coz vyhovuje uvede-
nému kritériu, nebot’ % = 5. Podobn¢ pro mezinarodni ¢asopis
Applications of Mathematics s ISSN 0862-7940 dostaneme, Ze
165
11
ferné Cislo 977 (EAN Prefix). Vice podrobnosti je uvedeno na

adrese [www§].

= 15. Pred kody ISSN se v soucasnosti predklada trojci-

Identifikacni Cisla organizaci. Ve vefejné spravé se setkavame
s identifikacnimi ¢isly organizaci, ktera maji osm cifer (podobné
jako kody ISSN) a jsou tvaru ICO y1y, . .. yg. Stardi kratii &isla se
doplnuji nulami zleva na osm cifer. Posledni cifra yg je kontrolni.
K jejimu uréeni se nejprve stanovi zbytek po vydéleni souctu

81+ Ty + -+ 2y7

jedenécti. Zbytek odeCteny od 11 se poloZzi roven s. V piipadé, Ze
vyjde s = 10, je kontrolni cifra 0, pro s = 11 je kontrolni cifra
1. Jinak definujeme yg = s. Opét vidime, Ze vétSina chyb mtze
byt eliminovana, je-li do kddu zavedena jedna kontrolni cifra, ktera
slouzi k ov€fovani spravnosti ostatnich ¢islic. MiZete si vyzkouset,
7e uvedeny algoritmus funguje napiiklad pro ICO Matematického
tistavu Akademie véd CR, které je 67 985 840.

Cisla bankovnich uéti. Cisla uéti u Komeréni banky se skladaji
ze dvou Casti. Prvni Cast Cisla obsahuje 0 az 6 cifer b;, druhé cést
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ma 5 az 10 cifer a;, tj.

¢islo Gctu: bsbsb3brb1bg-agagaragasasazaraag
(jiné penézni Gistavy mohou mit ¢isla Gcth utvarena jinym zptso-
bem). Kvuli jednoduché kontrole spravnosti jsou ¢isla uctd navic
volena tak, aby

5 9
11| (Z b,-zf), 11| (Z ai2[). (5.9)
i=0 i=0
Uvazujme napiiklad ¢islo uctu
158-3214151.

V tomto ptipad€ se cifry bs, b4, b3 a ay,as,a; neuvadéji (jsou
nahrazeny prazdnymi znaky). Pak pro prvni ¢ast ¢isla uctu podle
(5.9)mame 1-4+5-2+4+8-1 =22, cozje délitelné 11. Podobn¢
zjistime délitelnost jedenacti i druhé ¢asti ¢isla uctu,

3-644+2-32+164+4-8+4+5-2+1=319.

Zavéreéné poznamKy. Velka rozmanitost jedenactkovych koda
vznikla spise estetickym citénim jejich tviircti nez podstatnymi te-
oretickymi prednostmi nékterého z nich. Pro jednoduchou detekci
chyb jsou podobné konstruovany napiiklad kody ISMN (Internati-
onal Standard Music Number), kody obsahujici biometrické tidaje,
kédy na platebnich a telefonnich kartach ¢i ptimo kédy na mobil-
nich telefonech, i kdyz ne vzdy se pouziva zrovna jedenactkovy
kod. Také ¢arovy kod, s nimz se dnes setkdvame doslova na kazdém
kroku, umoznuje detekovat chybu. Napfiklad v nasi zemi nejpo-
uzivanéjsi koéd EAN-13 obsahuje 13 Cislic agaias ... ajn, z nichz
kazda je kddovana dvéma cernymi carami a dvéma mezerami riiz-
nych §itek (obr. 5.3 vlevo). Prvni kontrolni cifra a je definovana
tak, aby soucet

ap+3(ar+as+---+an)+a+as+---+an
byl délitelny deseti. Carovy kéd byl poprvé patentovan v USA jiz
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v roce 1949. Jeho masové pouziti je vSak spojeno az s obrovskym
pokrokem optoelektrotechniky. V supermarketech zvysuje rychlost
prodeje az o 400 %. Nejvétsi dvojciferné prvocislo 97 se pouziva
k zabezpeceni kodu IBAN (International Bank Account Number).
O ruznych typech dalsich kodt se muzete docist na strankach

| |||||| I\!@ﬁ%ﬁ%ﬁ%&ﬁﬁﬁ%ﬁﬁ%@l!\l\

27437 001803
Pfi pouziti samodetekujicich kédi mizeme sice zjistit, Ze se

n¢kde vyskytla chyba, ale obecné nevime, ve které ciffe. Tento
nedostatek 1ze odstranit pomoci tzv. samoopravnych kodt (viz
oddil 9.1). Ty ndm umoznuji pomoci redundantni (nadbytecné)
informace obsazené v kodovych slovech stanovit, ve kterém bitu
(znaku) doslo k chybé, a opravit jej. Pouzivaji se mj. pro spolehlivé
prenosy dat zajisSt'ujicich bezpecnost Zelezni¢ni dopravy, napiiklad
aby nebyly soucasné oteviené zavory a navéstidlo pro vlak na
volno. Samoopravné (téZ nazyvané samoopravujici se) kody se
také pouzivaji v modernich automobilech, kde zajist'uji pripadnou
opravu udaju prochéazejicich sériovou sbérnici, ktera slouzi k dis-
tribuci dat a poveld k jednotlivym elektrickym pfistrojim.

Velka budoucnost je vkladana do nové generace ¢arovych koda
— tzv. dvourozmérnych koda s velmi vysokou informacni kapa-
citou (pfes 1 kB) a schopnosti detekce a oprav chyb (obr. 5.3
vpravo). Miizeme se s nimi setkat napiiklad na americkych fidic-
skych prikazech a nejriznéjSich identifika¢nich kartach. Lze je
vyuzit i pro zakodovani diagnézy pacientd. Tisknou se a prena-
$eji na papiru, coz je jisté nejlevnéjsi médium. Dalsi jejich vyhoda
spociva v moznosti pfenosu dat bez nutnosti vkladani z klévesnice,
kdy casto vznikaji pteklepy.
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5.2. Sifrovani tajnych zprav pomoci velkych prvoéisel

Metoda RSA pro Sifrovani zprav. Pii pfenosu tajnych vojenskych
zprav, bankovnich udajt, strategickych dat a dalsich davérnych a
citlivych informaci je nutné dodrzovat maximalni obezfetnost. Na-
priklad obchodni transakce dnes bézné provadéné prostrednictvim
internetu si miiZze nékdo nepovolany ptecist, a pak je zneuzit. Proto
je tieba takové udaje pfi prenosu zaSifrovat.

Zakladni rozdil mezi pojmy Sifrovani a kodovani spociva v tom,
ze prii Sifrovani se vyuziva n¢jaka tajna informace (klic), bez jejiz
znalosti v podstaté nelze ziskat ze zaSifrované zpravy jeji obsah,
viz (Mlynek, 2006). Naproti tomu kédovani je transformace jedné
formy zapisu informace do jiné formy, kterd je z néjakého da-
vodu pro danou situaci vyhodnéjsi (napt. kody ASCII, Morseova
abeceda, geneticky kéd nebo koédy z oddilu 5.1).

Navrhem vhodnych Sifrovacich metod a problémy bezpecného
pfenosu, ochrany a uchovavani dat se zabyva véda nazyvana kryp-
tografie. Naproti tomu kryptoanalyza je zamétena na studium me-
tod pro lusténi Sifer. Kdysi se k Sifrovani pouZzivalo tzv. tajného
klice. Jeho nevyhodou bylo, ze jej musely znat vSechny komuni-
kujici strany, a tak mohlo snadno dojit k jeho prozrazeni. Jakmile
je totiz jednou tajny kli¢ znam, pfenos zpravy jiz neni tajny. Pékny
historicky pfehled o problematice ifrovani je uveden v knize (Gro-
Sek, Porubsky, 1992).

V c¢lanku (Rivest, Shamir, Adelman, 1978) byla publikovana
metoda (nyni nazyvana metoda RSA podle pocatecnich pismen
pfijmeni autort), kterd k Sifrovani pouzivad vefejné znamy Kklic.
Sifrovat zpravy tedy mize kdokoliv, ale odsifrovat je dokaZe jen
ten, kdo navic zna tajny deSifrovaci kli¢. Dnes je to bezesporu
je zaloZena na tom, ze umime-li zpravu zasSifrovat, neznamena to
jeste, Ze ji umime odsifrovat. Jinymi slovy, prednosti metody RSA
je, ze ze znalosti Sifrovaciho kli¢e nelze odvodit kli¢ deSifrovaci.
To vyplyva z vlastnosti tzv. jednosmérnych funkci, jejichz hodnotu
1ze jednoduse vypocitat, zato je vSak témef nemozné tyto funkce
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invertovat. Utajovana zprava se nejprve pievede na fetéz Cislic (tj.
prirozené Cislo). Hlavni trik metody RSA spociva v tom, Ze vy-
nasobit dvé prvocisla, ktera maji, feknéme, okolo sta cifer, trva
i na bézném osobnim pocitaci jen zlomek sekundy. Naproti tomu
zpétné rozlozit tento soucin na dva prvocinitele by trvalo pomoci
nejlepsich zndmych metod a nejmoderngjsich pocitacli mnohem
déle, nez je staii vesmiru. Proto je metoddm rozkladu vénovana
znacnd pozornost a za poslednich tficet let byl ucinén skutecné
obrovsky pokrok. Piehled téchto metod je podan v (Pomerance,
1998). Nejefektivngjsi z nich umoziuji v ,,pfiméfeném* Case roz-
kladat na prvocinitele pfirozena Cisla az o 200 cifrach. V nasle-
dujicich odstavcich se seznamime pouze se zakladni mysSlenkou
metody RSA (nikoli s jeji praktickou realizaci).

Sifrovani a odSifrovani utajovanych zprav. Nejprve si pfipo-
menme (viz oddil 1.7), ze zapis

x=y (mod n)

znamena, ze x — y je délitelné n beze zbytku. Pfitom piedchozi
kongruenci miizeme nasobit i mocnit, tj.

cx=cy (modn) a xk Eyk (mod n)

pro c celé a k pfirozené.

Utajovanou zpravu nejprve prevedeme na pfirozené Cislo x.
K tomu nam miiZe poslouzit naptiklad znama tabulka kodi ASCII
(A=65, B=66, ..., 7-90, ...), ale existuji i jiné mnohem efektiv-
né&jS$i moznosti.

Dale budeme predpokladat, ze

x<n,

kde n je soucin dvou riznych prvocisel, ktera nejsou vetfejn€ znama
a maji vice nez 100 cifer. Pokud by byla zprava delsi, rozdélime ji
na nékolik kratSich tak, aby ptedchozi nerovnost byla splnéna pro
kazdou z nich.

Vlastni algoritmus Sifrovani je relativné jednoducha operace, pti
niZ se umociiuje x na pfirozeny exponent e modulo n. Zasifrovanou
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zpravu ozna¢me symbolem x*. Je to prirozené Cislo x*, které je
jednoznacné definovano nerovnosti x* < » a kongruenci

x* =x® (mod n) (zaSifrovana zprava), (5.10)

kde e se nazyva Sifrovaci exponent (od angl. slova encryption)
a ob¢ Cisla e a n jsou vefejné znama, a jen tato dvé Cisla staci
k zasifrovani. Proto mtze Sifrovat kdokoliv.

Odsifrovani probiha zcela analogicky. Opét se definuje Cislo
(x*)" € N spliyjici nerovnost (x*)" < n tak, aby

x*Y = x*)? (mod n) (odsifrovana zprava). (5.11)
Desifrovaci exponent d (od angl. slova decryption) ale neni vetejné
znam. Na stran¢ 174 ukdZeme, jak volit exponenty e a d tak, aby
(x*)" = x, tj. aby zaSifrovana zprava byla po odsifrovani totozna
s pavodni zpravou x.

Eulerova funkce. Pfipomeiime (viz oddil 2.7), Ze prokazdé n € N
je hodnota Eulerovy funkce ¢(n) definovana jako pocet téch pfiro-
zenych ¢isel neptevysujicich n, ktera jsou nesoudé€lna s n, tj.

oy ={meN; 1<m<n (mmn=1}, (.12
kde symbol | - | oznacuje pocet prvki. Snadno se mizeme piesvéd-
¢it, ze
p(p)=p—1,
je-1li p prvocislo. Navic Ize dokazat, Ze pro i-tou mocninu prvocisla
p plati

p(p)=(@-1p~', ieN (5.13)
Nas ale bude hlavn¢ zajimat hodnota Eulerovy funkce pro
n = pq, (5.14)

kde p a ¢ jsou rizna prvoéisla. Cislo # je tedy délitelné p i g a
pocet vSech pfirozenych ¢isel mensich nez n je zfejmé pg — 1.
V nich je ale obsaZeno p — 1 ndsobkll ¢ a ¢ — 1 ndsobku p, které
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jsou vzajemné rizné a soudelné s n. Tedy

p(n) = (pg—D)—(p=1—(¢=1) = pg—p—q+1 = (p—D(g—1).
(5.15)
Diilezitou vlastnosti Eulerovy funkce je implikace

(m,n) =1 == g(mn) = p(m)p(n), (5.16)

ktera je vlastné jen zobecnénim toho, Ze z (5.14) plyne (5.15).

Jak jiz bylo fec¢eno v oddilu 2.7, pomoci funkce ¢ Leonhard
Euler zobecnil Malou Fermatovu vétu, aniz by tusil, jaké obrovské
uplatnéni bude za n€kolik stoleti mit. Metodu RSA, opirajici se
o Eulerovu—Fermatovu vétu 2.17, totiz pouziva napiiklad americka
armada ¢i banky k bezpe¢nému pienosu tajnych ¢i duvérnych dat.
Tuto vétu si nyni pro Gplnost pfipomeneme.

Véta 5.2 (Eulerova—Fermatova). Pro x,n € N plati
(x,n)=1 (5.17)
prave tehdy, kdyz
x?™ =1 (mod n). (5.18)

Kdy plati (x*)" = x? Nejprve dokaZzeme nasledujici vétu, ktera
stanovuje postacujici podminky pro existenci inverzniho prvku
modulo ¢(n).

Véta 5.3. Jestlize e € N splituje rovnost

(e,p(n) =1, (5.19)

pak existuje prave jedno d € N mensi nez ¢p(n) takové, zZe
ed =1 (mod ¢(n)). (5.20)
Dtkaz. Pro ptfirozend Cisla £ = 1,...,¢(n) — 1 definujme

zbytky z; € {1,...,¢(n) — 1} pomoci kongruence
ek =z,  (mod ¢(n)).

174 [ KouzLo CiSEL



+

Pokud se dva zbytky rovnaji, tj. z;, = zx,, potom
e(k1 — k) =0 (mod ¢(n)).

Podobnym zplisobem jako v dikazu Prvni Eukleidovy véty 2.1
nejprve dokazeme, ze k| = k».

Podle piedpokladu (5.19) a véty 1.3 existuji celd ¢isla v a y tak,
ze ev+ gp(n)y = 1, .

e(ki — k2)v + p(n)(ky — ka)y = ki — ka.

Odtud plyne, ze k| — k, = 0 (mod ¢(n)), neboli k; = k,. Vidime
tedy, ze vSechna z; jsou vzdjemné riizna, a proto existuje prave
jedno d odpovidajici zbytku 1, které spliuje (5.20). d

Dale dokazeme, ze zaSifrovana zprava x* je po odsifrovani to-
tozna s pivodni zpravou x.

Véta 5.4. Jestlize plati (5.19), pak

x*) =x. (5.21)

Dukaz. Z kongruence (5.20) plyne existence takového ¢isla 7,

v

ze
ed =1+ ro(n). (5.22)
Rozlisujme dva ptipady:

1. Necht’ plati ptedpoklad (5.17). Pak 1ze Eulertiv vztah (5.18)
umocnit na r-tou a vynasobime-li jej poté x, dostaneme

X! = x (mod n). (5.23)
Nyni postupné z (5.11), (5.10), (5.22) a (5.23) plyne, ze
(x*)Y = @) = x4 = x"7M = x  (mod n). (5.24)

Vztah (5.21) tedy plati, nebot’ ob& pfirozena ¢isla x i (x*)" jsou
mensi nez n.

2. Necht’ naopak predpoklad (5.17) neplati. Potom podle (5.14)
je bud x = p, anebo x = ¢. Pfedpokladejme napiiklad, ze x = ¢
(ptipad x = p by se vysetifoval analogicky). Protoze (¢, p) = 1,
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miZeme umocnit Fermatiiv vztah x?~! = 1 (mod p) na r(q — 1),
tj.
¥ P=DE=D =1 (mod p).

Podle (5.15) je p(n) = (p — 1)(q¢ — 1), a tedy snadno nahlédneme,
ze plati

X = % (mod px).

To je ale opét vztah (5.23), jelikoz px = pg = n. Dikaz rovnosti
(5.21) je potom stejny jako v (5.24). O

Volba Sifrovaciho a deSifrovaciho exponentu. Sifrovaci exponent
e se voli tak, aby 3 < e < ¢(n) a aby platil predpoklad (5.19). To
lze ovSem snadno splnit vzhledem k (5.15). Navic je tfeba zvolit
e tak, aby e” # 1 (mod ¢(n)) pro ,,nevelka“ m. Jinak by totiz,
vzhledem k relaci (5.20), mohl kdokoliv odSifrovat zpravy pro
d= emfl .

V kongruencich (5.10) a (5.11) ptimo nefiguruji hodnoty prvo-
¢isel p a ¢, a pokud je nezname, je téméf nemozné stanovit hodnotu
desifrovaciho exponentu d. Z véty 5.3 vSak vime, Ze existuje prave
jedno ptirozené Cislo d < ¢(n) splilujici kongruenci (5.20). Jak
vs$ak stanovit jeho hodnotu v konkrétnim piipadé, jestlize zname p
aq?

Pokud umime rozlozit ¢(n) z (5.15) na prvoéislal pak po-
moci (5.13) a (5.16) lze jednoduse vypocitat hodnotu ¢(p(n)),
viz napt. (5.26). Stanoveni exponentu d je potom relativn¢ snadné.
Z Eulerovy—Fermatovy véty 5.2, kde misto x piSeme e a misto n
pisSeme ¢(n), plyne implikace

(e,p(n) =1 = e’ =1 (mod p(n)).

Vynasobime-li pfedchozi kongruenci d a vyuzijeme-li (5.20), pak
dostaneme explicitni vyjadieni pro desifrovaci exponent d < ¢(n),

d = de? ") = edef @M~ = o2@M=1 (mod p(n)). (5.25)

D Najit prvo¢iselny rozklad &isel p — 1 a ¢ — 1 je mnohem snazsi nez rozkladat n,
protoze maji zhruba jen polovi¢ni pocet cifer, nez ma », a navic jsou suda.
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Pokud ¢(n) neumime rozlozit na prvocisla, Ize d pocitat ptimo
z kongruence (5.20), a to naptiklad Eukleidovym algoritmem z od-
dilu 1.5, anebo prosté zvolime jiné p Ci q.

Hustracni priklad. Necht p = 491 a ¢ = 701 jsou prvocisla
z rozkladu (5.14). Pak n = 344191 a podle (5.15) je ¢(n) =
343 000. Zvolime-li Sifrovaci exponent e = 3, pak (5.19) zfejmé
plati, protoze 343 000 neni d¢litelné tfemi.

Necht ,.tajna“ zprava, kterou chceme poslat, zni: SOS. Polo-
zime-li naptiklad A=01, B=02, C=03, ..., O=15, ..., S=19, ...,
7=26, zpravu pievedeme na ¢islo x = 191 519. Hodnotu x zaSif-
rujeme vetejnym kli¢em (5.10) na x* = 224 717, nebot’

191519° = 224717 (mod 344191).

Dale se zabyvejme vypoctem d. Opakovanym uzitim vztahQ
(5.16) a (5.13) dostaneme

p(p(n)) = p(343000) = p(2°5°7) = p(2)p(5))p(T’) =
=4-100 - 294 = 117600. (5.26)
Na pocitaé¢i miizeme ovéfit, ze
317599 = 228667 (mod 343000),

a tak podle (5.25) je d = 228667. Aby vypocet piedchozi kon-
gruence probihal rychle, exponent se rozlozi na mocniny dvou,
tj.
117599 = 204+2' +22 423 4244264 28 4-2% 421 4 214 4 215 4 016,
Pak totiz lze pro vypocet mocnin 32" pouzit jiz spoctené nizsi
. 2k—1 wr1x 1 . . . .
mocniny 3 modulo ¢(n), a ptislusné z nich pak pronasobit opét
modulo ¢(n).
Konecné€ z (5.11) a (5.21) (nebo opét na pocitaci) dostaneme, zZe
2247172887 = 191519 (mod 344191),

tj. (x*)" = 191519, coz znamena SOS.
Zavér. Matematicky popis metody RSA vlastné vynalezli W. Diffie

APLIKACE PRVOGISEL / 177



+

a M. E. Hellman jiz v roce 1976 tim, ze zavedli pojem tzv. jedno-
smérné funkce. S timto pojmem se seznamime v oddilu 5.3. [ kdyz
Diffie a Hellman jako prvni ptfedlozili vztah (5.10) pro Sifrovani —
viz (Diffie, Hellman, 1976), neuvedli zadny ilustracni ptiklad jako
Rivest, Shamir a Adleman. Posledné jmenovani se pak proslavili
zejména tim, Ze zvetejnili algoritmus vypoctu kongruence (5.10),
podrobné a srozumitelné popsali fadu vyhod a vlastnosti metody
RSA, navrhli, jak volit prvocisla p a g atd. Detailni analyza metody
RSA je uvedena také v (Grosek, Porubsky, 1992, s. 205). Metoda
sifer.
Zopakujme si jesté vyznam nekterych pouzitych symboli:
p,q — dvé rizna prvocisla, kterd nejsou vefejné znama,
n — soucin p a g, ktery je vetejn€ znam (je soucasti vefejného
klice),
e — Sifrovaci exponent, ktery je vefejné znam (je soucasti
vetejného klice),
d — desifrovaci exponent, ktery neni vetejn€ znam (tzv. sou-
kromy kli¢),
x — zprava pievedena na pfirozené ¢islo mensi nez n,
x* — zprava zaSifrovand pomoci exponentu e.

5.3. Digitalni podpis

ProtozZe e a d je podle (5.20) dvojice vzajemné inverznich prvki
modulo ¢(n), miizeme jednoduse ovétit, Ze také plati (srov. s (5.21))

() = x (5.27)

za predpokladu (5.19). Rovnost (5.27) se pouziva pro tzv. digitalni
podpis, jenz zaruCuje pravost zZpravy.

Naptiklad velitel vojenského utvaru pouzije na né¢jakou dulezi-
tou (ale ne tajnou) zpravu nejprve svilj soukromy kli¢ (5.11), ktery
zna jen on. Diky platnosti vztahu (5.27) pak mohou podiizené jed-
notky tuto zpravu odSifrovat pomoci vetfejného klice (5.10), a tak
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jsou si jisty, ze celou zpravu skutecné poslal jejich velitel a ne
n¢kdo jiny.

vého podpisu ¢i otisk prsti, protoze jej nelze zfalSovat. Navic po-
depsany nemuze pozdé&ji popiit, Ze to je praveé jeho podpis. Jinou
moznost uvedeme v oddilu 5.4.

Digitalni podpisy hraji téz dulezitou roli pfi projektovani po-
¢itaCovych systémul proti nezadoucim vstuptim a manipulacim,
ochrané dat pted ,,nepovolanymi ctenafi®, falzifikaci nebo de-
strukci rozli¢nych soubort.

Metoda RSA nasla Siroké uplatnéni zejména ve vojenstvi a pii
provadéni vétSich bankovnich transakci. Pouziva se i pro prenos
tajnych klic¢t (viz oddil 9.2), ¢isel PIN a vSude tam, kde je nutné
zajistit vysokou divérnost. Az se zrychli technika Sifrovani, pak
podle (Rivest, Shamir, Adelman, 1978) bude mozné telefonovat
tak, ze kazdé vytcené slovo bude nejprve ,,podepsano®.

Dale si pfiblizime pojem jednosmérné funkce. Necht' 4 a B
jsou n¢jaké podmnoziny celych cisel. Pak funkci f : 4 — B
nazveme jednosmeérnou, jestlize pro kazdé x € A je ,,snadny*
vypocet funkéni hodnoty f(x), avSak pro libovolnou hodnotu y
z oboru hodnot f(4) ={y € B, Ix € 4: y = f(x)} je ,velice
obtizné* (technicky neproveditelné) najit x € A tak, aby platilo

y=f).

Soucasné k danému x; € 4 neni mozné v realném cCase urcit takové
X3 € A4, x5 # x1, aby platilo

S(x1) = f(x2). (5.28)

Zaptiklad jednosmérné funkce lze povazovat funkci danou vzta-
hem

f(x)=g" (mod p), (5.29)

kde p je velké prvocislo, g je primitivni kofen modulo p a 0 <
f(x) < p je zbytek. I pro velké pfirozené ¢islo x lze pomérné
snadno vypocitat hodnotu f(x), avSak zpétné urceni hodnoty x
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z f(x) (. vypocet diskrétniho logaritmu) neni v realném cCase
mozné, i kdyZ p a g jsou vefejné znamé.

Jednosmérné funkce se také pouzivaji k vytvareni digitalniho
podpisu, viz napf. (Mlynek, 2007). Pravnimi aspekty tzv. elek-
tronického podpisu, ktery je vymezen ponékud Siieji, se zabyva
knizka (Bosakova a kol., 2002).

5.4. HaSovaci funkce

Specialnim ptipadem jednosmérnych funkci jsou tzv. funkce ha-
Sovaci (z angl. slova hash = otisk), které ptitazuji datim libovolné
délky fetézec bitli pevné stanovené délky, napft. 128 bitl = 16 bytd
(Cti bajth), coz je fetézec nul a jednicek délky 128. V soucasnosti
se hodné pouzivaji také délky 20 byt a vice. Pfifazenou hod-
notu budeme nazyvat otisk (fika se ji téz has). Pfitom je hasovaci
funkce konstruovana tak, aby nebylo mozné v realném case najit
dvartizné vstupni soubory dat, kterym by byla ptifazena stejna hod-
nota haSovaci funkce (viz (5.28)). Hasovaci funkce se pouziva také
pii realizaci digitalniho podpisu, pti kryptografickych kontrolnich
souctech pfi pfenosu dat aj.

Naptiklad pfi kontrole shodnosti dvou databazi se vzajemné
neporovnavaji vSechny soubory, ale misto slozitého pfenaSeni se
porovnaji jen jejich otisky f(x;) a f(x2). Pokud f(x;) = f(x2),
jsou s pravdépodobnosti témét rovnou 1 obé databaze shodné.

HaSovaci funkce se také miiZze pouzit k pozd¢jSimu prokazani
puvodnosti né¢jakého dokumentu x, aniz byl z n¢jakého divodu
zvefejnén. Staci, pokud je uvefejnéna jen jeho hodnota f'(x). Kdy-
koliv je pak mozné dodate¢né ovétit, Ze otisk f(x) odpovida sou-
boru x. Napftiklad autor zavéti zapsané v elektronické formé miize
zvetejnit pouze jeji otisk. Po imrti autora a zvetejnéni zavéti si
muze kdokoliv ovéfit, ze nejde o podvrzeny nebo dodatecné upra-
veny elektronicky dokument, tj. Zze do zavéti nebylo nic ptipisovano
¢i z ni vyskrtavano.

Uved'me piiklad pocetni narocnosti ziskani souboru x, jehoz
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otisk je roven zadané hodnoté y, tj. f(x) = y. Pfedpokladejme
pro jednoduchost, Ze x budeme vybirat pouze ze souborti délky
16 bytt (= 128 bitlt). Uvazujme hasovaci funkci s délkou vystupu
také 16 byt a predpokladejme, Ze k ziskani hledaného souboru
x bude zapotiebi kolem 2'?” pokusii. P¥i rychlosti 10° pokusi za
sekundu by k provedeni uvedeného poctu pokust bylo zapotiebi
asi 5.4-10?* let, coZ je mnohem vice, neZ je soucasné stati vesmiru
(13.7 - 107 let).

V tomto ptikladu je digitalni podpis vlastné stejné velky jako
celd zprava, coz je nevyhodné z hlediska vypocetni narocnosti.

V knize (Kfizek, Luca, Somer, 2001, s. 174) ukazujeme, jak
lze pouzit Eulerovu—Fermatovu vétu 5.2 a Fermatova prvocisla
ke konstrukci hasovacich funkci pro efektivni ukladani datovych
souborti a hledani potfebné informace v nich. Na zobrazeni dané
mnoziny datovych souborii do mnoziny adres v paméti pocitace
muzeme totiz pohlizet také jako na haSovaci funkci. Necht je kazdy
soubor jednoznaéné uren svym klicem k. (Termin kli¢ ma zde
pon¢kud jiny vyznam neZ v oddilech 5.2 a 5.3.) Hasovaci funkce
ma tvar

h: kj cK = {kl,kz,...,kn} —Jjc {1,2,...,7’!}.
Pfitom soubor kromé¢ klice & jesté obsahuje néjakou dalsi informaci
INFO(k) tak, jak je zndzorn€no na tomto schématu:

Mnozina kli¢u s dodate¢nou informaci adresa
ki, INFO(k;) +— 1
ko, INFO(k;) +— 2

ks, INFO(k,) +— n

Napriklad £ miize byt poznavaci znaCka automobilu a INFO(k)
muze obsahovat dalsi udaje o majiteli, barveé automobilu, jeho veli-
kosti, vykonu motoru atd. VSechny soubory 1ze uspotadat a defino-
vat hasovaci funkci tak, ze pro dany kli¢ £ mtizeme piimo nalézt od-
povidajici soubor, aniz bychom museli prohledavat vSechny klice.
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5.5. Generatory pseudonahodnych Cisel

Prodisla lze také vyuzit ke konstrukci generatord pseudonahodnych
Cisel, jez maji naptiklad tvar

ri=kri_y (modm), i=1,2,...,

kde modul m je prvocislo nebo mocnina prvocisla, 7y a k£ jsou
vhodné zvolené konstanty a 0 < r; < m. Aby takovy generator
nevytvarel potad stejnou posloupnost pfi kazdém svém spusténi,
je tieba jej restartovat pokazdé obecné z jiné hodnoty r¢, ¢ehoz se
vétSinou dosahuje hardwarové.

Generatory pseudondhodnych cisel se pouzivaji k ziskdvani
prvoéiselnych rozkladi, pfi testovani prvociselnosti, pfi simulaci
nekterych fyzikalnich procest, pii feSeni parcidlnich diferencial-
nich rovnic metodou Monte Carlo (zejména ve vicerozmérném pro-
storu), v kryptografii pro generovani pseudondhodnych posloup-
nosti bitl (viz kap. 9.2), ale 1 ve vSech pocitacovych hrach, kde je
zapotiebi n¢jaké nahodilosti, aj.

Posloupnost pseudondhodnych ¢isel x; € (0,1) Ize definovat
naptiklad takto:

o I"i—l
COF -1

kde F4 je Fermatovo prvoéislo, r; € {1,...,F4s — 1} je zbytek
takovy, ze

X; proi=1,2,...,

ri=75r;_1 (mod F;) a ro=1. (5.30)

Délka periody této posloupnosti je 2'¢ = 65 536, coZ je maximalni
mozna délka pro prvociselny modul Fj.

Posloupnost zbytki mocnin 75, 752, 753, ... setedy nejprve déli
Fermatovym prvocislem Fy = 2'6 41 a zbytky se pak normuji tak,
ze se déli 4 — 1. Periodicka posloupnost x; pseudonahodnych ¢isel
tak nabyva hodnot mezi 0 a 1 (véetn¢ 0, ale kromé 1). Konstanta
u r;_; ve vztahu (5.30) byla zvolena 75 z toho duivodu, ze je
to primitivni kofen modulo Fy4. Abychom se o tom presvédcili,
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pouzijeme nejprve vétu 2.22 (II), (IIT), (V), vétu 2.23 a vztah (4.7),

() ()E) - (2)-(5)-6) -

Z definice Legendrova symbolu nyni vidime, ze 75 je kvadra-
tické nereziduum modulo Fy4. Podle Carmichaelovy véty 2.20
dale dostaneme, Ze 75 je také primitivni kofen modulo Fy, tj.
ordr, 75 = F4 — 1. (Lze téZ pouzit vét 2.25 a 4.16.)

V osmdesatych letech se generator psedonahonych cisel (5.30)
pouzival v nékterych domacich pocitacich, napt. ZX Spectrum.
Jisté slabiny tohoto jednoduchého generatoru se popisuji v mono-
grafii (Ripley, 1987, s. 40).

Velice se osvédcil nasledujici generator s mnohem delsi periodou

s; =279470273s;—1 (mod p),

kde p = Fs5 — 6 je deseticiferné prvocislo. Vysledky jsou sice zcela
deterministické, ale vypadaji velice nahodné.

Na druhé stran¢ jako ptiklad nevhodné volby konstant uved'me
generator, ktery se pouzival v sedmdesatych letech. Tento generator
definovany vztahem

wi = Q2% +3)w;,_; (mod 2°")
a zacinajici od né&jakého lichého cisla dava zdanlivé nahodné vy-
sledky. Pozdé&ji se pfislo na to, ze kdyZ jim postupné generujeme
soutfadnice bodl v trojrozmérném prostoru, tyto body lezi v 15
rovinach, viz (Knuth, 1997).
Podobnym nedostatkiim linearnich generatora tvaru

YVi+1 Ebyi—i—c (mod m), i:0,1,2,...,

1ze predejit, pouzijeme-li kvadratické generatory, viz (Strauch, Po-
rubsky, 2005, Sec. 2.25.5), které definuji posloupnost pseudona-
hodnych ¢isel x; pomoci vztahu

_ i
Xji= —,
m

v némz

Vis1 =ayr +byi+c¢ (mod m), i=0,1,2,...,
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a kde modul m je prvocislo nebo mocnina prvocisla, 0 < y; < m
a yo, a, b, ¢ jsou vhodné zvolena celé cisla. V (Knuth, 1981, s. 34)
jsou uvedeny nutné a postacujici podminky na tyto konstanty tak,
aby posloupnost x; mé¢la nejvetsi moznou periodu délky m.

Poznamka. V pracich (Koubkova, Pavelka, 1998, s. 97) a (Schroe-
der, 2006, s. 212) se popisuje, jak Ize po telefonu simulovat hazeni
minci.

Poznamka. Posloupnost pseudondhodnych ¢isel (x;)72, vytvoiena
uvedenymi generatory nabyva po normalizaci hodnot mezi 0 a 1.
Necht FF = F(x) je distribu¢ni funkce né&jakého pravdépodob-
nostniho rozdéleni, F(x) — 0 pro x — —oo a F(x) — 1 pro
x — oo. Pokud je F rostouci, ma smysl uvazovat inverzni funkci
F~! (napt. pro normélni Gaussovo rozdéleni). Pak (F ~'(x;))%°, je
posloupnost psedonahodnych ¢isel odpovidajicich uvazovanému
rozdeleni pravdépodobnosti.

5.6. Eukleidovska konstrukce pravidelnych mnohoiihelnikii

Jiz Eukleides védél, jak lze pomoci pravitka a kruZzitka konstruovat
pravidelné mnohouhelniky s #n vrcholy pro
n=2'3/5%,

kde n > 3 ai > 0 jsou celd Cisla a j a k£ jsou 0 nebo 1. Ne-
védél vsak, zda je mozné zkonstruovat pravidelny sedmithelnik
¢i devititthelnik. Ptiblizn¢ za dva tisice let mu na tuto otadzku od-
poveédel (viz Gaussova véta 4.10) Carl Friedrich Gauss. Ten jiz
ve véku necelych devatenacti let napsal kratké pojednéni o tom,
jak pomoci pravitka a kruzitka zkonstruovat pravidelny sedmnacti-
uhelnik. Gausstiv fundamentalni objev je zndzornén na podstavci
jeho sochy v Braunschweigu (obr. 5.4). Protoze vSak pravidelny
sedmnactitihelnik vypada témét jako kruznice (obr. 5.5), je misto
néj na Gaussoveé pamatniku nakreslena pravidelna sedmnacticipa
hvézda.
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Gauss v popisu své konstrukce podstatné vyuzil toho, ze 17 je
Fermatovo prvocislo. Na obrazku 5.5 jsou zatim znamé eukleidov-
sky konstruovatelné pravidelné mnohouhelniky s prvociselnym
poctem vrcholil.

Obr. 5.4. Socha C.F. Gausse v jeho rodném Braunschweigu v Némecku. Zlata sedm-
nacticipa hvézda je umisténa uprostfed podstavce (detail viz téZ obr. 4.4).

OO0OC

Obr. 5.5. Rovnostranny trojiihelnik a pravidelny pétiiihelnik, sedmnactiiihelnik,
257ihelnik a 65537iihelnik.
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V dikazu véty 5.5 uvidime, jak konstrukce pravidelnych mno-
hothelnikd souvisi s komplexnimi ¢isly. I kdyz je dikaz ponékud
delsi, k jeho pochopeni staci znat n€kolik trigonometrickych iden-
tit a umét resit kvadratické rovnice. Eukleidovské konstrukce jsou
obvykle zalozeny na nésledujici skutecnosti. Jestlize a, b, ¢ jsou
deélky tii usecek, pak pomoci pravitka a kruzitka umime zkonstru-
ovat isecky o délkich a+b, ab/c a\/ab, atedy také /aprob = 1.
K tomuto t€elu se vyborné hodi naptiklad podobnost trojuhelniki
a Eukleidova véta znaméa z geometrie (obr. 5.6).

fab

a b

Obr. 5.6. Eukleidova véta o vySce v pravoiihlém trojihelniku.

Tak miizeme zkonstruovat usecku, jejiz délku lze vyjadtit po-
moci kone¢ného poctu druhych odmocnin. Specialné pro stfedovy
uhel pravidelného trojuhelniku, pétithelniku a sedmnéctithelniku
(jejichz pocet vrcholt je Fy, F a F,) dostdvame nasledujici vétu.

Véta 5.5. Plati:
2n 1
— = 5.31
cos — 7 (5.31)
2n V51
— = 5.32
cos 5 ) ( )

w1
cos%zﬁ(—l—&-\/ﬁ—i—\m(ﬂ—\/ﬁ)—k

+2\/17+3\/ﬁ—\/2(17—\/ﬁ)—2\/2(17+\/ﬁ)). (5.33)

Dukaz. Kofeny binomické rovnice z” — 1 = 0 v komplexni
roving¢ C jsou rovnomérné rozlozeny na jednotkové kruznici se
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sttedem v pocatku. Podle Zakladni véty algebry je jich n. Maji tvar
(obr. 5.7 pron = 17)

ka

zp = e =coska+isinka prok=0,...,n—1, (5.34)

kde

21
o= —.
n

Ziejmée zoy = 1 a soucet vSech koteni je nula,
Zn1+zpo+--4+z1+1=0. (5.35)

Navic podle (5.34) pro soucet dvou komplexné sdruzenych kotenti
plati

Zp+zy_x =2coska, k=1,...,n—1 (5.36)

Obr. 5.7. KoFeny rovnice z" — 1 = 0 leZi na jednotkové kruZnici v komplexni ro-
ving C. Obrazek odpovida pripadu n = 17.

Zvolime-li nejprve n = 3, vidime z (5.36), Zze z; + z, = 2 cos a.
Odtud a z (5.35) dostavame (5.31).
Dale necht’ n = 5. PoloZime-li

X1 = Z1 + Z4, (537)
Xy =z + z3, (5.38)

pak snadno zjistime, ze x; > 0 > x,. Odtud a z (5.35) mame

X1 —+ Xy = —1. (539)
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Pomoci (5.37), (5.38), (5.36) a vztahu

2 cos ka cos fa = cos(k + €)a + cos(k — €)a, (5.40)
opét z (5.36) a (5.35) dostaneme
x1xy=4cosacos2a=2(cos3a+cosa)=z3+zr+z1+z4 = —1.

Odtud a z (5.39) vyplyva, ze x; a x, jsou kofeny kvadratické
rovnice

¥ 4x—1=0,
tj.
—14/5
X = %f (5.41)

Tato rovnost a vztahy (5.37) a (5.36) davaji (5.32).
Konecné necht’ n = 17. Polozime-li

X1 =2z1+zo+2z4+ 28+ 29+ 213+ 215 + 216, (5.42)
Xo=1z3+zs+ze+z7+zZ10+z11 + 212+ 214, (5.43)

snadno zjistime, ze x; > 0 > x,. Diky rovnosti (5.35) obdrzime
X1 +x2=—1 (5.44)
Uzitim (5.42), (5.43), (5.36), (5.40), opét (5.36) a (5.35) mame

X1x2 = 4(cos o + cos 20 + cos4a + cos 8a) -

- (cos3a + cos 5a + cos 6a + cos 7a)

= 2(cos4a + cos2a + cos 6a + cos4a + cos 7a-+cos So+
+ cos 8a + cos 6a + cos Sa + cos a 4 cos 7a 4 cos 3a+
+ cos 8a + cos4a + cos 9a + cos Sa + cos 7a + cos a+
+ cos9a + cos a + cos 10a + cos 2a + cos 11a +
+ cos3a + cos 11a + cos Sa + cos 13a + cos 3o +
+ cos 14a + cos2a + cos 15a + cos a)

=4(zy+zo+ -+ z165) = —4
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Odtud a z (5.44) vyplyva, Ze x; a x, jsou koteny kvadratické
rovnice

4+x—4=0,
t.
—1+V17 -1 -+v17
nETTy o T T

Polozime-li
y1 = 2(cos a + cos 4a),
y2 = 2(cos 20 + cos 8a),
y3 = 2(cos3a + cos Sa),
ya = 2(cos 60 + cos 7a),
vidime, Ze y; > y, ay3 > y4. Z (5.42) a (5.36) vyplyva, ze
y1i+y2=xi.
Pouzijeme-li opét (5.36) a (5.35), dostaneme
y1y2 = 4(cos a + cos4a)(cos2a + cos 8a) = 2(cos 3a +
+ cos a.cos 9a+cos Ta cos 6a+cos 20 cos 12a+-cos 4a)
=Zz3+ z14+ 21+ 216 26 + 211 + 22+ Z15 + 29 + 2z +
+z7+zi0t+zint+zs+za+zi3=—L

Odtud a ze vztahu y| +y, = x ziskdme dal$i kvadratickou rovnici
y—xy—-1=0,
tj.

Cxi /x4 1+ V17 + V34 -2V17
2 B 4 ’
x)—/x3+4

y=m— (5.45)

Podobné dostaneme

Y3 t+yas=Xa,
y3¥a = 4(cos 3a + cos Sa)(cos 7a + cos 6a) = —1.
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Tyto vztahy ndm opét davaji kvadratickou rovnici pro y3 a yq:

yz_x2y_1:()a

tj.
X2+ V/x3+4  —1—V17+V34+2V/17
y3 = == s
2 4
X2 — /X3 +4
NECEN £x) 546
Ziejme

y1 =2cosa+ 2cos4a,

y3 = 2(cos 5a + cos3a) = 4 cosacosda,
kde posledni rovnost plyne z (5.40). Cili
wy =2cosa a wp;=2cos4da
(w1 > w») jsou koteny kvadratické rovnice
w? —yiw+y; =0.
A tedy

17

_y1+\/yf—4y3_2 2n
=——5 — =2cos
Dosazenim z (5.45) a (5.46) dostdvame, Ze

2
ZCOS—n:—— —\/ +— 34 —2v17

\/17+3\/——\/34 2V17 — 24/34 +2V/17

Tudiz (5.33) plati.

Poznamenejme, ze rozklady (5.42) a (5.43) pochazeji pﬁmo od
Gausse, ktery uspoiadal mocniny z¥ do periody podle mocnin 3
modulo 17 takto:

235,29,2105 21352552155 211521652145 285275 2452125225265 215

(5.47)
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3' =3 (mod 17), 32 =9 (mod 17), 3° =10 (mod 17),...
34 =2 (mod 17), 3" =6 (mod 17), 3'® =1 (mod 17).
Ptitom baze 3 byla zvolena proto, Ze je to primitivni kofen modulo
17, coz umoznuje generovat vSechny nenulové zbytky modulo 17,
tj. nejmensi feSeni kongruence
3/=1 (mod 17)
proj€Njej=17—-1=16.Proj=1,...,16 totiz dostaneme
16 riznych zbytkt r; € {1,...,16} tak, ze
3/ =17q; +r,
pro vhodné cel¢ ¢islo g;.
Poznamenejme jesté, ze
er = Z;j = le >

a tedy

Zrig = Z?ﬁ] = (Z?j)3 = (er)3'

Tudiz v posloupnosti komplexnich kofent (5.47) je kazdy z nich
tieti mocninou piedchazejiciho kotene. Cleny z rozkladi (5.42) a
(5.43) se objevuji na sudych, popt. lichych, pozicich posloupnosti
(5.47).

Sam Gauss v knize (Gauss, 1986) prohlésil, Ze rozlozeni pri-
mitivnich kofend je hluboké mystérium (srov. tab. 8 na str. 344).
Jejich rozlozZeni pro Fermatova prvocisla je dano vétou 4.16.

Obr. 5.8. Pro danou krychli nelze zkonstruovat pomoci kruZitka a pravitka hranu
krychle s dvojnasobnym ohjemem.
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Pro danou tusecku, jejiz délka je a, obecné neni mozné najit
eukleidovskou konstrukci tsecky délky /a, pokud k neni moc-
ninou 2. Poznamenejme, Ze jiz stafi Rekové se marné pokouseli
zkonstruovat use¢ku délky v/2 (tzv. problém zdvojeni krychle —
viz obr. 5.8). Nemoznost takové konstrukce je dokdzana napriklad
v monografii (Kofinek, 1956, kap. 52,6).

5 p

PZ
A Qo
\

P,

Obr. 5.9. P¥i eukleidovské konstrukei pravidelného pétiihelniku se sestrojuje pra-
vouhly trojihelnik ABO tak, ahy |[BM| — |AM|, kde M je stied iisecky OP,. Pak
as — |AB|, ag — |BO| a a;¢ — |AO| jsou postupné strany pravidelného pétiihel-
niku, Sestiiihelniku a desetiiihelniku.

Praktické provedeni konstrukce pravidelného pétithelniku je
popsano napiiklad v knizkach (Fabian, 2005), (Soft, 1976) a na
obr. 5.9. Navic je znamo, Ze délka strany pravidelného pétithelniku
as je vetsi ¢asti jeho uhlopticky rozdélené zlatym rezem, tj.

d a5 1445
a_5 N d— as - 2
kde d oznacuje délku thlopticky (srov. (5.32)).

Popisme si jesté eukleidovskou konstrukei pravidelného sedm-
nactitthelniku z ¢lanku (Richmond, 1909). Ozna¢me Py, Py, ..., Pi¢
jeho nezndmé vrcholy na kruZnici se sttedem v O. Necht' Py je

= 1.6180339887...,
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dano (obr. 5.10). Budeme konstruovat pouze P3; odpovidajici thlu
6m/17, popk. Ps nalezejici 10m/17, protoZe pak snadno sestrojime
ostatni vrcholy. (Pfitom zde nebudeme pfimo pouzivat vztah (5.33)
pro a = 2x/17, protoze nebudeme konstruovat bod P;.) Necht’ B
je koncovy bod poloméru, ktery je kolmy na OPy. Zkonstruujeme
bod 7 usecky OB tak, ze |OI| = %|OB|. Dale nalezneme bod E na

useéce OP, tak, aby |<OIE| = %|<101P0|. Na polopfimee opaéné

k OP, sestrojime bod F takovy, ze |<FIE| = %n. Nyni oznac¢ime

K prinik use¢ky OB a kruznice o priméru FPy. Dalsi kruznice se
sttedem E a polomérem |EK | protina ptimku OP, v bodech N3
(mezi body O a Py) a Ns. To jsou ortogonalni projekce vrcholll P;
a Ps na ptimku OP.

p, B

/__\PS

P,
Ns F OF N, 0

Obr. 5.10. Eukleidovska konstrukce pravidelného sedmnactiiihelniku.

Pivodni eukleidovska konstrukce pravidelného 2570helniku se
uvadi na vice nez osmdesati strankach v (Richelot, 1832). Mnohem
krat$i analyza tohoto problému je podana v (Gottlieb, 1999). Zde
je téz zminka o konstrukcei pravidelného 655370helniku.

Odpovéd na otazku, jak konstruovat dalsi pravidelné n-uhelniky,
se opira o veéty 5.6 a 5.7. Nasledujici véta 5.6 je vlastné special-
nim pfipadem véty 1.3. Dokazeme ji ale ponékud jednodussim
zplsobem.
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Véta 5.6. Necht p > 2 a g > 2 jsou nesoudélnd prirozend cisla.
Pak existuji prirozena cisla x a y tak, ze

px—qy =1
Dukaz. Prokazdé k = 1,...,q — 1 definujme
rr € {1,...,q — 1} pomoci kongruence

pk =r;r (mod q),

tj. g deli rozdil pk — rj. Sporem snadno zjistime, ze vSechna ry
jsou vzajemné ruzna. Cili kongruence

px =1 (mod g) (5.48)
ma pravé jedno feseni x v mnoziné {1,...,q — 1}. Tudiz existuje
prirozené Cislo y takové, ze px — 1 = gy. O

Véta 5.7. Necht' n = pq, kde p > 2 a g > 2 jsou nesoudelna pri-
rozena cisla. Pak existuje eukleidovska konstrukce korenii rovnice
z" —1 = 0 tehdy ajen tehdy, kdyz existuje eukleidovska konstrukce
korenii rovnic zP — 1 =0az9—-1=0.

Dukaz. Necht p > 2 a g > 2 jsounesoudélna. Pak podle véty
5.6 existuji pfirozena ¢isla x, y, pro néz xp — yg = 1. Odtud plyne,
ze

S 11
tj. jestlize umime zkonstruovat casti 7 a > plného thlu 2x, pak

o 1
také umime zkonstruovat jeho Cast g

Opacnd implikace je trivialni. O

Priklad. Necht p = 5 a ¢ = 3. Pak z (5.17) snadno zjistime, Ze
x =2,y =3a2/3-3/5 = 1/15. Tudiz umime zkonstruovat jednu
patnactinu plného tihlu 2z, a tedy i pravidelny patnactithelnik.

Poznamka. Protoze jakykoliv kruhovy oblouk lze pomoci pra-
vitka a kruZzitka rozdélit na dva stejné dily, 1ze jej rozdélit i na
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2,4,8,...,2! stejnych dili. Pokud tedy umime zkonstruovat pra-
videlny n-thelnik, umime zkonstruovat i pravidelny 2’ n-uhelnik.

ALIOOO0O

Obr. 5.11. VSechny eukleidovsky konstruovatelné pravidelné

mnohoiihelniky pro n < 10.

Stary geometricky problém konstrukce pravidelnych mnoho-
uhelniktl se tak transformuje na algebraicky problém. Pravidelny
n-uhelnik pro n < 100 miZze byt zkonstruovan pomoci pravitka a
kruzitka tehdy a jen tehdy, kdyz n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16,
17,20, 24, 30,32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96. | kdyZz jsou
dnes znamy stovky netrivialnich déliteli Fermatovych Cisel, stale
neumime stanovit n¢jaky obecny princip, ktery by dal definitivni
odpovéd’ na otdzku, zda je F4 nejvétsi Fermatovo prvocislo. Dosud
tedy nevime, zda je souc¢asny seznam eukleidovsky konstruovatel-
nych mnohouhelnika jiz kompletni.

5.7. Poselstvi mimozemskym civilizacim

Roku 1974 bylo z nejvétsiho radioteleskopu svéta Arecibo o pri-
méru 305 m nachazejiciho se na Portoriku vyslano ke kulové
hvézdokupé M13 v souhvézdi Herkula poselstvi mimozemskym
civilizacim. Tehdy se pfedpokladalo, Ze v tomto obrovském mnoz-
stvi miliont hvézd by mohla existovat na n¢jaké exoplaneté vy-
spéla civilizace. Podle dnesnich dne$nich poznatk je vSak exis-
tence takové civilizace velice nepravdépodobnd, nebot’ v kulovych
hvézdokupach nejsou rozsireny t&€zsi prvky a piipadné exoplanety
maji nestabilni drahy.

Poselstvi bylo ve dvojkové soustaveé (misto nul a jednicek byly
vysilany kratké signaly na dvou rtiznych blizkych kmitoctech) a
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obsahovalo pravé 1679 bitd. Pokud zpravu zachyti néjaka dosta-
tené vyspéla civilizace, pak se ptedpoklada, ze zna Zakladni vétu
aritmetiky 2.2 a rozlozi si ¢islo 1679 na soucin dvou prvocisel

1679 = 73 x 23.

To umozinuje vytvorit obdélnikovy obrazek sestaveny ze ¢tverecki
(obr. 5.12), ktery ma vyrazné uspofadani, tj. ma nizkou entropii.
Bily ¢tverecek piitom odpovidda 0 a Cerny ctvereCek 1 vyslané
zpravy. Pokud bychom sestavili jednotlivé bity do podélného ob-
délniku 23 x 73, dostaneme obrazek, viz (Mison, 1975, s.335)
s vysokou entropii, ktery pfipomind spiSe rozsypany ¢aj. Proto se
také uvazovalo o poselstvi, jehoz délka by se rovnala né&jakému
¢tvercovému Cislu, tj. kdy by na potadi Ciniteld nezalezelo.

Pti sestavovani jednotlivych bitti do obdélniku na vysku 73 x 23
mizeme postupovat nékolika zplisoby. Na obr. 5.12 je nakreslen
jeden ze zpusobu, kdy je tieba Cist poselstvi zprava doleva, jako
Ctou Arabové. (Bity Ize uspotadat i do zrcadlového obrazu, a pak
by se poselstvi ¢etlo odleva doprava, coz je zase bézné pro nas.)

Na prvnich tfech fadcich obrazku 5.12 jsou zapsana ¢isla 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, 10 ve dvojkové soustavé. Napadnym se jevi obsazeni
policka ve ¢tvrtém fadku pod kazdym ¢islem, které oznacuje jakési
navesti (napf. desetinnou tecku), odkud se ma cislo Cist. Autofi
oznacuji tuto ¢ast poselstvi jako tvodni lekci.

Dalsi skupina znakd na fadcich 6 az 10 nam tak uréuje pét Cisel

1,6,7,8,15,
ktera odpovidaji atomovym ¢islim biogennich prvka
H,C,N,O,P.

Na dal8ich tadcich jsou zakoédovany slozky kyseliny DNA (po-
drobnosti viz (Mison, 1975)). Samotna struktura dvojité Sroubovice
DNA je znazornéna zhruba uprostied obrazku. Mezi obéma vldkny
je informace o poc¢tu nukleotidi v DNA. Pod ni nalezneme silue-
tu ¢loveka, a pak Slunce s deviti planetami (tehdy jesté s Plutem),
pfic¢emz Zemé je pro zvyraznéni posunuta o jeden fadek blize k ¢lo-
véku. Obii planety Jupiter a Saturn jsou vyznaceny tfemi ¢ernymi
¢tvereCky, Uran a Neptun dvéma ctverecky.
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Obr. 5.12. Poselstvi mimozemskym civilizacim.
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V dolni casti obrazku je zndzornén radioteleskop, z n&jz bylo
poselstvi vyslano. Paprsky smérujici od ohniska jsou po odrazu
od anténniho zrcadla rovnobézné. Na poslednich dvou fadcich je
zakodovan pfiblizny primér zrcadla, vyjadieny ve vinové délce
12.6 cm vysilaného signalu. Autofi tohoto poselstvi tehdy pracovali
v National Astronomy and Ionosphere Center.

V knize (Delahaye, 2000, s. 106) se uvadi podobné poselstvi
obsahujici 31 x 41 = 1271 bitt. Od roku 1974 bylo vyslano jesté
nékolik dalsich mnohem komplikovanéjsich poselstvi, ktera se ale
vZzdy opirala o teorii Cisel.
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5.8. Fermatova transformace

Fermatova prvocisla F,;, maji zajimavé pouziti pii digitdlnim zpra-
covani signal. Necht o € {2,3,...,F, — 1} je dano a necht’ N
je zvoleno tak, ze N déli fad e = ordFr, a, tj. nejmensi exponent,
pro ktery a® = 1 (mod Fy,).

Cislo N se nazyvé délka transformace a ord,, o maximalni délka
transformace. Naptiklad pro m > 1 a o = 3 je maximdlni délka
transformace rovna 22", jak plyne z Pépinova testu (véta 4.11).
Jestlize o = 2, pak je ordp, 0 = 2" prom =0, 1,... .

Fermatova transformace pro rychlé zpracovani digitalnich sig-
nall byla poprvé navrzena v (Schonhage, Strassen, 1971). Digitalni

signdl je reprezentovan vektorem x = (x(0), x(1),...,x(N — 1))
celych ¢&isel takovych, ze x(k) € {0,1,...,F, — 1} pro k =
0,1,...,N — 1. Jednorozmérnd Fermatova transformace a jeji in-
verze jsou pak dany vztahy
N-1
X() =Y x(k)a* (mod Fy), j=0,1,...,N —1,
k=0
N—1
x(k)=N" Y X(a~/* (mod F,), k=0,1,...,N —1,
=0
’ (5.49)
kde X(j) € {0,1,...,Fy,— 1} provsechnaj € {0,1,...,N—1}a
N~ € N oznacuje inverzni prvek, pro néjz NN~ =1 (mod Fj,).

Fourierova a Laplaceova transformace jsou definovany pro spo-
jité signaly, viz (Koukal, K¥izek, Poticek, 2002, kap. 4), které musi
byt pro pocitacovou implementaci nejprve diskretizovany. Pro po-
rovnani s (5.49) pfipomenme, zZe diskrétni Fourierova transfor-
mace a jeji inverze jsou dany v komplexnim oboru vztahy

N—1
Y(j) = y(k)e /N, j=0,1,...,N —1,
k=0

N—1
vy =N v(HVEN k=01, N — 1.
=0

198 / KouzLo CISEL



+

Diskrétni Fourierova transformace vyzaduje N> nasobeni kom-
plexnich ¢isel. Poznamenejme ale, ze pocCet nasobeni Ize znacné
zredukovat na O(N log N), pokud N je mocnina 2 (viz tzv. rychla
Fourierova transformace zavedena v (Cooley, Tukey, 1965)). Na-
proti tomu Fermatova transformace a jeji inverze vyzaduje prove-
deni pouze O(N log N) s€itani, odecitani, posunii o bit, ale zadné
nasobeni. V pocitacové aritmetice modulo F), lze totiz prevést
prislusna nasobeni jen na ,,bitové™ posuny, viz (Agarwal, Burrus,
1973).

Fermatova transformace umoznuje jednoduse pocitat konvoluce
digitalnich signald, viz (Schonhage, Strassen, 1971), pomoci po-
dobnych vztahii jako pro diskrétni Fourierovu transformaci. Du-
lezité vsak je, ze nedochazi k zddnym zaokrouhlovacim chybam,
protoze se vypocet odehrava v celoCiselné aritmetice.

Pro vypocet Fermatovy transformace (5.49) se pouziva binarni
aritmetika modulo F;,. V (Ktizek, Luca, Somer, 2001) je podrobn¢
popsano, jak efektivné provadét zakladni operace v této aritmetice.

V roce 1978 Reed, Truong a Welch publikovali efektivni al-
goritmus pro rychlé dekdédovani Reedovych—Solomonovych kodi
pomoci Fermatovy transformace — (Reed, Truong, Welch, 1978).
Poznamenejme naptiklad, ze kompaktni disky CD jsou chranény
proti drobnému poskrabani pomoci znamych Reedovych—Solomo-
novych samoopravnych kéda, které umoziuji dodatecné vypocitat
ztracenou informaci, viz (Rao, Fujiwara, 1989).

5.9. Jak spolu souvisi chaos, fraktaly a teorie Cisel

V tomto oddilu se zminime o ptekvapivé souvislosti Mersenno-
vych a Fermatovych ¢isel s logistickou rovnici, kterda zptsobila
bouftlivy rozvoj teorie chaosu a fraktalti. V sedmdesatych letech
M. J. Feigenbaum fesil iteracné na bézné kapesni kalkulacce tzv.
logistickou rovnici, viz (Feigenbaum, 1978)

Xpt1 =Axp,(1 —xp), n=12,..., (5.50)
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jezpopisuje napiiklad evoluci dynamického biologického systému.
Linearni ¢len Ax, charakterizuje rtst jisté populace, zatimco kva-
draticky €len (—Ax2) reprezentuje jeji ubytek v disledku né&ja-
kého procesu. Pro pevny parametr 4 a zadanou poc¢ate¢ni hodnotu
x1 € (0,1) miZe mit posloupnost (x,) rizny pocet hromadnych
bodi.

\

Obr. 5.13. Feigenbaumova cesta k chaosu. Pro vzriistajici hodnotu Fidiciho parame-
tru A c (0,4) obrazek ilustruje mnoZinu odpovidajicich hromadnyjch bodii viech
posloupnosti (xp) pro vSechny pecate¢ni hodnoty x; ¢ (0,1).

0 1 2 3

Z obr. 5.13 je patrné, ze chovani i pomémé jednoduchého ne-
linearniho matematického modelu (5.50) mtize byt velice kompli-
kované pro meénici se 4 a prislusné hromadné body posloupnosti
(x5) mohou mit zna¢né komplikovanou strukturu s mnozstvim bi-
furkaci (tj. rozvétveni). Prvni z nich je v bodé 4; = 1. Odpovidajici
,vétev fedeni* je déna funkei /(1) = 1 — 27! pro A € (1,4), ktera
popisuje stabilni rovnovazny stav az do druhého bifurkacniho bodu
Ay = 3. Dalsi bifurkaéni body jsou v 13 ~ 3.44949, A4 ~ 3.54409
atd. V nich dochazi k tzv. ,,zdvojovani period*, o némz se zminime
pozdéji.

Pro 4 > 1, existuje konstantni (ale nestabilni) feSeni s pocatecni
podminkou x; = x1(4) lezici na grafu funkce f, napt. x, = 0.7

pro vSechna pfirozend n a 1 = 13—0 Podobné pro 4 > A3 existuji
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dalsi nestabilni feSeni. Napiiklad x, = g pro n liché, x, = % pro

, 7 oy , .
nsudéal= 5 Tato nestabilni feSeni jsou znazornéna v obr. 5.13

preruSovanou carou.

JestliZze po¢ate¢ni hodnota x; € (0, 1) neleZi na grafu funkce f,
dostaneme 2 hromadné body pro A € (4, 43). Podobné hodnoté
A € (43, A4) obecné odpovidaji 4 hromadné body atd. Jak uvidime
pozdéji, tyto hromadné body budou generovat nekonstantni perio-
dicka feseni. Zvolime-li naptiklad A € (4, 43) a po¢ate¢ni hodnotu
x1 na horni nebo dolni vétvi, bude odpovidajici posloupnost (x,)
oscilovat mezi témito dvéma hodnotami.

Feigenbaum objevil jednu velice ptekvapivou vlastnost posloup-
nosti 4;. Zjistil totiz, Ze

0 = lim 4 = A1 = 4.66920160910299067185320382047 ... .,
j—oo Ajp1 — 4j

tj. vzdalenosti A, — A; tvoii tém¢t geometrickou posloupnost.

Limita ¢ se nazyva Feigenbaumova konstanta (Feigenbaumovo

¢islo) a opakujici se zdvojovani period v bodech 4, 4, 13, ... se

nazyva Feigenbaumovy kaskady.

Obr. 5.14. P¥i blizSim pohledu na Feigenbaumiiv pfechod k chaosu dynamického

systému (5.50) pro A < (3,4) jsou zieteln& patrna tzv. okna za hodem A ..
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Pro 4 ptesahujici hodnotu 1o, = lim,_ 4, = 3.5699456,
vidime velice chaotické chovani, ale téZ oblasti s kone¢né mnoha
hromadnymi body (viz obrazky 5.13 a 5.14). To znamena4, Ze pro
urdité hodnoty parametru 4 € (1.,4) se objevuji tzv. okna, kde
se chaotické chovani hromadnych bodl posloupnosti (x,) méni na

pravidelné.
Pomoci jednoduché transformace
| .
== — = 5.51
Xn 3 1 ( )

1ze logistickou rovnici (5.50) piepsat do kanonického tvaru (srov.
obr. 5.15)

Yui1 = V2 +c, (5.52)
kde ¢ = /2 — 72 /4.

Obr. 5.15. MnoZina hromadnych bodii posloupnesti (y;) s pocatecni podminkou

y1 = 0, kdyz parametr c probiha interval (—2, 0.25). Nestabilni feSeni nejsou zna-
zornéna.

Rovnici (5.52) je vyhodné vySetiovat v komplexni roviné C,
tj. ¢,yn € C. Poznamenejme, ze nékteré fraktalni objekty v kom-
plexni roving jsou popsany pomoci stejné rovnice jako chaos v redl-
né proménné. Oznacme zavislost posloupnosti (5.52) na parametru
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¢ obvyklym zplisobem: y, = y,(c). Pak Mandelbrotova mnozina
M je mnozina vSech parametri ¢ € C, pro néz je posloupnost
{yn(c)}52, s pocate¢ni podminku y,(c) = 0 ohrani¢ena, ;.

M={ceC;3IC>0Vne{l,2,.. .} : [ya(c)] < C a yi(c) =0}

(obr. 5.16). Pokud kazdému bodu ¢ € C \ M pfitadime jisty ba-
revny odstin podle ,,rychlosti divergence® posloupnosti (y,(¢))52,
ziskame tak zndmé barevné obrazky okoli Mandelbrotovy mnoziny
(viz napt. obr. III). Tento postup pozdéji vedl ke vzniku nového
oboru pocitacové vytvarné tvorby (angl. computer painting).

Obr. 5.16. Mandelbrotova mnoZina vSech komplexnich ¢isel ¢, pro néz je posloupnost
yi(e) = 0, y»(c), y3(c)s,- - ., definovana vztahem (5.52), ohranicena.

Reseni (v,)°2, rovnice (5.52) se nazyva periodické, jestlize exis-
tuje pfirozené Cislo p tak, Ze y,, , = y, pro vSechna pfirozena Cisla
nay,y, # ynproviechnar € {1,...,p — 1}. Cislo p se pak na-
zyva minimalni perioda a jakykoliv jeji pfirozeny nasobek perioda.
Ostatni feSeni se nazyvaji neperiodicka.

Podobné se definuji i periodicka a neperiodicka feseni logistické
rovnice (5.50). Naptiklad jiz zminéné feseni x, = 0.7 pro vSechna

o . 10 ., . y .
prirozena n a . = — ma periodu p = 1, protoze x,+; = x, (viz

3
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prinik ¢arkované ptimky s grafem paraboly f(x) = ?x(l —X)

na obr. 5.17).

Pro 1 > A, vidime, ze existuji malé periody, které nejsou
mocninami 2 v oblastech nazyvanych okna. Naptiklad p = 3 pro
A=2383 p=5proi =374 nebo p =7 pro i = 3702
(obr. 5.13).

Obr. 5.17. Geometricka interpretace periodickych feseni rovnice (5.50) s minimalni
periodou p = 2 pro A= % a x = (13 - \/ﬁ) /20 ~ 0.4697224,
X = (13+ \/ﬁ) /20 ~ 0.8302776, X3 = X, X4 = X, atd. Zatneme-li v bod& x;,
pak odpovidajici hodnota je x, = f(x;) a x3 = f(x)) = x;.

Obrazek IV barevné piilohy ukazuje vztah mezi Mandelbroto-
vou mnozinou M a chaotickym chovanim dynamického systému
(5.52) pro ¢ € (—2,0.25). Vznikl kombinaci obrazkd 5.15 a 5.16.
Z n¢j je patrna souvislost mezi M a bifurkacnimi vétvemi fe-
Seni rovnice (5.52). Rovina, v niZ je znazornén bifurkacni diagram
z obrazku 5.15, prochazi readlnou osou a je kolma na komplexni ro-
vinu obsahujici M. Kruhové podoblasti Mandelbrotovy mnoziny
rozmisténé podél realné osy odpovidaji jednotlivym bifurkacnim
vétvim. Okna pfislusejici periodam 3, 5, 7 apod., blize viz (Kiizek,
Solcova, 2005), odpovidaji malym ,.kopiim“ M, které jsou &asti
fraktalni mnoZziny M.

Vysetfujme nejprve nejjednodussi ptipad rovnice (5.52) pro
c=0,tj.

Vni1 = Vo (5.53)
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Zvolime-li y; = a € C libovolng, pak y, = a?, y3 = a* atd.
Vidime tedy, Ze vSechna feSeni (periodicka 1 neperiodicka) rovnice
(5.53) maji tvar

Vi = aznil, acC.

Kazdé periodické feSeni rovnice (5.52) je samoziejme ohrani¢ené.
Vsechna feseni rovnice (5.53) s periodou p (ale i periodou ¢, ktera
dé€li p) spliuji rovnici

W —y=0, (5.54)
jez ma ziejme trividlni feseni y, = 0. Abychom ur¢ili ostatni (ne-
trivialni) periodicka feSeni, zavedeme si nejprve tzv. cyklotomické
polynomy.

Jestlize k > 1a ¢ = /% (). ¢ je k-tym primitivnim kofenem
jednicky), pak k-ty cyklotomicky polynom @y, je definovan vztahem
k
o= [ 0-¢).

j=1
(j’k)zl

Pifimym vypoctem se Ize presvédcit, ze

o) =y—1, D(y) =y + 1,
®3(0) =y* +y+1, Dy(y) =y’ + 1,
Os(y) =y +y +y +y+1, D(y) =" —y+1,
D7) =y +y + Y+ Py L B() =yt 41,
Do(y) ="+’ +1, Do) =y' =y +y —y+1.

Stupen cyklotomického polynomu @y je roven hodnoté Eulerovy
funkce @(k). Navic pro cyklotomické polynomy a n € N plati
vztah, viz napft. (Kfizek, Luca Somer, 2001, s. 150),

v =1=]] @) (5.55)

d|n
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Napiiklad pro n = 17 plati (obr. 5.7)

P=1=@1() P = = DO +y7 +- + D).

Ze vztahu (5.55) plyne, Ze netrividlni periodickd feSeni rovnice
(5.54) lezi na jednotkové kruznici a splituji rovnici

yW—1= [ 20 =0 (5.56)
d|(2r—1)

Vsechna periodicka feseni (5.53) s periodou p = 1 jsou tudiz
dana rovnicemi @y(y) =y = 0 a @,(y) = 0. Vsechna periodicka
feSeni s minimalni periodou p > 1 jsou dana rovnicemi @4(y) = 0,
kde podle (Antonyuk, Stanyukovich, 1990a) plati (srov. ptiklad na
konci tohoto oddilu)

d|| (2”— 1) a df(27-1) prog| ptakové,ze 1 < g < p.

(5.57)

Pti tzv. zdvojovani period se vySetiuji vSechna periodicka feSeni

s periodou p = 2", m = 0,1,2,... (nebo periodou ¢, ktera déli
p). Ta jsou definovana rovnici

m
22

y- —y=0
Vylou¢ime-li trivialni feSeni y,, = 0, dostaneme

m

Y=, (5.58)
Periodicka feseni splitujici (5.58) ziejmé musi lezet na jednotkové
kruznici v komplexni roviné.
Véta 5.8. Periodické reseni rovnice (5.53) s minimalni periodou p

je dano praveé jednou rovnict pro cyklotomicky polynom

Dy, () =M My 4120 (5.59)
tehdy a jen tehdy, kdyz M), je Mersennovo prvocislo.

Dftive nez vétu 5.8 dokazeme, uvedeme jednoduchy piiklad.
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Priklad. Jestlize p = 3, pak M3 = 7a &7(y) = Y +° + - +
y+1=0.Pro

n n

isin — =1,2,...,
7 + isin 7 n ,

dostaneme pomoci (5.53), ze y4 = y1, ys = y» atd., coz potvrzuje,
ze perioda je 3.

Yn = COS

Dukaz véty 5.8. Je-li M, = 27 — 1 prvocislo, pak podle
véty 4.1 je také p prvocislem. Pouze d = 1 ad = 2P — 1 déli
2P — 1, a tudiz ze vztahu (5.56) plyne, ze

Y =1 = 1) Py, () = 0.

Periodické feSeni rovnice (5.53) je identicka nula, nebo musi jeho
hodnoty lezet na jednotkové kruznici v komplexni rovin€. Stacio-
narni posloupnost y, = 1 odpovidajici rovnici @;(y) =y —1=0
zfejm¢ nemd minimdlni periodu p. Proto polozime

2"m "

2'n
isin — ) .60
Mp+1s1nMp, neN (5.60)

Yn = COS

Pak podle (5.60) pro libovolné ptirozené Cislo 7 plati
2Pty . 2Ptq
27 —1 27 — 1
27 =1y +2'n ., 2"Q2P —1)n+2'n
+ 1sIn
27 —1 20 —1

2}’ o 27"
w1 +1sm2p_1 =
Vidime tedy, Ze y p+» = yr, tj. posloupnost (y,,) ma periodu p. Tato
posloupnost je definovana jedinou rovnici (5.59).

Necht’ obracené M), je ¢islo slozené, tj. M), = did; prod; > 1
a d, > 1. V8echna periodicka feSeni s periodou p > 1 jsou dana
vztahem (5.56), tj. rovnicemi ®4(y) = 0 pro d | M,. Musime
ukazat, Ze kromé rovnice (5.59) existuji jesté dalsi rovnice, které
davaji periodu p. Je-li p prvocislo, pak jist€ neexistuje g spliujici
(5.57) arovnice @y, (y) = 0 a Dy, (y) = 0 tudiz také davaji feSeni
s periodou p. Je-li p = gk pro g > 1 a k > 1, pak druhy cinitel

Vpt+r = COS

= cos Vi
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na pravé strané rovnosti (4.1) (pro ¢ = i) neni tvaru 29 — 1.
Oznacime-li jej d», pak @4,(y) = 0 je dalsi rovnici, kterda opé&t
dava teSeni s periodou p, nebot (5.57) plati. O

Priklad. Uzijeme-li prvociselné rozklady cisla 27 — 1 pro p <9
a vztah (5.57), pak odpovidajici periodicka feSeni Ize vyjadrtit po-
moci rovnic

p=1 @) =0, Pi(y)=0,

r=2 &) =0,

p=3, P(y) =0,

p=4, D5(y) =0, Pis(y)=0,

p=35, P50k =0,

p=6 Do(y) =0, D) =0, Ds(y)=0,

p=17 D) =0,

p=38, Di3(y) =0, Ps5i(y) =0, Pgs(y)=0, Ps5(y)=0,
p=9, PuQ») =0, Dsp(y)=0.

Periody p = 2,3,5,7 tedy odpovidaji cyklotomickym polyno-
mum prvnich ¢ty Mersennovych prvocisel M, = 3, M3 = 7,
Ms = 31 a M7 = 127. Naproti tomu periodu p = 4 dostaneme
feSenim rovnice @s(y) = 0, ale také rovnice @;5(y) = 0, protoze
jen délitelé d = 5 ad = 15 &isla 2% — 1 spliuji podminky (5.57).
Pro

n n n 2nn
Yn =08 = +isin 5 ¥l =cos T +isinF, n=1,2,...,
dostaneme pomoci (5.53), ze ys = yi1, Y6 = Y2,... ays = Vi,
Y6 =V5,...,atedy obé posloupnosti maji periodu 4.

Matematickou indukci miizeme odvodit velice uziteCny vztah
(srov. (4.6)+(4.7))

m—1 m—1
Fn-2=2"-1=T[@ +» =] F
k=0 k=0
Exponent v rovnici (5.58) Ize tedy napsat jako soucin Fermatovych
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¢isel. To ndm umoziuje rozlozit polynom na levé stran¢ (5.58) na
nerozlozitelné (tj. ireducibilni) cyklotomické polynomy niz§iho
fadu. Hledani t€chto polynomd je proto spojeno s rozkladem Fer-
matovych ¢isel na prvocisla.

Pokud F, a F};+1 jsou dvé po sobé nasledujici prvocisla, pocet
,.bifurkaénich vétvi“ se zdvojnasobi, viz (Antonyuk, Stanyukovich,
1990b). To nastava pro hodnoty p = 2,4, 8,16, 32. Zna¢né¢ kom-
plikovanou situaci vSak dostaneme pro dalsi Fermatova Cisla, ktera
maji vice netrividlnich délitelti. Pocet cyklotomickych polynomt
zé&visi ponekud komplikovanym zplisobem na poctu prvociselnych
délitelt, ktery se bézné oznacuje 7. Pro sloZzena Fermatova cisla
je ©(Fs) = ©(Fo) = ©(F7) = ©(Fs) = 2, ©(Fy) = 3, (F19) = 4
a 7(F11) = 5. Hodnota 7(F,) zatim neni znama. Vi se jen, Ze je
alespon 7.

Pfipad rovnice (5.52) pro ¢ # 0 se v (Antonyuk, Stanyukovich,
1990a) vysetiuje pomoci teorie perturbaci.

5.10. DalSi aplikace

Konstrukce konecnych algebraickych téles. Uvazujme mnozinu

Z,={0,1,...,p—1}

pro p > 1 s operaci s¢itani a nasobeni modulo p. Je-li p prvo-
Cislo, pak podle véty 3.4 ke kazdému nenulovému prvku mnoziny
7, existuje prvek inverzni. Takova algebraicka struktura se na-
zyva konecné téleso. Pokud p neni prvocislo (nebo jeho mocnina),
inverzni prvek nelze definovat. Napfiklad pro Zg dostavame netri-
vialni d€litele nuly, protoze 2 - 3 = 0 (mod 6). Algebraicka télesa
maji celou fadu aplikaci naptiklad v kvantovych logikéach, kom-
binatorice ¢i v teorii okruhli. Nezapomenime také, ze ptiblizné od
roku 1940 je architektura elektronickych obvodl v pocitacich bu-
dovana pravé na aritmetice modulo prvocislo p = 2, tj. pomoci
télesa Z;.
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Rychlé nasobeni. V aritmetice modulo 2" nebo 2" + 1 lze ve-
lice jednoduse definovat tzv. rychlé nasobeni. Napiiklad nasobeni
dvéma lze prevést na posun o jeden bit vlevo — (Kiizek, Luca,
Somer, 2001, s. 172). A. Schonhage a V. Strassen? v roce 1971
predlozili rychly algoritmus pro nasobeni dvou velkych ¢isel o N
cifrach, ktery vyzaduje provedeni jen O(N log N loglog N) arit-
metickych operaci, viz (Schonhage, Strassen, 1971). Pozname-
nejme, ze bézny algoritmus pro nasobeni dvou Cisel, ktery se déti
u¢i ve gkole, vyzaduje O(N?) operaci. Pokud mate mezi sebou
vynasobit naptiklad dvé tisiciciferna cisla, vyhody rychlého algo-
ritmu se zfeteln€ projevi, viz (Gorshkov, 1994a).

Prvocisla v prirodé. Biologové popisuji zajimavy druh cikad (rodu
Magicicada), jejichz kukly ziji 17 let pod zemi, viz (Crandall,
Pomerance, 2005, Sec. 8.6), (Singh, 2000, s.70) a (Wells, 2005,
s.27). Pak se vylihnou, béhem né¢kolika tydnti dospéji, nakladou
vajicka a zemfou. Jisty parazit, ktery ohrozuje dosp€lé jedince, ma
dvoulety ¢i tiilety zivotni cyklus. V prvém piipad¢ se s cikadou
potka kazdych 34 let a ve druhém kazdych 51 let, protoze prvocisla
jsounesoudélna. Svym neobvyklym Zivotnim cyklem se tak cikada
chrani proti parazitim. Kukly jinych typi cikad ziji pod zemi 7
nebo 13 let.

Ozubena kola. Prvocisla a nesoudélna ¢isla hraji dilezitou roli
pfi navrhu ozubenych kol u nejriznéjsich soustroji, jako jsou napf.
jizdni kola, prevodovky, mechanické hodinové strojky, faktorizacni
stroje — viz napiiklad (Delahaye, 2000, s. 112), (Hayes, 2000).

Kédovani aminokyselin. V ¢lanku (Yan, Yan, Yan, 1991) je uve-
den zajimavy zptisob kodovani aminokyselin, ktery se opira o sku-
tecnost, ze kazdé prvocislo tvaru 4k +1 Ize jednoznacné napsat jako
soucet dvou ¢tvercli a + b* (viz Fermatova vanoéni véta 3.12).

2 V. Strassen se jiz diive proslavil prekvapivym vysledkem, ze Gaussova eliminace pro
feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic nema asymptoticky optimalni pocet
operaci — viz Numer. Math. 13 (1969), 354-356.
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Za v¢lenéni urcité aminokyseliny do proteinového fetézce odpo-
vida vzdy trojice nukleotidl (tzv. triplet). M. W. Nirenberg sestavil
v roce 1966 tabulku genetického kédu — napft. (Katrnoska, Ktizek,
2003, 2004/05), kde kazdému tripletu DNA je piifazena bilkovi-
notvorna aminokyselina. Tripletli je celkem 4° = 64, zatimco ami-
nokyselin je jen 20 (k nim jsou pfidany jesté 3 terminac¢ni kodony
oznacujici ukonceni syntézy). VétsSina aminokyselin je tak kodo-
vana 2, 4 nebo 6 triplety (napf. leucin a serin 6 triplety). Rozdily
mezi malymi prvocisly jsou ale také vétSinou 2, 4 nebo 6. Proto se
jednotlivym aminokyselindm a kodontim nejprve vhodnym zpiiso-
bem pfitazuji prvocisla mensi nez 64 a ¢isla 0, 1, 25, 45. Naptiklad
leucinu 17 = 12 + 42, serinu 29 = 22 + 52, valinu 41 = 4 + 52,
alaninu 53 = 22 + 72, glycinu® 61 = 5% + 6 a termina¢nim kodo-
niim 0 = 02 + 0?. Tim se kazdé bilkovinotvorné aminokyseling a
termina¢nim kodontim misto tripletu pfifazuji jen dvé Cislaa < b
zmnoziny {0, 1,...,7} a Setfi se tak pamét’ pocitace. Jadro lidské
buiiky totiZ obsahuje piiblizné 3 - 10° nukleotidovych part, a proto
je dulezité dbat na co mozna nejuspornéjsi uchovavani biometric-
kych tdaja lidského genomu. Na tento ojedin€ly zplisob kodovani
ziskali autofi dokonce americky patent, i kdyz je v tomto pfipadé
aplikace prvocisel pon¢kud nepfirozena.

DalSi pouziti. Prvocisla se uplatiuji pfi rozpoznavani teci, pii
pouziti paprskit X v astronomii, pii feSeni akustiky koncertnich
salt, pfi ndvrhu smérové antény — viz (Schroeder, 2006).

A jesté jedna aplikace na zavér. Kdyby pocet poslancti v naSem
parlamentu byl 199, nedochéazelo by k tolika patovych situacim,
kterych jsme v posledni dobé svédky. Protoze 199 je prvocislo,
nelze je napsat jako soucet dvou (ani tii, Ctyf, ... ) stejn¢ velkych
Cisel.

) Charakteristick4 spektra glycinu byla detekovana dokonce v mezihvézdném prostoru.
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6. PSEUDOPRVOCISLA

Ciselni teoretici jsou jako milovnici kavidru,
Jakmile jej jednou okusi, nemohou prestat.

Howard Eves

6.1. Co je pseudoprvocisio?

V této kapitole si predstavime specialni tfidu sloZenych cisel —
pseudoprvocisla, ktera vykazuji nékteré vlastnosti jako prvocisla
(Ktizek, Somer, 2003a). Podame piehled jejich zakladnich cha-
rakteristik, uvedeme mj. tvrzeni o jejich asymptotické hustoté a
ukazeme, Ze jejich vyskyt je mnohem vzacnéjsi nez vyskyt prvoci-
sel. Naptiklad jen 3 pseudoprvoéisla” (o zakladu 2) jsou mensi nez
1000, zatimco ve stejném intervalu je 168 prvocisel (viz tabulka
prvocisel na str. 335). Zavedeme také zajimavou mnozinu Car-
michaelovych ¢isel a popiSeme nékteré algoritmy pro generovani
pseudoprvocisel.

Pro definovani pojmu ,,pseudoprvocislo® budeme potiebovat
Malou Fermatovu vétu 2.13, ktera urcuje zakladni vlastnosti prvo-
Cisel a na niz je zalozena vétSina pravdépodobnostnich algoritmt
pro testovani prvociselnosti. Mala Fermatova véta tak hraje klico-
vou roli v teorii ¢isel. VéEtSinou se uvadi ve dvou ekvivalentnich
verzich. Prvni verze tika, ze kdyz p je prvodislo, pak

a’ =a (mod p)

pro vSechna cela Cisla a (jinymi slovy, p déli a” — a beze zbytku).
Podle druhé verze, kdyZ p je prvocislo nesoudé€Iné s a, pak

a’~'=1 (mod p). (6.1)

D Jejich definici uvedeme na dalsi strance.
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Obracené tvrzeni Malé Fermatovy véty bohuzel neplati. Pro
libovolny zaklad a > 1 existuje slozené ¢islo n nesoudélné s a tak,
ze

a"=a (mod n). (6.2)

Napriklad slozené Cislo n = 341 = 31 - 11 spliuje (6.2) pro
a = 2, pro n&Z (a,n) = 1. Snadno totiz vypocteme, ze 2! = 1
(mod 341). Umocnénim na tficatou ¢tvrtou dostaneme 2340 = 1
(mod 341), tj. plati (6.1). Vynasobime-li nyni jesté posledni kon-
gruenci dvéma, dostaneme

2’ =2 (mod 341), (6.3)

tj. plati i vztah (6.2).

Pro jiny zaklad @ = 3 miZzeme obdobné dokazat, ze 33% = 56
(mod 341) a (3,341) = 1, coz podle (6.1) znamena, ze 341 je
slozené Cislo (aniz bychom provadéli jeho rozklad na prvocisla).

Slozené ptirozené Cislo n se nazyva pseudoprvocislo o zakladu
a, jestlize plati (6.2), tj. kdyz n déli a" — a.

Poznamenejme jesté, Ze pokud jsou Cisla a a n nesoud€lna, pak
(6.2) plati prave tehdy, kdyz

a" '=1 (mod n). (6.4)

6.2. Historické poznamky

Prvni pseudoprvocislo 341 o zakladu 2 bylo nalezeno v roce 1819
Pierrem F. Sarrusem (viz Annales de Math. 10 (1819), 184-187
nebo (Dickson, 1919, s.92)), ktery ukazal platnost kongruence
(6.3). Pierre Frédérique Sarrus (1798-1861) je znamy zejména
svymi jednoduchymi vztahy pro vypocet determinanti ctverco-
vych matic fadu 2 nebo 3.

Podle (Porubsky, 2002) vlastnost (6.3) Cisla 341 byla rovnéz
zaznamenana anonymnim autorem clanku Théorémes et problemes
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sur les nombres, ktery byl publikovan v Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 6 (1830), 100-106.

Také Janos Bolyai (1802—1860), jeden ze zakladatelli neeuk-
leidovskych geometrii, informoval svého otce, viz (Kiss, 1985)
o objevu pseudoprvocisla 341 v dopise z kvétna 1855. Navic podle
(Kiss, 1985, s.72) byl Bolyai prvni, kdo ukazal, Ze sloZzené Fer-
matovo ¢islo Fs = 2°2 4+ 1 = 641 - 6700417 je pseudoprvocislo
o zékladu 2. Jeho dikaz byl zaloZen na kongruenci

22" =1 (mod Fs).

Abychom se presvedcili, Ze tento vztah plati, umocnime na dru-

hou nejprve kongruenci 232 = —1 (mod Fs), viz (1.4),

204 =1 (mod Fs).

Vyuzijeme-li rovnosti 232 = 64 - 226, miizeme v umoctiovéani po-
kracovat
26

227 = (2" =1 (mod Fy).

Vynasobime-li dvéma levou i pravou stranu této kongruence, do-
staneme

2Fs —2.22" =2 (mod Fs),
a tedy Fs je pseudoprvocislo o zakladu 2.

V roce 1909 Tadeusz Banachiewicz publikoval 5 pseudoprvo-
¢isel o zakladu 2 mensich nez 2000 a pozdgji objevil jesté dve
zbyvajici v tomto intervalu, viz (Banachiewicz, 1909), (Dickson,
1919, s. 94), (Sierpinski, 1948). Jejich Giplny seznam ma4 tvar:

341 = 1131,
561 =3-11-17,
645 =35 .43,
1105=5-13-17,
1387 = 19 - 73,

1729 =7-13 - 19,
1905 =3-5-127.
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Pseudoprvocisla o zédkladu 2 byla objevena nejdiive a jsou také
nejcastéji studovana. Proto se dohodnéme na nasledujicim.

Umluva. Pro jednoduchost budeme pseudoprvoéisla o zakladu 2
nazyvat jen pseudoprvocisia.

Pseudoprvocisla o jinych zakladech jsou tabelovana napiiklad
v (Ribenboim, 1988).

Priklad. Ukazeme, ze 91 = 7 - 13 je pseudoprvocislo o zakladu
3. Podle Malé Fermatovy véty 2.13 plati 3° = 1 (mod 7), a
tedy podle (1.4) mame, ze 3°° = 1 (mod 7). Dale vidime, Ze
33 =1 (mod 13), tj. 3°° = 1 (mod 13). Dohromady dostavame,
7 3% =1 (mod 91), tj. 91 je pseudoprvoéislo o zakladu 3. Navic
lze provéfit, ze je to nejmensi pseudoprvocislo o tomto zakladu.
(Dalsi takové pseudoprvocislo je 286.)

Pseudoprvocislim se kdysi také tikalo ,,skoro prvocisla“ (angl.
almost primes), viz (Erdos, 1950), nebo téz Pouletova cisla, viz
(Duparc, 1953), nebot’ byla intenzivné studovana P. Pouletem
v (Poulet, 1938), kde jsou tabelovana vSechna pseudoprvocisla
az do 108. Viz téz (Lehmer, 1936).

V fadé publikaci — napf. (Banachiewicz, 1909), (Dickson, 1919,
5.59), (Jeans, 1897/98) — se uvadi, ze staii Cifané jiz 500 let
pt. n. 1. vérili, Ze

2" =2 (mod n) (6.5)

plati pravé tehdy, kdyz je n prvoéislo.? Zajimavé vysvétleni, jak
tato témef jisté nepravdiva historka vznikla, je popsano v (Ri-
benboim, 1996, s. 103—105) ¢i v (Ribenboim, 1988, s. 86). Hlavni
protiargument je ten, Ze staii Cifiané nikdy neformulovali pojem
,»prvocisla®. Tato chyba se poprvé objevila pravdépodobné v ¢lanku
(Jeans, 1897/98) a byla pak opakovana mnoha autory.

2 Pii vsi ticté ke starym ¢inskym matematikiim by asi jen tézko mohli na svych abacich
zjistit, ze 341 | (23*1 — 2), tj. 7e implikace = neplati, nebot’ &islo 234! — 2 ma4 pres
100 cifer a pravidla pro pocitani s kongruencemi tehdy nebyla jesté¢ znama.
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Podle D. Mahnkeho (Mahnke, 1913) v letech 1680-1681 G. W.
Leibniz rovnéz chybné tvrdil, Ze kongruence (6.5) plati, jen kdyz
je n prvocislo.

Nasledujici vétu, jez je uvedena v (Sierpinski, 1948) a (Steuer-
wald, 1947), 1ze pouzit k rekurzivnimu generovani nekonecné
mnoha pseudoprvocisel.

Véta 6.1. Jestlize n je liché pseudoprvocislo, pak 2" — 1 je také
liché pseudoprvocislo.

Dukaz. Protoze n je sloZzené, existuje piirozené Cislo m, 1 <
m < n, které déli n. Pak 2" — 1 déli podle (4.1) ¢islo 2" — 1, tj.
er—1)| (- 1).
atudiz 2" — 1 je také slozené. Nyni staci dokazat, ze
2" —1) | ¥ 2 —1). (6.6)
Jelikoz n je liché pseudoprvocislo, podle kongruence (6.4) plati
(2" —2)/2=2""—1=kn
pro n&jaké celé &islo k. Potom &islo 2" — 1 d&li2F"—1 = 22"-2/2_|
a vztah (6.6) je tedy splnén, nebot’
22"-2 _ (2(2”72)/2 _ 1) (2(2"72)/2 4 1). 0

Diky této véte¢ mizeme explicitné stanovit pseudoprvodislo,
které je vétsi nez libovolné pfedem zadané prirozené cislo. Po-
dobné tvrzeni pro prvocisla prozatim neni znamo, i kdyz vime,
ze prvocisel je nekonecné mnoho. Do roku 2008 nejvétsi znamé
prvoéislo bylo Mersennovo prvocislo 243112609 _ 1 jez m4 téméf
13 miliont cifer (viz oddil 4.1). Poznamenejme jesté, Ze v roce
1903 vétu 6.1 dokazal E. Malo (Malo, 1903) pro piipad, ze n je
prvocislo a 2" — 1 je slozené.

Prvni sudé pseudoprvocislo (o zakladu 2)

161038 =2-73-1103
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bylo nalezeno D.H. Lehmerem v roce 1950, viz (Erdds, 1950).
O rok pozdéji potom N.G. W. H. Beeger dokazal, Ze existuje ne-
kone¢n€ mnoho sudych pseudoprvocisel — viz (Beeger, 1951).

6.3. Hustota rozloZeni pseudoprvocisel

I kdyz je pseudoprvocisel nekoneéné mnoho (viz véta 6.1), je jich
mnohem mén¢ nez prvocisel. Napiiklad K. Szymiczek (Szymi-
czek, 1967) dokazal, ze pokud n-té¢ pseudoprvocislo (o zakladu 2)
oznacime P, pak je fada
> o

n=1 Pn
konvergentni, zatimco je dobie znamo, ze kdyz p,, znaci n-té prvo-
Cislo, pak je rada

1
25

divergentni (viz véta 3.15). Pozdéji vSak A. Makowski ve své
publikaci (Makowski, 1974) pro pseudoprvocisla ukazal, ze fada

=1
nz::l log P,

je divergentni.

Jestlize si ndhodné& zvolime ¢&islo n < 10'°, pronéz 2"~ = 1
(mod n), pak pravdépodobnost, ze n je prvocislo, bude vice nez
30 000krat vétsi nez pravdépodobnost toho, ze n je pseudoprvo-
¢islo. Vice podrobnosti je v ¢lanku (Ktizek, Somer, 2003a).

Zajimava vlastnost, ktera je spole¢na jak prvocislim, tak i
pseudoprvocislim, je vyjadiena v nasledujici vété, viz (Rotkiewicz,
1963) a (Rotkiewicz, 1967).

Véta 6.2 (Rotkiewiczova). Necht' a,d € N jsou nesoudélna cisla.
Pak existuje nekonecné mnoho pseudoprvocisel v aritmetické po-

sloupnosti (a + kd)}Z,.
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Podobny vysledek pro prvocisla udava Dirichletova véta 3.10,
kterda ma stejné znéni jako véta 6.2, kdyz vypustime predponu
,»pseudo®.

6.4. Carmichaelova cisla

Obrovska tidkost pseudoprvocisel o pevném zakladu a ve srov-
nani s prvocisly poskytuje rozumny diivod pouzivat Malou Ferma-
tovu vétu 2.13 pro testovani prvociselnosti, viz (Porubsky, 2002,
s. 81). Existuji vSak sloZena Cisla n, nazyvana Carmichaelova cisla
nebo téz absolutni pseudoprvocisla, ktera jsou pseudoprvocisly pro
kazdy zaklad a, tj. kongruence

a"=a (mod n)

plati pro vSechna pfirozena ¢isla a.

Pocitacova prvociselna sita zaloZend na Malé Fermatove véte
nam tedy kromé prvocisel propusti i slozena Carmichaelova ¢isla.
Proto se prislusné testy prvociselnosti musi jistym zpisobem mo-
difikovat. Jak jiz bylo fe¢eno, Wilsonova ekvivalence (viz véta
3.6): ,,p je prvocislo < (p — 1)! = —1 (mod p)“ se k testovani
prvociselnosti nehodi, nebot’ neni znam efektivni zpisob vypoctu
faktorialu modulo p.

V roce 1899 A. Korselt dokazal nasledujici nutnou a postacujici
podminku pro to, aby slozené pfirozené ¢islo n bylo absolutnim
pseudoprvocislem, viz (Korselt, 1899).

Véta 6.3 (Korseltova). Slozené cislo n je absolutni pseudoprvo-
¢islo prave tehdy, kdyz n neni delitelné c¢tvercem zadného priro-
zeného cisla vétsiho nez jedna a p — 1 deli n — 1 pro vsechny
prvocinitele p cisla n.

Je zajimavé, ze kdyz Korselt dokézal tuto vétu, neuvedl ani
jeden prtiklad absolutniho pseudoprvocisla. Z Korseltovy véty 6.3
naptiklad okamzité plyne, Ze

561 =3-11-17
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je absolutni pseudoprvocislo, nebot’ 3 — 1 = 2, 11 — 1 = 10,
17 — 1 = 16 a vSechna tato ti ¢isla déli 560.

Na druhé stran€¢ 341 = 11 - 31 neni absolutni pseudoprvocislo,
nebot’ 31 — 1 = 30 nedéli 340.

R.D. Carmichael, ktery zavedl funkci 4 (viz oddil 2.8), ne-
zavisle objevil Korseltovo uvedené kritérium a preformuloval je
nasledujicim zptisobem, i kdyz nepouzil terminu ,,Carmichaelovo
¢islo® (Carmichael, 1910).

Véta 6.4 (Carmichaelova). SloZené cislo n je Carmichaelovo
¢islo, pravé kdyz n neni délitelné ctvercem zdadného prirozeného
Cisla vétsiho nez jedna a A(n) | (n — 1).

V ¢lanku (Carmichael, 1910) se také ukazuje, ze kazdé¢ Carmi-
chaelovo ¢islo ma alespon tfi prvociselné délitele, a uvedl jejich
Ctyti priklady, které obsahovaly i dvé nejmensi: 561 a 1105. V dal-
§im jeho ¢lanku (Carmichael, 1912) je uvedeno jiz patnact Car-
michaelovych Cisel. Podle (Pomerance, Selfridge, Wagstaft, 1980)
existuje jen 2163 Carmichaelovych &isel mensich nez 25 - 10°.

V préci (Alford, Granville, Pomerance, 1994) je ukazano, ze
existuje nekone¢né mnoho Carmichaelovych ¢isel. Navic je doka-
zano, ze pokud C(x) oznacuje pocet Carmichaelovych ¢isel nepte-
vySuyjicich x, pak pro dostatecn¢ velké x plati

C(x)> X7,

6.5. Mersennova a Fermatova pseudoprvocisla

Nasledujici véta tvrdi, ze kazdé slozené Mersennovo cislo M, =
2P — 1, kde p je prvocislo, je pseudoprvocislo (o zakladu 2).

Véta 6.5. Vsechna Mersennova cisla jsou bud prvocisla, anebo
pseudoprvocisla.

Dukaz. Necht' M, = 2P — 1, kde p je prvocislo, je slozen¢
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Mersennovo ¢islo. Pak p je liché prvocislo. Staci dokazat, ze
2Mr=1 =1 (mod M),
neboli ekvivalentné
M, | (21 —1). (6.7)
My v8ak dokazeme silngjsi tvrzeni, a to
M, | (2Mp=D/2 1), (6.8)
které implikuje (6.7).
Podle Malé Fermatovy véty 2.13 plati
My—1 _
=
Tudiz (M, — 1)/2 = kp pro né&jaké pfirozené Cislo k. Protoze
(@2 -1)| @ 1),
vidime, ze (6.8) plati. O
Existuje také nékolik souvislosti mezi Fermatovymi ¢isly £, =
22" 4 I,m=0,1,2,...,apseudoprvocisly. Naptiklad v roce 1904
M. Cipolla odvodil, ze n | (2”—2) pron =2"4+1,m=0,1,2,...
O pét let pozdéji Banachiewicz dokazal, Zze vSechna Fermatova

¢isla jsou bud’ prvocisla, anebo pseudoprvocisla o zékladu 2 (ditkaz
je uveden napt. v (Ktizek, Luca, Somer, 2001, s. 36)).

2771 _1=0 (mod p).

Véta 6.6. Vsechna Fermatova cisla jsou bud’ prvocisla, anebo
pseudoprvocisla. Jestlize navic 2" + 1 je pseudoprvocislo, pak n
je mocnina 2.

Mozna, ze prave tato véta vedla Fermata k jeho nespravné do-
mnénce, ze vSechna Fermatova cisla jsou prvocisla.

Fermatova ¢isla pouzilo né€kolik autorti, viz (Cipolla, 1904), (Jar-
den, 1950), (Jeans, 1897/98), (Rotkiewicz, 1964) a (Szymiczek,
1966) ke generovani nekoneéné¢ mnoha pseudoprvocisel. Nasle-
dujici véta z roku 1904 dokazana v (Cipolla, 1904) ukazuje, jak
Ize Fermatova ¢isla pouzit k vytvofeni nekone¢né¢ mnoha pseudo-
prvocisel, kterd maji libovolné velky pocet prvociniteltl.
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Véta 6.7 (Cipollova). Jestlize a > b > --- > s> lan =
F Fy - Fy, pak n je pseudoprvocislo prave tehdy, kdyz 2° > a.
Pro libovolné velké m > 1 tedy existuje nekonecné mnoho pseudo-
prvocisel, kterd maji alespont m ruznych prvocinitelii.

V roce 1949 P. Erdés dokézal, Ze pro kazdé m > 1 existuje
nekone¢né mnoho pseudoprvocisel, kterda maji pravé m rtznych
prvocéiniteld. Je zajimavé, Ze prvni diikaz nekone¢ného poctu pseu-
doprvocisel podal astronom J. H. Jeans uz v roce 1897. V praci
(Jeans, 1897/98) ukazal, 7e kdyz a > b a 2° > a, pak F,F}, je
pseudoprvocislo. Tento vysledek je specidlnim piipadem véty 6.7.

Véta 6.8 (Mickova). Kazdé prirozené Cislo, které neni prvocislem,
je pseudoprvocislem pro vhodné zvoleny zdklad.

Dtkaz. Pro libovolné slozené ptirozené ¢islo #n je podle bino-
mické véty rozdil a” — a délitelny nproa =n + 1,

(n—i—l)"—n—l:n”—i—<T>n”_l+-~~+<ni2>n2.

Odtud a ze vztahu (6.2) plyne, Ze n je pseudoprvocislo o zakladu
n+ 1. O

Vyzkum v oblasti pseudoprvocisel je nyni znacné rozsahly.
Existuje cela fada rozli¢nych tfid pseudoprvocisel (viz (Balillie,
Wagstaff, 1980), (Joo, Phong, 1990), (Kiss, 1999), (Kiizek, Luca,
Somer, 2001), (Phong, 1988), (Somer, 1989), (Szymiczek, 1966)),
napf. jiz zminéna absolutni pseudoprvocisla, Eulerova, Frobeni-
ova, Lehmerova a silnd pseudoprvocisla, Fermatova a Lucasova
d-pseudoprvocisla, superpseudoprvocisla aj. Pseudoprvocisla maji
praktické uplatnéni v kryptografii a algebfe — viz (Flaut, 2007).
Teprve ¢as ukaze, zda nékdy najdou uplatnéni také v dalsich prak-
tickych situacich podobné jako prvocisla.
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7. SPECIALNI TYPY PRIROZENYCH CiSEL

Vesmir je rizen Cisly.

Motto pythagorejcti

7.1. Fibonacciho a Lucasova cisla

Fibonacciho ¢isla. Posloupnost Fibonacciho cisel (K,)72, za-
¢ina hodnotami Ky = 0 a K; = 1 a spliiuje rekurenci?

Kyir =K1 + K, pro vSechnan =0,1,2,... (7.1)
Nekolik jejich prvnich ¢lent je tedy
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
233, 377, 610, 987, 1597, 2584, ...

Tato ¢isla se poprvé objevila ve druhém rozsifeném vydani knihy
Liber Abaci z 1. 1228 italského matematika Fibonacciho a nesou
proto jeho jméno. Poprvé je ale nazval Fibonacciho ¢isly Edouard
Lucas az kolem roku 1870. Leonardo z Pisy (asi 1180 — asi 1250),
nazyvany Fibonacci,? tj. syn Bonaccia, byl jednim z nejvétsich ma-
tematikd stfedovéku. Vdécime mu mimo jin€ za to, ze do evropské
matematiky zavedl nulu diky svym kontaktiim s Arabii.

Ve 12. kapitole jmenované knihy (srov. (Pisano, 2002, s. 404))
se vySetfuje uloha, jak rychle se mohou mnozit kralici za jistych
velice specifickych a idealizovanych podminek. Pfedpokladejme,
ze jeden nove narozeny par je umistén do prazdného vybehu, kra-
kazda samice porodi kazdy mésic pravé jeden par a konecné Ze
kralici neumiraji. V rovnici (7.1) pak K, znaci pocet krali¢ich part
v ohradce v n-tém mésici. Prvni, kdo napsal rekurenci (7.1) pro

DV literatuie se Fibonacciho ¢isla standardné oznacuji symbolem F,,, ktery je ale v této
knize jiz vyhrazen pro Fermatova Cisla.
2 Nékdy téz Leonardo Pisansky.
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Fibonacciho ¢isla, byl Albert Girard (1595-1632), a tedy nikoli
Fibonacci, viz (Tanton, 2005).

Bylo by obtizné vyjmenovat vSechny aktivity, které zajem o Fi-
bonacciho ¢isla vyvolal. Omezime se jen na konstatovani, Ze exis-
tuje specializovany Casopis The Fibonacci Quarterly vychazejici
Ctyrikrat rocné a také spolecnost Fibonacci Association, jeZ po-
fada velké mezinarodni konference o Fibonacciho ¢islech kazdé
dva roky.

O Fibonacciho ¢islech byla napsana cela fada monografii, viz
napiiklad (Hoggatt, 1969), (Jarden, 1973), (Koshy, 2001), (Livio,
2002), (Vajda, 1989), (Vorobiev, 2002). Fibonacciho ¢isla jsou
tak popularni, Ze ve finském Turku pfipevnili na vysoky elektra-
rensky komin pod sebe dva metry vysokd neonové Fibonacciho
¢isla od 1 az do 55.

V tomto oddilu podame stru¢ny piehled o zajimavych vlast-
nostech Fibonacciho ¢isel, o zcela novych vysledcich i otevienych
problémech. Uvidime, Ze Fibonacciho ¢isla se objevuji v n€kterych
naprosto necekanych souvislostech.

Priklad. Vydélime-li postupné¢ atomova ¢isla vzacnych plynt (, He,
10Ne, 13Ar, 36K, 54 Xe, ggRn) ¢islem 57, pak po zaokrouhleni na cela
¢isla dostaneme posloupnost 0, 1, 1, 2, 3, 5. V tomto Fibonacciho
ristu mizeme pokracovat i dale. Pro hypoteticky vzacny plyn
118Uuo, tzv. ununoktinium, pak dostaneme 8.

Priklad. Také v biologii se setkavame s ¢astym vyskytem Fibo-
nacciho Cisel. Naptiklad seminka smrkovych ¢i borovicovych §i-
Sek jsou usporadana do dvou typti (pravotocivych a levotocivych)
Sroubovic, jejichz pocty jsou obvykle 13 a 8. Podobné spiraly lze
spatfit také u artyCokl nebo ananasti. Na obrazku 7.1 vidime, Ze
Sroubovice (spiraly) na povrchu ananasu jsou tvofené utvary, které
pripominaji kosodélniky.

Obrazek 7.2 pak schematicky znazoriiuje rozvinuty povrch to-
hoto ananasu. Kosodélniky 1ze ocislovat tak, ze Cisla na jednot-
livych Sroubovicich tvofi aritmetické posloupnosti s diferencemi
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8 a 13. Cisla kosodélniki, které se dotykaji pravé jednim vrcho-
lem, maji zase diferenci rovnou 5 nebo 21 (v absolutni hodnot¢).
Je pozoruhodné, Ze zhruba kazdy druhy ananas ma Sroubovice na
svém povrchu umisténé zrcadlové, tj. ma 13 levotocivych a 8§ pra-
votocivych Sroubovic. Existuje domnénka, zZe tato slozita struktura
Sroubovic neni zakodovana v DNA, ale Ze se vytvari automaticky
pii rGstu, pticemz novy kosodélnik se vytvari tam, kde je nejvice
mista. Dalsi ukazky vyskytu Fibonacciho ¢isel v ptirodé 1ze nalézt
napt. v (Koshy, 2001).

Piiklad. V roce 1876 francouzsky matematik Edouard Lucas od-
vodil formuli

Obr. 7.1. Soustavy pravotocivych a levo-

tocivych Sroubovic na povrchu ananasu.
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Obr. 7.2. Osm levoto€ivych Sroubovic na rozvinutém plasti ananasu je pro rozliSeni
obarveno stridavé cerné a bile. Priblizné kolmo na tento smér mame tfinact pravo-
tocivych Sroubovic. (Pravy a levy okraj nakresu je tfeba ztotoznit.)

ktera udava, jak jsou Fibonacciho ¢isla ukryta v Pascalové troj-
tihelniku.® Zapiseme tento trojuhelnik tak, jak je zndzornéno na
obr. 7.3. Je patrné, Ze soucty kombinacnich ¢isel podle diagonal se
sklonem asi 45° jsou rovny prave ¢islim K, 1, viz (Calda, 1993).
Naptiklad1+1=2,14+2=3,14+3+1=5,1+4+3 =8 atd.

—
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.=
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Obr. 7.3. Pascaliiv trojiihelnik ve zkoseném tvaru.

Priklad. Lze dokazat, ze po¢et podmnozin mnoziny A ={1,...,n},
které neobsahuji dvé po sobé nasledujici Cisla, je K,,1,. Naptiklad
pro n = 4 jsou to podmnoziny 0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,3}, {1,4}
a{2,4}.

3 Poné&kud odlignym zptisobem jsou skryta v Pascalové trojithelniku také Fermatova
Cisla, viz odstavec O dalSich souvislostech Fermatovych cisel s geometrii v oddilu4.2.
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Rovnéz pocet moznosti, kdy pii » hodech minci za sebou ne-
padnou dv¢ panny, je K,4,. Naptiklad pro n = 4 jsou to moznosti
(0,0,0,0), (P,0,0,0), (0,P,0,0), (0,0,P,0),
(0,0,0,P), (P,0,P,0), (P,0,0,P), (O,P,0,P),
kde O znaci orla a P pannu. To, Ze v obou pfipadech dostavame
stejny pocet moznosti, plyne z nésledujiciho pfifazeni. Necht' B
je podmnozina 4, ktera neobsahuje dvé po sob¢ nasledujici Cisla.
Pak odpovidajici n-tice sloZzena z O a P mé na i-tém misté P prave

tehdy, kdyz i € B.

Ptiklad. Uvazujme dv¢ tabule okenniho skla na sobé¢. Slune¢ni
paprsek se uvnitf této dvojité vrstvy mize rizn€ lamat. V knize
(Livio, 2002, s. 99) se ukazuje, ze paprsek miize projit bud’ piimo,
nebo se uvnitf jednou odrazi dvéma zplsoby, nebo se dvakrat
odrazi tfemi zplisoby, nebo se tfikrat odrazi péti zptisoby, nebo se
Ctytikrat odrazi osmi zpusoby atd. Opét dostavame Fibonacciho
posloupnost.

Piiklad. Klasickou Fibonacciho ulohu s kraliky lze ekvivalentné
formulovat takto: Uvazujme posloupnost fetézct tvorenych Cis-
licemi 0 a 1, které jsou definovany rekurentné tak, Ze Cislici 0
zaménime v nasledujicim fetézci za 1 (tj. nov€é narozeny krali¢i
par dospéje) a Cislici 1 zaménime za 10 (tj. dosp€lému paru se
narodi jeden novy par). Pokud zacneme od jednic¢ky, dostaneme
tuto posloupnost fetézcl:

1,

10,

101,

10110,

10110101,

1011010110110,

101101011011010110101,
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Lze dokazat, ze délka n-t¢ho fetézce je rovna K,y pro n =
1,2,3,... a ze n-ty fetéz pro n > 2 vznikne spojenim dvou
pfedchozich fetézct tak, ze n-ty fetéz zafind vzdy predchozim
fetézcem. Timto zptisobem mizeme zkonstruovat nekonecnou po-
sloupnost nul a jednicek

1011010110110101101011011010110110..., (7.2)

ktera se nazyva zlaty retézec. Posloupnost (7.2) ma fraktalni cha-
rakter. Libovolny jeji kone¢ny podietézec se v ni totiz vyskytuje
nekonec¢nékrat, i kdyZ posloupnost (7.2) neni periodicka. Fibonacci
tak poprvé predstavil tlohu, ktera vede k fraktalnim strukturam.

Fibonacciho ¢isla a Mandelbrotova mnoZina. Fibonacciho ¢isla
jsou ,,ukryta® i v Mandelbrotové fraktalni mnoziné (podrobnosti
viz (Kftizek, Solcova, 2005)). Nejvétsi ¢ast Mandelbrotovy mno-
ziny M definované vztahem (viz oddil 5.9)

M={ceC; 3C>0Vne{l,2,...} : yu0)| < C
a yi(c)=0}

tvoti oblast ohranic¢enou kiivkou srdcovkou (tzv. télo). V naSem
ptipadé srdcovku opisuje bod na kruznici o poloméru 1/4, ktera se
kotali po stejné velké kruznici se sttedem v nule. Srdcovka (neboli
kardioida) je specialnim pfipadem prosté epicykloidy. K télu Ma-
delbrotovy mnoziny oblasti ptfiléha, viz (Peitgen, Jiirgens, Saupe,
1992, s. 857), nekone¢n€¢ mnoho kruhovych oblasti s dalsimi kru-
hovymi vystupky, kterych je rovnéz nekonec¢né mnoho (viz obr. 111
barevné piilohy).

Ruiznobarevné obrazky okoli Mandelbrotovy fraktalni mnoziny
lze ziskat naptiklad nasledujicim zptisobem: Kazdému bodu ¢ €
C\ M ptitadime jisty barevny odstin podle ,,rychlosti divergence*
posloupnosti (y,(c));2, definované vztahem (5.52). Na obr. III ba-
revné piilohy zelena barva oznacuje interval s nejvétsi rychlosti
divergence, tyrkysova interval s o néco mensi rychlosti, fialova in-
terval s jesté mensi rychlosti divergence atd. Mnozstvi podobnych
obrazki lze nalézt v literatufe i na internetu.
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Mnohem pftirozengjsi je ale obarvovat vnitfek Mandelbrotovy
mnoziny M podle po¢tu hromadnych bodt posloupnosti (y,) (viz
obr. V barevné piilohy). Pro £ € N polozme

M(k) = {c € M; (yu(c));2, ma pravé k hromadnych bodi}.

Na obrazcich V a VI barevné piilohy zluta barva vyznacuje
mnozinu M(1) (kdy posloupnost (,(c))>2; ma limitu) a fialova
barva vyznacuje mnozinu M(2) (tj. kdy odpovidajici posloupnost
ma pravé 2 hromadné body). Dalsi barvy jsou pfifazeny takto:
3 — Cervend, 4 — blankytn¢ modra, 5 — zelena, 6 — svétle modra,
7 — tmavé Sediva, 8 — svétle Sediva, 9 — hnéda, 10 — tmavé fia-
lova, 11 — tmavé Cervena, 12 — modra, 13 — tmavé zelena, 14 —
tmaveé modra, 15 a vice hromadnych bodl — ¢erné. Bile je obar-
vena oblast, kde posloupnost (y,(c)) diverguje pro n — oo. Takto
zavedené barevné oznaceni nam umozni vystopovat Fibonacciho
¢isla i v Mandelbrotové mnozing.

Na obr. V barevné prilohy vidime, Ze po obvodu srdcovky jsou
rozmisténé ruzné obarvené kruhy (v kulatych zavorkéach budeme
oznacovat prislusny pocet hromadnych bodt). VSimnéme si, Ze
nejvetsi kruh mezi fialovym (2) a hornim (popi. dolnim) cervenym
kruhem (3) je zeleny (5). Podobné na obr. VI nejvétsi kruh mezi
Cervenym (3) a zelenym (5) je svétle Sedivy (8). Nejvétsi kruh
mezi zelenym (5) a svétle Sedivym (8) je tmavé zeleny (13) apod.
Cisla v zavorkach jsou ale Fibonacciho &isla. Dikaz této vlast-
nosti a dalsi zajimavé souvislosti mezi Mandelbrotovou mnozinou
a Fibonacciho ¢isly jsou uvedeny v (Devaney, 1999), (Peitgen,
Jirgens, Saupe, 1992, s. 688), (Zhu, Cao, Liu, Zhu, 2001) aj.

Zlaty ez a Lucasova ¢isla. Oznacme

:”2\5 a ﬁ:lfﬁ (7.3)

a
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koteny charakteristické rovnice?

! —x—1=0
odpovidajici diferenéni rovnici (7.1). Cislo
a = 1.6180339887...

se nazyva zlaty rez (lat. sectio aurea). V§imnéme si, Ze koten S je
az na znaménko stejny jako koten (5.41), ktery hraje dtlezitou roli
pii eukleidovské konstrukci pravidelného pétitthelniku. Konstanty

1
a=0"-1 a pf=——
a

maji dtilezitou tlohu pfi analyze Fibonacciho ¢isel diky vztahu
o' — p" 3

K,=— pro vSechnan =0,1,2,..., (7.4)
ktery se nazyva Binetova formule (ptitoma—f = /Saa+p = 1).
Formuli (7.4) publikoval jiz v roce 1765 Leonhard Euler. V roce
1843 ji ale znovu ,,objevil” francouzsky matematik Jacques Phi-
lippe Marie Binet (1786—1856). Pov§imnéme si, ze (7.4) generuje
pouze ptirozena ¢isla, 1 kdyz obsahuje nékolik iracionalnich Cisel.
Ze vztahu (7.4) navic plyne, ze K, je nejblizsi celé ¢islo k Cislu
o / \/g .

Zlaty ez predstavuje jiz od antiky zékladni esteticky pomér. Ob-
délnik, jehoz délky stran jsou v poméru a, je pokladan za nejkras-
néjsi. Takovy obdélnik vznikne napiiklad jako konvexni obal dvou
protilehlych hran pravidelného dvacetisténu (viz obr. II barevné
ptilohy). Pomér délek thlopricky a strany pravidelného pétitihel-
niku je a; pritom se i samotné thlopticky rovnéz déli v poméru
zlatého fezu. Polomér kruznice opsané pravidelnému desetitihel-
niku k délce jeho strany je rovnéz v poméru a. Johannes Kepler
(1571-1630) popsal tiicetistén (tzv. Kepleritv tricetisten), ktery je
prinikem péti riizné natoéenych krychli o stejném stiedu, viz (Sol-
cova, 2004, s.32). Vsech tficet stén tvori shodné kosocétverce a
pomgér jejich thlopfticek je také roven a.

9 Reseni linearnich diferenénich rovnic k-tého adu je popsano napi. v (Henrici, 1962,
5.213).
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Zlaty fez méa celou fadu zajimavych algebraickych vyjadieni,

napf.
a:\/1+\/1+\/1+\/1+....

Kazdé realné Cislo y # 0 Ize zapsat ve tvaru fetézového zlomku
1
1 )
1
as + ...
coz se n¢kdy oznacuje [ai, as, as, . .. |. Pfitom plati

a'=[1,1,1,...1=(/5-1)2

y = a; € 7,
a; +

a +

Poznamka. Pomoci &isel [2,2,2,...] = v2—1,resp. [3,3,3,...]
= (V13 — 3)/2 Ize analogicky definovat téz tzv. stiibrny rez, resp.
bronzovy rez.

K posloupnosti K, existuje dulezitd (téZ celociselnd) dopro-
vodna posloupnost
Ly=ad"+p"=0d"+(-1)"a™" pro vSechnan =0,1,2,...,
(7.5)
kterd se nazyva Lucasova posloupnost. Jeji prvky, tzv. Lucasova
¢isla, spliuji také rekurenci (7.1), pokud zaménime K, za L, tj.
Lyyr = Lyy1 + Ly pro vSechnan =0,1,2,... (7.6)
s pocate¢nimi hodnotami Ly = 2 a L; = 1. Nékolik jejich prvnich
Clentl je
2,1,3,4,7, 11, 18, 29, 47, 76, ...
Rovnosti obsahujici Fibonacciho a Lucasova ¢isla. V roce 1680

francouzsky matematik a astronom italského ptivodu Giovanni Do-
menico Cassini zjistil, ze (viz (Koshy, 2001, s. 74))

Ky Ky—1 — K,% = (_l)n- (7.7)
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Tato identita pro n = 6 je zdkladem pozoruhodného geometrického
paradoxu z obrazku 7.4 (viz poznamka na konci oddilu 7.1).

Al
| | o
ol = \Bii l A’ — =
T || C’
\ fo // Bf DLi
C \ ~ | ‘

Obr. 7.4. Ctverec 8 x 8 a ohdélnik 13 x 5, jeZ maji riizné obsahy, jsou rozdéleny na
oblasti A,B,C,Da A’,B’,C’, D', které maiji po fadé zdanlivé stejné ohsahy.

Ze vztaht (7.1), (7.4), (7.5) a (7.6) miZeme odvodit fadu zaji-
mavych identit:

Knp1 +Kn—1 = Ly,
Lys1+Ly—1 = 5K,
K} — KppiKyo g = (1)K,
Ly — Lyy1Ly—y = (—1)"5,
Ly — 5K; = (—1)"4,
Ky —Kp = KoLy = Kap,
K,%H +K? = Kapy1,
KnKp1 + K 1Ky = K.
Rovnosti na poslednich tfech fadcich lze rekurentné pouzit pro

vypocet Fibonacciho ¢isel s velkymi indexy. Pomoci matematické
indukce z nich Ize téZ odvodit dalsi elegantni vztah

n
I Y S T T I
K, K, 10
Povsimnéte si, ze (7.7) vlastné vyjadiuje rovnost determinantli
téchto matic. Vice nez stovku podobnych vztaht mezi Fibonacciho
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a Lucasovymi Cisly lze nalézt v (Hoggatt, 1969), (Koshy, 2001) a
(Vajda, 1989). Uved'me jesté nékteré z nich (viz téz obr. 7.5):

n n—1 n
S Ki=Kpa—1  [[Li=K»n. Y <IZ)K,» = Kon.
i=1 i=0

i=0

3

1

1| 2 5 13

n
Obr. 7.5. Geometricka interpretace vztahu > K? = KnKpyq.
i=1

Determinanty tridiagonalnich matic typu n x n

301 1 i
31 11 1
T(n) = 1 3 . , U= i1 ,
R Lo i
1 3 11

kde i je imaginarni jednotka, jsou Fibonacciho Cisly. Indukci lze
totiz odvodit, viz (Strang, 1998), (Cahill, D’Errico, Spence, 2003),
ze

n
kn
det T(n) = Konya _kHl(3_2COS”+ 1),

n

kn
det U(n) = Kpyy = (1 Y )
et U(n) nt1 kli[l 1cosn+1
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Tyto rozklady na Cinitele v realné i komplexni aritmetice jsou dale
zobecnény v (Seibert, Trojovsky, 2007).

Slavny rusky matematik Jurij Matijasevi¢ (Matiyasevich, 1992,
s.40) pomoci Fibonacciho ¢isel téZ negativné roziesil desaty Hil-
berttiiv problém, ktery se tyka fesitelnosti diofantskych rovnic po-
moci kone¢ného poctu aritmetickych operaci, viz (Matiyasevich,
1970), (Jones, Matiysevich, 1991). V roce 1985 odvodil dalsi pie-
kvapivy vztah (viz (Matiyasevich, Guy, 1986)) mezi Fibonacciho
Cisly a Ludolfovym cislem n = 3.141592653589..., které¢ je
transcendentni (tj. neni feSenim zadné algebraické rovnice s ce-
lo¢iselnymi koeficienty),

. 6In(K\K> -+ K,)
= lim s
n—0o0 ln[K13K25~'~ :Kn]
kde [Ki,K3,...,K,] oznacuje nejmensi spoleény nasobek Fibo-
nacciho Cisel K1, K>, ..., K.

James P. Jones v ¢lanku (Jones, 1975) dokazal, ze mnoZina
vSech kladnych Fibonacciho cisel je totozna s mnozinou vsech
kladnych hodnot nasledujiciho polynomu patého stupné ve dvou
celociselnych proménnych:

p(x,y) = —x*y = 2x°p% + x% + 2xp* — 7 + 2.
Naptiklad p(1,1) =1, p(2,3) = 3, p(8,13) = 13.

Belgicky matematik Eugéne Charles Catalan (1814-1894) za-
vedl tzv. Fibonacciho polynomy pomoci rekurence podobné (7.1):
fur2(¥) = x far1(¥) + fu(x)  proviechnan=0,1,2,...,

kde fo(x) =0a fi(x) = 1. Pfitom vidime, ze
Sn(1) = K.
Podobné Ize definovat i Lucasovy polynomy. Jejich vlastnosti jsou
uvedeny v knize (Koshy, 2001).
Ze vztaht (7.4) a (7.5) lze snadno dokazat, ze plati

. Kn+1 .
o = lim = lim
n—00 n n—oo L,

Ly
t (7.8)
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Zlaty tez a ma celou tadu dualezitych aplikaci. Naptiklad jej
1ze pouzit k hledani minima spojité realné (obecné nediferenco-
vatelné) funkce J na uzavieném intervalu (a,b) C R (angl. gol-
den section search algorithm — viz (Kiizek, Neittaanmaki, 1990,
s.177)). Necht bod minima x* lezi uvnitf (a, b) a pro jednoduchost
ptedpokladejme, ze J je na intervalu (a, x*) klesajici a na (x*, b)
rostouci. Pocatecni hodnoty algoritmu jsou dany takto x¢ := a,
X3 = b,

Xy i=yx3 — fxo, Jii=J(xy),
X 1= yxg — fx3, S i=J(x2),

1—+/5 1 3—45
kde g = 2\/_ =-_ay= p* = 2\/_. Pokud J; < J,,
polozime (srov. obr. 7.6)
X3 = X2, X2 =X, X1 :=X0+Xx3—Xx2, =1, Ji :=J(x1);

v opac¢ném piipadé

X0 I=X1, X|=X2, X2:=Xo+x3—Xx1, J 1=k, Joi=J(x2).

Ay

~

V=

.Xo xl )C2 )C3
Obr. 7.6. Hledani minima funkce J pomoci zlatého fezu.
Tento iteracni proces opakujeme tak dlouho, az je rozdil x3 — xg
dostate¢né maly. Pfitom v intervalu (xo, x3) bude lezet bod minima

x*. Poméry délek prislusnych Gsecek béhem iteracniho procesu
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budou stale v poméru zlatého fezu a, viz (7.3). Vidime napiiklad,
7e
X3 — X0 X3 — X0 X3 — X0

x3—x1  x3— B3+ Bxo  —Px3+ Bxo

Podobné plati, ze

X3 — Xo X2 — X0 X3 — X1

X2 — Xo X2 — X1 X2 — X1

Diky této vlastnosti 1ze ukazat, Ze pocet vyhodnoceni funk¢ni hod-
noty J (coz muZe byt nékdy vypocetné velice narocné) je obecné
nejmensi mozny.

Fibonacciho ¢isla maji pouZiti i v teorii her, v genetice, v hudbg,>
pro tiidici algoritmy (angl. Fibonacci sorting algorithm), pro pro-
blém bankovnich depoziti, pro feseni specialnich elektrickych ob-
vodu aj. Tyto aplikace lze nalézt napiiklad v knizkach (Hoggatt,
1969), (Koshy, 2001), (Schroeder, 2006).

Nejkrasnéjsi vlastnosti Fibonacciho a Lucasovych ¢isel. Na prv-
nim misté uved'me Zeckendorfovu vétu o uplnosti.

Véta 7.1 (Zeckendorfova). Kazdé prirozené cislo lze jednoznacné
vyjadrit jako soucet riznych Fibonacciho cisel K; pro i > 2 tak,
Ze Zadné dva indexy i po sobé nendsleduji.

Jeji dikaz je uveden v (Brown, 1964). Na zaklad¢ Zeckendor-
fovy véty mizeme tedy kazdé prirozené Cislo napsat jako soucet
Fibonacciho ¢isel. To, Ze tento soucet neobsahuje dveé po sobé na-
sledujici Fibonacciho ¢isla, Ize splnit diky vztahu (7.1). Budeme-li
pro piirozené n > 2 psat 10”2 misto K,,, pak viem celym neza-
pornym ¢islim mizeme prifadit nasledujici fetézce slozené z nul

% Naptiklad chromaticka stupnice na klaviru ma 13 kldves, z toho 8 bilych a 2+3=5
Cernych.
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a jednicek
0—0, 1+—1, 2~—10, 3+— 100, 4=3+1— 101,
5—1000, 6=5+1+—1001, 7=5+2+~ 1010,
8 — 10000, 9=8+1+~ 10001, 10=8+ 2+ 10010,
11=8+3+— 10100, 12=8+3+1+ 10101, ...
Vsimnéte si, ze z poslednich cifer (jsou podtrzené) lze sestavit

fetézec, ktery je inverzni ke zlatému fetézci (7.2), tj. nuly a jednicky
jsou prohozené. Neni to maly zazrak?

Véta 7.2. Kazdé prirozené cislo lze vyjadrit jako soucet riiznych
Lucasovych cisel L; pro i > 0.

Dtikaz je uveden napriklad v knizce (Hoggatt, 1969, s. 73). Neni
tézké ukazat (viz (Koshy, 2001, s. 136), (Vorobiev, 2002, s. 57)), ze
kazda dve po sobé nasledujici Fibonacciho ¢isla jsou nesoud€lna,
tj.

(Knt1,Kp) = 1.

Tento vysledek Ize zobecnit tak, jak uvadi véta 7.3.

Véta 7.3. Pro libovolna piirozena cisla m a n plati
(Km, Kn) = K(m,n)a
K | K, <= m | n (79)

Ly |Ly<—=3ke{l,2...} :m=Q2k—1n, n>1

Diikazy jednotlivych tvrzeni lze najit napt. v (Hoggatt, 1969,
s.39-40), (Koshy, 2001, s. 198-200), (Vorobiev, 2002, s. 51-58).

Véta 7.4. Cislo K, je delitelné K, K, prave kdyz (m,n) = 1,2
nebo 5.

Véta 7.5. Necht m > 1 a n > 1. Pak je cislo L, délitelné L,,L,
prave tehdy, kdyz m a n jsou lichd nesoudélna cisla.
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Diikazy ptedchazejicich dvou vét lze najit v (Jarden, 1973, s. 1
a 3). Dalsi pozoruhodna véta je uvedena v (Koshy, 2001, s. 422).

Véta 7.6. Jestlize p > 5 je prvocislo, pak K » = p> (mod 100), 4.
dvé posledni cifiy cisel p* a K, jsou stejné.

Nasledujici tvrzeni pochdzi od vyznamného francouzského ma-
tematika Gabriela Lamého (1795-1870), viz (Koshy, 2001, s. 138—
140).

Véta 7.7. Necht 2 < k < m. Pak Eukleiditv algoritmus pro (k, m)
nepotrebuje vice krokii, nez je pétinasobek poctu cifer k. Dale plati,
zek > Ky am > Ky, pokud Eukleiduv algoritmus spotrebuje
n krokii.

Eukleidiv algoritmus (viz oddil 1.5) pro vypocet nejvétsiho
spolecného délitele spotiebuje nejvice krok, jestlize k£ a m jsou
dvé po sobé nasledujici Fibonacciho Cisla. Je-li tedy n > 2, pak
prourceni (K41, Ky+2) je zapotiebi pravé n déleni (srov. obr. 7.5).

Na zaveér této ¢asti uved'me jesté jednu vétu. Dlikaz, ktery pro
ukazku predvedeme, je podstatné jednodussi nez pivodni dikaz
J. H. Haltona z ¢lanku (Halton, 1964).

Véta 7.8 (Haltonova). Necht' n > m a necht’ r je zbytek pri déleni
K, cislem K,,. Pak bud’r, nebo K,,, — r je Fibonacciho cislo.

Dukaz. Podle (7.4)

_ap

K="
= o —p" n—m n—my _ min(m,nfm)aln_zml_ﬂln_zm‘
— a—ﬂ(a +p ) — (apf) -

KLy — (_l)min(m’n_m)K|n72m|-

Jestlize |n—2m| < m, potom r = K|, _3,, nebo Ky =7 = K|, _op|-
Pokud |[n—2m| > m, pak délime K|, Cislem K, a pokracujeme
tak dlouho, az bude zbytek mensi nez K. O
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Prvocinitelé Fibonacciho ¢isel. Fibonacciho ¢isla 2, 3, 5, 13, 89,
233, 1597 aj. jsou prvocisla. Dodnes ovSem neni zndmo, zda je jich
nekone¢né mnoho. Také Lucasova ¢isla 3, 7, 11, 29, 47, 199, 521
aj. jsou prvocisla a nevime, zda jich je nekone¢n¢ mnoho. Protoze
plati ekvivalence (7.9), kazdé prvocislo K, s n > 4 musi mit index
n prvociselny. Naproti tomu K9 = 37 - 113 je ¢islo slozené, i kdyz
ma prvociselny index. Tabulky vSech prvocinitelli Fibonacciho a
Lucasovych cisel pro n < 385 jsou obsazeny napiiklad v (Jarden,
1973).

Zajimavy objev ucinil J. M. Zenger. V§iml si, Ze souin prvnich
sedmi prvocisel je roven

2:3.5-7-11-13-17 = K7 Kg K9 K. (7.10)

V nasledujici véte (viz (Kiizek, Luca, Somer, 2006)) ukaZzeme, ze
tento pekny priklad jiz nelze ,,zvétsit™.

Véta 7.9. Nejvetsi soucin po sobé nasledujicich prvocisel, ktery je
roven soucinu alesporn ti'i po sobé jdoucich Fibonacciho cisel, je
K7 Ks K9 K.

Dikaz. Necht n je ptfirozené Cislo. Oznaéme z(n) nejmensi
piirozené ¢islo j takové, ze n | K. Je znamo, ze takové z(n) vzdy
existuje (Ribenboim, 1996, s. 60). Nejprve ukazeme, ze plati

n| Ky < z(n)| m. (7.11)

=: Necht n | K, a oznaéme k = (z(n), m). Pak podle véty 7.3
je (Kzn),Ki) = Ky a k < z(n). Pokud k < z(n), pak n | K,
protoze n | K-(»y a n | K. To je ale ve sporu s tim, ze z(n) je
nejmensi pfirozené ¢islo j takové, ze n | K;. Tudiz k = z(n) a
z(n) | m.

<: Necht’ z(n) | m. Pak podle (7.9) plati K.(») | K. Protoze n
podle definice déli Ky, mame n | K.

Nyni dokazeme vlastni tvrzeni véty. Pokud mame alespon tti
po sob¢ jdouci indexy, pak alespon jeden z nich je dé€litelny tfemi.
Jestlize 3 | n, pak pomoci ekvivalence (7.9) plati K3 | K),. Tedy
K, je sudé, protoze K3 = 2, a soucin prvocisel na levé stran¢ musi
zacinat 2.
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Pokud by existoval piiklad s jest¢ vétSim poctem Cinitelll, nez
je v (7.10), pak by leva strana musela obsahovat prvocislo 19.
Nejmensi Fibonacciho Cislo délitelné 19 je K3 = 2584. Podle
(7.11) musi proto soucin Fibonacciho Cisel na pravé stran¢ obsa-
hovat index n délitelny z(19) = 18, coZ je nasobek 6. Avsak podle
(7.9) je K | K,, a pritom K5 = 8 = 23. Soucin na levé strané tedy
nemtiZze byt souc¢inem po sob¢ jdoucich prvocisel. O

Véta 7.10. Pro kazdé n € N je posloupnost zbytkii (K; (mod n)):2,
periodicka.

Diikaz. Posloupnost (K; (mod n))?2, obsahuje nejvyse n riiz-
nych zbytkl. Podle Dirichletova principu (véta 1.5) tedy existuje
7 €1{0,1,...,n%—1} tak, Ze se usporadana dvojice (K;, K1) opa-
kuje v posloupnosti Fibonacciho ¢isel modulo 7, nebot” takovych
dvojic je n*. Posloupnost (K; (mod 1))22, je proto periodickd pro
i> ]

Sporem ukazeme, ze j = 0. Necht j > 1 je nejmensi Cislo
takové, Ze posloupnost (K; (mod r)){2, je periodickd proi > ja
necht’ £ je perioda této posloupnosti. Pak K; = K;;, (mod n) pro
vSechna i > j. Specialné K; = K;, (mod n) a K; | = K1 14¢
(mod n). Pak ale

Ki1=Kjt1 —K;=Kjr14¢ — Kjye = Kj—14¢  (mod n)

a (K; (mod n))?2, je tedy periodickd i pro i > j — 1, coz je
spor. Tedy j = 0 a posloupnost (K; (mod 7)), je periodicka od
samého pocatku. O

Navic D. D. Wall dokazal, ze délka periody posloupnosti zbytkl
(K; (mod n))2, je pro n > 2 vzdy suda. Pro n = 2, 3, 4 jsou
délky minimalnich period postupné 3, 8 a 6. Snadno se miZete
presvédcit, Ze pro n = 24 je délka minimalni periody také 24.

Prvocinitel p Cisla K, se nazyva primitivni, jestlize p nedéli K,
pro zadné pfirozené m < n. Napiiklad K|, = 144 = 2* . 3% nema
Zadného primitivniho prvoéinitele, protoze 2 | K3 a 3 | K4. Robert
Daniel Carmichael, viz (Carmichael, 1913), dok4zal nasledujici
velmi silnou vétu.
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Véta 7.11 (Carmichaelova). Cislo K, ma alespori jednoho primi-
tivniho prvocinitele pro vSechna n > 12.

Poznamenejme jesté, Zze primitivni prvocinitelé musi byt po-
mérné velci. Jestlize totiz p # 5 je primitivni prvocinitel K, pak
p =1 (modn)pro p = 1,4 (mod 5) a p = —1 (mod n) pro
p=2,3 (mod5). Tedy p >n—1.

V. Drobot v ¢lanku (Drobot, 2000) dokazal pozoruhodnou sou-
vislost Fibonacciho Cisel s prvocisly p, pro néz 2p — 1 je také
prvocislo (srov. oddil 4.6). Je-li p = 2,4 (mod 5) takové prvo-
¢islo, pak 2p — 1 | K, a tedy K, neni prvocislo.

Wayne McDaniel odvodil, ze K, pro n > 48 ma vzdy alespon
jednoho prvocinitele tvaru p = 1 (mod 4), viz (McDaniel, 2002).
Odtud mj. plyne, ze vSechna Fibonacciho prvocisla kromé 2 a 3

maji také tento tvar. Pravdépodobnost, Ze K, ma prvocinitele tvaru

p =3 (mod 4), je praveé %, viz (Luca, 2003a). Naproti tomu hus-
tota mnoziny prvocinitelti Lucasovych Eisel je jen % (podrobnosti

viz (Ktizek, Luca, Somer, 2005)).

DalSi vlastnosti Fibonacciho ¢isel. Nejprve pfipomenme (viz od-
dil 4.8, strana 154), Ze ptirozené Cislo m se nazyva palindromem
v Ciselné soustave o zakladu b, jestlize tetézec jeho cifer je stejny,
kdyz se Cte zleva doprava jako zprava doleva. Napiiklad K;y = 55,
Ls = 11 a Lys = 167761 jsou palindromy v desitkové soustave.
Oznacime-li P, mnozinu ptirozenych Cisel n, pro néz K, nebo L,
je palindrom v bazi b > 1, pak asymptoticka hustota mnoziny P
je nula, viz (Luca, 2003b), tj.

n<
lim |{I’l € Py; n < m}| _

m— o0 m

0,

kde | - | znac¢i pocet prvku. Tento vysledek ale neni tak silny, aby
z n¢&j Slo odvodit, ze suma pievracenych hodnot prvkla z P, je
konvergentni.
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I.J. Good ve své praci (Good, 1974) zjistil, ze

— 1 7-/5
— Kw 2

n

Toto iraciondlni ¢islo je algebraické, nebot’ je kofenem polynomu
s celoCiselnymi koeficienty.

Pro f z (7.3) a vSechna komplexni ¢isla z takova, ze |z| < |f],
je splnéna rovnost (viz (Schroeder, 2006, s. 225))

> z
" _
ZK,Z = (7.12)
i=1
Racionalni funkce na pravé stran¢ (7.12) se nazyva vytvorujici
funkce Fibonacciho posloupnosti. Specialné pro z = 5 mocninna

fada v (7.12) konverguje a plati

Z 2—; =2
i=1

Nejvétsi ptirozené &islo n takové, ze K,, = x? pro n&jaké celé x,
jen = 12, viz(Ljunggren, 1951). Je tedy pfirozené se ptat, jaké jsou
vSechny mocniny ve Fibonacciho posloupnosti. Diky vztahu (7.9)
staci uvazovat jen prvociselné exponenty. Vznikla domnénka, Ze
K1, = 144 je nejvétsi takova mocnina. H. London a R. Finkelstein
ji dokazali pro exponent 3 (viz (London, Finkelstein, 1969)) a
J. McLaughlin pro exponenty 5, 7, 11, 13 a 17, viz (McLaughlin,
2002). V roce 2004 byla nakonec domnénka dokazana pro vSechny
exponenty, viz (Bugeaud, Mignotte, Siksek, 2004).

Fibonacciho ¢isla se objevuji zcela necekané pii feSeni nékterych
diofantskych rovnic. Ilustrujme to na nasledujici uloze. Diofantskd
Ctverice je mnozina Ctyt racionalnich Cisel takovych, ze soucin
libovolnych dvou Cisel z této Ctvetice zvétSeny o jednu je Etvercem
racionalniho Cisla. Diofantos z Alexandrie jednu takovou Ctvetici

1 33 68 105 : .
nalezl <1 ¢ 16° 16° 16 > Prvni, kdo zkonstruoval podobné
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feSeni s celociselnymi hodnotami
(1,3,8,120),

byl Pierre de Fermat. Skutecnost, ze prvni tii Cleny této Ctvefice
jsou Fibonacciho ¢isla, umoznila odhalit mnohem obecné;jsi feseni.
Prok > 1je

(Kak> Kokyas Kokyar 4Koki1 Kogyo Kogys)
vzdy diofantskou ¢tveftici. Je-li totiz x takové, ze xK; + 1 je ¢tverec
pro viechna i € {2k, 2k + 2, 2k + 4}, pak (viz (Dujella, 1999))

X = 4Ko1 41 Kogqo Koj3.

D. A. Lind hledal feSeni diofantské rovnice pro binomické koe-
ficienty (viz (Lind, 1968))

n n—1
O-G) o

a prekvapive nasel nekonecnou tfidu feSeni
(n, k) = (Kiy2 K2iv3,Ki Kpiy3) pro i =0, 1, ...

Existuje domnénka, ze diofantska rovnice

<Z> = (’?) pron>m, k<n/2, {t <m/2

ma jen koneéné mnoho celodiselnych feseni (n, k, m,€) kromé
téch, ktera tvofi jiz zminénou nekonecnou tiidu feSeni rovnice
(7.13) ve Fibonacciho ¢islech.

Na zéavér se zminime o Fibonacciho ¢islech dalsich tvarti. V ¢lan-
ku (Luca, 1999) je dokazano, ze Kj, = 3!4! je nejvétsi Fibonacciho
¢islo, které je soucinem faktorialii. Navic

K1 K2K3K4K5K6K8K10K12 =11!

je nejvétsim faktoridlem, ktery je soucinem rtiznych Fibonacciho
Cisel. Poznamenejme jesté, Ze existuje jen kone¢né¢ mnoho Fibo-
nacciho ¢isel, ktera lze vyjadiit jako sumu nejvyse & faktorialti pro
kazdé pevné k, ale stanovit takovou sumu pro £ > 3 je z vypocet-
niho hlediska velice obtizné.
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Poznamka. Pokud vam v hlavé stile vrtd geometricky paradox
z obr. 7.4, pak vam napovime, Ze nejmensi z uhli trojahelniku A4

je arctg 3 _ 20, 56°, zatimco u trojahelniku A’ je to arctg 15—3 =

7=
21, 04° (srov. téz (7.8)). Tento maly rozdil v obrazku 7.4 neni témer
vidét. Autorem paradoxu je matematik C. L. Dodgson, zndmy jako

Lewis Carroll, autor knizky Alenka v Fisi divii.

7.2. Mnohothelnikova cisla

Pro piirozené k definujme k-uhelnikova (polygondlni nebo téz
Jiguralni) ¢isla Py, jako soucet prvnich n ¢lenl aritmetické po-
sloupnosti (m—1)(k—2)-+1);_, s po¢atecnim ¢lenem 1 a diferenci
k—2, 4.

Prp=14+(k-1)+Q2k=3)+CBk—=5+--+((n—1)(k—2)+1).
(7.14)

Vétsinou se uvazuji jen pro pripad & > 3, ktery odpovida pra-
videlnym mnohouhelnikiim. Napiiklad pro £ = 3,4,5 a n =
1,2,3,4 jsou mnohothelnikovéa ¢isla Py, na obrazku 7.7 zna-
zornéna pravidelnymi mnohothelniky s k stranami a n puntiky na
kazdé strang, pficemz celkovy pocet puntikl je Py ,.

Oznacme T, trojuhelnikova cisla Ps ,. Podobné mizeme defino-
vat symbol S, pro ctvercova cisla P, , nebo P, pro pétiuhelnikova
cisla Ps . Uzijeme-li vzorec pro soucet prvnich » ¢lent aritmetické
posloupnosti (7.14), vidime, Ze

Pin = ;[1+(1+(n—1)(k—2))] - ;[(n—l)(k—2)+2]. (7.15)

Specialné tedy
1
nzn(%ﬂzwzjt--drn, (7.16)
S, = n?,
n(3n—1
Py, = ( ) ):
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apron=1,2,3,4,5,6,... dostaneme

1, 3, 6, 10, 15, 21,... (trojuhelnikova cisla),
1, 4,9, 16, 25, 36,... (Ctvercova Cisla),
1, 5, 12, 22, 35, 51,... (pétithelnikova Cisla).

.A&@

e

Obr. 7.7. Geometricka interpretace trojiihelnikovych, ctvercovych a pétiihelnikovych
cisel.

Z prostredniho fadku obr. 7.7 také vidime, ze kazdé Ctvercové ¢islo
je souctem po sobé¢ nasledujicich lichych ¢isel.

w=14+3+5+--+Q2n—-3)+Qn—1),

coz lze ostatné piimo dokézat i ze vzorce pro soucet konecného
poctu clent aritmetické posloupnosti. Dale snadno zjistime, ze

Thy=n+ Ty,
Sp=n+2T, 4,
P,=n+3T,_;
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a obecné
P =n+ (k= 2T,y

S mnohouhelnikovymi ¢isly se setkavame v fade situaci. Napii-
klad v Bohrové modelu atomu vodiku maji drahy, po nichz muze
obihat elektron jadro, poloméry umémé S, = n?. V nasledujici
kapitole 8 ukazeme, jak trojuhelnikova ¢isla (7.16) souvisi s bicim
strojem prazského orloje. Uved’'me si tedy nékteré jejich zajimavé
vlastnosti. Tak naptiklad Luo (viz (Luo, 1989)) dokazal, ze nejvétsi
Fibonacciho trojuhelnikové ¢islo je Kjo = 55. Ze vztahu (7.16) pro
n = 8 se zase snadno sami miiZete presveédcit, ze Ctvercové Cislo
36 = 6 je zarove i trojuhelnikové.

Nyni roz§ifime posloupnost mnohouhelnikovych ¢isel o ¢leny
Poo=Pig=Prp=---=0,tedy

T():O, S():O a P()ZO.
Pak plati véty, které¢ uvadime dale.
Véta 7.12. Soucet dvou po sobé nasledujicich trojuhelnikovych
cisel je ¢tvercem prirozeného cisla.
Duikaz. Pro pfirozené n mame

nn—1) nn+1)
> + 3 =n".

Thy+ Ty =

Obr. 7.8. Geometricka interpretace véty 7.12.

Jina véta ukazuje, ze k-thelnikové ¢islo je souctem (k—1)-tihel-
nikového ¢isla a trojihelnikového Cisla.
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Véta 7.13. Pro libovolné k,n € N plati
Pin = Pr—1n+ Th—1.
Dukaz. Ze vztahti (7.15) a (7.16) plyne
Py = g(n(k —2)+4—k)

n n
=k =3)+5-0)+ 50— =Pein+ T O

Véta 7.14. Pro libovolné k,n € N plati
8(k — 2)Pyp + (k — 4)* = Qkn — 4n — k + 4)~.
Dukaz. Ze vztahu (7.15) plyne
8(k—2)Py,+ (k—4)* = 8(k—2)g(n(k—2) +4 — k) + (k—4)
= [@n)(k —2)P + 4n(k —2)(4 — k) + (4 — k)?
= (2kn —4n — k + 4)%.
Specialné pro & = 3 obdrzime
8T, +1=(2n+ 1)

atedy 87}, + 1 je ¢tvercem piirozeného Cisla (srov. obr. 8.8 v dalsi
kapitole). Pro £ = 5 dostaneme

24P, +1=(6n—17° a P,=n>+T,_,.
Pro k = 6]6 Pg,n = T2n—l-

Véta 7.15. Kazdé prirozené cislo Ize vyjadrit jako soucet k-uhel-
nikovych cisel s nejvyse k scitanci.

Tuto vétu vyslovil jiz Pierre Fermat. Tvrdil, Ze ma i jeji dikaz,
ktery ale nikdy nebyl nalezen. Vétu 7.15 pro ptipad £ = 4 (tzv.
¢tvercovou vétu) znal jiz Diofantos, ale dokazal ji az C. G. Jacobi,
J.L. Lagrange (1772) a L. Euler: Kazdé prirozené cislo je souctem
ctyr ctvercu. C.F. Gauss v roce 1796 podal dikaz véty 7.15 pro
ptipad trojithelnikovych ¢&isel. Uplny diikaz pro libovolné k vsak
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podal az A.L. Cauchy v roce 1813, viz (Guy, 1994a). Podle véty
7.15 pro k = 3 naptiklad plati, ze
1I8=0+34+15="7,+Ts.
Podobné pro £ = 4 mame
1634 = 17 + 9>+ 16° + 36> = S| + Sy + Si6 + Sse.

Zabyvejme se nyni pozoruhodnou vétou pochazejici od Eulera,
ktera svazuje tzv. zobecnéna pétiuhelnikova ¢isla a rozklady ci-
sel na s¢itance. Oznac¢me p(n) pocet vzajemné riznych zplsobu,
kterymi mizeme vyjadfit ¢islo »n jako soucet jednoho ¢i vice pfi-
rozenych cisel bez ohledu na poradi scitanct (pfitom klademe
p(0) = 1). Tak napiiklad p(4) = 5, protoze

4=3+1=2+4+2=24+1+1=1+1+1+1

Zobecnéna pétitthelnikova cisla definujme vztahem

Pj:% proj=0,1,2,...,
Pj:jTﬂ proj=-—1,-2,...

Vidime tedy, ze jejich definice souhlasi s béznymi pétithelniko-
vymi Cisly pro j pfirozené.

Véta 7.16 (Eulerova). Pro kazdé prirozené cislo n plati

p(n) =pn—1)+ p(n—2) — p(n—35) — p(n=7) + p(n—12)
+pn—15)—pn—22)—...

:Z(_l)jﬂp( 3,2 +J) Z( 1)j+1 ( ]2_])’
J

kde scitame pres vSechna prirozend cisla j, pro nez argumenty

v p(+) jsou nezaporné.

Diikaz této véty je uveden v (Hardy, Wright, 1979, s.284) a
(Niven, Zuckerman, Montgomery, 1991, s. 456).
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Podobné jako mnohouhelnikova (polygonalni) Cisla lze defino-
vat i Cisla polyedricka. Napftiklad podle véty 7.12 a (7.16) plati

2T, = n* — n,

cozZ lze zobecnit do trojrozmérného prostoru takto: Krychli roz-
délime na 6 Ctyisténd o stejném objemu, které maji spole¢nou
prostorovou thlopfticku (obr. 7.9). Proto plati

64,_, = n> —n,

kde 4, = %n(n + 1)(n + 2) jsou cCtyfsténna (tetraedralni) Cisla,
Al = 1,A2 = 4,A3 = 10 atd.

O<x<x,<1

0<xLx <1

Obr. 7.9. Déleni jednotkového ¢tverce na dva trojiihelniky a déleni jednotkové krychle
na 6 ctyrsténii. Souradnice hodii jednoho z nich spliiuji nerovnosti 0 < x; < x, <
X <1.

Analogickym zptisobem mlZeme vySetfovat i dalsi polyedricka
Cisla. Napriklad pyramidalni cisla 1, 5, 14, 30, 55, 91, 140,...
dostaneme jako Castecné soucty ¢tvercovych Cisel

1
Si 82+ Sy = cn(n + D(2n + 1)

Jisté si sami odvodite podobné vztahy pro Cisla krychlova, osmi-
sténnd (oktaedralni) apod. Takova zobecnéni lze dale jesté rozsito-
vat i do d-rozmérnych prostorl a ziskat tak Cisla polytopicka (napf-
d-krychlova).

248 / kouzLo GiSEL



7.3. Dokonala cisla

Dokonalymi ¢isly jsme se zabyvali jiz v oddilu 4.1, kde jsme
ukazali, jak Gizce souvisi s Mersennovymi prvocisly. Pfipomenme,
ze prirozené Cislo n se nazyva dokonalé, jestlize se rovna souctu
vsech svych deliteltt mensich nez n. Napriklad

6=1+2+3,
28=1+4+2+4+7+14,
496 =112+ 4+ 8416+ 31 + 62+ 124 + 248,
8128 = 1+2+4+8+ 16432+ 64+ 127 + 254 + 508
11016 + 2032 + 4064.

Tato ¢tyii dokonald Cisla znal jiz novopythagorejec Nikomachos
z Gerasy (kolem roku 100 n. 1.). Diky Eukleidové vété 4.5 a Eule-
roveé vété 4.6 miizeme snadno stanovit dal$i dokonala ¢isla

33550336, 8589869056, 137438691328,
2305843008139952128, ...

Zatim zndme praveé tolik dokonalych ¢isel, kolik je Mersenno-
vych prvocisel. PovSimnéme si, Ze pro soucet pievracenych hodnot
vsech déliteld dokonalych Cisel plati

1 1 1 1

1T2t3Te="
1+1+1+1+1+1_2
1 2 4 7 14 28

apod. Tuto vlastnost si nyni dokdZzeme pro libovolné dokonalé
¢islo. Podobné jako v oddilu 4.1 budeme symbolem o (n) nadale
znacit soucet vSech kladnych délitelii n (véetné n), tj.

o(n)=>Y _d. (7.17)
d|n
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Véta 7.17. Prirozené cislo n je dokonalé prave tehdy, kdyz
1
- =2
23
d|n
Dikaz. Podle definice dokonalého cisla plati
n 1
= d = A Z
o= =353
d|n d|n d|n
coz dokazuje vétu. O

Jako ptimy dasledek dostdvame nasledujici tvrzeni, viz (Burton,
1998, s.204).

Véta 7.18. Jestlize n je dokonalé, m < n a m | n, pak m neni
dokonaleé.

Z Eukleidovy véty 4.5 a Eulerovy véty 4.6 lze odvodit dalsi
pongkud piekvapivou vlastnost sudych dokonalych Cisel.

Véta 7.19. Vsechna suda dokonala ¢isla jsou trojuhelnikova.

Dukaz. Z vét 4.5 a 4.6 dostavame nasledujici souvislost mezi
sudymi dokonalymi ¢isly #» a Mersennovymi prvocisly M,

2p
n=2"12r-1)= 7(217—1) =142+ +27—1). (7.18)

Odtud a z (7.16) je jiz videt, ze n je trojuhelnikové Eislo. O
Dokazme si nyni nékolik dal$ich jednoduchych vlastnosti doko-

nalych ¢isel.

Véta 7.20. Jestlize n je dokonalé, pak n neni mocninou prvocisla.

Dt k a z. Predpokladejme naopak, ze n = p*, kde p je prvoéislo
a k je ptirozené Cislo. Pak

oM =1+p+p +-—-+p =1+pl+p+---+p,
atedy p t o(n). Tudiz o(n) # 2pF. O
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Pro libovolna nesoudélna piirozena Cisla  a s z definice (7.17)
plyne, ze

o(rs) = o(r)o(s). (7.19)

Tento vztah dale nékolikrat vyuzijeme.

Véta 7.21. Jestlize n je dokonalé, pak n neni ctvercem.

Dtk az. Pfedpokladejme naopak, ze n = m?. Pak

P

_ ki

n=[]n",
i=1

kde2 | k;proi=1,2,...,r. Odtud a z (7.19) indukci plyne, Ze

r r
k; k;
o =o(T]2}) =TT (e},
i=1 i=1
Vidime ale, ze
o(pi)=1+pi+p2+- -+ pf (7.20)
je liché pro i = 1,2,...,r, protoze k; je sudé. Tudiz v (7.20) je
lichy pocet ¢lent a o(n) je také liché Cislo. Proto o(n) # 2n. O
Véta 7.22. Pokud je n sudé dokonalé cislo tvaru (7.18), pak n lze
binarné zapsat takto:
111...1000...0,
kde je p jednicek a p — 1 nul.
Dukaz. Tvrzeni véty plyne okamzit¢ z vyjadreni (7.18) jako

specidlniho trojuhelnikového ¢isla.

Véta 7.23. Cislo n dané (7.18) konci bud’ na 6, nebo 8. Pokud
navic konci na 8, musi koncit na 28.

Dukaz. Nejprve ukdzeme, ze n = 6 nebo 8 (mod 10). Je-li
p = 2, pak podle (7.18) je n = 6. Pfedpokladejme tedy, ze p
je liché, tj. p — 1 je sudé. Nyni snadno provéfime, ze 27~ = 6
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(mod 10), pokud p—1 = 4k,a2”~! =4 (mod 10), pokud p—1 =
4¢ + 2 pro né&jaka pfirozend Cisla k a €.

Jestlize 2°~! = 6 (mod 10), pak podle (7.18) je

n=2"12"-1)=62-6-1)=6-11=6 (mod 10).
Jestlize 27! = 4 (mod 10), pak podobné& dostaneme
n=42-4-1)=4-7=8 (mod 10).

Zbytek tvrzeni o poslednim dvojcisli je dokazan v (Burton, 1998,

$.203-204). O

V Heatove vété 4.8 jsme ukazali, ze kazdé sudé dokonalé ¢islo
kromée 6 lze vyjadfit jako soucet tfetich mocnin lichych ¢isel. Na
druhé strané v ¢lanku (Makowski, 1962) je ukazano, ze

28=2*2 -1 =341

je jediné sudé dokonalé &islo, které je tvaru m?® + 1, kde m je
ptirozené Cislo.

Véta 7.24 (Makowského). Jediné sudé dokonalé cislo tvaru m> +1
je 28.

Dikaz. VSechna suda dokonala ¢isla jsou tvaru (7.18). Tudiz
pro prvoéislo p >3 mame 27~ =1 (mod 3), 2°—1=1 (mod 3),
coz dava 2P~1 (27 — 1) = 1 (mod 3). Jestlize 277127 — 1) =
m?® + 1, pak m je délitelné 3, tj. m = 3y a

2°712P — 1) = (m + D)(m* — m + 1).
Vidime, ze
(m+1,m*—m+1)=(m+1,-2m+1)=(m+1,3)=Cy+1,3)=1.

Protoze m > 2, plati m*> —m +1 > m + 1 > 1. Ale jediné
vyjadieni sudého dokonalého ¢isla jako soucinu dvou nesoudél-
nych kladnych ¢isel vétsSich nez 1 je dano vztahem (7.18). Tudiz
m4+1=2"P"lam?> —m+ 1 =27 — 1. Odeéteme-li od posledni
rovnice 2m + 2 = 2P, dostaneme m?> — 3m — 1 = —1. Tedy
m(m — 3) = 0, odkud plyne, ze m = 3. O

252 / KouzLo GiSEL



+

Jako dtsledek dostavame nésledujici tvrzeni.

Véta 7.25. Jediné sudé dokonalé cislo tvaru m™ + 1 je 28.

Dukaz. Pokudje m™+1 sudé dokonalé ¢islo, pak m je délitelné
3,ti. m = 3k a[(3k)*] + 1 je sudé dokonalé &islo. Podle predchozi
véty Bk)¥ =3, atudizk =1,m =3 am” + 1 = 28. O

Odtud plyne dalsi véta.

m

Véta 7.26. Neexistuje sudé dokonalé cislo tvaru mm‘-‘ + 1.
Tento vysledek je dale rozsiten v (Sinha, 1974) na ¢isla tvaru

am + 1. V tomto c¢lanku je téz ukazano, ze 28 je jediné doko-

nalé ¢islo tvaru a” + 0", kde n > 2 a (a,b) = 1, coz zobeciiuje
Makowského vétu 7.24.

Otevienych problémi tykajicich se dokonalych ¢isel je celd fada,
viz posledni odstavec oddilu 4.1 a (Salat, 1964).

7.4. Deficientni a abundantni cisla

Pro piirozené ¢islo n polozme
s(my=o(m)—n=> d, (7.21)

d|n
d<n

kde a(n) je definovano vztahem (7.17). Hodnota s(n) je souctem
tzv. alikvotnich c¢asti, tj. souctem vsech délitelti ¢isla n mensSich nez
n. Dokonalé ¢islo je tak pIné charakterizovano vztahem (obr. 7.10)

s(n) = n.

Ptirozené Cislo n se nazyva deficientni, popt. abundantni, jestlize

s(n)<mn, popt. s(n)> n.
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Podle této definice jsou

1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,13,14,15,16,17,19,. .. deficientni ¢isla a
12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 54, 60,... abundantni ¢isla.

Napiiklad 14 = 2 - 7 je deficientni, protoze
s(14) =1+2+7< 14
Na druhé strané ¢islo 12 = 22 - 3 je abundantni, nebot’
s(12) =1+2+34+4+6> 12

Nejmensi liché abundantni ¢islo je 945.

36 S(n)

2% Abundantni

24 ¢isla

Deficientni

1 23456 78 91011121314151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

Obr. 7.10. Graf zavislosti s(n) na n. Diagonala odpovida dokonalym Eislim.
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Symbolem o(n) budeme nadéle opét znacit soucet vSech klad-
nych déliteltt n (bez nasobnosti). Jak jiz bylo feceno v Casti 4.1,
zatim nevime, zda existuje nekone¢né mnoho sudych dokonalych
Cisel, zadné liché dokonalé ¢islo nezname. Naproti tomu plati na-
sledujici véta.

Véta 7.27. Existuje nekonecné mnoho sudych i lichych deficient-
nich i abundantnich cisel.
Dk az. Budeme rozliSovat nasledujici Ctyfi pripady:
a) Vsechna &isla 2% pro & > 1 jsou suda a deficientni, nebot’
s@2hy =2F — 1< 2k,

b) Necht p je liché prvoéislo a & > 1. Pak p* je liché a
deficientni, nebot’
k

P k

k_

p—1 p-1
¢) Vsechna cisla dé€litelna 12 jsou suda a abundantni, protoze

s(m)y 1 1 1

T

n 2 + 3 + 4
d) Necht' n = 945 k, kde k je libovolné liché piirozené Cislo,
které neni délitelné 3, 5 a 7. Protoze 945 = 33.5-7, vidime,

ze (945, k) = 1, a tedy podle (7.19)

o(n) = 0(945) o (k) = 6(3%) a(5) 0(7) o(k)
=40-6-8-0(k) > 1920k > 2-945k,

protoze o (k) > k.Kazdé nuvedeného tvaru je podle (7.21)
abundantni a ziejme i liché. O

s(p Y =1+p+p'+--+p

Poznamenejme, ze Claude Gaspard Bachet de Méziriac podal
pomérné zdlouhavy dikaz Eukleidovy véty 4.5 s dodatkem: Je-/i
29 — 1 ¢cislo slozené, pak je c¢islo n = 29-1(24 — 1) abundantni,
viz (Porubsky, 2002, s. 54). Oznacime-li A(x) pocet abundantnich
Cisel neptevysujicich x, pak

0.241x < A(x) < 0.314x,

coZ znamena, ze vétsina prirozenych cCisel je deficientnich.
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1.5. Spratelena cisla

Pfirozena Cisla m a n se nazyvaji sprdtelend, jestlize kazdé z nich
je rovné souctu vSech kladnych dé€liteli druhého cCisla kromé jeho
samotného, tj. jestlize

Zd:n a Zd:m.
dlm

d|n
d<m d<n

Dalsi ekvivalentni vyjadfeni spratelenych Cisel m a n je dano
rovnostmi

o(m)=m+ n = o(n). (7.22)

Kazdé dokonalé Cislo je tedy samo se sebou spratelené. Snadno
Ize ovéfit, ze 220 = 22-5- 11 a 284 = 2271 jsou spiatelena &isla,
prvni z nich je abundantni a druhé deficientni a ptitom plati

220=142+4+71+ 142,
284 =14+2+44+54+10+4+ 11420+ 22 +44 4+ 554 110.

Je to nejmensi znamy par takovych cisel, ktera nejsou dokonala.
Recky u¢enec Iamblichos (250-330 n. 1.) piipsal znalost této dvo-
jice jiz pythagorejcim, viz téz (Burton, 1998, s. 213). Kdybychom
rozsifili graf z obrazku 7.10 az do 284, pak by pfimka spojujici
funk¢ni hodnoty s(220) a s(284) mé¢la smérnici —1.

Prvni explicitni pravidlo pro vyjadieni specialnich spiatelenych
Cisel nalezl prosluly arabsky matematik Abu-l-Hasan Thabit ibn
Qurra z Bagdadu jiz v 9. stoleti, viz (Porubsky, 2002).

Véta 7.28 (Thabitova). Jestlize jsou ¢isla p = 3 - 2F"1 — 1, ¢ =
3.2 1ar=9-2%"1—1prvocisly pro k > 2, pak 2* pq a 2*r
Jjsou spratelend cisla.
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Dukaz. Polozime-li m = 2% pg a n = 2%r, pak
m+n :2k(3 k=1 D@3 Lok 1)+ 2k(9 . 92k=1 _ 1)
—2K(9. 221 3.0k 3. 0k £ 1) 4 2K(9. 22K 1y
_g.p3%k=1_73 . 92%=1_3 o %=1 ok | g 3k—1_ ok
—2.9.03k=1 Lg%kl _g.p2%k=1(gktl _ )
(7.23)

ProtoZe pro k > 2 jsou &isla 2%, p a ¢ nesoud&lna, miizeme pouZit
vztah (7.19),

o(m) = o(25) o(p)o(q). (7.24)
Jelikoz p a g jsou prvocisla, plati o(p) = p+ 1 ao(q) = g+ 1.
Dale pouZzijeme vztah pro soucet geometrické fady
2k+l —1
2—-1
Dohromady tedy ze (7.24) a (7.23) plyne, Ze

a(m) = "' —1@3-2F"HE3-2H = @ - 1922 = m
(7.25)

oy =142+22+...2F= =2k .

Protoze r je také prvocislo, plati

o(n) = o(2r) = 6(2M)a(r) = Q5T — 1)9 . 221 =y 4 .

(7.26)
Ze vztahti (7.25) a (7.26) tedy dostavame, ze (7.22) plati, a proto
jsou Cisla m a n sptételena. O

Cisla tvaru 3 - 2% — 1 se nazyvaji Thabitova cisla. Je-1i 3 - 2% — 1
pro n&jaké k > 0 prvocislem, nazyva se Thabitovo prvocislo, napf.

2,5, 11, 23, 47, 191, 383, 6143, 786431, 51539607551.

Vidime, ze pro k£ = 2 Thabitova véta 7.28 dava spratelena
Cisla 220 a 284, viz (Borho, 1972). Neni ale znamo, zda Thabit
pouzil vétu i pro k£ > 2. Druhy nejmensi par spratelenych ¢isel
{1184,1210} nalezl teprve Sestnactilety Nicolo Paganini v roce
1866. V tomto pripad¢ vSak nelze pouzit vétu 7.28, protoze ta udava
jen postacujici podminku pro existenci spratelenych Cisel. Pierru de
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Fermatovi se pfisuzuje dvojice {17296, 18416}, ktery Thabitovu
vétu 7.28 znovu ,,objevil“. Tato dvojice odpovida piipadu £ = 4.
Pied nim ale objevil stejnou dvojici arabsky matematik al-Banna
z MarakesSe v Maroku na pfelomu 13. a 14. stoleti. V jeho dile
nalezneme tento vyrok, viz (Porubsky, 2002, s. 60):

Cisla 17296 a 18416 jsou sprdtelend; prvni z nich je abun-
dantni, druhé deficientni. Allah je vSemohouci.

Také Fermativ vrstevnik René Descartes nalezl dvojici pomérné
velkych spratelenych ¢isel {9363584, 9437056}, jez odpovida pii-
padu k£ = 7 ve véte 7.28.

Nejmensi dvojice spratelenych Cisel jsou tyto:

{220,284}, {1184,1210}, {2620,2924}, {5020, 5564},
{6232,6368}, {10744, 10856}, {12285, 14595},
{17296, 18416}, {63020,76084}, {66928, 66992},
{67095, 71145}, {69615, 87633}, {79750, 88730}, ...

Leonhard Euler nalezl celkem 60 part spratelenych cisel. Také
zobecnil (viz (Euler, 1915)) Thabitovu vétu 7.28 na piipad, Ze
p=2k"tf_—1,g=2Ff —1ar=2%"Cf2_1jsouprvoéisla,
f =20+1ak> ¢ > 1. Dikaz tohoto tvrzeni je zcela podobny
dikazu véty 7.28. Pfitom ptipad £ = 1 odpovida praveé Thabitove
véte. Pro £ = 7 a k = 8 dostavame par

{2172649216,2181168896}.
Dalsi par ziskdme pro £ = 11 a k = 40 (viz (te Riele, 1974))

m =2724918040393706557785752240819405848576,
n =2724918040396184856306258038787235905536,
pfitom pomér m : n je zhruba 1 — 2740
Diky pocitacové technice je v soucasné dob& znamo pies 7
miliont takovych dvojic, pficemz nejvétsi z nich maji pres 3000
cifer.
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Véta 7.29. Jestlize m a n jsou spratelend cisla, pak plati

(Ea) +(a) -

d|m |n

Dukaz. Podle (7.22) vidime, ze

m—}—n:a(m):Zd:Z%:mZ%,
d|\m dlm

d|lm
m—|—n:0(n):Zd:Zg:nz%.
d|n d|n dln

Tedy

1 m+n 1 m+n
Zg— m 2 Zg— n
d|n
odkud plyne, ze

£ ~Ed) -wmrant o

d|lm |n

Na zavér oddilu jesté uvedeme nekteré oteviené problémy:
1. Existuje nekonecné mnoho parii spratelenych cisel?
2. Existuje sprateleny par nesoudélnych cisel?

3. Existuje sprateleny par rozdilné parity (. m liché a n
sudé)?

4. Existuje sprateleny par cisel, z nichz jedno je ctvercem?

7.6. Fermatova cisla

Jak jsme vidé€li v 5. kapitole, Fermatova cisla hraji dtlezitou roli
v aplikacich. Pfipomeiime, Ze jsou definovéana vztahem (viz (4.3))

Fu=2"4+1 prom=0,1,2,... (7.27)
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V oddilu 4.2 jsme uvedli fadu vét, které se tykaji predevsim Fer-
matovych prvocisel. V tomto oddilu se budeme zabyvat dal$imi
vlastnostmi Fermatovych ¢isel.

Fermatova ¢isla £, pro m > 2 maji vzdy posledni cifru 7,
protoze 22" konéi na 6, jak lze snadno zjistit indukci.

16 = 15

16 17

Obr. 7.11. Geometricka interpretace vztahu Fp —2 — FgFy---Fp_yprom —2a
m=3.
Podle vztahu (4.7) plati
Fp—2=FyF - Fpn_, (7.28)

pro vSechna m > 1. Jeden ze zakladatel neeukleidovské geome-
trie Janos Bolyai uzil (7.28) k dikazu nasledujiciho tvrzeni.

Véta 7.30 (Bolyaiova). Kazdé Fermatovo cislo Fy,, pro m > 1 je
tvaru 6n — 1.

Dukaz. Podle (7.28) je
Fm+1:FOFI"'Fm—l+3:3(F1"'Fm—1+1),
kde ¢islo v zavorkach je evidentné sudé. Prava strana je proto

délitelna Sesti. O
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Vidime tedy, ze zadné Fermatovo ¢islo F), neni délitelné 3 pro
m > 1.V nasledujici véte€ 7.31 dokdzeme mnohem silnéjsi tvrzeni.
Mocnina dvou zvétsena o jednu muze délit jinou mocninu dvou
zvétsenou o jednu, napt. (24 1) | (8+1) nebo (4+1) | (64+1). Eu-
lerGv soucasnik Christian Goldbach (1690—1764) vsak dokazal, ze
nejvetsi spoleény délitel dvou riiznych Fermatovych Cisel je jedna.

Véta 7.31 (Goldbach). Kazda dvé rizna Fermatova cisla jsou
nesoudélna.

Dukaz. Necht
q | Fn a g¢q ‘ Fo_k (7.29)

prom > k > 1. 0dtud a z (7.28) dostaneme, Ze ¢ | (F,, — 2). Tedy
podle (7.29) mame ¢ | 2. Protoze ale F), je liché, platig =1. O

Poznamenejme jesté, ze z Goldbachovy véty lze jinym zpiso-
bem dokézat Druhou Eukleidovu vétu 2.3 o nekonecnosti prvocisel
(Hardy, Wright, 1979, s. 14).

Dukaz. Podle véty 7.31 je kazdé Cislo z posloupnosti Fy, Fi,
Fy,. .., F, délitelné prvocislem, které ned€li zadné jiné Fermatovo
¢islo. Proto pro libovolné m vzdy existuje alesponn m + 1 riznych
prvocéisel neptevysujicich F,. O

Jako duasledek dostavame, ze ¢islo F;, — 2 ze (7.28) ma alespon
m riznych prvociselnych déliteli.

Dale si v§imnéme, Zze Fermatovo ¢islo F; = 5 lze napsat jako
soucet dvou prvocisel 2 a 3. Nasledujici véta uvedena v (Sierpinski,
1970) se zabyva ptipadem m > 1.

Véta 7.32. Zadné Fermatovo Cislo F,, pro m > 1 nemiize byt
vyjadreno jako soucet dvou prvocisel.

Diukaz. Cisla F,, jsou licha. Pokud by F,, bylo souétem dvou
prvocisel, pak jedno z nich musi byt 2 a druhé F,,, — 2. Vidime
vsak, Ze Cislo

Fp—2=2"_1= (22'”‘1 _ 1) (22""1 4 1)

je slozené pro m > 1, jelikoz 22"~ — 1 > 3. O

SPECIALNI TYPY PRIROZENYCH CiSEL / 261

+



+

Kazdé liché cislo 1ze vyjadrit jako rozdil ¢tverct,
2n41=(n+17>—n’

Tudiz i kazdé Fermatovo ¢islo 1ze takto napsat:
Fp=2" 1= (2""41) = (22"1)"

Pokud je F, slozené, existuji i jiné moznosti, jak je vyjadrit jako
rozdil dvou ctverct, viz (Ktizek, Luca, Somer, 2001).

Véta 7.33. Zadné Fermatovo ¢islo nemiize byt vyjadieno jako rozdil
dvou p-tych mocnin, kde p je liché prvocisio.

Dt kaz. Predpokladejme, Ze p je liché prvocislo a zZe
Fu=al —b" =(a—b)(a"' +a" b+ +abP> + b7,
kde a > b. Jelikoz F, je prvocislo, plati a — b = 1. Podle Malé
Fermatovy véty 2.13
Fpn=a’ —b’=a—b=1 (mod p).
Tedy pdéli Fp,—1 = 22" coz neni mozné. Tudiz F, nelze vyjadrit
jako rozdil dvou p-tych mocnin. O

Prom > 1 miZze byt podle Fermatovy vano¢ni véty 3.12 napsano
Fermatovo prvocislo F;, jako soucet dvou ¢tverct pravé jednim
zplsobem, a to

Fu= (""" 412

Sophie Germainova objevila (viz (2.42)), ze kazdé ¢islo tvaru
a* + 4 je slozené pro a > 1, nebot’

a*+4=(a"+2a+2)(a" —2a+2).

Polozime-li ¢ = 22" prom>2 paka®> +1=F,_,a*+1=
F,,atedy

Fm+3:(Fnz—l+2Fm—2_1)(Fm—l_2Fm—2+3)s

kde oba Cinitelé jsou suda ¢isla vétsi nez 2 pro m > 2.
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Dokazme si nyni specidlni Eulerovo tvrzeni, ze ¢islo Fs, které
ma deset cifer, je slozené (srov. obr. 4.3).

Véta 7.34. Cislo Fs je délitelné 641.

Dukaz. Protoze
641 =5* +24=5.27 +1

déli ¢isla 54228 4232 a 54228 — 1, musi délit i jejich rozdil, coz je
F5. (Il

Abychom se mohli snadno ptresvédcit, ze nalezeny délitel Cisla
F,, je prvociselny, mtizeme pouzit napiiklad Prothovu vétu 3.2
nebo nasledujici Suyamovu vétu. Jeji predpoklady jsou splnény
pro vétSinu (asi 85 %) vSech znamych prvocinitelit Fermatovych
Cisel (srov. tabulky 3 a 5 na strankéach 339 a 341). Obecny tvar
déliteltl Fermatovych ¢isel je dan Lucasovou vétou 4.17.

Véta 7.35 (Suyamova). Jestlize p = k2" + 1 deéli F, a k2"~ ("2
< 9.2M%2 4 6, pak je p prvocislo.

Dukaz. Predpokladejme naopak, Ze p je soucinem dvou ne-
trivialnich Ciniteld. Pomoci Lucasovy véty 4.17 lze dokazat, viz
(Ktizek, Chleboun, 1994), ze kazdy z téchto Cinitelt je vétsi nez
3.2m+2 £ 1. Proto k2" + 1 > (3 - 2”2 4 1)2. Odtud plyne, Ze
k2n—(m+2) > 9. 2m+2 1 6 co7 je spor. O

Jako ptiklad pouziti véty 7.35 uvazujme délitele 45592577 =
11131 - 2'2 4 1 ¢isla Fyg (viz tab. 3). V tomto piipadé mame
n=12,m=10an — (m+ 2) = 0. Protoze k£ = 11131 je mensi
nez 9 - 2'2 4+ 6 = 36870, musi byt tento délitel prvocislem.

Do roku 2007 bylo znamo, ze ¢isla F;, jsou sloZzena pro m =
5,6,...,32 a pro Fs, Fg,. .., F; navic zndme Gplné prvociselné
rozklady (viz tab. 3, str. 339).

V roce 1984 Wilfrid Keller objevil, Ze Fermatovo Cislo F»347; je
slozené. Pocitacovou analyzou dokazal (viz (Keller, 1992)), ze je
délitelné ¢islem 5 - 223473 1 1. Cislo Faz47; ma vice nez 10790 cifer.
Velikost tohoto Fermatova Cisla prosim nezaméiiujte s relativné
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malym ¢&islem 107°%, které ma ,,jen* 7001 cifer. Pro porovnani do-
dejme, ze pocet elementarnich Castic v pozorovatelné ¢asti vesmiru
se odhaduje na 10%° plus minus n&kolik Fadi.

V roce 2003 bylo nejvétsim znamym slozenym Fermatovym
gislem Fsy4s351. Jeho prvoginitele 3 - 22143353 4 1, ktery ma 645817
cifer, objevil J. B. Cosgrave. Je to zatim nejvétsi znamé nemerse-
novské prvocislo. Dalsi prvocinitele Fermatovych ¢isel lze najit na
adrese [www11].

V roce 2004 vysel ¢lanek (Hill, 2004), jehoz tvrzeni nyni mirné
zobecnime.

Véta 7.36 (Hillova). Necht p je prvocislo tvaru k2" + 1, kde k > 1
jeliché, n > m+ 2 a pdéli Fy,,. Pak
2" =1 (mod p).

Dtkaz. Jednoduchymi tpravami modulo p dostavame, ze

| — (—I)ZMHE (kzn)Z,nH: k2m+1 (22m)2”E k2m+1(71)2n _ k2m+1.

Poznamenejme dale, ze kazdé Fermatovo ¢islo £, v dvojkové
soustavé ma tvar

1000...0001

s 2 — 1 nulami uvnitf. Vice tvrzeni o Fermatovych cislech je
uvedeno v monografii (Ktizek, Luca, Somer, 2001).

problémy tykajici se Fermatovych ¢isel:
1. Je slozenych Fermatovych cisel nekonecné mnoho?
2. Existuje F,,, které je délitelné druhou mocninou néjakého
prvocisla?
3. Jaky je uplny rozklad cisel F», F1s,. .. na prvocisla?

4. Jaky je nejmensi prvocinitel slozenych cisel F\4, Fyo, F
a F24?

5. Jestlize F, 11 je prvocislo, je také F,, prvocislo?
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K provérovani otazky 2. na pocitacich se pouziva véta 4.19.
Existuje vSak domnénka podlozend pravdépodobnostnim dika-
zem, viz (Hardy, Wright, 1979, s. 15), Ze neexistuje F,, spliujici
bod 2.

Pokud by se podatilo problém 5. pozitivné roziesit, bylo by
F4 nejvétsim Fermatovym prvocislem a zaroven bychom dostali
1 pozitivni odpoveéd’ na otazku 1. Dalsi oteviené problémy jsou
napriklad v ¢lancich (Guy, 1994a), (Kiizek, 1994a, 1995).

1.7. Sierpinského ¢isla

Nasledujici véta je uvedena v (Sierpinski, 1960) a (Sierpinski,
1970, problém 128). Jeji diikaz obsahuje zajimavou aplikaci Fer-
matovych ¢isel.

Véta 7.37 (Sierpinského). Existuje nekonecné mnoho prirozenych
cisel k takovych, ze vSechna cisla k2" + 1, n = 1, 2,..., jsou
sloZena.

Dulkaz. Vime, ze Fermatova Cisla Fy,. .., F4 jsou prvocisly a
podle véty 7.34 F's = 641 p. Neni t€zké provéfit, Ze p je prvocislo,
pronéz p > 2!¢ + 1 = F,. Protoze p | Fs, vidime navic, ze

(0. Fs—2) =22 -1 =1
Tudiz (p,641(2°> — 1)) = 1. Podle Cinské véty o zbytcich 1.4
existuje nekone¢né¢ mnoho prirozenych Cisel £ tak, ze
k=1 (mod 641(2% — 1)), (7.30)
k= -1 (mod p). (7.31)

Nyni dokazeme, ze kdyz k je prirozené Cislo vétsi nez p, které
splituje systém kongruenci (7.30)—(7.31), pak vSechna ¢isla k2" +1
(n =1, 2,...) jsou slozena. Ziejm¢& mizeme vyjadrit ¢islo n ve
tvaru n = 2" (2t + 1), kde m a ¢ jsou nezaporna celd ¢isla. Nejprve
necht' m € {0, 1,2,3,4}. Pak z (7.30) mame

k2" +1=2""C4D 4 1 (mod (2°% — 1)). (7.32)
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Protoze Fyy, | (2°*—1) prom =0,1,2,3,4a F, | (22”7(2’“) +1),
podle (7.32) plati, ze F), | (k2" + 1), a tedy nerovnosti k2" + 1 >
k > p > F, implikuji, ze ¢islo k2" + 1 je slozené.
Necht dale m = 5. Potom ze vztahu (7.30) dostavame
K27 41 =22CH) 11 (mod 641)

pro nezaporné celé &islo ¢. Jelikoz k > p > 641 a 641 | (225 +1) |
(225(”*1) + 1), podle (4.5) vidime, Ze ¢islo k2" + 1 je slozené.
Zbyva vysetfit ptipad m > 6. Plati 2° | n, coz implikuje, Ze
n = 2%h pro né&jaké ptirozené ¢islo 4. Podle (7.31) mame
n 1= 22 (mod p),

a protoze p | (225 +1) | (226 —1) | (226h — 1), dostaneme
p | (k2" 4 1). Jelikoz

K2" +1> k> p,
Cislo k2" + 1 je slozené. O

Prirozené Cislo &k se nazyva Sierpiniského Cislem, jestlize po-
sloupnost (k2" + 1)52, obsahuje pouze slozena Cisla.

Vsechna znama Sierpinského ¢isla £ byla nalezena pomoci me-
tody pokryvacich mnozin. V této metod¢ se hleda kone¢na mnozina
prvocisel pi, ps,..., pr takovych, ze kazdé Cislo posloupnosti
k2"+1,n =1, 2,...,je délitelné alespon jednim z té€chto prvoci-
sel. Kuptikladu pro kazdé ptirozené Cislo £ splnujici kongruence
(7.30)—(7.31) v diikazu Sierpinského véty je

{3, 5, 17, 257, 641, 65537, 6700417} (7.33)

pokryvaci mnozina. Podle (1.12) nejmensi ptirozené ¢islo k&, které
vyhovuje (7.30)—(7.31), splituje kongruenci

k=my; —myy, (mod m),

kde m; = 6700417, my = 2753074036095, m = mym, =
18446744 073709 551615, y; =1 157493 686323 a y, =3 883315
splnuji kongruence (srov. (1.11))

miyi =1 (mod (m/m;)), i=1.2,
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jez mohou byt vyfeseny pomoci Eukleidova algoritmu (viz oddil
1.5). Timto zptisobem nalezneme nejmensi kladné feseni

k = 15511380 746462 593381

systému (7.30)—(7.31).

Nejmensi Sierpinského cCislo se stejnou pokryvaci mnozinou
jako v (7.33) je

k = 201446 503145165177
(viz (Baillie, Cormack, Williams, 1981)). Nejmensi znadm¢ Sier-
pinského ¢islo je
78 557.

Bylo objeveno Selfridgem v roce 1962. Jeho pokryvaci mnozina
je

{3,5,7,13,19,37,73}.
Do roku 2007 je zndmo 11 lichych Sierpinského ¢isel mensich
nez 10°:
78557, 271129, 271577, 327739, 482719, 575041,
603713, 808247, 903983, 934909, 965431.

V ¢lanku (Jaeschke, 1983, s. 382) jsou tato ¢isla uvedena spolecné
s jejich pokryvacimi mnozinami. Pov§imnéme si, ze Sierpinského
Cisla, ktera jsou v uvedeném seznamu na druhém a tfetim miste,
jsou témet stejné velka. Navic maji stejnou pokryvaci mnozinu
{3,5,7,13,17,241}.

Vseobecné se soudi, Ze neexistuje liché Sierpinského ¢islo mensi
nez 78 557. Az do roku konce 2007 bylo znamo jen 6 lichych ¢isel
mensich nez 78 557, o nichZ nebylo zndmo, zda jsou ¢i nejsou
Sierpinského ¢isly. Jsou to tato ¢isla k& (viz [www12]):

10223, 21 181, 22699, 24737, 55459, 67 607.

Pro kazdé z téchto Cisel k byla testovana prvociselnost £2” + 1 pro
vSechny hodnoty # az do 300 000.
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Problém nalezeni nejmensiho Sierpinského Cisla je vSeobecné
nazyvan Sierpinského problém. Nektefi autoii pozaduji, aby pii-
slusné ¢islo & bylo liché. S&m Waclaw Sierpinski ale ve své ptivodni
praci (Sierpinski, 1960, s. 74) tento predpoklad nevyslovuje. Pise
doslova:

Le probleme reste ouvert quel est le plus petit nombre naturel k
tel que les nombres k-2" 4+ 1, oun = 1,2,... sont tous composés.
(Zistava otevieny problém najit nejmensi prirozené cislo k takove,
ze vSechna cisla k - 2" + 1, n = 1,2,..., jsou slozenda.)

Sierpinski tedy pfipousti i suda k. V budoucnu se mozna ukaze,
ze Fy je nejveétsi Fermatovo prvocislo. Zatim je to jen hypotéza,
kterou oznac¢ime (H).

Véta 7.38. Pokud plati (H), pak Fy — 1 = 65536 je Sierpinského
cislo.

D ik az. Uvazujme posloupnost (2'17 4 1)2° . Jestlize expo-
nent 16 + n neni tvaru 2”, pak je &islo 2'°T" + 1 slozené, jak
plyne ze (4.5). Jestlize 2'6%" + 1 je tvaru 2™, pak m > 4, a tedy
65536 - 2" 4 1 je slozené podle hypotézy (H). O

Cislo 65536 je mensi nez 78 557. Jeho pokryvaci mnoZina je
ziejm¢ nekoneéna, jak okamzité plyne z Goldbachovy véty 7.31.
Pokud plati (H), pak dalsi suda Sierpifiského ¢isla jsou 2!7, 218, .

7.8. DalSi specialni typy prirozenych Cisel

Zobecnéna Lucasova ¢isla. V tomto odstavci ukazeme, zZe fe-
Seni rovnice (5.52) pro jednu konkrétni nenulovou hodnotu ¢ tizce
souvisi se zobecnénymi Lucasovymi ¢isly. Misto rekurence (7.6)
budeme uvazovat rekurenci

Lyyo =1Lyt + 5Ly pro vSechnan =0,1,2,...

pro dana cela Cisla 7 a s a n¢jaké pocatecni podminky Ly a L;.
Takova ¢isla nazveme zobecnénd Lucasova cisla.

268 / KouzLo CISEL



+

Je patré, ze rovnice (5.50) s kritickou hodnotou 4 = 4 (4].
maximalni moznou hodnotou A, pro niz jsou jest¢ vSechna feseni
s pocate¢ni podminkou x; € (0, 1) ohraniend) je ekvivalentni
rovnici (5.52) s ¢ = —2.

Véta 7.39. Reseni rovnice (5.52) pro ¢ = —2 md tvar
ye=a" +a ¥, aeC, a#£0. (134
Dukaz. Podle (7.34) plati
Vnt1 = A +2+a —2= (aznq + a_2n7])2 —2=32 -2

Posloupnost definovana vztahem (7.34) tedy splituje rovnici (5.52)
proc = —2.

Musime jesté ukazat, ze neexistuji jina feSeni. Jestlize pocatecni
¢len y; posloupnosti je libovolné komplexni ¢islo, pak existuje
nenulové ¢isloa € Ctakové, zey; = a+a~". (K tomu stadi vyfesit
kvadratickou rovnici a*> — ay; + 1 = 0, jejiz ob& feSeni davaji
y1 € C.) Dalsimi ¢leny posloupnosti (5.52) jsou y» = a® 4+ a2,
y3 =a* +a*atd. O

Vztah (7.34) ndm umoznuje explicitn¢ urcit posloupnost defi-
novanou rekurentné takto:

el =Ya—2, y1=4 (7.35)
Ze vztahu (7.34) pro a = 2 + /3 pak dostaneme
=2+ 1 2-Vva) = e+V3) |+,

kde H oznacuje celou ¢ast. Ptitom plati y, = L,»—1, kde zobec-
néna Lucasova ¢isla L; splnuji rekurenci konkrétniho tvaru (viz
(Riesel, 1994, 5.131))

Liyo =4Lgy — Lg (7.36)

s po¢ateénimi podminkami L} = 4a L, = 14 (tj. Ly = a* +a= ).

Poznamenejme jeste, ze nékterd ze zobecnénych Lucasovych
¢isel definovanych pomoci (7.36) se vyskytuji i v nasledujicim
Lucasové-Lehmeroveé testu (srov. vétu 4.2 a vztah (7.35)), ktery
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slouzi k hledani téch nejvétsich zndmych prvocisel — Mersenno-
vych prvocisel. Modifikovana verze véty 4.2 tedy zni:

Véta 7.40. Je-li p > 2, pak Mersennovo cislo M, = 2P — 1 je
prvocislem prave tehdy, kdyz M, | L.

Zobecnéna Fermatova a Mersennova €isla. Zajimavé zobecnéni
Fermatovych a Mersennovych ¢isel je uvedeno v ¢lanku (Ligh,
Jones, 1982). Jeho autofi studovali ¢isla tvaru

zpm+1_l P
. . m i—1)
Zym =S =) 2",
=

odkud pro Fermatova ¢isla vidime, zZe
Fop=2Zom=2"+1.
Pro m = 0 zase mame
M, =27,y =2 -1,

coz jsou Mersennova Cisla. Zobecnéna Fermatova Cisla se vSak
vétsinou definuji vztahem

Fom=b" +1.

Je patrné, ze F,,, = F . Nejruzngjsi zobecnéni Fermatovych Cisel
seuvadéji v kapitole 13 knihy (Ktizek, Luca, Somer, 2001). Studuji
se napiiklad &isla tvaru a®” + b2 .

Cunninghamova c¢isla. Poc¢atkem 20. stoleti byl zahajen velky
projekt, ktery se zabyva rozklady Cunninghamovych cisel, tj. ¢isel
tvaru b” + 1, kde b je ,,malé“ (obvykle b < 12) a n je ,,velké*.

Je-li b > 2 a b" + 1 je prvocislo, pak nutné¢ n = 2™. To plyne
ze vztahu (4.5), kde zaménime zaklad 2 za b. Podobné mizeme
také ve vztahu (4.1) zameénit zéklad 2 za b. Proi > 1 a j > 1 pak
plyne, ze k tomu, aby Cislo " + 1 bylo prvocislem, je nutné, aby
exponent # byl prvocislem.

270 / KouzLo GiSEL



+

V soucasnosti se kazdy meésic na pocitacich nalézaji desitky
prvociselnych délitelt Cunninghamovych ¢isel. Tabulky jejich dé-
liteld pro b < 12 jsou obsahem knihy (Brillhart et al., 1988).
Nejveétsi ptinos Cunninghamova projektu ale spo¢iva v tom, ze dal
podnét k vytvareni novych vysoce efektivnich metod pro testovani
prvociselnosti, hledani prvociselnych rozkladi apod. VySetiuji se
i zobecnéna Cunninghamova ¢isla tvaru b” + a”.

Cullenova ¢isla. Zatim nevime, zda posloupnost Fermatovych ¢i-
sel F';,, obsahuje nekone¢né mnoho sloZzenych ¢isel. Na druhé strané
je dokéazano, Ze v posloupnosti

C,=n2"+1

je nekoneéné mnoho slozenych ¢isel pro n = 1,2,..., viz (Cran-
dall, Pomerance, 2005, s. 71).

V roce 1905 reverend J. Cullen dokézal, ze C, je slozené pro
n e {2,3,...,100} kromé jediného piipadu n = 53 (viz (Cullen,
1905)), a proto se Cisla C,, nazyvaji Cullenova cisla. O rok pozd¢ji
A.J. Cunningham zjistil, Ze prvocislo 5591 déli Cs3 a dokazal,
ze C, je slozené pro vSechna n € {2,3,...,200} kromé pifipadu
n = 141, ktery neumél rozhodnout. Zhruba o padesat let pozdéji
Robinson v roce 1957 ukazal, ze C4; je prvocislo. Do konce roku
2007 bylo znamo, ze C, jsou prvocisla pouze pro

n=1, 141, 4713, 5795, 6611, 18496, 32292, 32469,
59656, 90825, 262419, 361275, 4811899.

Tato Cisla se nazyvaji Cullenova prvocisla. Zatim neni znamo, zda
je jich nekone¢né mnoho.

Cullenova ¢isla C,, se podobaji Fermatovym ¢islim v tom, Ze
C,, — 1 jsou délitelna vysokymi mocninami dvojky pro velka n a Ze
Cullenova prvocisla jsou patrn¢ velice tidka, blize (Ktizek, Luca,
Somer, 2001, s. 157). Studuji se i zobecnéna Cullenova Cisla tvaru
nb" + 1.
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Woodallova ¢isla. V roce 1917 se A. J. Cunningham a H. J. Woo-
dall zabyvali vlastnostmi Cisel

W,=n2" -1,

kterym se v soucasnosti fika Woodallova cisla. Nékdy se téz nazy-
vaji Cullenova cisla druhého druhu.
Existuje nekonecné mnoho slozenych Woodallovych ¢isel. Pro

n=2,3,6,30, 75, 81, 115, 123, 249, 362, 384, 462,
512, 751, 822, ...

jsou W, prvocisla (tzv. Woodallova prvocisia).

Rieselova ¢isla. Pokud je pro kazdé n € N Cislo
k2" —1

slozené, nazyva se k Rieselovo cislo. Jeho definice je tedy podobna
definici Sierpinského ¢isla z oddilu 7.7. Existuje domnénka, ze
k = 509203 je nejmensi Rieselovo Cislo.
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8. JAKA MATEMATIKA SE UKRYVA V PRAZSKEM ORLOJI?

Orloj ten jest rozpravky a chvaly hodny ve viech
krajindch nad jine vsecky veliké orloje na svéte . . .
Jan Téborsky z Klokotské Hory

Zprava o orloji prazském, 1570

8.1. Jan Sindel - autor matematického modelu orloje

V této kapitole uvidime, ze teorie Cisel sehrala dilezitou ulohu i pti
konstrukei prazského orloje. Podle vyzkuma Zdenka Horského a
Emanuela Prochdzky (Horsky, Prochazka, 1964) a (Horsky, 1988)
orloj vznikl v dob¢€ mistra Jana Husa kolem roku 1410. Jeho mate-
maticky model navrhl Jan Ondfejiiv, zvany Sindel, ktery se zabyval
matematikou a astronomii na prazské univerzité. Jeho starsi kolega
Kfistan z Prachatic jiz kolem roku 1406 zde prednasel o konstrukci
astrolabu. To je starovéky astronomicky tthlomérny pfistroj k ur-
¢ovani poloh nebeskych téles a mistniho ¢asu. Unikatni stroj orloje
(viz obr. VIII barevné piilohy) vytvoril Mikulas z Kadané. V pra-
béhu staleti byla konstrukce orloje vicekrat zdokonalovana, napf.
povéstnym Janem z Rlize (mistrem HanuSem). V 16. stoleti pecoval
o orloj Jan Téaborsky z Klokotské Hory. Ten je také autorem nej-
star§iho znamého popisu orloje z roku 1570, viz (Taborsky, 1901).

Jan Sindel (asi 1375 — asi 1457), se roku 1399 stal mistrem svo-
bodnych umeéni na prazské univerzité a v roce 1410 zde ve funkci
rektora vystfidal mistra Jana Husa. Napsal n¢kolik matematickych
a astronomickych pojednani — napt. De notitia triangulorum cum
notis lohannis Schindel; Canones pro eclipsibus Solis et Lune,
viz (Spunar, 1985, s. 136). Na univerzité pfednésel podle Thabita
Ptolemaitiv Almagest. Sindel byl téZ osobnim lékaiem krale Véc-
lava IV. Na jeho pocest jsme v (Kiizek, Somer, Solcova, 2006)
zavedli pojem Sindelovské posloupnosti, ktery predstavime v od-
dilu 8.4. S jeho pomoci uvidime, jaka podivuhodna matematika
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se skryva v bicim stroji prazského orloje a jak tento stroj souvisi
s trojuhelnikovymi Cisly.

Poznamenejme jests, ze Sindel se pravdépodobné narodil v Hrad-
ci Kralové. Proto dalekohled na zdejsi hvézdarné nese jeho jméno.
Také planetka &. 3847 dostala jméno Sindel.

8.2. Co ukazuje prazsky orloj?

Prazsky orloj je umistén v dolni ¢asti Staroméstské radni¢ni véze
vysoké piiblizné 59 metri.) Jeho astronomicky cifernik (obr. 8.1)
je astrolab pohanény hodinovym strojem. Znazoriuje geocentricky
model vesmiru s nehybnou Zemi uprostied, kolem niz obiha Slunce,
Mésic a znameni zvérokruhu nebeské sféry.?) Orloj tak vlastné
predstavuje jeden z prvnich analogovych pocitact, nebot’ ukazuje
pohyby nebeskych téles. Nékdy se dokonce hovoti o ,,high tech-
nology* 15. stoleti.

Pfti navrhu astronomického ciferniku byla pouzita stereograficka
projekce nebeské sféry na rovinu. V piipadé prazského orloje si
nebeskou sféru predstavme jako kulovou plochu o poloméru asi
40 cm (obr. 8.2). Stied promitani S je umistén v severnim polu®)
kulové plochy a projekéni rovina je k ni te€nd s bodem dotyku
v jiznim polu J. Stied astronomického ciferniku (obr. 8.1) tedy
odpovida jiznimu pélu nebeské sféry. Nejmensi vnitini kruznice
se stftedem v jiznim pélu znazorhuje obratnik Kozoroha na ne-
beské sféte, zatimco vngjsi soustiedna kruznice obratnik Raka.
Mezi t€mito kruZznicemi je na ciferniku jest¢ umisténa dal$i sou-

D Tato vyska je rovna stu prazskych loktfi, coz byla tehdejsi jednotka miry. Ne&které
prameny uvadéji nespravnou vysku véze 70 metrt. Etalon prazského lokte 59.1 cm
je umistén na Novomeéstské radnici a téz na byvalé Hrad¢anské radnici v Loretanské

ulici &. 1/173.
2 Naproti tomu olomoucky orloj znazorfiuje po rekonstrukcich v 19. a 20. stoleti

heliocentricky model vesmiru — viz (Cermak, 2005).

3 Vétsina orlojli a astrolabil, které vznikly po roce 1450, mé stfed promiténi v jiznim
polunebeské sféry, aby bylo mozné znazorfiovat polohy hvézd v okoli severniho polu.
Pfi tomto zplsobu promitani ale slune¢ni ukazatel vykonava v 1été kratké kruhové
oblouky, zatimco v zim¢ dlouhé.
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Obr. 8.1. Astronomicky cifernik prazského orloje.

stitedna kruznice predstavujici rovnik nebeské sféry (viz obrazky
8.1a8.2).

Dilezitou vlastnosti stereografické projekce je, ze kazda kruz-
nice, jez neprochazi severnim polem, se opét zobrazi na kruznici,
viz (Kiizek, Solc, Solcova, 2007/08). Proto se ekliptika, tj. draha
Slunce po nebeské sféte, zobrazuje na kruznici (obr. 8.2). Jeji stied
neni ve stiedu ciferniku, ale cela ekliptika se kolem tohoto bodu
excentricky otaci (obr. VII barevné pfilohy). Ekliptika je na cifer-
niku orloje znazornéna zlatym prstencem. Po jeho vnitini strané
je na ¢erném podkladu rozmisténo 12 znameni zvérokruhu (tj. zo-
diaku nebo téz zvifetniku). Na ekliptice 1ze pozorovat pfibliznou
polohu Slunce, Mésice? a jeho faze. Slune¢ni i mési¢ni ukazatel je
posuvné uchycen na pfislusné rafii hodinového stroje a je tenkou
ojnici spojen se stiedem ekliptiky, aby na ni stale ztistaval. Astro-
nomicky cifernik orloje také umoznuje zjistovat vychody, kulmi-

9 Draha Mé&sice nelezi v roving ekliptiky, ale je od ni odklon&na piiblizné o thel i = 5°,
coz se na astronomickém ciferniku pro jednoduchost zanedbava.
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nace a zapady jednotlivych znameni zvérokruhu. Shodou okolnosti
stied nasi Galaxie lezi v souhvézdi Strelce, jehoZ znameni je na
prstenci ekliptiky znazornéno zlatou Sipkou (obr. 8.1). Z postaveni
prstence tedy mizeme také piiblizné urcit, kde se pravé nachazi
stied Galaxie. Ekliptika se dotyka obou obratnikd ve dvou proti-
lehlych bodech K a R (viz obrazky 8.1 a 8.2). Jeji stied lezi ve
sttedu spojnice téchto bodil.

Obratni KozotO™>

\)mm'k Raka

Obr. 8.2. Stereograficka projekce obratnikii Raka a Kozoroha, nebeského rovniku a
ekliptiky (nahofe hokorys, dole piidorys). Primér |JS| dané koule je roven poloméru
|JN| stereografické projekce rovniku.

V dobé zimniho slunovratu dne 21. prosince se slune¢ni ukazatel
nachazi na obratniku Kozoroha. Pak se od néj po spirale postupné
vzdaluje, az o letnim slunovratu 21. ¢ervna dosédhne obratniku
Raka. Dalsiho pil roku se zase pomalu pfiblizuje k obratniku Ko-
zoroha. V dob¢ jarni a podzimni rovnodennosti je slunecni ukazatel
na nebeském rovniku.
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Rafie, na jejimz konci je uchycena pozlacena ruka, ukazuje stie-
doevropsky ¢as (SEC) na stupnici s fimskymi &islicemi.” Slune¢ni
ukazatel, ktery je posuvné upevnén na téze rafii, tak obéhne Zemi
nakreslenou uprostied ciferniku jednou za den. Zlaté arabské ¢is-
lice na vnéjSim ¢erném prstenci slouzi k oznaceni staroceského
Casu, ktery se pocital od zapadu Slunce, viz (Horsky, 1988, s. 50).
Tento prstenec se v prubéhu roku pozvolna kyvave nataci o £30°.
Cerné arabské ¢&islice u zlatych kruhovych obloukii oznaéuji pla-
netni hodiny, pro néz je jedna hodina definovana jako 1/12 doby
mezi vychodem a zédpadem Slunce. Slunecni ukazatel pak urcuje
odpovidajici babylonsky cas, jenZ se pocita od vychodu Slunce.
Konecné rucicka s malou Sesticipou hvézdic¢kou (viz obr. 8.1 dole),
ktera je umisténa mezi znamenimi Berana a Ryb a pevné spojena
s prstencem ekliptiky, ukazuje na stupnici s fimskymi cislicemi
hvézdny ¢as.® To je hodinovy tihel jarniho bodu, tj. bodu, v némz
Slunce ptfechazi nebesky rovnik z jizni polokoule nebeské sféry
na severni polokouli. V dtsledku precese zemské osy se ale jarni
bod posunuje podél ekliptiky o 50.26” za rok. Proto se poloha
znameni zveérokruhu na nebeské sféfe méni, zatimco poloha zvi-
fetnikovych a dalSich souhvézdi je v podstaté neménnd. Jarni bod
se tak v soucasnosti nachazi v souhvézdi Ryb.

Cerné vybarveny kruh v dolni &4sti ciferniku znazorfuje astrono-
mickou noc, kdy je Slunce niZe nez 18° pod horizontem. Nacerve-
nalé oblast (viz obr. VII barevné piilohy) ozna¢end AVRORA od-
povida svitani a CREPVSCVLVM stmivani (soumraku). Vychod
Slunce je oznacen ORTVS a zapad OCCASVS. Modfe obarvena
oblast znamena den.

Soucasti hlavniho hodinového stroje je stroj ukazovaci, jenz
obsahuje 3 stejné velka souosa ozubena kola o priméru 117 cm
zpocatku 15. stoleti s ruén¢ vypilovanymi zuby (obr. 8.3). Zem¢ se
zarok (tj. priblizn€ za 365 dni) oto¢i kolem své osy zhruba 366krat.

% Poznamenejme, Ze rozdil mezi SEC a piivodnim prazskym ¢asem je jen 138 sekund,
nebot’ Praha lezi v blizkosti patnactého poledniku.

® Hvézdny den zadind okamzikem, kdy jarni bod prochazi mistnim polednikem (vr-
choli).
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Této skutecnosti jsou ptizptisobeny i pocty zubli na prvnich dvou
kolech. Prvni kolo ma 365 zubi a otoc¢i prstencem ekliptiky pii-
blizn¢ jednou za hvézdny den (tj. za 23 hodin 56 minut a 4 sekundy)
a 366krat za rok. Druhé kolo, které ma 366 zubu, otoci slune¢ni
ukazatel jednou za stfedni slune¢ni den (tj. za 24 hodin) a 365krat
za rok. Slunec¢ni ukazatel se tedy posune vzhledem ke zvérokruhu
o jeden zub denn¢. Tteti kolo ma 379 zubt a rotuje v souladu se
sttednim zdanlivym pohybem M¢sice, jak uvidime dale.

Zahadou zlstava, jak mohli tehdejsi konstruktéii orloje vypilo-
vat po obvodu velkych obéznych kol tak ptesné¢ 379, 366 a 365
zubi (s pfesnosti na desetiny milimetru). Podle Gaussovy véty 4.10
nelze pomoci kruzitka a pravitka rozdélit kruznici na n = 379 (ani
na 366 ¢i 365) stejné dlouhych dilt, protoze prvocislo 379 neni
tvaru 22" + 1. Kdyby si tehdejsi konstruktéfi vypogitali vzdalenost
dvou zubti s piesnosti na setinu milimetru a postupné ji nanaseli na
obvod kola, pak by po 379 krocich chyba mohla vzrist na téméf
4 mm, coz by znemoziovalo tento postup pouzit. Jedna z moznosti,
jak mohlo byt rovnomérné rozmisténo po obvodu mési¢niho kola
n = 379 zubn, je vzit pevny provazek (nebo drat) stejné¢ dlouhy
jako obvod kola. Natazeny provazek lze pomoci podobnosti roz-
délit znackami na n stejné dlouhych dilkt. Pak staci provazek
obtocit kolem kola a znacky na kolo pienést (podrobnosti viz (Kii-
zek, Solcova, Somer, 2007b)). Je zndmo, Ze zuby se nejprve ruéné
vysekaly, a pak se postupné opilovaly na pozadovanou vzdalenost.

Protoze obéh M¢ésice kolem Zemé neni nikterak synchronizovan
s rotaci Zem¢ kolem vlastni osy ani s dobou obéhu Zemé kolem
Slunce, zminéné pocty zubli 365, 366 a 379 umoziuji jen piiblizné
znazornit skute¢né polohy téchto téles. Hlavni hodinovy stroj od
pocatku otacel prodlouzenou hiideli, na které byla pevné umisténa
tii koleCka o 24 zubech, jez zabirala do tii velkych kol. Tim se
dosahlo toho, Ze se zvérokruh, slune¢ni a mésic¢ni ukazatel otaceji
kolem sttedu ciferniku vzajemné riznymi tthlovymi rychlostmi.

Meésic dorazi do téZze polohy se Sluncem jednou za 29.53 dne,
coz je tzv. synodicky mésic (od novu k novu). Tomu jsou ptizpt-
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Obr. 8.3. Ukazovaci stroj orloje obhsahuje tfi ozubena souosa kola otacejici prstencem
ekliptiky, sluneénim a mésicnim ukazatelem. Na prvnim kole, které otaci excentricky

umisténou ekliptikou, je pfipevnéna olovéna protivaha.

sobeny pocty zubl na tfetim kole. Mé&si¢ni ukazatel se opozdi za

slune¢nim o 379 — 366 = 13 zubi za den. To odpovida thlu

(1— %) -360° = 12.348°, coz pomérné dobie vystihuje skute-
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nost, ze se Mésic kazdy den posune podél ekliptiky od Slunce”
smérem na vychod v priméru o 12.191° = 360°/29.53. Snadno
se muzete presvédcit, Ze 378 nebo 380 zubd mési¢niho kola by ne-
vystihovalo tak dobfe skute¢ny posun M¢sice. V roce 1865 zacalo
byt mesicni kolo pohanéno tzv. diferenénim (opravovacim) stro-
jem, ktery pohyb mési¢niho ukazatele jesté vice zptesnil. Piesto se
poloha tohoto ukazatele musi vicekrat rocné mirné upravovat, mj.
také proto, ze draha Mésice je elipticka.

Jelikoz je i draha Zemé& mirn€ eliptickd, Slunce se nepohybuje
po ekliptice rovnomérne. Z tohoto divodu se v soucasnosti také
natoCeni prstence ekliptiky dvakrat do roka ptizpisobuje skuteéné
poloze Slunce.

Kolo pohangéjici ekliptiku ma plnou osu. Slune¢ni kolo ma du-
tou osu, ktera obklopuje osu prvniho kola. Tteti mesi¢ni kolo ma
rovnéz dutou osu obklopujici osy prvnich dvou kol.

Mg¢sicni ukazatel je duta koule (obr. 8.1), jejiz jedna polovina je
natfena ¢erné. Uvnitf je skryt dimyslny mechanismus s ozubenym
kolem a olovénym zavazickem, ktery ota¢i Mésicem a ukazuje tak
jeho faze. Energie potfebnd k jeho otaceni se ziskavd z pohybu
prstence ekliptiky.

Pti rekonstrukci astronomického ciferniku orloje kolem roku
1865 restauratoti omylem vyrobili prstenec ekliptiky stejn€ velky
jako nebesky rovnik a ekliptika se piitom nedotykala zadného z ob-
ratnikd. Na sféfe reprezentujici hvézdnou oblohu ma sice ekliptika
i nebesky rovnik stejny pramér [KR| = |[MN| — viz obr. 8.2, ale
pro stereografické praméty plati |[K'R’| > |[M'N’|. AZ po zasahu
matematika FrantiSka Josefa Studnicky a astronoma Karla Horn-
steina byla k prstenci ekliptiky pfinytovana vétsi zlata obruc tak,
ze kazdé znameni zvérokruhu je rozdéleno na 6 dilkd po péti stup-
nich, a to umoziuje pifiblizné stanovit i datum. I kdyz se takto
zvétsena ekliptika jiz zacala dotykat obou obratniki, poloha slu-

) Zahodinu se Mésic posune podél ekliptiky od Slunce zhruba o piil stupné a za minutu
0 30”. Za 40 sekund se tedy posune o thel 20", ktery odpovida aberaci slune¢niho
svétla. Proto pfi Uplném zatméni Slunce jsou Zemé, Mésic a Slunce v pfimce az 40
sekund po stfedu zatmeéni.
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necniho a mési¢niho ukazatele dodnes zlstala na nespravné kruz-
nici (obr. 8.1). Pfitom by stacilo prodlouzit ojnice slune¢niho a
meési¢niho ukazatele jen o 7 cm.

Dolni cifernik orloje obsahujici kopie 12 velkych a 12 malych
kruhovych Manesovych obrazi (tzv. lunet) piedstavuje kalendar.
Otaci se velice pomalu —jedna otocka trva cely rok. Original kalen-
daini desky je ulozen v Méstském muzeu v Praze. Kopii umisténou
na orloji v dnesni dobé zhotovil Bohumir Cila. Pozlacena stielka
v horni ¢asti ciferniku ukazuje prislusny den v roce, informuje
o svatcich aj., viz (Horsky, 1988, s. 58). Napriklad lze také zjistit,
ve kterém znameni se pravé Slunce nachazi.

8.3. Prazska hodinova posloupnost

Genialitu tehdejsich hodinait miizeme demonstrovat na konstrukei
zafizeni pro pfesnou stabilizaci tderti zvonu. Bici stroj obsahuje
velké obézné kolo (tzv. zavérkové kolo) s 24 zatezy na vné&jSim
obvodu, jejichz vzdalenosti postupné narQstaji (viz obrazky 8.4 a
8.5). To umoznuje periodické opakovani 1-24 uderti zvonu béhem
kazdého dne. Pocet tidert zvonu odpovida SEC, tj. v letnim Case
orloj odbiji vZdy o hodinu méné. Soucasti biciho stroje je i pomocné
kolecko, jehoz obvod je rozdélen 6 zafezy na segmenty o délkach
oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2 (viz obrazky 8.4 a 8.5). Tyto délky se
periodicky opakuji po kazdé otocce a jejich soucet je

s = 15.

Na zacatku kazdé¢ hodiny se zvedne zapadka, ob¢ kola se zacnou
otacet a zvon odbiji pfislusny pocet hodin. Kola se zastavi, jakmile
zépadka zapadne soucasn¢ do zafezi na obou kolech. Kazdy den
udefi zvon celkem

142+ .-+ 24 = 300krat,

a protoze trojuhelnikové ¢islo To4 = 300 je délitelné s = 15, bude
pomocné kolecko na pocatku kazdého dne vzdy ve stejné poloze.
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Zaverkové kolo ma 120 vnitinich zubi, které zapadaji do cévo-
vého kola se 6 vodorovnymi tyckami, jeZ obklopuji stfed pomoc-
ného kolecka (viz obrazky 8.4 a 8.5). Protoze se zavérkové kolo
oto¢i jednou denné, pomocné kolecko se otoci za tu dobu 20krat.

Obr. 8.4. Detail biciho stroje prazského orloje ukazujici umisténi pomocného kolecka.
Zapadka je v poloze mezi segmenty odpovidajicimi 8. a 9. hodiné ranni.

Obé kola se otaceji pouze béhem odbijeni. Pfitom je ale obvo-
dova rychlost pomocného kolecka pfiblizné 4krat vétsi, protoze
jeho obvod je Skrat mensi nez obvod zavérkového kola. To umoz-
nuje dostatecné presnou stabilizaci poctu tiderti zvonu zejména pii
opotiebeni zatezl zdvérkového kola. Bez pomocného kolecka by
totiz mohl zvon udefit napiiklad jen 11krat misto 12krat, pokud
by segment oznaceny 12 na obr. 8.5 mél jiz pftili§ zaoblené konce.
Pro jeden uder zvonu hodinu po ptlnoci bylo kdysi pomocné ko-
lecko dokonce nezbytné, nebot’ na zavérkovém kole schazi pii-
slusny segment (viz obr. IX barevné ptilohy a obr. 8.4). Byl by
totiz tak tenky, Ze by se brzy zlomil.
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Prazsky orloj je pravdépodobné nejstarsi a stale fungujici hodi-
novy stroj, ktery obsahuje takové dlimysIné zatizeni pro pfesnou
stabilizaci poctu uderti zvonu, viz (Horsky, 1988, s. 78).

Obr. 8.5. Pocet tderii zvonu je oznacen &isly ..., 9, 10, 11, 12, 13, ... po vnéjSim
ohvodu velkého zavérkového kola. Za nim je umisténo pomocné kolecko, jehoz ohvod
je zarezy rozdélen na segmenty o délkach oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2. Zapadka je
znazornéna malym ohdélnickem nahofe uprostied.

Kdyz se pomocné kolecko otaci, vytvari pomoci délek segmenti
mezi jednotlivymi zatfezy periodickou posloupnost, jejiz ¢astecné
soucty odpovidaji poc¢tu uderti zvonu v kazdou celou hodinu,

1234 32 123 43 (8.1)
N = =~
5 6 7

2123 432 1234 32123 43212
S = = O =
8 9 10 11 12

34321 23432 123432 ...
e = =

13 14 15
V dalsi kapitole ukazeme, ze bychom takto mohli pokracovat
az do nekonecna. VSechny periodické posloupnosti ale takovou
peknou souctovou vlastnost nemaji. Naptiklad je patrné, ze nelze
pouzit periodu 1, 2, 3, 4, 5, 4, 3, 2, protoze pro 6 uderti zvonu je
6 < 4 4 3. Rovnéz perioda 1, 2, 3, 2 se k tomuto ucelu nehodi,
nebot’ pro 4 udery mdme 2 + 1< 4 <2414 2.
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Sloane v (Sloane, 2002, 2007) nazyva periodickou posloupnost
1,2,3,4,3,2,1,2,3,4,3,2,...

prazska hodinova posloupnost diky zajimavé souctové vlastnosti
uvedené v (8.1).

V nasledujicich oddilech dokdZeme fadu matematickych vét ty-
kajicich se zobecnéni této posloupnosti. Budeme se vlastné zajimat
o to, jak navrhnout nepravidelné ozubeni pomocného kolecka i pro
obecné jiné hodnoty souctu s.

8.4. Trojiihelnikova ¢isla a Sindelovské posloupnosti

V &lanku (Kiizek, Solcova, Somer, 2007a) jsme odvodili piekva-
pivou souvislost mezi trojuhelnikovymi cisly

_k(k+1)
= TR
a prazskou hodinovou posloupnosti, ktera byla pouzita pfi kon-

strukci biciho stroje prazského orloje. V tomto oddilu se budeme
zabyvat dal$imi periodickymi posloupnostmi, které¢ maji podobnou

Th=14+2+-+k k=0,1,2,..., (8.2

vlastnost jako posloupnost 1, 2, 3, 4, 3, 2,... v (8.1), tj. které by
mohly byt pouzity pfi konstrukei podobného pomocného kolecka,
jako je znazornéno na obr. 8.4.

Posloupnost  (a;)72, se nazyva periodicka, jestlize existuje
p € Ntak, ze

VieN: ajp=a;. (8.3)

Kone¢na posloupnost ay, . .., a, se nazyva perioda a p délka peri-
ody. Nejmensi p spliujici (8.3) se nazyva minimalni délka periody
a jemu odpovidajici posloupnost ai, . .., a, minimalni perioda.
Necht’ (a;) C N je periodicka posloupnost. Rekneme, Ze troj-
thelnikové ¢islo Ty pro k € N je dosazitelné pomoci (a;), jestlize
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existuje n € N tak, ze
Te =) a (8.4)

Periodickou posloupnost (a;) nazveme Sindelovskou, je-li T do-
sazitelné pomoci (a;) pro vSechna k£ € N, tj.

VkeN FneN:Ti=> a (8.5)

i=1

Trojuhelnikové ¢islo T na levé strané je rovno souctu 1 +
--- + k hodin na velkém zavérkovém kole, zatimco soucet na
pravé stran€ odpovida celkovému pootoceni pomocného kolecka
(obr. 8.6). Ptitom pro k-tou hodinu plati

n
k=Ti—Timi= ) an (8.6)
i=m+1
kde Ty = >.I_, a;. Protoze a; > 0, je &islo n v (8.5) zavisejici

na k urceno jednoznacng. Z (8.2) a (8.4) je také patrné, ze a; = 1,
je-li (a;) Sindelovska posloupnost.

Nasledujici véta ukazuje, ze podminku (8.5) lze zaménit mno-
hem jednodussi podminkou, jeZ obsahuje pouze konecny pocet
¢isel k. To ndm umoziuje provést jen konecny pocet aritmetic-
kych operaci, abychom zjistili, zda zvolena perioda ay, . .. ,a, dava
Sindelovskou posloupnost. Soucet prvkii periody budeme nadale

oznacovat
s = Z a;. (8.7)
i=1
Véta 8.1. Periodickad posloupnost (a;) je pro liché s Sindelovska,
Jjestlize Ty je dosazitelné pomoci (a;) pro k = 1,2,...,(s — 1)/2.
Dukaz. Pfipad s = 1 je trividlni. Necht' tedy s > 3 je liché a
necht’

Vke{l,2,....s—1)/2} IneN:Ti=> a. (88)
i=1
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Obr. 8.6. Schematické znazornéni trojihelnikového &isla T;. Gerné puntiky v k-tém
fadku znazoriiuji pocet tderii zvonu v k-té hodiné (viz (8.6)). Celkovy pocet ideri
zvonu od jedné hodiny po piilnoci do k-té hodiny je T,. Cisly jsou oznaceny délky
segmentii mezi zarezy na pomocném kolecku.

Podle (8.7) plati

1L
1—|—2+-~~—|—(s—1):S2 3, (8.9)
i=1

kde p je délka periody a (s — 1)/2 je celé. Pro odpovidajici po-
sloupnost

ai,az,...,04p, A1,02,...,0p, ..., A1,042,...,0p, (8.10)
—_———
s s s

pak vztah (8.9) vyjadtuje, ze se perioda ay, a,...,a, v posloup-
nosti (8.10) opakuje (s — 1)/2krat.

Musime ovéfit rovnost (8.4) pro vSechna k > (s + 1)/2 za
predpokladu (8.8). Pro £ = s — 1, které je sudé, pomoci (8.2),
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(8.9) a (8.3) dostavame

pk/2

P
Tk:Ts—IZEE ai:E ai,
i=1 i=1

neboli n = pk/2 v (8.4) a¢islo Ts_; je tedy dosazitelné.
Predpokladejme nyni, ze k = s—1—k’,kde 1 < k/ < (s—3)/2
a s > 3. Podle piedpokladu (8.8) existuje n’ € N tak, ze

’
n

Lk’; D_yy (8.11)
i=1
Ze vztahu (8.2) plyne, ze
To=T 4= (s—1-— l;’)(s — k")
_ s(s — 12— 2k") n k’(k’2+ 1). (8.12)

Protoze s jelichéal < k' < (s —3)/2,jem =s— 1 — 2k’ sudé
prirozené Cislo. Tedy podle (8.12), (8.7), (8.11) a (8.3) plati

n’ pm/2+n’

p
Tk:%izklzaiJrZai: Z a;.
i=1

i=1 i=1
Dale necht k = gs + k' prog € Na0 < k’/ < 5. Potom z (8.2)
a (8.7) dostaneme, Ze

+ k") gs + k' +1 kk’—l—l
(g5 + k')gs )y HEE Z T

T =
k 2

kde j = q(gs + 1)/2 + gk’ je celé ¢islo a Ty» = 0 pro k' = 0.
Z piedchozi ¢asti dikazu jiz ale vime, ze Ty = > a; pro n&jaké
n"eNaO<k’'<s. - O
Poznamka. Cislo (s—1)/2 v (8.8) nelze zmensit, je-li p délka mini-
malni periody odpovidajici s. Abychom se o tom piesvéd¢ili, staci

uvazovat posloupnost (a;) s minimalni periodou 1,2,2,1,4,1,4 a
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s = 15. Pak podle definice jsou trojuhelnikova ¢isla T1,..., T
dosazitelna pomoci (a;), ale 75 neni.

Priklady. Vyznam véty 8.1 miizeme demonstrovat na prazské ho-
dinové posloupnosti (8.1) pro s = 15. Staci totiz ovéfit vztah (8.5)
pouze pro k < (s —1)/2 = 7, tedy jen prvni fadek v (8.1). (Pfitom
T; = 28 z obr. 8.6 je dokonalé ¢islo.) Dosazitelnost celych ¢isel
k > 7 na dalsich tadcich (8.1) pak vyplyva z véty 8.1.

Podobné mtizeme ovétit predpoklady véty 8.1 i pro dalsi peri-
ody:

I,2prop=2as =23,

1,2,2prop=3as=35,

1,2,3, lprop=4as=7,

1,2,3,3prop=4as=09,

1,2,2,1,4,1,4, 1,4, 1,4prop =11 as = 25.

Existuji Sindelovské posloupnosti i pro s suda. Jednu takovou
muzeme zkonstruovat naptiklad z periody 1, 2, 1, 1, 1:

12111 121 1112 11112... (8.13)
—— Y e Ne—e——
3 4 5 6

Cinitel (s — 1)/2 na pravé strané (8.9) ale neni celociselny. Proto
prislusné prvky posloupnosti vyjadiujici ¢islo s = 6 v(8.13) nejsou
ve stejném poradi jako dana perioda. Pozdéji ve véte 8.6 ukazeme,
jak lze nalézt pro dané s Sindelovskou posloupnost.

Véta 8.2. Periodicka posloupnost (a;) je pro sudé s ve vztahu

(8.7) sindelovska, jestlize Ty, je dosazitelné pomoci (a;) pro k =
1,2,...,5s — 1.

Dukaz. Necht' s v (8.7) je sudé a necht’

n
Vie{l,2,...,s—1} 3neN: T, =) a. (814
i=1
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Ze vztah (8.7) a (8.3) vyplyva, ze
) @2s—1)p
T 1 =(2s — 1)2611' = Z a;.
i=1 i=1
Necht k =25 — 1 — k', kde 1 < k' < s — 1. Podle ptedpokladu
(8.14) existuje n’ € N tak, Ze
K +1) &
(f) Y
i=1
Potom z (8.2) mame
Qs — 1 - k')2s — k)
2
KK +1)
2 2

Ty =Ths_1—pr =

=sQ2s—1-2k")+

a tudiz

pm+n’

p /
Ty =(2s—1 —2k’)2a,~+n2a,-: > a
i=1 i=1 i=1

kde m =2s — 1 — 2k'.
Zbytek dikazu pro £ > 2s — 1 je podobny dikazu véty 8.1.
(I

Poznamka. Cislo s — 1 v (8.14) opét nelze zmensit, je-li p délka
minimalni periody odpovidajici s. Abychom to ovéfili, staci uva-
zovat periodickou posloupnost (a;) s minimalni periodou 1,2,1 a
s = 4. Pak trojuhelnikova ¢isla 77 a 7, jsou dosazitelna pomoci
(a;), ale T3 neni.

Poznamka. Traduje se historka, Ze ucitel zadal ve tfid€, kterou
navstévoval mlady Gauss, vypocitat soucet 1 +2+- - - +100. Gauss
siuvédomil, Ze kdyz seéte prvni s¢itanec s poslednim, dostane ¢islo
101 stejné tak, jako kdyz seCte druhy scitanec s predposlednim atd.
Ke stanoveni celkového souctu mu tedy stacilo vyndsobit ¢islo 101
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polovi¢nim poctem sé¢itanct:
l1+24---+100=(1+100)4+24+99) +---+ (504 51)
=101 - 50 = 5050.

Gauss tak misto zdlouhavého postupného piicitani 1 +2+3+ - - -
pouzil vlastné vztah (8.2) a odvodil, ze T1990 = 5050 (srov. téz obr.
4 z predmluvy).

LY A Fruad (il 1t oD b. :
Ao el c:ﬂ-?—/lm,- o _a?‘»,g i
P2l ATCE frpti i B gl
,3'47”1;:'14?- i ulla Ba ’AP,.,.}; 4 5
"Waswmdﬁlﬂ;uﬁi %ﬁle'
P4

Obr. 8.7. Ukazka z dila Liber de numeris (viz folio 151r), kde se na fadcich 5 a 6
popisuje, jak vynasobit ¢isla 9 x 17 — 153. Cifry 4, 5 a 7 jsou psany podobnym
zpiisobem jako na vnéjSim ciferniku orloje — srov. obr. 8.1. 0d sedmé Fadky je pak
(volné preloZeno) napsano: ... k jedné pridej 2, dostanes 3. K nim pridej 3, budes
mit 6. K nim pricti 4, dostanes 10, dale pridej 5 a budes mit 15. K 15 pFidanych
6 ddvd 21, k nim pricti 7, dostanes 28. Pridej 8 a to dava 36, k nim pFipocitej 9,
dostanes 45. Pak pridej 10 a budes mit 55. Po pricteni 11 je soucet 66, tak pridej 12
a dostanes 78. Pricti 13 a mas 91. Pridej 14, dostanes 105, k nim pricti 15, budes
mit 120. Po pridani 16 to dava 136 a k nim pricti 17 a dostanes 153.

Podobnéuvahy pro lichy pocet s¢itancii Ize ale vysledovativ po-
jednani Liber de numeris, které vzniklo zhruba o 350 let diive a je
uloZeno v odd. XIILF.I. prazského Klementina. Sindel podle tohoto
textu (viz folio 153r) ptfednaSel matematiku na prazské univerzité
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v roce 1437 a neni vylouceno, ze je i jeho autorem, viz (Spunar,
1985, s. 135), (Urbankova, 1962, s. 88). I kdyz tehdy neexistovaly
vzorce typu (8.2), Sindel védél, Ze soudet po sobé nésledujicich
Cisel Ize napsat jako soucin dvou pfirozenych Cisel. Ukazme si to
na ptikladu z obrazku 8.7, kde se ukazuje, ze®

14+2+---+17=17-9 =153,

jinymi slovy 77 = 153. Srovnej s obr. 4 z pfedmluvy proa =1 a
b =17 (viz téz (8.2)).

8.5. Podminka pro existenci Sindelovské posloupnosti

Necht n > 2 a a jsou pevné¢ dand cela Cisla. Pfipomenime nejprve
pojmy kvadratického rezidua a nerezidua. Jestlize kvadraticka kon-
gruence

x)=a (mod n)

ma feSeni x, pak a se nazyva kvadraticky zbytek (kvadraticke
reziduum) modulo n. V opaéném piipad¢ se a nazyva kvadratické
nereziduum modulo n.

Nezli uvedeme nutnou a postacujici podminku pro existenci Sin-
delovské posloupnosti, kterd se bude opirat o pojem kvadratického
zbytku, dokazeme duleZitou vlastnost, kterou pozdeji vyuzijeme
pfi diikazu vét 8.4 a 8.9.

Véta 8.3. Jestlize [ a h jsou celd nezaporna cisla, pak 8 f + 1 je
kvadraticky zbytek modulo 2.

Dtkaz. Jestlize h € {0,1,2,3}, pak 8 + 1 = 1 (mod 2").
Odtud plyne, Ze leva strana kongruence 8 f + 1 je kvadraticky

zbytek, a tedy prava strana je kvadraticky zbytek, nebot 32 = 1
(mod 2").

® Cislo 153 ma celou fadu dalsich zajimavych vlastnosti, napt. 153 = 1! 4 2! + 3! +
41451, 153 = 13 + 3% + 53, viz téZ véta 9.8.
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Predpokladejme nyni, ze # > 4. Necht' f a ¢ jsou nezdporna
cela ¢isla takova, 7 0 < ¢ < 2" 3 —1a f = ¢ (mod 2" ), 4.
2/=3 | (f —c). Protoze ¢islo 8-2"—3 = 2" d&li (8 f +1)—(8c+1) =
8(f —c), dostavame, ze 8 f +1 = 8c¢+1 (mod 2"). Celkem mame
23 zbytkt 8¢ + 1 modulo 2”, které nejsou vzajemné kongruentni,
pro0 < £ < 2"=3 — 1, nebot' 0 < 8¢ + 1 < 2". Proto bez Gijmy na
obecnosti mizeme ptredpokladat, ze 8 f + 1 je prvkem mnoziny

A={0-8+1,1-84+1,2-8+1,...,2" 3 —1)8+1},
ktera ma 2/—3 prvkl. V knize (Niven, Zuckerman, Montgomery,
1991, s. 105) je dokazano, ze mnozina {1,3,5,...,2" — 1} lichych
zbytki je totozna s {(—1)'5/} modulo 2", kde 0 < i < 1a0 <
j < 2h=2 1. Ziejmé 5% = (5/)% je lichy kvadraticky zbytek
modulo 2" pro celé nezaporné j. Podle nasich predchozich tvah
23 lichych kvadratickych zbytkt 5% modulo 2" nejsou vzajemng
kongruentni pro 0 < j < 2#=3 — 1, nebot 0 < 2; < 2#=2 — 1.
Dale vidime, ze

57=25=3-8+1
Podle binomické véty tedy plati

5% =@3-8+1)
:3-/‘8-/’+(J>3f‘8/‘+~--+ (,J )3-8+1
1 j—1
=1 (mod 8)

pro 0 < j < 2h=3 _ 1. Protoze ob& mnoziny 4 a {5% |0 < j <
2=3 _ 1} obsahuji stejny pocet prvkii, véta je dokazana. O

Véta 8.4. Periodicka posloupnost (a;) je Sindelovska pravé tehdy,

kdyz pro kazdé n € {1,...,p} aj € {1,2,...,a, — 1}, pro néz
a, > 2, cislo

n
w:8<2a,~—j> +1
i=1
neni kvadratickym zbytkem modulo s.

292 / KouzLO GiSEL



+

Dtkaz. «: Necht periodickéd posloupnost (a;) neni Sindelov-
ska. Pak podle (8.5) existuji pfirozena Cisla € a m tak, ze a,, > 2
a

m—1

m
E ai<T€<§ aj,
i=1

i=1

tj. existuje ptirozené Cislo j < a,, — 1 tak, ze
m
Tr=Y ai—j. (8.15)
i=1

Necht'n € {1,..., p}jetakové,ze n = m (mod p). Pakz(8.2),
(8.15), (8.7) a (8.3) vyplyva
m
(2€+1)2:4£2+4£’+1:8Tg+1:8(Zai—j)+l

i=1
n

- S(Zai fj> +1 (mod ),

i=1

n
tj. 8(X a; —j) + 1 je &tverec modulo s.
=1

=
=: Necht’ (a;) je Sindelovska posloupnosta s = 2°d, kde c > 0

a d je liché. Pfedpokladejme obracené, Ze existuji pfirozena Cisla

n,jaxtak,zen<p,a,>2,j<a,—1,x<sa

W= S(Z a; —j) F1=x> (mods).  (8.16)

i=1
Z véty 8.3 a vztahu (8.16) plyne existence y takového, ze
x? =w (mod d), (8.17)
y* =w (mod 2¢73),

Podle Cinské véty o zbytcich 1.4 existuje piirozené &islo u > 3
tak,” ze u = x (mod d) A u = y (mod 2°73). Tedy podle (8.17)

9 Zde pozadujeme u > 3, abychom se vyhnuli piipadu w = u = 1 v (8.16).
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plati

u2

u2

[\S]

=w (mod d),

=w (mod 2°73).

Il
=
Il

I

<
[§S]

MM

Protoze (d,2¢7%) = 1, mame
w> =w (mod 2¢73d). (8.18)

Ztejmé je u liché, nebot’ w je liché. Necht tedy u = 2£ + 1, kde
¢ > 1. Potom ze vztahu (8.18) dostavime u?> = 4(% +4f 4+ 1 =
w+2T3dg pro n&jaké celé &islo g. Protoze u > 3, ze vztahti (8.2),
(8.18) a (8.16) plati, ze
21 -1, ¢
T, =" :WT—G—ngEZa,-—j (mod s).

i=1

Tedy existuje ptirozené Cislo m tak, ze m = n (mod p) a

m
Tr=Y ai— ),
i=1

coz je spor s predpokladem, ze (a;) je Sindelovska posloupnost.
O

Jako vedlejsi vysledek dikazu véty 8.4 dostavame dal$i znamé
tvrzeni, viz (Burton, 1998, s. 15) a obr. 8.8.

Véta 8.5. Prirozené cislo r je trojuhelnikové prave tehdy, kdyz je
8r + 1 je ctvercové.

Dikaz Pokudr = Ty = €(€ +1)/2, pak 87+ 1 = 4> +4€ +
1 =Q¢+1)>%

Jestlize obracené 8 + 1 je &tverec, pak 87 + 1 = (2¢ + 1)? pro
néjaké celé Cislo £, protoze 87 + 1 je liché. Potom

QE+1P -1 4e(t+1) €(L+1)
v = = = =
8 8 2

T,, O
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ctverec. Tento vysledek byl zaznamenan feckym historikem Pliitarchem kolem roku
100, viz (Tattersall, 2005, s. 4).

Poznamka. Ve vété 8.4 pozadujeme, aby

w:8<i_iai—j)+1

nebylo kvadratickym zbytkem modulo s pro rizné hodnoty # a j,
kdyz (a;) je Sindelovska posloupnost. Postacujici podminka pro to
je, ze w neni kvadraticky zbytek pro néjaké liché prvocislo ¢ délici
s. K tomu, abychom vidéli, Ze tato podminka neni nutna, uvazujme
periodickou posloupnost (a;) z ptikladi uvedenych za vétou 8.1
sp=11,s =25aperiodoul, 2,2, 1,4,1,4,1,4,1, 4. Pak

8(12;61,»—2)“_65

neni kvadraticky zbytek modulo 25, ale je kvadraticky zbytek mo-
dulo 5. Pfitom 5 je jediné liché prvocislo, které déli s = 25.

Poznamka. Uvazujme posloupnost (a;) s periodou 1,2, 1,1,...,1
a povSimneéme si, ze

2
w=8(>a—1)+1=17.
i=1
Z véty 8.4 a zakona kvadratické reciprocity (viz véta 2.23) je patrné,
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ze pokud s je liché prvocislo a
s=1,2,4,8,9,13,15,16 (mod 17), (8.19)

pak w je také kvadraticky zbytek modulo s, a tedy (a;) neni Sinde-
lovska posloupnost (kvadratické zbytky vcetné nuly jsou na obr.
2.4 znazornény bilymi krouzky). Protoze ale s = 15 neni prvocis-
lem, je posloupnost s periodou 1,2, 1, 1,. .., 1 Sindelovska. Periody
dalsich posloupnosti (a;) 1ze vySetfovat obdobné.

8.6. Konstrukce primitivni Sindelovské posloupnosti

Nejprve si zavedeme pojem slozené a primitivni Sindelovské po-
sloupnosti. Pak uvedeme vétu, kterd nam bude zarucovat existenci
jediné primitivni Sindelovské posloupnosti pro dané s (viz (8.7)).
Sindelovské posloupnost (a}) s minimalni délkou periody p + 1

se nazyva slozend, jestlize existuje posloupnost (a¢;) a £ € N tak,
ze

aj=a;, i=1,..,0-1,

ag = ayp + a2’+1>

ai=di,, i=C+1,...,p

Priklad. Perioda 1, 2, 3, 2, 2, 3, 2 odvozena z periody 1,2, 3,4,
3,2 posloupnosti (8.1) dava slozenou Sindelovskou posloupnost.
Jinymi slovy, pomocné kolecko (s jednim zafezem navic) by fun-
govalo i pro tuto sloZzenou Sindelovskou posloupnost.

Sindelovské posloupnost (a;) se nazyva primitivni, jestlize neni
slozena.

Priklad. Snadno lze ovéfit, Ze vSechny posloupnosti z ptikladi
uvedenych za vétou 8.1 jsou primitivni.

Diikaz nasledujici véty obsahuje explicitni algoritmus pro nale-
zeni primitivni Sindelovské posloupnosti pro dané s.
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Véta 8.6. Pro kazdé s € N existuje jedind primitivni Sindelovskd
posloupnost (a;) tak, ze plati (8.7) pro néjakou (ne nutné minimalnr)
délku periody p.

Dikaz. Necht 1 < b; < by < --- < b; < 5 jsou vSechna
pfirozené Cisla takova, ze 8, + 1 je ¢tverec modulo s pro n =
1,...,t. Vidime, ze by = 1 a b; = 5. Zvolme nyni periodu takto:
ai=byaa,=b,—b,_1pron=2,3,...,¢t. Pak

Vne{1,2,...,t} : b, = Za,-.
i=1

Tvrdime, Ze (a;) je Sindelovska posloupnost. Vidime, Ze pokud
ne{l,....t},an >2aje{1,2,...,a, — 1}, pak

n
by < Zai_j< by.
i=1

n
Tedy 8(>_ a;—j)+1 je kvadratické nereziduum modulo s, protoZze

i=1
8 +1,...,8b;+1

jsou vSechny kvadratické zbytky modulo s. Podle véty 8.4 je (a;)
Sindelovska posloupnost.

Navic vidime, Ze (a;) je primitivni Sindelovska posloupnost
s délkou periody p = ¢ spliyjici (8.7). Z konstrukce periody je
také ziejmé, Ze (a;) je jedind primitivni Sindelovské posloupnost,

ktera vyhovuje (8.7) pro néjakou délku periody p. O
Posloupnost 1, 1, 1,... senazyva trivialni Sindelovska posloup-
nost.

Véta 8.7. Primitivni Sindelovskad posloupnost (a;) je trivialni prave
tehdy, kdyz s = 2" pro h > 0.

Dtkaz. <=: Z konstrukce periody v ditkkazu ptedchozi véty
8.6 vyplyva, ze primitivni Sindelovska posloupnost odpovidajici
s je netrivialni pravé tehdy, kdyz existuje piirozené Cislo f < s
takové, Ze 8 f + 1 neni kvadraticky zbytek modulo s. Podle véty 8.3
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je 8 + 1 vzdy kvadraticky zbytek modulo s = 2" pro & > 0.
TudiZ primitivni $§indelovska posloupnost odpovidajici s = 2" je
trivialni.

=—>: Necht’ obracené s mé lichy prvociselny délitel g a necht’
d neni kvadraticky zbytek modulo g. Pfedpokladejme, Ze 8z = 1
(mod ¢), tj. z je inverzni prvek k 8 modulo ¢. Pro f = z(d — 1)
(mod ¢q)jetedy 8 f +1 = d (mod g). Odtud vyplyva, ze primitivni
Sindelovska posloupnost odpovidajici s je netrivialni. O

Z vét 8.6 a 8.7 okamzité plyne nasledujici tvrzeni.

Véta 8.8. Necht' (a;) je periodickd posloupnost s minimalni délkou
periody p a s = 2™, kde m je nezdaporné celé cislo. Pak (a;) je
Sindelovska posloupnost prave tehdy, kdyz (a;) je trivialni.

Dale dokazeme vétu, kterd ndm zarucuje, Ze pro libovolné dané
prirozené ¢islo & 1ze vzdy najit Sindelovskou posloupnost, ktera jej
bude obsahovat.

Véta 8.9. Pro kazdé k € N existuje £ € N a Sindelovskd posloup-
nost (a;) takovd, ze ar = k.

Dikaz. Cislo 8 + 1 je &tverec pravé tehdy, kdyz 7 je troj-
uhelnikové ¢islo (viz véta 8.5). Budiz £k = T, — Tj_; dano
(viz (8.6)). Podle véty 8.6 staci nalézt ptirozené Cislo s > T}
tak, ze 8(Tx_; + j) + 1 neni kvadraticky zbytek modulo s pro
j=12,...,k—1.

Pro pevné j € {1,...,k — 1} necht’

v
8(Ti—1 + )+ 1 =[] rf*
i=1
je prvociselny rozklad. Protoze 8(7j_1 + j) + 1 neni Ctverec, musi
byt nékteré a; liché. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat,
ze a1 je liché. Necht’ ¢; neni kvadraticky zbytek modulo p;. Podle
Cinské véty o zbytcich 1.4 a Dirichletovy véty 3.10 o nekone&nosti
prvocisel v aritmetickych posloupnostech mlizeme najit prvocislo
q; > Ty takové, ze g; = 1 (mod 4), g; = ¢; (mod p1)ag; =1
(mod p;)proi € {2,...,v}.
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Protoze g; = 1 (mod 4), z vlastnosti Legendrova symbolu a
zékona kvadratické reciprocity (viz véty 2.22 a 2.23) dostaneme

®)-()-(5) -

(’ﬁ) - (ﬂ) - (i) =1 proi=2,3,...,v,
q; Di Pi

kde (g) je Legendriiv symbol pro licha prvocisla p a q. Jelikoz

je Jacobiho symbol multiplikativni (viz (2.37)), vidime, Ze
8(Ty_ i 1 ! P\ % Y
(M) :H<&) :(71)(111_‘[1(11' :fl,
qj o1 4 i=2
atudiz, 8(Tj_; +j)+1 je kvadratické nereziduum modulo g;. Nyni
staci definovat s jako soucin riiznych ¢, pro j € {1,...,k — 1}.
([

Priklad. Perioda 1, 2, 3, 4, 5, 3, 3, 7, 2, 3, 3, 9 s minimalni
délkou periody p = 12 a s = 45 dava primitivni Sindelovskou
posloupnost (a;) s pomérmné velkou hodnotou a;; = 9 vzhledem
k s (viz véta 8.6).

8.7. Ktera Sindelovska posloupnost je nejkrasnéjSi?

V dikazu véty 8.6 je obsazen numericky algoritmus pro vytva-
feni primitivnich Sindelovskych posloupnosti. Nasledujici tabulka
udava periody téchto posloupnosti pro s = 1,...,25. Pomoci po-
CitaCe Ize provérit, Ze zadna primitivni Sindelovska posloupnost
pro s < 1000 a s # 15 nema takovou péknou ,,palindromickou‘
vlastnost jako prazska hodinova posloupnost (8.1), ktera byla pou-
zita pfi konstrukei biciho stroje prazského orloje. Tuto posloupnost
generuje pii otaéeni pomocné kole¢ko znazornéné na obrazcich IX
a X barevné pfilohy a na obrazcich 8.4 a 8.5.
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s Periody primitivnich Sindelovskych posloupnosti
1 1

2 11

3 1 2

4 1 1 1 1

5 1 2 2

6 1 21 2

7 1 2 3 1

8 1 1111111

9 1 2 3 3

10 1 221 2 2

11 1 21 2 41

12 1 212121 2

13 1 113 2 23

14 1 23112 31

15 1 2 3 4 3 2

16 111111111111 11T1:1
17 1 1 1 12 41 42

18 1 2331233

19 1113121522

20 122122122122

21 1 2313326

22 1 21241121241

23 122131325111

24 l1212121212121213:2
25 1 221414141 4

Z tabulky dale vidime, ze trivialni primitivni Sindelovské po-
sloupnosti vznikaji pro s = 2/ anéjaké 1 > 0, jak jsme jiz dokazali
ve véte 8.7.
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O struktufe Sindelovskych posloupnosti pro ptipad s = 13 a
s = 19, kdy a; = 1, se diskutuje v poznamce ke vztahu (8.19).
Pokud by zvon zvonil

14+24---4+12=78=6x 13

za kazdy pulden, pak by pomocné kolecko bylo nejspise voleno
tak, ze s = 13, pti¢emZ dalsi moznosti jsou s € {2,3,6,26,39}.
Jejich prislusné primitivni S§indelovské posloupnosti ale nejsou tak
,»hezké, jako je prazska hodinova posloupnost (8.1).

Z tabulky je také patrné, Ze neexistuje primitivni Sindelovska
posloupnost, jejiz perioda je minimalni pro s < 25 sudé. Tuto
vlastnost si nyni dokazeme pro s libovolné velké.

Véta 8.10. Existuje jedind primitivni Sindelovska posloupnost s mi-
nimalni periodou prave tehdy, kdyz s ve vztahu (8.7) je liché.

Dtkaz. =: Necht s = 2°d, kde ¢ > 1 a d je liché. Protoze
podle véty 8.3 je 8 f + 1 kvadraticky zbytek modulo 2€ pro v§echna
nezaporna cela ¢isla £, podle Cinské véty o zbytcich 1.4 je 8 f + 1
¢tverec modulo s praveé tehdy, kdyz 8 f + 1 je ctverec modulo d.
Z konstrukce v dikazu véty 8.6 plyne, ze primitivni Sindelovska
posloupnost odpovidajici s = 2°d ma stejnou periodu (ne nutné
minimalni), jako je perioda primitivni Sindelovské posloupnosti
odpovidajici s = d. Vidime tedy, Ze pro s sudé nema primitivni
Sindelovska posloupnost odpovidajici souctu s piislusnou periodu
jako minimalni.

<: Bud nyni s liché ¢islo. Jestlize s = 1, tvrzeni je trivialni.
Necht' tedy s > 3 a necht’ (a;) je jedina (viz véta 8.6) primitivni
Sindelovska posloupnost odpovidajici s s délkou periody p. Pred-
pokladejme, Ze p’ je minimalni délka periody posloupnosti (a;) a
necht’

p/
s = Z a;.
i=1
Piedpokladejme naopak, ze p’ < p,tj. s’ < s. Pro k € N
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k
polozme w; = a;. Abychom obdrzeli spor, staci podle véty
=1

1

8.6 najit pfirozené Cislo n < p tak, ze 8w, + 1 je kvadratické
nereziduum modulo s. K tomu staci najit délitele f ¢isla s tak, aby
8w, + 1 bylo kvadratické nereziduum modulo f.

Protoze (8, s) = 1, existuje jediné celé Cislo b tak, ze 0 < b <
s—1a8 +1=0 (mods). Necht b = —z (mod s), kde z je
inverze prvku 8 modulo s. Jelikoz 0 je ¢tvercem modulo s, vidime
z konstrukce z dikazu véty 8.6, ze 8w, +1 = 0 (mod s) pro néjaké
k € {1,2,...,p}. Necht m je pfirozené &islo takové, ze m < p/
am = k (mod p'). Pak 8w,, + 1 = 0 (mod s’). Protoze s’ < s,

existuje liché prvocislo ¢ tak, ze ¢ | % = 5 Predpokladejme

nejprve, ze g 1 s’, a uvazujme ¢ Cisel
8 + 1 8Wrp + L 8Wariapr 415 2 8 Wi gty + 1. (8.20)
PovSimnéme si, Ze
Wi jp + 1) — Wi + 1) = 8( — i)s’ (8.21)

pro0 <i< j<g-—1laze(8s, g)=1,vidime, Ze g ¢isel (8.20)
neni vzajemné kongruentnich modulo ¢g. Necht e je kvadratické
nereziduum modulo g. Pak 8w, ;,» + 1 = e (mod ¢) pro n&jaké
j €1{0,1,2,...,9 — 1}, coZ je spor, nebot' ¢ | s am + jp' <
m+(g—1p' <p.

Nakonec se budeme zabyvat zbyvajicim pfipadem, v némz ¢ || s’
pro n&jaké liché prvocislo ¢ a ptirozené ¢islo a, kde ¢%|| s’ znamena,
7e q* | s', ale ¢**! 1 s'. Potom 8w,, + 1 = 0 (mod ¢%). Podle
(8.21) a vztahu ¢“||s’ vidime, Ze g ¢isel v (8.20) je kongruentnich
s Cisly

0, ¢%, 2¢% ..., (g — 1)¢* (mod ¢ (8.22)
v néjakém potadi. Abychom zakonc¢ili ditkaz, staci ukazat, ze ale-

spon jedno z g Cisel v (8.22) je kvadratické nereziduum modulo

g**!. Pokud je a liché, pak ziejmé ¢* je kvadratické nereziduum

modulo ¢**!.
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Nyni pfedpokladejme, Ze o je sudé piirozené &islo, ¢%||r a r je
kvadraticky zbytek modulo ¢“*!. Potom
;= (aq“/z)z _ azq“ (mod qa—H)
pro n&jaké a takové, Ze q 1 a. Jestlize
" = hg”  (mod ¢*),
pak
a*=h (mod q).

Necht' u je kvadratické nereziduum modulo ¢ a ptredpokladejme,
7ze 0 < u < g — 1. Pak uq® je kvadratické nereziduum modulo
qa-H . 0
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9. DALSi APLIKACE TEORIE CISEL

Matematika nam neslizi len na pozndvanie prirody,
ale je tiez mohutnym ndstrojom na jej ovladnutie.

Stefan Schwarz
Matematika v b mol, 1999, str. 30
ed. K. Nemoga, B. Riecan

9.1. Samoopravné kody

Praktickému uziti prvocisel jsme vénovali celou 5. kapitolu. Teo-
rie Cisel ma ale pouziti i v dalSich oblastech (viz (Borho, Zagier,
Rohlfs, Kraft, Jantzen, 1981), (Schroeder, 2006), (Znam, 1987)
aj.), napt. pii kddovani a dekddovani televizniho signalu, v astro-
nomii, pii feSeni diferencnich a diferencialnich rovnic, pii vytva-
feni formatt JPG ¢i PNG, v teorii grup a svazli, v mnoha dalsich
matematickych disciplinach, v informatice, pfi zpracovani signalu
z GPS, pfi studiu struktury atomu nebo rezonance v teorii kmitani.
Mize ale slouZit i pro zabavu, viz napft. (Cihlaf, Vopravil, 1995).

Z oddilu 5.1 dale vime, ze nova rodna ¢isla jsou délitelna 11,
abychom mohli snadno zkontrolovat, zda se v nich nevyskytuje
chyba. Podobné se pro ovéfeni spravnosti u velkych datovych
soubortl pouzivaji rizné kontrolni soucty. To jsou piiklady tzv.
samodetekujicich kodu. Jejich pouzitim sice mizZeme zjistit, ze
v daném souboru dat vznikla chyba, ale obecné nevime, ktery bit
se pienesl ¢i zobrazil nespravne. Pomoci teorie ¢isel vSak miizeme
tento nedostatek odstranit. Boj se Sumem je otazkou tzv. samo-
opravnych kodii, jejichz hlavni mySlenku pouzil jiz v roce 1947
Richard Wesley Hamming (1915-1998) na tehdejSich reléovych
pocitacich, aby osetfil nasledky jejich zna¢né nespolehlivosti.

Definujme Hammingovu vzdalenost d(u,v) mezi vektory u =
(ur,uzy. .. ,up) av = (Vi,va,...,vp), ui,vi € {0, 1}, jako podet
mist, ve kterych se u 1i8i od v.
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Naptiklad pro £ = 3 je d((000), (011)) = 2 nebo d((101), (010))
= 3, kde ¢arky mezi sloZkami vektort pro ptehlednost vynecha-
vame.

Jednoduchy samoopravny kod pouziva nasledujicich osmi ko-
dovych slov, coz jsou vektory délky k = 7,

(0000000),
(0010111),
(1001011),
(1100101),
(1110010), ©.1)
(0111001),
(1011100),
(0101110).

Je vidét, ze se nenulové prvky v (9.1) postupné cyklicky posunuji
vZzdy o jeden bit vpravo. Dale si povSimnéme, ze prvni 3 bity
(cifry) v kazdém tadku (9.1) jsou vzajemné riizné a Ze zadna jina
takova trojice bitll uz neexistuje, nebot’ 2° = 8. Prvni tfi bity
tedy reprezentuji souradnice vrcholl jednotkové krychle (obr. 9.1).
Zbylé 4 bity jsou voleny tak, aby Hammingova vzdalenost mezi
libovolnymi dvéma tadky v (9.1) byla pravée 4.

‘///?«nllool) '///'(1110010)
(0010111) (1011100)
PO -
,-(0101110) (1100101)
[
(0000000) (1001011)

Obr. 9.1. Prvni tfi slozky kédovych slov jsou soufadnice vrcholii krychle. Hammingova
vzdalenost libovolnych dvou kddovych slov je 4.
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Ozna¢me G mnozinu v§ech osmi kédovych slov z (9.1) s operaci
u®v=(u ©vi,us va,...,u7 O vy),
kde jednotlivé slozky s¢itame podle pravidla:
060=0, 190=1, 0pl=1, 1lal=0.

Tato operace je zifejmé asociativni. Protoze Hammingova vzdale-
nost kazdych dvou riznych prvkti z G je 4, jejich seCtenim ziskame
kodové slovo slozené ze Ctyf jednicek a tii nul. Snadno mtizeme
oveftit, Ze toto kodové slovo opét patii do G. Naptiklad

(0101110) = (1001011) & (1100101) = (1011100) & (1110010)
= (0010111) & (0111001) = (0101110) & (0000000).

Poznamenejme, Ze mnozina G spolu s operaci scitani & tvofi tzv.
grupu (podrobnosti viz (Pradlova, Kiizek, 1999)), jejiz neutralni
prvek je prvni kodové slovo v (9.1) sloZené ze samych nul a kazdy
prvek je sam k sob€ inverzni.

Struéné si nyni popiSme vlastni metodu samoopravnych kodi,
kterou se odstrafuji chyby napftiklad pii pfenosu dat z mezipla-
netarnich sond. Pouziva ji i americkd armada. Nutnost pouzivat
samoopravné kody totiz vznikd tam, kde existuje jista (ne pii-
1i$ velkd) pravdépodobnost vyskytu chyby pii pienosu informace,
napt. pii prichodu radiovych vin oblakem meziplanetarniho pra-
chu nebo pasem planetek.

Piiklad. Pienos dat v pfipadé kodovych slov (9.1) probiha takto:
Prvni 3 bity pfenasené informace se jednoznaéné doplni o dalsi 4
bity podle (9.1) a ptislusné kodové slovo se odesle. Pak se vezmou
dalsi tii bity pfendSené informace, opé€t se doplni na sedmici podle
(9.1) a odeslou atd. Pokud pfi pfenosu informace dojde ke zméné
jednoho bitu v néjakém kdédovém slovu, bude jeho Hammingova
vzdalenost od pivodniho kédového slova 1, zatimco od ostatnich
slov 3 nebo 5. Tak pfijimaci strana okamzité zjisti, ktery bit se
$patn¢ ptenesl, a opravi jej. Pii ztraté dvou ze sedmice bitd se
pouze poznd, ze doslo k chybg, a celé kodové slovo se musi vyslat
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znovu. Z kazdého kodového slova se ale pfi pfijmu vyuziji jen prvni
3 bity, které nesou piivodni informaci. Zbylé 4 bity redundantni (tj.
prebytecné) informace se pak jiz mohou vypustit.

Pokud by ptenos dat byl jesté méné spolehlivy, je tieba pou-
zit jiny samoopravny kod s vétsi délkou slova (viz (Thompson,
1983)) nebo vétsi anténu apod. Napiiklad prvni orbitalni druzice
Marsu Mariner 9 byla jiz v roce 1971 vybavena kédem s moZznosti
az sedmindsobnych oprav na jedno kddové slovo o délce 32 bitt.
Kazdy bod pienasené fotografie povrchu Marsu byl ohodnocen
2% = 64 stupni jasu. Odpovidajicich 6 bitii bylo doplnéno 26 bity
redundantni informace umoziujici opravit pfipadné chyby zpi-
sobené Sumem pii pfenosu dat meziplanetarnim prostorem. Vice
podrobnosti o tomto kddu lze nalézt v (Adamek, 1982, s. 90).

Samoopravné kody se také pouzivaji k zabezpeceni spravného
fungovani n¢kterych paméti pocitacii. Stejné tak znamé kompaktni
disky jsou jimi ,,chranény* pfed mechanickym poskozenim. Na-
priklad kdyz se povrch disku poskrabe, chybéjici informace se
patiicné doplni. Jedny z nejicinnéjsich samoopravnych kodl jsou
zaloZeny na pouziti Leechovy miizky, ktera odpovida nejhustSimu
usporadani kouli ve dvaceti¢tyirozmérném prostoru, viz (Thomp-
son, 1983). Poznamenejme jeste, Ze piiroda objevila samoopravné
koédy a samoopravné procesy jiz pred mnoha miliardami let. Po-
kud je naptiklad jedno vlakno kyseliny DNA poskozeno, ztracena
informace se doplni podle komplementarniho vldkna, mensi po-
Skozeni zivého organismu se vét§inou také ,,samoopravi® apod.

9.2. Sifrovani pomoci symetrického klice

Kryptografie je soucasti SirSiho védniho oboru kryptologie, ktery
zahrnuje téz oblast kryptoanalyzy, tj. analyzy bezpecnostnich al-
goritmu. Kryptografie se zabyva ochranou pienosu a uchovani dat,
predevsim zajisténim jejich diivérnosti, integrity dat (tj. obsahové
neporusenosti), autenti¢nosti informaci a nepopiratelnosti jejich
puvodu. Prudky rozvoj kryptografie 1ze spojit s pocatkem 20. sto-
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leti, kdy se znacné rozsitil telegrafni a pozdéji radiovy prenos
informaci. Napfiklad némecka armada pouzivala elektromecha-
nicky Sifrovaci stroj Enigma. Jeho kod v roce 1932 rozsifrovali
matematici Marian Rejewski, Jerzy Rozycki a Hendryk Zygalski
pracujici pro polskou tajnou sluzbu. Koncem druhé svétové valky
pak zdokonaleny kod rozsifroval genidlni matematik Alan Turing
(1912-1954), coz pomohlo zkratit valku a usetfit tak mnoho lid-
skych Zivota.

V této kapitole predstavime velice jednoduchou metodu sifrova-
ni pomoci symetrického klice (tzv. Vernamovy Sifry). Symetrické
Sifry s tajnym klicem se uzivaji k Sifrovani rozséhlych soubort,
nebot’ jsou podstatné rychlejsi nez asymetrické Sifry (jako je napfi-
klad metoda RSA). K odeslani tajné zpravy potfebujeme Sifrovaci
kli¢, bez jehoz znalosti nelze zpravu rozlustit. KIi¢ generujeme
jako dostatecné dlouhou posloupnost zcela nahodné zvolenych nul
a jednicek (napf. hdzenim mince ¢i pomoci generatort pseudo-
nahodnych d¢isel). Nize ukazeme, Ze takto zvoleny tajny KIic se
stane klicem Sifrovacim i deSifrovacim zaroveil. Proto se mu tiké
symetricky klic.

Na mnoziné¢ G = {0, 1} definujme operaci s¢itani & podobné
jako v predchozi kapitole:

000=0, 100=1, 0®l=1, 1@1=0. 9.2)

Tato aritmeticka pravidla nyni pouZijeme k velice jednoduchému
Sifrovani a odsifrovani tajné zpravy nasledujicim postupem:

Text zpravy nejprve prekddujeme na posloupnost nul a jednicek.
Z oddilu 5.2 jiz vime, jaky je rozdil mezi kddovanim a Sifrovanim,
coz se Casto zaménuje. Pti kodovani se prevadi jedna forma zapisu
na jinou, avSak nedochazi k jejimu utajovani. Algoritmus pievodu
je znam (napi. ¢arovy kod na zbozi, kod ASCII, radiotelegrafni
kéd Q apod.). Kédovani tedy slouzi jen k usnadnéni pfenosu in-
formace. Naproti tomu Sifrovani slouzi k utajeni zpravy. Zpravu
ve dvojkové soustaveé pak ,,seCteme™ se Sifrovacim klicem tak, ze
na jednotlivé cifry postupné pouzivame vztahy (9.2) — viz prvni tii
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fadky nasledujiciho prikladu:
100001110... tajna zprava,
000101101... sifrovaci klic,
100100011... pfenasend zaSifrovana zprava,
000101101... desifrovaci kli¢,

100001110. .. odsifrovana zprava.

Ptijimajici strana k zaSifrované zpravé pticte desifrovaci kli¢ — viz
posledni tfi fadky prikladu. VSimnéte si jeste, ze soucet Sifrova-
ciho a desifrovaciho klice je nula, tj. Sifrovaci (i desifrovaci) kli¢ je
sam k sob¢ inverzni. Pokud byl Sifrovaci kli¢ zvolen jako skute¢né
nahodna posloupnost nul a jednicek, pak je samotna zasifrovana
zprava opét zcela nahodna posloupnost (tj. nenese zadnou infor-
maci).

Véta 9.1. Zasifrovand zprava je po odsifrovani totozna s piivodni
zpravou.

Dtkaz. Ze vztaht (9.2) plyne, ze
udvev=u®0=u provsechnau,ve G,

a proto musi byt po dvojitém pouziti symetrického kli¢e desifro-
vana zprava totozna se zpravou puvodni. O

Tento zpuisob Sifrovani se pouziva mj. v nasich bankach v kom-
binaci s metodou RSA, ktera na rozdil od metody tajného syme-
trického klice je metodou s vetejnym Sifrovacim kli¢em. Vyhodou
symetrického klice ale je to, Ze neklade v podstaté zadné naroky
na vypocetni Cas, zatimco Sifrovani zprav metodou RSA je znacné
Casove¢ narocné.

Popisme si jednoduchy zptisob pouziti kombinace metody RSA
a symetrického klice, pti kterém probiha odeslani delsi divérné
zpravy: Nahodné je vygenerovan jeden symetricky kli¢ urcité
délky, napt. 128 bytti (1024 bittr). Dlivérna zprava se pak rozdéli po
osmibytovych blocich a kazdy blok se zaSifruje vygenerovanym
symetrickym klicem. Samotny symetricky kli¢ je zaSifrovan vefte;j-
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nym RSA kliCem pfijemce a odesle se spolecné se zaSifrovanou
zpravou. Tak ziska pfijemce symetricky kli¢, aniz by doslo k jeho
prozrazeni, a mize si dvérnou zpravu odsifrovat.

9.3. Keplerovy mozaiky

Némecky matematik a astronom Johannes Kepler se ve svém
stézejnim dile Harmonices mundi (1619) zabyval otazkou, jaka
pokryti (tj. mozaiky, parketaze) lze vytvofit z pravidelnych n-
uhelnikt tak, aby sousedni n-tthelniky vzdy sousedily celou stra-
nou, viz (Solcova, 2004). Navic pozadoval, aby kazdy vrchol byl
stejného typu (n1, n, . . . , ny), tj. aby byl obklopen postupné pravi-
delnym n;-thelnikem, n,-thelnikem atd. Ptitom k-tici (ny, na,. . .,
ny) budeme povazovat za ekvivalentni (ny,. .., na, ny), tj. nebude
nam zalezet na tom, zda vrcholy n-thelnik kolem daného vr-
cholu ¢islujeme po sméru ¢i proti sméru hodinovych rucicek. Rov-
néz k-tice (ny, ny,...,n;)a(ny,...,n;,n;) budeme povazovat za
ekvivalentni, tj. nebude zaleZet na tom, odkud zaéneme r-uhelniky
Cislovat. Takové pokryti nazveme polopravidelné. Pokud specidlné
ny = np = --- = ny, pak hovotime o pravidelném pokryti. Dvé
pokryti budeme povazovat za ekvivalentni, pokud jedno dostaneme
z druhého pomoci posunuti, otoceni a dilatace.

Véta 9.2 (Keplerova). Existuje prave 12 riznych polopravidelnych
pokryti roviny, z toho jsou 3 pravidelna.

Dikaz. Vnitini thel v pravidelném n;-thelniku je roven
(n; — 2)180°/n;. Proto pro vrchol typu (ny, na,. .., ni) plati na-
sledujici nutna (nikoliv v§ak postacujici) podminka existence po-
lopravidelného pokryti

n np —2

2 )
180 + 22180 + - +
n np np

Odtud jednoduchymi tpravami dostaneme diofantskou rovnici

180 = 360.

(9.3)
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Prava strana (9.3) musi byt kladna, a tedy £ > 3. ProtoZe bod Ize
obklopit 6 rovnostrannymi trojuhelniky a vSechny ostatni n-tihel-
niky maji vnitini tthly vétsi, ziskame dalsi nutnou podminku £ < 6
fesitelnosti (9.3). Srovname-li slozky vysledné k-tice pro pie-
hlednost podle velikosti, dostaneme nasledujicich 17 feSeni rov-
nice (9.3):
Trojice
(3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15), (3,12,12),
(4,5,20), (4,6,12), (4,8,8), (5,5,10), (6,6,6);
Ctvetice
(3,3,4,12), (3,3,6,6), (3,4,4,6), (4,4,4,4);
pétice
(3,3,3,3,6), (3,3,3,4,4);
Sestice
(3, 35 37 33 3’ 3)'
Ne vsechna ale odpovidaji polopravidelnym pokrytim celé roviny.
Naptiklad bod Ize obklopit dvéma pétitihelniky a jednim deseti-
uhelnikem, ale snadno miZzeme ovéfit, ze to nestaci na pokryti celé
roviny. Navic slozky uvedenych sedmndcti k-tic byly srovnany
podle velikosti, coz nadale uz nebudeme pozadovat.
Postupnym proveéfovanim piedchozich piipadl ziskame jen na-

sledujicich 12 feseni (viz obr. XI barevné ptilohy)

(3,3,3,3,3,3), (4,4,4,4), (6,6,6),

(3,12,12), (4.8,8), (4,6,12),

(3,6,3,06), (3,4,6,4), (3,3,4,3,4),

(37 3’ 3’4’4)’ (37373935 6)7 (3’37 37 3’6)'
Posledni dvé feSeni jsou Ciselné stejnd. VSimnéte si ale na obr.

XI, Ze posledni pokryti je zrcadlovym obrazem piedposledniho.
Ostatnich 10 pokryti ma osu soumérnosti. O
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Keplerovy polopravidelné mozaiky se pouzivaji k ozdobnému
dlazdéni nékterych chodnikd, pro parketdze a umélecké mozaiky,
jako vzory na tapety a latky, v pocitacové grafice, ale i pfi popisu
uhlikovych nanotrubic apod.

9.4. Penrosovy mozaiky

Pocatkem sedmdesatych let 20. stoleti britsky matematik a fyzik
Roger Penrose objevil pokryti roviny dvéma typy dlazdic, které ma
lokalni péticetnou symetrii a tizce souvisi se zlatym fezem (viz obr.
XII barevné ptilohy). Ob¢ dlazdice maji tvar kosoctverce a jejich
strany jsou stejné dlouhé. Prvni dlazdice ma ostry tihel roven 72°
a druhé 36°. Nazyvaji se Penrosovy dlazdice. Podle (5.32) a (7.3)
je

B
e 2 9.4)
kde a je zlaty fez a S je jeho prevracena hodnota s opacnym
znaménkem. Piedpokladejme, Ze dlazdice maji jednotkové délky
stran. Pak prvni dlazdice ma obsah sin 72° = 2sin36° cos36° a
druha dlazdice sin 36°. Pomér jejich obsaht je tedy roven zlatému

fezu

cos 72° =

1+5
5

Penrose pfiznava, ze se inspiroval Keplerovym dilem Harmo-
nices mundi, kde se vySetfuji moznosti pokryti kolem pétitihel-
nikovych dlazdic. Pro konstrukci Penrosova pokryti je tfeba, aby
vSechny dlazdice spliiovaly tzv. Penrosovo pravidlo:

sin72° : sin36° = 2¢c0s36° = a =

Dlazdice je treba napojovat tak, aby na sebe spojité navazovaly
oblouky stejné barvy nakreslené na dlazdicich (obr. 9.2).

v

Nejpiekvapivejsi vlastnosti Penrosovych pokryti roviny je sku-
teCnost, Ze nejsou nikdy periodicka (obr. XII). Pokud tedy takové
pokryti posuneme o né&jaky vektor, nikdy se nebude shodovat s pi-
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vodnim pokrytim, i kdyz existuje jen kone¢ny pocet moznosti jak
obklopit dany vrchol Penrosovymi dlazdicemi.?

Obr. 9.2. K vytvoreni aperiodického pokryti je tfeba napojovat Penrosovy dlaZdice
tak, aby na sehe spojité navazovaly vyznacené oblouky stejné harvy.

O Penrosove pokryti existuje velké mnozstvi literatury. Zde pfi-
pomeneme jen jeho pivodni ¢lanek (Penrose, 1974), v némz se
dlazdice z obr. 9.2 objevuji poprvé, a vétu nesouci jeho jméno.

Véta 9.3 (Penrosova). Zddné pokryti roviny Penrosovymi dlazdi-
cemi splijici Penrosovo pravidlo neni periodickeé.

Dtikaz Ize nalézt napt. v (Griinbaum, Shephard, 1987, s. 534—
542).

Poznamka. Z Penrosovych dlazdic mizeme sestavit i periodicka
pokryti, kdyz porusime Penrosovo pravidlo. Napftiklad, kdyZ po-
spojujeme dlazdice jednoho ¢i druhého typu do nekonecné dlou-
hych past, z nichz pak lze vytvaret rtizna periodicka pokryti.
K tomu, abychom dostali aperiodické pokryti, bohuzel nestaci po-
zadovat, aby dvé sousedni dlazdice netvofily rovnobéznik. Napii-

1 Penrosovo pokryti Ize zobecnit i do vicerozmérnych prostori.
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klad 1ze sestavit periodické pokryti Penrosovymi dlazdicemi, kde
kazdy vrchol je obklopen ¢tyfmi dlazdicemi s vrcholovymi thly
vzdy ve stejném poradi: 36°, 72°, 144° a 108°. V tomto ptipadé
také neni spInéno Penrosovo pravidlo, viz (Kiizek, Solc, 2009).

V roce 1986 nalezl André Katz aperiodické pokryti roviny vyka-
zujici lokalni sedmicetnou symetrii. Jeho tfi typy dlazdic maji opét
tvar kosoctverct, jejichz ostré tihly jsou postupné 180°/7, 360°/7
a 540°/7 (viz obr. XIII barevné piilohy).

Rovinu Ize také aperiodicky vyplnit pouze jednim typem dlaz-
dic, které maji tvar napiiklad rovnoramenného pravouhlého troj-
uhelniku. K tomu sta¢i uvazovat Ulamovu spiralu z obrazku 3.2.
Ctverce odpovidajici prvoéislim rozdélime diagonalou se sklo-
nem 1 na dva trojuhelniky. Ostatni ¢tverce rozdélime diagonalou
se sklonem (—1).

9.5. Platonska télesa

Recky filosof Platon (427-347 pi. n. 1.) vykladal kosmologii na za-
klad¢ Cisté¢ geometrickych predstav. Pfitom zkoumal vlastnosti 5
pravidelnych mnohosténti v trojrozmérném prostoru (viz obr. II
barevné piilohy). Pfipomenme, Ze pravidelny mnohostén (téz tzv.
platonské téleso) je konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou
shodné pravidelné mnohouhelniky a v jehoZz kazdém vrcholu se
styka stejny pocet stén. Dveé pravidelna télesa budeme povazovat
za ekvivalentni, pokud jedno dostaneme z druhého pomoci posu-
nuti, otoceni a dilatace. Pfimym vypoctem se lze presvédcit, Ze
soufadnice vrcholi pravidelnych mnohostént jsou naptiklad:

pravidelny StyFstén (-% 41, 0) a <\/7§ 41, 0),
keychle (£1, +1, +1),

pravidelny osmistén (+1, 0, 0), (0, £1, 0) a (0, 0, +1),

pravidelny dvacetistén (+a,+1,0), (0, +a,+1) a (+1,0,£a),
kde o je zlaty tez,
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a vrcholy pravidelného dvanactisténu jsou ve stfedech trojihelni-
kovych stén pravidelného dvacetisténu.

Véta 9.4 (Platénova). Existuje pravé 5 pravidelnych mnohosténii.

Dukaz. Ukazeme, ze existuje nejvySe 5 platonskych téles, tj.
ze neexistuje zadné dalsi, které by nebylo na obr. II bar. piilohy.
Vnitini thel v pravidelném n-thelniku je roven (n — 2) 180° /n.
Protoze platonské téleso je konvexni mnohostén, soucet vSech thla
kolem jednoho vrcholu mnohosténu je mensi nez 360°, Oznacime-li
k pocet pravidelnych mnohouhelnika kolem libovolného vrcholu,
dostaneme diofantskou nerovnici

n—2

k 180 < 360,
kde zfejmeé k£ > 3. Odtud po uprave plyne, ze

3(n —2) < k(n—2)<2n, 9.5)
atedy

n<6o.

Pro n = 3 ma prava nerovnice v (9.5) pravé tfi feseni k € {3,4,5},
ktera odpovidaji pravidelnému Ctyfsténu, osmisténu a dvacetisténu.

i

Obr. 9.3. Pravidelny osmistén a dvacetistén.
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Pro n = 4 ma nerovnice (9.5) jediné feSeni k£ = 3, jez vede ke
krychli. Také pro n = 5 dostavame jen jedno feSeni £ = 3 odpo-
vidajici pravidelnému dvanactisténu. Kazdé z téchto péti feSeni je
tedy realizovatelné. O

Krychle, jezma 8 vrcholt a 6 stén, je dualni k osmisténu, protoze
ten ma 6 vrcholii a 8 stén. Podobné dvanactistén, ktery mé 20
vrchold, je dualni k dvacetisténu, ktery ma 12 vrchold. Ctyistén
je dualni sdm k sobé. Pro kazdy konvexni mnohostén plati znamy
Euleriiv vztah (ktery znal René Descartes jiz v prvni poloviné 17.
stoleti)

v+s=h+2,

kde v je pocet vrcholil, % je pocet hran a s je pocet stén.

Podobné¢, jako jsme vysetfovali pravidelna a polopravidelna
pokryti roviny pravidelnymi mnohotihelniky, I1ze studovat i tzv.
polopravidelna télesa, viz (Solcova, 2004). Polopravidelné téleso
je konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou tvofeny pravi-
delnymi mnohouhelniky a vSechny prostorové uhly ve vrcholech
mnohosténu jsou p¥imo & nepfimo® shodné. Specialnim piipa-
dem polopravidelnych téles jsou platonska pravidelna télesa, je-
jichZ povrch je tvofen pravidelnymi mnohothelniky jednoho typu.
Polopravidelna télesa, jejichz povrch je tvofen pravidelnymi mno-
houhelniky dvou ¢i vice typt, se dé€li na tzv. archimédovska té-
lesa (obr. 9.4), pravidelné hranoly a pravidelné antihranoly. Je-
jich existenci Ize vySetfovat podobn¢ jako ve vété 9.4. Pravidelné
hranoly maji dvé protilehlé stény tvofené stejnym pravidelnym
n-uhelnikem a ostatni stény jsou ¢tverce (u pravidelnych antihra-
noll pak rovnostranné trojuhelniky). Specialnim piipadem pravi-
delného hranolu je krychle (u pravidelnych antihranolii pak pra-
videlny osmistén). Prehled tfinacti archimédovskych téles podava
Johannes Kepler ve druhé kapitole Harmonii sveta (Harmonices
mundi). Tato télesa jsou pojmenovana po antickém mysliteli Ar-
chimédovi. Kolem roku 1905 bylo objeveno jest¢ ¢trnacté archi-

2 Prostorovy thel je nepfimo shodny se svym zrcadlovym obrazem.
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médovské téleso, které¢ vznikne otocenim ,,horni vrstvy* desatého
télesa z obr. 9.4 0 45° a neni stiedoveé symetrické. Dalsi dvé archi-
médovska télesa mizeme dostat jako zrcadlové obrazy poslednich
dvou téles z obr. 9.4. Terminologie ale neni jednotna.

Obr. 9.4. Archimédovska télesa z Keplerova dila Harmonices mundi.

Pravidelna a polopravidelna télesa maji fadu pouziti v krystalo-
grafii a teorii bodovych grup. Pouzivaji se i pro dekoracni ucely
(napf. na nastupisti stanice Luziny metra trasy B v Praze). Také fot-
balovy mi¢ pfipomina archimédovské téleso o 12 pétihuhelniko-
vych a 20 Sestithelnikovych sténach (viz ¢tvrté téleso na obr. 9.4).
Tento mnohostén ma 60 vrcholil a nalezl uplatnéni téZ v chemii.
Ukazalo se totiz, ze existuje stabilni molekula uhliku, tzv. fulleren
Ceo, kterd ma 60 atomi umisténych pravé ve vrcholech takového
polopravidelného télesa. Pravidelné triangulace trojuhelnikovych
stén pravidelného dvacetisténu se zase pouzivaji ke konstrukei tri-
angulace povrchu koule. Pravidelny dvacetistén (obr. 9.3) Ize také
pouzit k rozdéleni trojrozmérného prostoru na ostrouhlé ctyistény,
viz (Brandts, Korotov, Kfizek, 2005). Prostor lze vyplnit i pravi-
delnymi Ctyf'stény a osmistény, které se stiidaji, anebo krychlemi,
které maji celou fadu praktickych pouZiti.
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9.6. Vykryvaci ctyrstény

V roce 1900 si slavny némecky matematik David Hilbert (1862
az 1943) polozil otazku: Jaké existuji mnohostény, jejichz shod-
nymi exemplafi Ize vhodnym nasklddédnim vedle sebe bez mezer
vyplnit cely trojrozmémy prostor? Tato dosud ne zcela vyiesena
otazka uzce souvisi s tzv. osmnactym Hilbertovym problémem.
Velké mnozstvi astecnych feseni objevili krystalografové pfi stu-
diu struktury miizek monokrystald. V tomto oddilu se budeme
zabyvat nejjednodussim pripadem, kdy mnohosténem je Styfstén.
Ctyistén, jehoZ shodnymi kopiemi Ize vyplnit bez mezer cely pro-
stor, nazveme vykryvaci.

Obr. 9.5. Shodnymi pravidelnymi ¢tyfstény nelze vyplnit prostor. K dané sténé pravi-
delného ctyrsténu lze totiZ ,,pfipojit“ celou sténou stejné velky pravidelny ctyrstén
pravé jednim zpiisobem. Pokud takto ,,obto€ime“ 5 pravidelnych Gtyfsténi kolem
jedné spolecné hrany, objevi se mala mezera.

Recky uGenec Aristotelés inspirovan myslenkami svého ugitele
Platona se ve svém dile O nebi (350 let pt. n.1.) mylné domnival,
ze prostor lze bez mezer vyplnit pravidelnymi Ctyfstény stejné ve-
likosti, viz (Aristote, 1965, sv. 3, kap. 8), coz by vyzadovalo, aby
uhel mezi dvéma sténami pravidelného ctyfsténu byl 72°. Mohli
bychom tedy rozd¢lit pravidelny dvacetistén na 20 pravidelnych
CtyTsténtl, jejichz spolecny bod lezi ve stiedu dvacetisténu. Protoze
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Aristotelés byl uzndvanou osobnosti, o jeho tvrzeni nikdo nepo-
chyboval. Az arabsky matematik Averroes (1126—1198) zjistil, Ze
hrana pravidelného dvacetisténu (obr. 9.3) vepsaného do koule

o poloméru 1 ma velikost %\/ 10(5 — v/5) ~ 1.05 a nerovna se

tak 1, jak by plynulo z Aristotelovy domnénky. Aristotelés se tedy

mylil. Sténové thly pravidelného Ctyfsténu jsou rovny arccos l,

coz zaokrouhleno na celé stupné je 71°.

Polozme si nyni otazku, viz (Ktizek, 1994b), zda existuje vy-
kryvaci Ctyfstén, jehoz vSechny hrany maji celociselné délky. Od-
povéd se bude opirat o konstrukei, kterou navrhl v roce 1974
Michael Goldberg. V ¢lanku (Goldberg, 1974) rozdélil prostor na
nekonecné dlouhé trojboké hranoly, jejichZ prifez je rovnostranny
trojuhelnik s délkou strany e. Na tfech rovnobéznych hranach jed-
noho pevné zvolené¢ho hranolu umistime body 4, B, C, D, E a F
(obr. 9.6), jejichz soufadnice ve sméru svislé osy jsou postupné:
0, a, 2a, 3a, 4a a S5a, kde a > 0 je libovolné realné ¢islo. Snadno
nahlédneme, Ze Sikmo sefiznutym trojbokym hranolem ABCDEF
lze vykryt cely prostor, nebot’ jeho stény ABC a DEF jsou rovno-
bézné.

Z obrazku 9.6 je dale patrné, ze hranol ABCDEF 1ze rozdglit na
tfi shodné Ctytstény ABCD, BCDE a CDEF. Oznacéime-li délku
hrany 4B jako b a délku AC jako c, pak ziejmée plati

P =e*+d* F=e+4d° (9.6)

Vidime, ze hrany BC, CD, DE a EF maji délku b a hrany BD, DF
a CE maji délku c. Protoze pomér a /e lze udélat libovolny kladny,
vykryvacich Ctyfsténll existuje nekonecné mnoho.

Véta 9.5. Existuje nekonecné mnoho vykryvacich ctyrsten, jejichz
délky stran jsou celociselné.

D ik az. Vylou¢ime-li e? z rovnic (9.6), dostaneme diofantskou
rovnici

3a® + b* =2 9.7)
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Podobné jako ve véte 2.5 se lze presvédcit, Ze rovnice (9.7) ma
kladna celocCiselna feseni tvaru

a=2kmn, b=k(im*—jn®, c=k@im*+ jn?),

kde i, j, k, m, n jsou libovolna piirozena ¢isla takova, ze im? > jn?
aij=23. O

Naptiklad pron = 1 am = 2, 3,4, 5 dostaneme postupné nasle-
dujici trojice (3a, b, ¢):

(12,11,13), (9,13,14), (24,13,19) a (15,11,14).

Obr. 9.6. Goldbergovo déleni nekonecného trojbokého hranolu na shodné tyfstény.

9.7. Triky s Cisly
Trik s ¢islem 1089. Proc¢ tolik lidi ¥ika, Ze nendvidi matematiku?
Pravda je takova, ze mnohdy ani nevédi, co matematika je. Britsky

matematik David Acheson se domniva, Ze matematici by tuto situ-
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aci mohli zménit naptiklad tim, Ze zprostiedkuji Siroké vefejnosti
nékteré své myslenky a ukazi, ze maji ze své profese radost.

Jednou z cest, jak to ud¢lat, je pouzit moment prekvapent, ktery
matematické ulohy casto doprovazi. A pfijemna prekvapeni ma
prece kazdy rad. Takovych ptekvapeni si v oddilu 9.7 ukazeme
hned nékolik. Sam Acheson v ¢lanku (Acheson, 2004) popisuje,
jak zazil svoje prvni matematické piekvapeni, kdyz mu bylo 10
let. V té dobé se mu libily rizné kouzelnické triky. Jednoho dne
narazil na nasledujici ,.trik s ¢isly*:

Zvolte si libovolné trojciferné ¢islo tak, aby prvni a posledni
Cislice se lisily alesponn o dvé. Utvotte Cislo, jehoz cifry jsou
v opa¢ném poradi, a odectéte mensi z téchto Cisel od vétsiho (napf.
782 — 287 = 495). Vysledek nyni se¢téte s Cislem, jehoz cifry jsou
opét v opaéném poradi (v nasem piipadé 495 + 594 = 1089).

Pozoruhodné je, ze vysledek vyjde vzdy 1089, at’ si zvolite jaké-
koliv trojciferné ¢islo. Acheson fika: ,,Uvidite-li tento trik poprvé
jako desetileté dité, doslova vas okouzli.*

Véta 9.6. Predchozi trik s trojcifernymi cisly dava vzdy 10809.
Dukaz. Staci uvazovat cifry a, b, ¢ takové, ze a > ¢ + 2. Pak

100a 4+ 106 + ¢ — 100c — 10b —a =100(a —c) —a + ¢
=100(a —c—1)+90+ (10 —a + ¢).
Pficteme-li k tomuto vysledku ¢islo 100(10—a+¢)+90+(a—c—1),
dostaneme 900 + 180 + 9 = 1089. O

Trik s ¢islem 11. Zvolme si dvé libovolna ptirozena ¢isla. Utvoime
posloupnost definovanou podobné¢, jako je Fibonacciho posloup-
nost dana vztahem (7.1). Zvolime-li napiiklad 5 a 6, potom odpo-
vidajici posloupnost bude

5,6, 11, 17, 28, 45, 73, 118, 191, 309,...

V tomto specialnim ptipad¢€ vidime, Ze soucet prvnich deseti ¢isel je
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roven jedenactindsobku sedmého ¢isla (srov. (Livio, 2002, s. 104)),
54+64+11+17+28445+73+1184191+309 = 803 = 11-73.

Muizeme se tedy ptat: Jaké cislo dostaneme, kdyz soucet prvnich
deseti cisel podobné vytvorenych ze dvou libovolnych pocatecnich
hodnot vydélime sedmym z nich? Odpoveéd bude vzdy 11, jak plyne
z nasledujici véty.

Véta 9.7. Necht' ( ;)12 je posloupnost, kde fi a f> jsou libovolnd
prirozend Cislaa fi = fi_1 + fi—a proi> 2. Pak

PR .
fé?‘fl

Dukaz. Polozme m = f| an = f,. Pak vidime, Ze
Si=m,
S2=n,
fi=m+n,
fa=m+2n,
fs =2m+ 3n,
f6 =3m+ 5n,
f7=5m+ 8n,
fs = 8m + 13n,

fo=13m+ 21n,
f10 =21m + 34n,

atedy

10
> fi=55m+88n=11f;. O

i=1

Poznamka. Pocatecni hodnoty £ a f> v pfedchozi vété mohou
byt i libovolna komplexni ¢isla, pro néz je f7 # 0.
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Trik s ¢islem 153. Uvazujme piirozené Cislo
n=cil0F - 4110 + o, 9.8)
kde ¢y, ..., c1, ¢o jsou jeho cifry z mnoziny {0, 1,2,...,9} a
¢ > 0. Predpokladejme, Ze n je dé€litelné tfemi a utvorme ¢islo
m=c,+-+ci+c, 9.9)

Polozme nyni n := m a ptedchozi postup opakujme. Pak po ko-
necném poctu krokti dostaneme cCislo 153.

Priklady.
3 33=27 — 2247 =351 — 3}453413=153,
18 — 148 =513 — 53+ 13433 =153,
153 — 1345433 =153,
9876 +— 9+ 8 +7°+6°=1800 — 1°+8 =513
— 513433 =153

Véta 9.8. Kdyz budeme opakované scitat treti mocniny jednotlivych
cifer libovolného prirozeného cisla delitelného tremi, pak vzidy
dostaneme cislo 153.

Dukaz. Nejprve ukazeme, ze kdyz 3 | n, pak 3 | m. Podle véty
k
1.1b)a(9.8)jen = > ¢; (mod 3) a podle Malé Fermatovy véty
i=0

1

2.12 mame ¢} = ¢; (mod 3). Odtud a z (9.9) plyne, Ze

k k
mch? EZCZ'EI’! (mod 3).
i=0

i=0

Déle dokéazeme, Ze pro n > 10* je n > m. Protoze ¢ > 0 a
k > 4, podle (9.8) a (9.9) plati

k k
n= Zc,-lof > ¢, 105 > 10F > (k + 1)9° > ZC? —m,
i=0 i=0
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tj. pro n > 10* je m vzdy mensi nez n. Tento postup opakujeme
tak dlouho, dokud nedostaneme &islo mensi nez 10*. Pak ale zbyva
jen konecny pocet moznosti a na pocitaci v celociselné aritmetice
lze ovéfit, ze vSechny vedou na ¢islo 153. O

Poznamka. Pfedpoklad délitelnosti tfemi ve véte 9.8 je podstatny.
Existuji totiz jind pfirozena cisla, ktera se rovnaji souctu tetich
mocnin svych cifer: 1 = 13,370 = 33 +73+03,371 = 33+ 73+ 13
a407 = 4> + 0° + 7°. Mezi ¢isly délitelnymi tiemi je ale &islo 153
jediné s touto vlastnosti.

Trik s ¢isly 6174 a 495. Indicky matematik D.R. Kaprekar ob-
jevil, ze cislo 6174 ma nésledujici zajimavou vlastnost, viz (Ka-
prekar, 1955). Zvolme libovolné ctyfciferné ¢islo n, jehoz cifry
nejsou vSechny stejné. Uvazujme nyni dvé Ctyfciferna Cisla slo-
zena z téchto cifer, které jsou srovnané podle velikosti od nejvétsi
k nejmensi a od nejmensi k nejvetsi. Necht’ #; je rozdil téchto dvou
¢isel. Pokud ma tfi cifry, doplnime jej zptedu nulou. Opakujeme-li
tento proces, pak po nejvySe sedmi krocich dostaneme vzdy Cislo
6174, nazyvané Kaprekarova konstanta.

Priklad. Zvolme n; = 1470. Pak
ny, = 7410 — 0147 = 7263,
ny = 7632 — 2367 = 5265,
ng = 6552 — 2556 = 3996,
ns = 9963 — 3699 = 6264,
ng = 6642 — 2466 = 4176,
ny = 7641 — 1467 = 6174.

Pro trojciferna Cisla je podobna konstanta rovna 495. Diikaz
téchto pozoruhodnych vlastnosti pro trojciferna i Ctyfciferna cisla
1ze provést na pocitaci v celociselné aritmetice.

Trik s realnymi ¢isly. V (Hancl, Rucki, 2007) je uvedeno nasle-
dujici tvrzeni.
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1
Véta 9.9. Jestlize x + — je celé cislo pro néjaké redlné x # 0, pak
X
1
x" + — je také celé cislo pro kazdé n € N.
X

Dtk az. Tvrzeni dokazeme matematickou indukci. Ziejme plati
pro n = 2, protoze

4x?l=(x+x Hrx+xH-2

Necht' nyni n > 2 anecht tvrzeni plati pro vSechna k = 1,2,. .., n.
Pak
1 1 1 1
+1 _ -1
= (e ) (e ) = (07 ),
kde cislo vpravo je podle indukéniho predpokladu celé. O

Trik s komplexnimi ¢isly. Eulerovi se piipisuje snad nejkrasnéjsi
matematicka formule

e™+1=0,
ktera svazuje pét nejpouzivanéjSich matematickych konstant 0, 1,
imaginarni jednotku i, Eulerovo ¢islo e a Ludolfovo Cislo n. Odtud
plyne, ze
el = 1 = (_1)3 —_ (em) — e3m'
ProtoZe se leva a prava strana rovnaji, miizeme ob¢ ¢asti odlogarit-

movat a dostaneme rovnost exponentil it = 3in. Vydélime-li obé
strany nenulovym ¢islem in, obdrzime jiny zajimavy trik

1=3. (9.10)

Dalsi triky s Cisly. V néasledujicich vétach uvadime nékteré zaji-
mavé vlastnosti ptirozenych cCisel, které lze vyuzit k dal§im kouz-
Iim s ¢isly.

Véta 9.10. Zvolme dvé cifry a,b € {1,2,...,9} tak, aby a + b =
10. Pak pro libovolné n € N ¢isla a*" a b*" konci na tuté? cifiu.
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Dukaz. Protoze b = —a (mod 10), podle (1.4) plati
" = (—a)* = a* (mod 10). O
Véta 9.11. Zvolme dvé cifry a,b € {1,2,...,9} tak, aby a + b =
10. Pak pro libovolné n € N ¢islo a*"*' + b>"*! konci na nulu.
Dukaz. Protoze b = —a (mod 10), podle (1.4) plati

P = (—a) ! = —a®1 (mod 10),

atedy "t + p*"1 =0 (mod 10). O

Véta 9.12. Zvolme dvojciferné cislo koncici na 5. Jeho ctverec

dostaneme tak, ze vyndsobime jeho prvni cifru a ¢islem a + 1 a na
konec pripiseme 25.
Dukaz. Ziejme

(10a + 5)* = 1004 + 100a + 25 = 100a(a + 1) +25. O

Napiiklad 652 = 6 - 7 - 100 4 25 = 4225.

Priklad. Vyzkousejte si, Ze prvnich Sest nasobk Cisla 142 857 ma
vzdy stejné cifry, které se cyklicky vyskytuji ve stejném potadi a
zacinaji pokazdé jinou cifrou.

Poznamka. Pokud vam v hlavé stale vrta paradoxni rovnost (9.10),
pak vam napovime, Ze logaritmus v komplexni roviné neni jedno-
znacéna funkce, a tedy odlogaritmovani v komplexnim oboru nelze
(na rozdil od realné¢ho oboru) obecné provadeét.

9.8. Latinské ctverce

Pojem latinsky ctverec zavedl Leonhard Euler roku 1782 takto:
Latinsky ctverec vadu n je schéma o n vadcich a n sloupcich, kde
v kazdém vadku a v kazdém sloupci se kazdy prvek néjakého sou-
boru o n prvcich objevuje prave jednou. Prvky latinského Ctverce
mohou byt rizné objekty, napft. hraci karty, Sachové figurky, osoby
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¢i ptirozena Cisla. Proslulou tlohou, ktera stala u zrodu pojmu la-
tinského ¢tverce, byla uloha o 36 distojnicich, kterou zformuloval
Eulerr. 1779:

Seradte 36 dustojnikii Sesti riiznych hodnosti ze Sesti riiznych
plukii do ctvercovéeho utvaru sloZzeného ze 6 Fad po 6 diistojnicich
tak, aby v kazdé rade a v kazdém zdastupu byly zastoupeny vsechny
hodnosti a vSechny pluky.

Euler se domnival, ze uloha nema feSeni, avSak neum¢l své
tvrzeni dokazat. Trvalo pak dlouhych 118 let, nez roku 1900 G.
Tarry systematickym vypoctem dokazal, Ze tato uloha skutecné
nema feSeni, viz (Katrnoska, 2007). Je tfeba poznamenat, Ze mnoho
praci vénovanych latinskym ¢tverctim se tykalo uloh souvisejicich
s kartami. Napfiklad to byla tloha o sefazeni 16 bridzovych karet
predlozena Jacquesem Ozanamem uz koncem 17. stoleti (obr. 9.7).

Necht jsou dany dva latinské ¢tverce Ly a L, kde L1 = (a;),
Ly = (byj), i,j = 1,2,...,n. Pak Ly a L, nazyvame ortogonalni,
jestlize jsou vSechny dvojice (a;;, bij), i,j = 1,2,..., n, navzijem
razné.

Zavedeni pojmu ortogonality mé sviij ptivod v Eulerové uloze
0 36 dustojnicich. Jeji feseni spocivalo v nalezeni dvou vzajemné
ortogondlnich latinskych ¢tvercti Sestého fadu. Jestlize jsou totiz
latinské Ctverce L1 = (a;;) a L, = (b;;) ortogonalni, pak v mnoZziné
dvojic E = (a;j, b;;) se kazda tato dvojice vyskytne pravé jednou.
Takovy ctverec se pak nazyva Euleritv ctverec. Snadno se zjisti, ze
neexistuji ortogonalni latinské ¢tverce fadu 2. Neexistence orto-
gonalnich ¢tverci fadu 6 je vlastné zdlivodnénim neteSitelnosti
ulohy o 36 dustojnicich.

L. Euler vyslovil domnénku, Ze kdyz n = 2 (mod 4), pak ne-
existuji vzajemné ortogonalni ¢tverce fadu n. Mylil se ale. Roku
1960 byl totiz v praci (Bose, Parker, Shrikhande, 1960) publikovan
dikaz, Ze ortogonalni latinské ¢tverce existuji pro vSechna ptiro-
zena Cisla n kromé piipadl n = 2 a n = 6. K danému latinskému
¢tverci vSak obecn¢ nemusi existovat latinsky ctverec k nému orto-
gonalni, coz dokdzal H. B. Mann, viz (Mann, 1944). Zobecnéni této
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véty je v Clanku (Parker, Somer, 1988). V teorii ortogonality la-
tinskych ¢tvercd jsou dva zakladni problémy, problém existence
ortogonalniho latinského ¢tverce k danému latinskému Ctverci a
s tim souvisejici jeho konstrukce.

L

Obr. 9.7. Priklad dvou ortogonalnich latinskych Etvercii. V kazdém Fadku a v kazdém
sloupci (i na obou diagonalach) se nachazi pravé jedna z hodnosti: A, K, Q, J a
zaroven pravé jedna z barev: srdce, kara, piky, kfize (trefy).

Kdyz se A. Cayley zabyval multiplika¢nimi tabulkami konec-
nych grup, zjistil, ze tyto tabulky jsou latinskymi ¢tverci. Na druhé
stran¢ latinsky Ctverec nemusi byt multiplika¢ni tabulkou grupy.
Pozdgji se ukazalo, Ze latinské Ctverce lze pouzivat jako prostie-
dek ke stanoveni existence konecnych projektivnich rovin rliznych
radi. Proto se nyni o téchto rovinach, které ptipominaji klasické
nekonecné projektivni roviny, struéné zminime.
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Konecna projektivni rovina radu n € {1,2,3,... } je mnozina,
ktera se sklida z n”> + n + 1 bodii a z n> + n + 1 piimek spliujicich
nasledujici axiomy:

Al. Kazdy bod lezi na n + 1 pfimkach.

A2. Kazda ptimka obsahuje # + 1 bod.

A3. Libovolné dva rizné body lezi na prave jedné primce.

A4. Kazdé dvé rizné piimky se protinaji vzdy jen v jednom
bodé.

Existuji 1 jiné ekvivalentni definice konecné projektivni roviny.

3

Obr. 9.8. Konecné projektivni roviny pro n = 1 (trojiihelnik) a pro n — 2 (Fanova
rovina).

Predlozeny systém axiomu kone¢né projektivni roviny se uka-
zuje jako nejvhodnéjsi, nebot’ vystizné charakterizuje dualitu mezi
primkami a body. Zaménime-li totiz v systému axiomt Al az A4
mezi sebou slova ,,bod“ a ,,pfimka* a zaménime-li zaroven slova
,Hlezi“ a ,,protind“, pak se systém axiomil nezmeéni.

Dusledkem toho je, ze kdyZ zaménime v pravdivém tvrzeni
tykajicim se projektivni roviny fadu » vSude navzajem uvedené
terminy, pak dostaneme opét pravdivy vyrok. Snadno se zjisti, Ze
nejmensi kone¢nou projektivni rovinou je trojuhelnik (obr. 9.8).
Méné trividlnim piikladem projektivni roviny fddu n = 2 je tzv.
Fanova rovina, kterd ma podle definice 7 bodti a 7 ptimek. Zaji-
mavost této roviny spo¢iva v tom, Ze nelze vSechny jeji ,,pfimky*
umistit na bézné usecky. Proto se jedna z jejich ,,ptimek* zobrazuje
na kruznici (obr. 9.8).
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Ukazalo se, Ze existence kone¢né projektivni roviny fadu n uzce
souvisi s existenci n — 1 vzajemné ortogonalnich ctvercii fadu n.
Poznamenejme jeste, Ze existuje-li n — 1 vzajemné ortogonalnich
latinskych Ctverc fadu n, pak tento systém ¢tvercl se nazyva
uplny. Uved’'me nyni nasledujici vétu, jejiz diikaz lze nalézt v praci
(Rybnikov, 1985).

Véta 9.13. Necht n > 2. Projektivni rovina radu n existuje pravé
tehdy, kdyz existuje uplnd mnozina n — 1 vzajemné ortogonalnich
latinskych ctvercu Fadu n.

V roce 1938 R. C. Bose v ¢lanku (Bose, 1938) ukazal, pro¢ ne-
existuji projektivni roviny fadu 6. Vzhledem k tomu, Ze neexistuji
vzajemné ortogonalni latinské Ctverce fadu 6, plyne z véty 9.13
rovnéz neexistence koneéné projektivni roviny fadu 6. Pro exis-
tenci projektivni roviny fadu » plati nasledujici véta, viz (Rybnikov,
1985).

Véta 9.14. Je-li n mocninou prvocisla, pak existuje konecna pro-
Jjektivni rovina radu n.

Je znamo, ze pro n = 2, 3, 4, 5, 7 a 8 je konec¢na projektivni
rovina urcena jednozna¢né. Pro n = 9 ale existuji 4 vzajemné
neizomorfni kone¢né projektivni roviny. Roku 1949 byla dokazana
nasledujici véta, viz (Bruck, Ryser, 1949).

Véta 9.15 (Bruckova—Ryserova). Necht' n = 1,2 (mod 4). Jest-
lize existuje konecnd projektivni rovina radu n, pak existuji celda
isla x a y tak, Ze n = x> + .

Podminka, Ze existuji x a y, pro n&Z n = x* -+ )2, ale neni posta-
&ujici. Zvolime-li totiz n = 10, pak 10 = 2 (mod 4), 10 = 12432
aneexistence konecné projektivni roviny fadu 10 byla dokazana ne-
obycejné rozsahlymi vypocty na pocitac¢ich. Bruckova—Ryserova
véta také nic netvrdi o pfipadu n = 12, ktery zatim neni roz-
feSen. Na druhé stran¢ okamzité¢ implikuje neexistenci konecné
projektivni roviny napiiklad pro n = 14, nebot’ 14 = 2 (mod 4)
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a Cislo 14 nelze vyjadfit jako soucet dvou Ctvercil. VSimnéte si, Ze
Fermatova vanoc¢ni véta 3.12 je specidlnim piipadem Bruckovy—
Ryserovy véty, protoze prvocisla tvaru n = 1 (mod 4) (pro néz
podle véty 9.14 projektivni rovina fadu p existuje) Ize jednoznacné
rozlozit na soucet dvou ¢tverct. Pro dalsi zobecnéni véty 9.15 od-
kazujeme na praci (Somer, 1993).

S aplikacemi latinskych ¢tverct se lze setkat pti kodovani taj-
nych dokumentt, pfi planovani experimentl v opera¢nim vyzkumu
nebo pii péstovani nékolika odrid zemédélskych plodin na men-
Sich ¢tvercovych poli¢kach s rtiznou bonitou pidy, viz (Bosak,
1976). Matici 8 x 8 sestavenou ze v§ech moznych tripletii nukleo-
tidd DNA (adeninu, cytosinu, guaninu a uracylu) lze také interpre-
tovat jako latinsky ¢tverec, viz (Katrnoska, 2007). Latinské ctverce
se pouzivaji i pfi organizaci golfovych, bridzovych ¢i tenisovych
turnajti. Jako kuriozni piiklad latinského ctverce 9 x 9 je téz kazdé
vysledné postaveni popularni hry sudoku, viz (Herzberg, Murty,
2007), (Katrnoska, Ktizek, Somer, 2008).

9.9. Magické ctverce

Magickym ctvercem 7dadu n rozumime ¢tvercovou matici fadu n,
ktera obsahuje vzajemné rtizné ptirozena Cisla, a pfitom je soucet
¢isel v libovolném tadku, v libovolném sloupci i na obou thlopfic-
kach tyz.

Magické &tverce hledali jiz stafi Ciftané. Na obrazku 9.9 je
ukazka magického ¢tverce 3 x 3, ktery byl vyryt do zelviho krunyfte.
Albrecht Diirer na svém slavném obrazu Melencolia I z roku 1514
zase znazornil magicky ¢tverec 4 x 4, ktery uprosted dolniho fadku
udava rok vzniku obrazu,

6 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12 ©.11)
4015 14 1

Véta 9.16. Obsahuje-li magicky ¢tverec n x n po sobé jdouci pri-
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rozend ¢isla 1,2, ..., n?, pak soucet cisel v kazdém radku, sloupci
i na obou diagondldch je (n* + n)/2.

Dukaz. Oznaéme s fadkovy soucet daného magického étverce
n X n. Protoze tento ¢tverec ma n radek, plati

n2

1 n?(n*> + 1 1
szw:,n(nzﬂ). 0
1

1
S = —
n n 2 2

k=

Napiiklad pro magicky ¢tverec znazornény na obr. 9.9 (popft.
v (9.11)) plati s = 15 (popt. s = 34).

% %
G ooseeeses

4 HEH
& o

Obr. 9.9. Magicky ctverec nebeské zZelvy.

Pti hledani obecnych magickych ¢tvercti pro n > 3 mame jis-
tou liboviili, protoZe je tfeba najit n® piirozenych &isel spliujicich
soustavu 27 + 2 linearnich diofantskych rovnic. Proto si lidé ode-
davna pro zabavu vymysleji nejriznéjsi magické ctverce s dalSimi
zajimavymi vlastnostmi. Napiiklad

96 64 37 45 69 46 73 54
39 43 98 62 93 34 89 26
84 76 25 57 & 148 67 52 75
23 59 82 78 32 95 28 87

je dvojice magickych ctverct, z nichz prvni ma cifry jednotlivych
¢isel v opacném poradi nez ¢tverec druhy.

Jiny bizarni magicky ¢tverec objevil argentinsky matematik Ro-
dolfo Marcelo Kurchan. Cifry jeho prvkil jsou vzajemné rtizné a
stejnou vlastnost ma i fadkovy (sloupcovy) soucet 4 129 607 358,
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1037956284
1026857394
1036847295
1027946385

1036947285
1027846395
1037856294
1026957384

1027856394
1036957284
1026947385
1037846295

1026847395
1037946285
1027956384
1036857294

Allan W. Johnson objevil tzv. apokalypticky magicky ctverec
6 X6,

3 107 5 131 109 311

7 331 193 11 83 41
103 53 71 89 151 199
113 61 97 197 167 31 |’
367 13 173 59 17 37

73 101 127 179 139 47

ktery ma vskutku pozoruhodné vlastnosti, viz (Pickover, 2001).
Povsimnéte si, ze jeho prvky jsou vzajemné riizna prvocisla. Soucet
¢isel v kazdém fadku, sloupci a na obou diagonalach je roven
apokalyptickému cislu 666, o némz je zminka ve Zjeveni Janové
v Novém zékonu v kap. 13 o Selm&. Soucet 666 je ale i na tzv.
prerusenych diagonalach v obou smérech. Jedna z nich je pro
zvyraznéni vytisténa tuéné a pro ni mame 113 4+ 13 4+ 127+ 131 +
83 + 199 = 666. Jina takova pteruSena diagonala dava 3 + 101 +
173 + 197 + 151 + 41 = 666 atd.

Samotné apokalyptické ¢islo 666 ma fadu zvlastnich reprezen-
taci. Naptiklad je souctem Ctvercd po sob¢ jdoucich prvocisel

666 =2°+3°+5° + 7 + 117 + 13> + 177,
je nejvétsim trojuhelnikovym ¢islem, které ma stejné cifry, tj.
666 =1+4+2434--- 436 = T3.

Jeho cifry jsou dokonala Cisla. Je také tzv. Smithovym cislem. To
znamena, Ze soucet cifer ¢isla 666 je roven souctu cifer vSech jeho
prvociniteld (véetné ndsobnosti), ¢ili 666 = 2 -3 - 3 - 37, a pritom
plati

6+6+6=2+3+3+3+7.

Cislo 666 je také souttem dvou palindromickych prvoéisel 666 =
313 + 353,
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666 =16 —2°4+35 666=6+6+6+6>+6 + 6 aj.

Pokud jej zapiSeme fimskymi ¢islicemi DCLXVI, vidime, Ze
vSechna pismena jsou riizna a v klesajicim potadi.
Dalsi zajimavosti je, ze hodnota Eulerovy funkce je

9(666) =6 -6 - 6.

Véta 9.17. Pro libovolné n > 3 existuje magicky ctverec radu n
obsahujici pouze prvocisia.

Dikaz. Podle Greenovy—Taovy véty 3.11 mizeme najit n> pr-
vocisel pi, pa,. .., p,2, ktera tvoii aritmetickou posloupnost s po-
Cate¢nim ¢lenem a = p; a diferenci d = p, — p;. Podle prace (Pic-
kover, 2001) existuje magicky ¢tverec fadu n obsahujici po sob&
jdouci piirozena &isla 1,2,. .., n%. Vynasobime-li jej nejprve &is-
lem d a pficteme k nému konstantni ¢tverec, jehoz prvky jsou a —d,

dostaneme opét magicky ¢tverec. Jinymi slovy, &isla 1,2,. .., n?
nahradime ve stejném potadi prvocisly pi, p2,. .., p,2, ¢imz do-
staneme hledany magicky ¢tverec. O

Na zavér jesté uved’'me vysledné postaveni hry sudoku (viz po-
drobnéji (Katrnoska, Ktizek, Somer, 2008)), v jehoz stiedu je ma-
gicky ctverec nebeské Zelvy, okolni bloky 3 x 3 maji fadkové i
sloupcové soucty 15 a na kazdé hlavni diagonale jsou vzajemné
rizna Cisla.

(168 (924|573
924|573 168
573 /168|924
816|492 (357
4921(357|816
357|816 492
681249735
249 (735|681
| 735(681 249

Magické ¢tverce se zobeciiuji nejriznéjs$imi zpisoby na magické
hvézdy, kruhy, Sestithelniky apod. V literatufe se také mizeme
setkat s magickymi krychlemi a vicerozmérnymi hyperkrychlemi,
viz napf. (Pickover, 2001, s. 238).
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TABULKY

Tabulka 1. Prvnich tisic prvocisel

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29

31 37 41 43 47 53 59 61 67 71

73 79 83 89 97 101 103 | 107 | 109 | 113
127 | 131 137 | 139 | 149 | 151 157 | 163 | 167 | 173
179 | 181 191 193 | 197 | 199 | 211 | 223 | 227 | 229
233 | 239 | 241 | 251 | 257 | 263 | 269 | 271 | 277 | 281
283 | 293 | 307 | 311 | 313 | 317 | 331 | 337 | 347 | 349
353 | 359 | 367 | 373 | 379 | 383 | 389 | 397 | 401 | 409
419 | 421 | 431 | 433 | 439 | 443 | 449 | 457 | 461 | 463
467 | 479 | 487 | 491 | 499 | 503 | 509 | 521 | 523 | 541
547 | 557 | 563 | 569 | 571 | 577 | 587 | 593 | 599 | 601
607 | 613 | 617 | 619 | 631 | 641 | 643 | 647 | 653 | 659
661 | 673 | 677 | 683 | 691 | 701 | 709 | 719 | 727 | 733
739 | 743 | 751 | 757 | 761 | 769 | 773 | 787 | 797 | 809
811 | 821 | 823 | 827 | 829 | 839 | 853 | 857 | 859 | 863
877 | 881 | 883 | 887 | 907 | 911 | 919 | 929 | 937 | 941
947 | 953 | 967 | 971 | 977 | 983 | 991 | 997 | 1009 | 1013
1019 | 1021 | 1031 | 1033 | 1039 | 1049 | 1051 | 1061 | 1063 | 1069
1087 | 1091 | 1093 | 1097 | 1103 | 1109 | 1117 | 1123 | 1129 | 1151
1153 | 1163 | 1171 | 1181 | 1187 | 1193 | 1201 | 1213 | 1217 | 1223
1229 | 1231 | 1237 | 1249 | 1259 | 1277 | 1279 | 1283 | 1289 | 1291
1297 | 1301 | 1303 | 1307 | 1319 | 1321 | 1327 | 1361 | 1367 | 1373
1381 | 1399 | 1409 | 1423 | 1427 | 1429 | 1433 | 1439 | 1447 | 1451
1453 | 1459 | 1471 | 1481 | 1483 | 1487 | 1489 | 1493 | 1499 | 1511
1523 | 1531 | 1543 | 1549 | 1553 | 1559 | 1567 | 1571 | 1579 | 1583
1597 | 1601 | 1607 | 1609 | 1613 | 1619 | 1621 | 1627 | 1637 | 1657
1663 | 1667 | 1669 | 1693 | 1697 | 1699 | 1709 | 1721 | 1723 | 1733
1741 | 1747 | 1753 | 1759 | 1777 | 1783 | 1787 | 1789 | 1801 | 1811
1823 | 1831 | 1847 | 1861 | 1867 | 1871 | 1873 | 1877 | 1879 | 1889
1901 | 1907 | 1913 | 1931 | 1933 | 1949 | 1951 | 1973 | 1979 | 1987
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1993
2063
2131
2221
2293
2371
2437
2539
2621
2689
2749
2833
2909
3001
3083
3187
3259
3343
3433
3517
3581
3659
3733
3823
3911
4001
4073
4153
4241
4327
4421
4507
4591
4663
4759

1997
2069
2137
2237
2297
2377
2441
2543
2633
2693
2753
2837
2917
3011
3089
3191
3271
3347
3449
3527
3583
3671
3739
3833
3917
4003
4079
4157
4243
4337
4423
4513
4597
4673
4783

1999
2081
2141
2239
2309
2381
2447
2549
2647
2699
2767
2843
2927
3019
3109
3203
3299
3359
3457
3529
3593
3673
3761
3847
3919
4007
4091
4159
4253
4339
4441
4517
4603
4679
4787

2003
2083
2143
2243
2311
2383
2459
2551
2657
2707
2777
2851
2939
3023
3119
3209
3301
3361
3461
3533
3607
3677
3767
3851
3923
4013
4093
4177
4259
4349
4447
4519
4621
4691
4789

2011
2087
2153
2251
2333
2389
2467
2557
2659
2711
2789
2857
2953
3037
3121
3217
3307
3371
3463
3539
3613
3691
3769
3853
3929
4019
4099
4201
4261
4357
4451
4523
4637
4703
4793

2017
2089
2161
2267
2339
2393
2473
2579
2663
2713
2791
2861
2957
3041
3137
3221
3313
3373
3467
3541
3617
3697
3779
3863
3931
4021
4111
4211
4271
4363
4457
4547
4639
4721
4799

2027
2099
2179
2269
2341
2399
2477
2591
2671
2719
2797
2879
2963
3049
3163
3229
3319
3389
3469
3547
3623
3701
3793
3877
3943
4027
4127
4217
4273
4373
4463
4549
4643
4723
4801

2029
2111
2203
2273
2347
2411
2503
2593
2677
2729
2801
2887
2969
3061
3167
3251
3323
3391
3491
3557
3631
3709
3797
3881
3947
4049
4129
4219
4283
4391
4481
4561
4649
4729
4813

2039
2113
2207
2281
2351
2417
2521
2609
2683
2731
2803
2897
2971
3067
3169
3253
3329
3407
3499
3559
3637
3719
3803
3889
3967
4051
4133
4229
4289
4397
4483
4567
4651
4733
4817

2053
2129
2213
2287
2357
2423
2531
2617
2687
2741
2819
2903
2999
3079
3181
3257
3331
3413
3511
3571
3643
3727
3821
3907
3989
4057
4139
4231
4297
4409
4493
4583
4657
4751
4831
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4861 | 4871 | 4877 | 4889 | 4903 | 4909 | 4919 | 4931 | 4933 | 4937
4943 | 4951 | 4957 | 4967 | 4969 | 4973 | 4987 | 4993 | 4999 | 5003
5009 | 5011 | 5021 | 5023 | 5039 | 5051 | 5059 | 5077 | 5081 | 5087
5099 | 5101 | 5107 | 5113 | 5119 | 5147 | 5153 | 5167 | 5171 | 5179
5189 | 5197 | 5209 | 5227 | 5231 | 5233 | 5237 | 5261 | 5273 | 5279
5281 | 5297 | 5303 | 5309 | 5323 | 5333 | 5347 | 5351 | 5381 | 5387
5393 | 5399 | 5407 | 5413 | 5417 | 5419 | 5431 | 5437 | 5441 | 5443
5449 | 5471 | 5477 | 5479 | 5483 | 5501 | 5503 | 5507 | 5519 | 5521
5527 | 5531 | 5557 | 5563 | 5569 | 5573 | 5581 | 5591 | 5623 | 5639
5641 | 5647 | 5651 | 5653 | 5657 | 5659 | 5669 | 5683 | 5689 | 5693
5701 | 5711 | 5717 | 5737 | 5741 | 5743 | 5749 | 5779 | 5783 | 5791
5801 | 5807 | 5813 | 5821 | 5827 | 5839 | 5843 | 5849 | 5851 | 5857
5861 | 5867 | 5869 | 5879 | 5881 | 5897 | 5903 | 5923 | 5927 | 5939
5953 | 5981 | 5987 | 6007 | 6011 | 6029 | 6037 | 6043 | 6047 | 6053
6067 | 6073 | 6079 | 6089 | 6091 | 6101 | 6113 | 6121 | 6131 | 6133
6143 | 6151 | 6163 | 6173 | 6197 | 6199 | 6203 | 6211 | 6217 | 6221
6229 | 6247 | 6257 | 6263 | 6269 | 6271 | 6277 | 6287 | 6299 | 6301
6311 | 6317 | 6323 | 6329 | 6337 | 6343 | 6353 | 6359 | 6361 | 6367
6373 | 6379 | 6389 | 6397 | 6421 | 6427 | 6449 | 6451 | 6469 | 6473
6481 | 6491 | 6521 | 6529 | 6547 | 6551 | 6553 | 6563 | 6569 | 6571
6577 | 6581 | 6599 | 6607 | 6619 | 6637 | 6653 | 6659 | 6661 | 6673
6679 | 6689 | 6691 | 6701 | 6703 | 6709 | 6719 | 6733 | 6737 | 6761
6763 | 6779 | 6781 | 6791 | 6793 | 6803 | 6823 | 6827 | 6829 | 6833
6841 | 6857 | 6863 | 6869 | 6871 | 6883 | 6899 | 6907 | 6911 | 6917
6947 | 6949 | 6959 | 6961 | 6967 | 6971 | 6977 | 6983 | 6991 | 6997
7001 | 7013 | 7019 | 7027 | 7039 | 7043 | 7057 | 7069 | 7079 | 7103
7109 | 7121 | 7127 | 7129 | 7151 | 7159 | 7177 | 7187 | 7193 | 7207
7211 | 7213 | 7219 | 7229 | 7237 | 7243 | 7247 | 7253 | 7283 | 7297
7307 | 7309 | 7321 | 7331 | 7333 | 7349 | 7351 | 7369 | 7393 | 7411
7417 | 7433 | 7451 | 7457 | 7459 | 7477 | 7481 | 7487 | 7489 | 7499
7507 | 7517 | 7523 | 7529 | 7537 | 7541 | 7547 | 7549 | 7559 | 7561
7573 | 7577 | 7583 | 7589 | 7591 | 7603 | 7607 | 7621 | 7639 | 7643
7649 | 7669 | 7673 | 7681 | 7687 | 7691 | 7699 | 7703 | 7717 | 7723
7727 | 7741 | 7753 | 7757 | 7759 | 7789 | 7793 | 7817 | 7823 | 7829
7841 | 7853 | 7867 | 7873 | 7877 | 7879 | 7883 | 7901 | 7907 | 7919
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Tahulka 2. Fermatova Gisla

Fo=3,
Fi =5,

F, = 17,
Fy = 257,
Fy = 65537,

Fs = 4294967297,
Fe = 18446744073709551617,
F7 = 340282366920938463463374607431768211457,

Fg = 115792089237316195423570985008687907853
269984665640564039457584007913129639937,

F9 = 134078079299425970995740249982058461274
793658205923933777235614437217640300735
469768018742981669034276900318581864860
50853753882811946569946433649006084097,

F10 = 179769313486231590772930519078902473361
797697894230657273430081157732675805500
963132708477322407536021120113879871393
357658789768814416622492847430639474124
377767893424865485276302219601246094119
453082952085005768838150682342462881473
913110540827237163350510684586298239947
245938479716304835356329624224137217.
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Tabulka 3. Uplny rozklad sloZenych Fermatovyjch &isel Fry pro 5 < m < 11

m | prvocinitel rok | objevitel

5 |641 1732 | Euler

5 (6700417 1732 | Euler

6 (274177 1855 | Clausen

6 |67280421310721% 1855 | Clausen

7 [59649589127497217 1970 | Morrison, Brillhart

7 [5704689200685129054721 | 1970 | Morrison, Brillhart

8 11238926361552897 1980 | Brent, Pollard

8 |pey 1980 | Brent, Pollard

9 (2424833 1903 | Western

9 | pag 1990 | Lenstra, Lenstra, Jr.,
Manasse, Pollard

9 pg‘g* * 1990 | Lenstra, Lenstra, Jr.,
Manasse, Pollard

10 | 45592577 1953 | Selfridge

10 | 6487031809 1962 | Brillhart

10 | pao 1995 | Brent

10 | p2s2 1995 | Brent

11 1319489 1899 | Cunningham

11 1974849 1899 | Cunningham

11 |167988556341760475137 | 1988 | Brent

11 |3560841906445833920513 | 1988 | Brent

11 | pig™ 1988 | Brent

Prvociselnost dokazal

* Landry, Le Lasseur a Gérardin;

** Williams;

**% Odlyzko; **** Morain. Cisla p; oznacuji prvocisla o j cifrach, ktera

uvadime v tomto piehledu:

1237541638188580280321,

366342657,

P62 = 9346163971535797776916355819960689658405

P49 = 7455602825647884208337395736200454918783

P99 = 7416400626275308015247871419019374740599

4078109751902390582131614441575950470500
8092818711693940737,
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pao = 4659775785220018543264560743076778192897,

P52 = 13043987440548818972748476879650990394660853084
16118921868952957768324162514718635741402279775
73104895898783928842923844831149032913798729088
60161794609411944901059590671013053190617101835
44916096191939124885381160807122996723228062178
20753127014424577,

Psea = 17346244717914755543025897086430977837742184472
36640846493470190613635791928791088575910383304
08837177983810868451546421940712978306134189864
28082601454275870858924387368556397311894886939
91585455066111474202161325570172605641393943669
45793220968665108959685482705388072645828554151
93640191246493118254609287981573305779557335850
49822792800909428725675915189121186227517143192
29788100979251036035496917279912663527358783236
64719315477709142774537703829458491891759032511
09393813224860442985739716507110592444621775425
40706913047034664643603491382441723306598834177.

Tabulka 4. SloZena Fermatova &isla, pro néZ v roce 2007 nebyl znam Zadny prvocinitel

m | status rok | objevitel

14 | slozené ¢islo | 1961 | Selfridge, Hurwitz

20 | slozené cislo | 1987 | Young, Buell

22 | slozené ¢islo | 1993 | Crandall, Doenias, Norrie, Young
24 | slozené ¢islo | 1999 | Crandall, Mayer, Papadopoulos
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Tahulka 5. Prvocinitelé Fermatovych cisel Fp, 12 < m < 30

m | prvocCinitel rok | objevitel

12 | 114689 1877 | Lucas, Pervouchine

12 | 26017793 1903 | Western

12 | 63766529 1903 | Western

12 | 190274191361 1974 | Hallyburton, Brillhart

12 | 1256132134125569 1986 | Baillie

13 | 2710954639361 1974 | Hallyburton, Brillhart

13 | 2663848877152141313 1991 | Crandall

13 | 3603109844542291969 1991 | Crandall

13 | 319546020820551643220672513 | 1995 | Brent

15 | 1214251009 1925 | Kraitchik

15 | 2327042503868417 1987 | Gostin

15 | 168768817029516972383024127 | 1997 | Crandall, Van Halewyn
016961

16 | 825753601 1953 | Selfridge

16 | 188981757975021318420037633 | 1996 | Crandall, Dilcher

17 | 31065037602817 1978 | Gostin

18 | 13631489 1903 | Western

18 | 81274690703860512587777 1999 | Mclntosh, Tardif

19 | 70525124609 1962 | Riesel

19 | 646730219521 1963 | Wrathall

21 | 4485296422913 1963 | Wrathall

23 | 167772161 1878 | Pervouchine

25 | 25991531462657 1963 | Wrathall

25 | 204393464266227713 1985 | Gostin

25 | 2170072644496392193 1987 | McLaughlin

26 | 76861124116481 1963 | Wrathall

27 | 151413703311361 1963 | Wrathall

27 | 231292694251438081 1985 | Gostin

28 | 1766730974551267606529 1997 | Taura

29 | 2405286912458753 1980 | Gostin, McLaughlin

30 | 640126220763137 1963 | Wrathall

30 | 1095981164658689 1963 | Wrathall
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Tabulka 6. Prvo€initelé tvaru p = k2" -+ 1 Fermatovyjch Eisel Fy, 5 < m < 30

(Prvocisla p; jsou uvedena za tabulkou 3.)

m|p k n

5 | 641 5 7

5 | 6700417 52347 7

6 | 274177 1071 8

6 | 67280421310721 262814145745 8

7 | 59649589127497217 116503103764643 9

7 | 5704689200685129054721 11141971095088142685 9

8 | 1238926361552897 604944512477 11
8 | pe [59 cifer] 11
9 | 2424833 37 16
9 | pao [46 cifer] 11
9 | poo [96 cifer] 11
10 | 45592577 11131 12
10 | 6487031809 395937 14
10 | pao [37 cifer] 12
10 | p2s2 [248 cifer] 13
11| 319489 39 13
11 | 974849 119 13
11 | 167988556341760475137 10253207784531279 14
11 | 3560841906445833920513 434673084282938711 13
11 | pses [560 cifer] 13
12 | 114689 7 14
12 | 26017793 397 16
12 | 63766529 973 16
12 | 190274191361 11613415 14
12 | 1256132134125569 76668221077 14
13 | 2710954639361 41365885 16
13 | 2663848877152141313 20323554055421 17
13 | 3603109844542291969 6872386635861 19
13 | 319546020820551643220672513 | 609485665932753836099 19
15 | 1214251009 579 21
15 | 2327042503868417 17753925353 17
15| 168768 ... 016961 1287603889690528658928101555 | 17
16 | 825753601 1575 19
16 | 188981757975021318420037633 | 180227048850079840107 20
17 | 31065037602817 59251857 19
18 | 13631489 13 20
18 | 81274690703860512587777 9688698137266697 23
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m|p k n
19 | 70525124609 33629 21
19 | 646730219521 308385 21
21 | 4485296422913 534689 23
23 | 167772161 5 25
25 | 25991531462657 48413 29
25 | 204393464266227713 1522849979 | 27
25 | 2170072644496392193 16168301139 | 27
26 | 76861124116481 143165 29
27 | 151413703311361 141015 30
27 | 231292694251438081 430816215 29
28 | 1766730974551267606529 | 25709319373 | 36
29 | 2405286912458753 1120049 31
30 | 640126220763137 149041 32
30 | 1095981164658689 127589 33

Tabulka 7. Hodnoty nékteryjch aritmetickych funkei

Znaceni: 7(n) je pocet délitelt Cisla n, o(n) je soucet déliteltl n, p(n) je Eulerova
funkce, A(n) je Carmichaelova funkce a w(n) je pocet riznych prvocisel, jez
deli n.

n z(n) |o(n)|p(n) | An) |o(n) n_7(n) |a(n)|p(n) | Mn) |o(n)
11 1] 1]o 1702 | 18]16 |16 | 1
2|2 301 11 18/ 6 |39 6| 6| 2
3] 2 40 2] 211 1902 | 20]18 |18 | 1
413 702] 2|1 200 6 | 42| 8| 4] 2
512 6 4] 4|1 210 4 [ 32]12] 6] 2
6|4 | 12 2] 2|2 2204 | 3610 | 10| 2
7] 2 8] 6| 6] 1 2302 | 24|22 |22 1
8| 4 | 15| 4] 2|1 2418 [ 60| 8| 2] 2
913 | 13] 6] 6| 1 2503 | 3120 |20 | 1
1004 | 18] 4| 4] 2 26 4 | 4212 | 12| 2
12 12010 |10 ] 1 27| 4 | 40|18 | 18 | 1
1206 | 28] 4| 2] 2 2816 | 56|12 | 6| 2
132 | 1412|121 2902 | 30(28 |28 | 1
1414 |24 6| 6] 2 308 | 72 8| 43
1504 |24 8| 4] 2 3102 | 32]30 (30 1
165 |31 8] 4|1 32/ 6 | 63]16] 8| 1
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Tabulka 8. Primitivni kofeny mocnin lichych prvocisel menSich nez 50

3[s[7 1o [11]13 17 [19]23]25]27]29]31]37]41[43[47 [49
20232212 3252223216353
31si1s|6/6|5|3[7]3|5]3]|11]5]7]5]10]5
707 6 |10|10] 8|11] 8 |12]13 11]12]11 |10
8117 [13]11]12]14]10]13 |15 12|18|13 |12

10 [14]14]13(20{11]17]|17 13 |19|15 |17

11 [15|15|17]23]14[21|18 15(20|19 |24

12 17]22] |15]22]|19/17|2620 |26

14 19]23| |18]24]20|19]28|22 |33

20 19| |22]22]29]23 |38

21 21| |24]24]30(26 |40

26| [32]26(33]29 |45

27| |35(28(34(30 |47

29| |31

30 (33

34| |35

350 |38

39

40

41

43

44

45
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Tahulka 10. Chronologicka tabulka vyznamnych osobnosti novodohé teorie Cisel

1450 1500 1550 1600

1650

Johannes Kepler (1571 -1630)
Marin Mersenne (1588 —1648)
Pierre de Fermat (1601 - 1665)
Blaise Pascal (1623~ 1662)
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646~ 1716)
Jacob éernoulli (1‘65471705)
Christian Go\%ibach (1690:—1764)

1700

1750 1800 1850 1900 1950

Leonhard Euler (1707 -1783)
Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
John Wilson (1741-1793)

Adrien Marie Legendre (1752~ 1613)

Sophi‘e Germa'\no‘vé (1776 -1831)

Carl F‘n’edrich Gat‘:ss (77— 1855)
Augustin Louis Cauchy (1789 1857)
Jakub Filip Kulik (1793 -1863)

Gabriel Lamé (1795 -1870)

Niels Hen‘rik Abel (1802-1829)

Jéno‘s Bélyai (1&027 1860)

Carl Gusta‘v Jacobi (1‘804—1851)

Peter Gustav Lejeune‘Dirichlet (1‘805 1859)‘
Ernst Eduard Kummer (1810 1893)

Eugene Charles Catalan (1814 1894)

Pafnutu Ceby§ev (1821- 1894)

Ferdinand Gotthold M‘ax Eisenstei‘n (1823—12‘352)
Jea‘n Francois +héof\\e Pé;;in (1826 1‘904)
Bernhard Rlemann (1828- ‘1866)

Edouard Lucas (1842 1891)
Francols Proth (1852—1879) —_—
G\'usep‘pe Peano (‘1858—1939)

Frank Nelson Cole (1861-1926)

David Hilbert (1862—1943)
Jacques Hadamard‘(l865f196‘3)
Charles-Jean de Ia \/ahe’e Poussin (1866 1962)
Ivan Matvejewc \/lnog‘radov (1891 1983)
Fornellus La‘nczos (1893 1974)

Stanislaw Marcin Ulam (1909 1984)
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Paul Erdés (1913 -1096)

Richard Wesle;‘/ Hamming‘(1915— 1998)
Jurij Matijasevie (¥1048)

:Andrew WiI:es (¥1953)

2000
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