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Uvodni slovo

Matematika byva nazyvana kralovnou véd jiz od antického Recka.
V soucasnosti se bez ni neobejde prakticky zadna moderni disciplina.
Proto by si jisté jiz davno zaslouzila uznéni srovnatelné s Nobelovou
cenou co do vyznamu, finanéni odmeény i zptisobu predévani. Presto si
matematika musela pockat az do poc¢atku 3. tisicileti na svoje vlastni
prestizni ocenéni — Abelovu cenu.

V letech 20042017 ¢asopis Pokroky matematiky, fyziky a astrono-
mie (dale jen PMFA) pravidelné piinasel zpravy o laureatech Abelovy
ceny za matematiku. Predkladana publikace M. Kiizek, L. Somer,
M. Markl, O. Kowalski, P. Pudlak, I. Vrko¢: Abelova cena — nejuyssi

NiELs HENRIK ABEL (zdroj Wikipedia)



ocenént za matematiku vznikla tpravou, doplnénim a rozsirenim této
série ¢lanku (viz www.dml.cz). V roce 2002 byl v PMFA uvefejnén
na str. 7-8 ¢lanek M. T. Becka Proc¢ se neudéluje Nobelova cena za
matematiku? Jeho autor vyjadiuje presvédceni, ze to bylo pravdé-
podobné v disledku neshod Alfreda Nobela s vyznamnym Svédskym
matematikem Gostou Mittagem-Lefflerem (1846-1927), zakem Weier-
strassovym a zakladatelem Casopisu Acta Mathematica. Existuje vSak
mnohem prijatelndjsi vysvétleni. Alfred Nobel! neziidil Nobelovu cenu
za matematiku tidajné proto, ze matematiku na pocatku 20. stoleti
vnimal jen jako mélo praktickou disciplinu (srov. obr. 3.3).

daile [11], ktera se udéluje od roku 1936 (kromé delsi prestavky béhem
2. svétove valky). Seznam nositelia Fieldsovy medaile je uveden v |7].
Pro matematiky ale existuje cela fada dalsich ocenéni, napt. Ferma-
tova cena,? Kleinova cena, Lagrangeova cena, Gaussova cena a Wiene-
rova cena za aplikovanou matematiku, ceny spolec¢nosti STAM, Nevan-
linnova cena za matematické prace v informatice, Polyova cena, Stee-
lova cena, Wolfova cena a Wolfskehlova cena [2]. Nékteré ceny se udé-
luji jen jednorazové, jako napf. cena za vyfeSeni Bealovy domnénky
(viz [6]). Pfipomenme téz vyhlageni sedmi problému pro 3. tisicileti
,Millennium Prize Problems* (viz [3]), kde bude vyplacen milion do-
larti za kazdy vytesSeny problém.

Mezi Nobelovou cenou a Fieldsovou medaili jsou ovsem dosti pod-
statné rozdily. Zatimco Nobelova cena za fyziku se udili kazdoro¢né
od roku 1901 (kromé obdobi 1940-1942), Fieldsova medaile se pre-
dava jen jednou za ¢tyTi roky na mezinarodnim kongresu matematiki
a kandidati se podle nepsaného pravidla vybiraji tak, aby jejich vek
nepresahl 40 let. Finan¢ni ocenéni pii udéleni Fieldsovy medaile ¢ini
ptiblizné 15000 kanadskych dolart (= 11000 USD), coZ je o dva
fady mens$i suma nez u Nobelovy ceny. Proto se Norskd akademie
véd rozhodla zfidit Abelovu cenu (viz www.abelprise.no) na pocest

LA. Nobel nebyl nikdy Zenaty ani nemél déti. Proto ve své zavéti rozhodl, Ze
jeho obrovsky majetek bude vloZen do fondu, z néhoz bude kazdoro¢né udélo-
vana cena za vyznamné védecké objevy, literarni tvorbu a zéasluhy o mir ve svété.
A tak po Nobelové smrti vznikla Nobelova cena za fyziku, chemii, fyziologii nebo
lékarstvi, literaturu a Nobelova cena miru.

2Fermatovu cenu vyhlasuje kazdé dva roky Univerzita Paula Sabatiera v Tou-
louse. Mezi ocenénymi byl i Andrew Wiles (1995) a Richard Taylor (2001) za
dikaz Velké Fermatovy véty.
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Abelova cena (zdroj http://www.abelprize.no/)

genialniho norského matematika Nielse Henrika Abela (1802-1829).
Abelova cena se udéluje kazdoro¢né za vynikajici védecké vysledky
v oblasti matematiky. Jeji finanéni ohodnoceni 6 000 000 norskych ko-
run je srovnatelné s Nobelovou cenou. Pfedava se v norském Oslu
podobné jako Nobelova cena miru.

Ztizeni Abelovy ceny navrhl dalsi slavny norsky matematik Sophus
Lie (1842-1899) jiz na konci 19. stoleti, jakmile se dozveédél, ze Alfred
Nobel nezahrnul cenu za matematiku mezi navrhovanych pét cen.
V roce 1901 byla udélena prvni Nobelova cena za fyziku Wilhelmu
Conradu Rontgenovi. Moznost udélit Abelovu cenu za matematiku
v nasledujicim roce 1902 pfi piilezitosti 100. vyroc¢i Abelova narozeni
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vSak byla promarnéna, i kdyz ji chtél tehdejsi norsky kral Oscar II.
finan¢né podporovat. Jesté nenastal ten spravny cas. Uplynulo celé
stoleti, nez byla Abelova cena uvedena v zivot.

Pravo nominovat kandidata na Abelovu cenu mé kdokoliv kromé
sebe samého. Vybérova komise je slozena z péti mezinarodné uzna-
vanych matematiki. Kazdy ¢len komise je volen na 2 roky pocinaje
sudym rokem s vyjimkou predsedy, ktery je volen na 4 roky. Podle
statutu Abelovy ceny musi byt predseda norskym matematikem a sta-
novi ho Norski akademie véd. Evropska matematické spole¢nost EMS
(European Mathematical Society) nominuje dva ¢leny, z nichZ je vy-
bran jeden, a zbyvajici tfi ¢leny voli Mezinarodni matematicka unie
IMU (International Mathematical Union).

Predlozena kniha zachycuje portréty vyjimecnych osobnosti do-
savadnich laureatt Abelovy ceny. Seznamuje ¢tenaie s tématy jejich
védeckého badani, s vynikajicimi vysledky, za které byla cena udé-
lena, i s moznostmi jejich uplatnéni v praxi. Priblizit laikim vysledky
vrcholné matematiky je nelehky tkol, jenz se neobejde bez pouziti
slozitého matematického apardtu, odbornych termini a matematic-
kych vzorci. Nékteré ¢asti proto mohou byt béznému ¢tenari obtizné
srozumitelné. Presto mohou vytvorit predstavu o slozitosti a hloubce
védecké prace prednich matematikt soucasnosti a o problémech, kte-
rymi se moderni matematika zabyva.

Pripomenme si jesté nékolik zakladnich tdaji o samotném Abe-
lovi. Niels Henrik Abel se narodil 5. srpna 1802 v nemajetné rodiné
evangelického pastora jako druhy ze sedmi synt. Na podzim roku 1815
byl poslan do katedrélni skoly v Kristianii (v dnesnim Oslu). Své na-
dani prokazal jiz v 16 letech, kdy zobecnil binomickou vétu pro li-
bovolny realny exponent (viz [1], srov. téz [8, s. 624]). Rozsifil tak
Euleruv vysledek, ktery podobnou vétu vyslovil jen pro racionalni
exponent. Abel v 19 letech dokazal, Ze neexistuje obecné algebraické
reSeni rovnice patého stupné. Podarilo se mu to v dobé, kdy jiz studo-
val na univerzité v Kristianii (1821). Na jafe roku 1823 o tom publiko-
val sviij prvni ¢lanek v norském casopise pro prirodni védy Magazin
for Naturvidenskaberne. Nasledujici rok si z vlastnich penéz zapla-
til publikovani ¢lanku o algebraickych rovnicich patého stupné, ktery
vySel francouzsky na pouhych Sesti strankach v ponékud obtizné sro-
zumitelném matematickém stylu vyjadfovani. Financ¢né jej pozdéji
podporoval B. M. Holmboe (1795-1850).

12



Alternujici grupu Az pfimych symetrii velké Keplerovy hvézdy (téz pravi-
delného dvanéctisténu ¢i dvacetisténu) Abel implicitné pouzil k dikazu
tvrzeni, Ze neexistuje obecné algebraické feSeni rovnice 5. stupné (foto
M. Kifzek).

Roku 1825 Abel obdrzel stipendium od norské vlady ke studijnimu
pobytu ve Francii a Némecku. Cestoval pfes Kodan, Altonu, Freiberg,
Drazdany, Viden, s delsi zajizdkou pres Benatky do Parize. Pii svém
putovani Evropou navstivil také Prahu, ale bohuzel zde nenasel ni-
koho, s kym by mohl spolupracovat a diskutovat o svych matematic-
kych problémech. V Berliné se pak spratelil se stavebnim inzenyrem
Augustem Crellem (1780-1855), ktery pozdéji zalozil prosluly mate-
maticky ¢asopis Journal fiir die reine und angewandte Mathematik.
Crelle ztstal Abelovi otcovskym piitelem. Bez nadsazky lze Fici, ze jej
zachranil pro svétovou matematiku. Rozsitenou verzi Abelova ¢lanku
uverejnil Crelle v prvnim ¢isle svého ¢asopisu. Abel v ném podrobné
dokazal, ze kofeny algebraické rovnice patého fadu obecné nelze vy-
jadrit v radikéalech, tj. vy¢islit je pomoci kone¢ného poc¢tu odmocnin
a Ctyl zakladnich aritmetickych operaci. Tento Abelav vysledek je
povazovén za jeden z historickych milnikid matematiky. Pomoci teorie
grup byl pozdé&ji nezévisle zobecnén Evaristou Galoisem (1811-1832)
na kofeny polynomii libovolného stupné vétsiho nez ¢tyfi [5]. Pravem
jsou proto Abel i Galois povazovéani za zakladatele teorie grup.
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Ulice pojmenované po N. H. Abelovi se nachazi v blizkosti univerzity v Oslu
(foto M. Kiizek).

V roce 1828 Abel publikoval dilezité pojednani o eliptickych funk-
cich v ¢asopise Astronomische Nachrichten. Teorii eliptickych funkei
pozdéji rozvinul Carl G.J. Jacobi (1804-1851). V roce 1797 Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) popsal konstrukei, jak rozdélit pomoci
kruzitka a pravitka Bernoulliho lemniskatu na pét stejné dlouhych
¢asti (tj. jak zkonstruovat piislugné délici body, je-li lemniskata za-
déna). Pripomenme, Ze lemniskata je kiivka, jejiz body maji kon-
stantni souc¢in vzdalenosti od dvou pevnych bodi. Abel zobecnil
Gaussuv postup na n stejné dlouhych ¢ésti, kde n je souc¢in mocniny
dvou vzajemné ruznych Fermatovych prvocisel (viz [4]). Zde Abel
podstatné vyuzil toho, Ze explicitné vyjadril délku lemniskaty pomoci
eliptickych integralia (viz [9]). V Crellové casopise vysla téz osmde-
satistrankova stat vénovana Abelovu vyzkumu v oblasti eliptickych
kiivek. Dalsi Abelovy matematické prace lze nalézt v sebranych spi-
sech [10].

Abel stravil spoustu ¢asu zajistovanim prostredki na svou obzivu.
Za jeho zivota se mu nedostalo uznani. Zemfel 6. dubna 1829 v chu-
dobé na plicni tuberkulézu ve véku nedozitych 27 let. Jmenovani pro-
fesorem matematiky v Berliné, o néz se postaral A. Crelle, ho jiz nedo-
stihlo. Dnes je Abelovo jméno spojovano k jeho pocté s mnoha mate-
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matickymi terminy: Abelovy (komutativni) grupy, Abelovy integraly,
Abelovy identity, Abelovy funkce, abelovska kategorie, abelovsky dife-
rencial, abelovské rozsiteni, Abelovo kritérium pro konvergenci fad aj.
Krater Abel o pruméru 114 km najdeme na jihovychodnim okraji p¥i-
vracené strany Mésice nedaleko impaktniho krateru Legendre. V nor-
ském Gjerstadu, v némz Abel stravil détstvi, vzniklo Abelovo cent-
rum podporujici svym programem ucitele matematiky. Abelova cena
je dalsim krokem k tomu, aby dilo mladého génia nebylo nikdy zapo-
menuto.

Na zavér tvodni ¢asti bych rad podékoval za cely autorsky kolektiv
Marku Brandnerovi, Lubomite Dvorékové, Jané Griinerové, Jaroslavu
Hanclovi, Karlu Hordkovi, Radimu Hoskovi, Jané Jureckové, Fran-
tisku Katrnoskovi, Martinu Klazarovi, Stanislavu Koukalovi, Filipu
a Pavlu Kiizkovi, Lei Kifzkové, Bohdanu Maslowskému, Sérce Neca-
sové, Ivanu Netukovi, Pavle Pavlikové, Vojtéchu Pravdovi, Alesi Pult-
rovi, Jirffmu Réakosnikovi, Ivanu Saxlovi, Karlu Segethovi, Antoninu
Slavikovi, Jakubu Sistkovi, Jifimu Vanzurovi, Tomési Vejchodskému,
Véclavu Vopravilovi a Jané Zdarské za cenné pripominky k jednotli-
vym kapitolam. Mj viely dik téz patii Hance Bilkové za peclivé tech-
nické zpracovani celého textu a nakresleni nékterych obrazku. Obraz-
ky, u nichz neni uveden autor, jsou stazeny z internetu. Publikace
vznikla v rdmci granti GA CR P201/12/G028, GA CR P101/14-
02067S a RVO 67985840 Matematického tstavu Akademie véd CR.
Mnohokrat také dékuji Edi¢ni radé Akademie véd CR za finanénf
podporu a Brigité Dusiové, Jané Halaskové, Katefiné Indrové, Evé
Leinerové a Michaele Prochazkové z Nakladatelstvi Academia za vy-
znamnou pomoc pii zavéreéné apravé knizky.

21. 3. 2018 Michal Krizek
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1. Prvni Abelovu cenu ziskal
Jean-Pierre Serre vroce 2003

Michal Krizek, Lawrence Somer

1.1 Prolog

Abelova cena je nejvyssi mezindrodni ocenéni za vynikajici vysledky
na poli matematiky, zahrnujici i matematické aspekty vypocetni ma-
tematiky, matematické fyziky, pravdépodobnosti, numerické matema-
tiky, védeckych vypocti, statistiky a aplikované matematiky.

V cervnu r. 2003 prevzal Abelovu cenu za matematiku z rukou
norského krale Haralda V. francouzsky matematik Jean-Pierre Serre.

JEAN-PIERRE SERRE

17



Tento prvni laureat Abelovy ceny byl ocenén jiz v roce 1954 Field-
sovou medaili (viz [1]) za préace tykajici se homotopickych grup sfér
a teorie svazkii. Tehdy mu bylo pouhych 28 let. Tato medaile doposud
nebyla udélena nikomu mladsimu. Serre ziskal Abelovu cenu za celo-
zivotni klicovou roli pfi formovani mnoha ¢asti moderni matematiky,
zahrnujicich topologii, algebraickou geometrii a teorii ¢isel.

1.2 Strucény zivotopis

Jean-Pierre Serre se narodil v roce 1926 v Bages na jihu Francie. Oba
jeho rodice byli farmaceuti. Matka méla v oblibé matematiku. Mlady
Jean-Pierre rad cetl rizné matematické knizky, které mu matka pec-
livé vybirala. Na gymnaziu v Nimes jej starsi déti Sikanovaly. Aby si
je usmiftil, délal jim domaci tikoly z matematiky (viz [6]). V poslednim
ro¢niku stfedoskolskych studii 1943/44 vyhral celostatni matematic-
kou soutéz ,,Concours général®.

V letech 19451948 navitévoval Ecole normale supérieure v Pafizi.
V dizerta¢ni praci se zabyval homotopickymi grupami. Jiz v r. 1951
ziskal védeckou hodnost D.Sc. na parizské Sorbonné. Pak pracoval
v Centre national de la recherche scientifique (CNRS), coz je obdoba
nasi Akademie véd. Od roku 1956 byl profesorem algebry na Collége
de France v Pafizi (v sou¢asnosti emeritnim). Profesor Serre mél zva-
nou pfednasku na Mezinarodnim matematickém kongresu ve Stock-
holmu v roce 1962. VSeobecné je pokladan za skvélého prednésejiciho,
jak ostatné bylo patrno i z jeho abelovské prednasky (viz [8]). V roz-
hovoru pro ¢asopis Mathematical Intelligencer 8 (1986) uvedl (srov.
téz |6, s. 243]):

Casto v noci pracuji v polospdnku bez nutnosti cokoliv za-
pisovat, coZ mé mysli davd mnohem véetsi koncentraci a téz
svobodu meénit témata.

Jean-Pierre Serre byl zvolen do narodnich akademii Francie, Nizo-
zemska, Ruska, Svédska, USA a London Royal Society. Cestny dokto-
rat (doctor honoris causa) ziskal na univerzitach v Oxfordu, Harvardu,
Oslu, Aténéch, Stockholmu a dalsich. Je drzitelem mnoha medaili,
napt. medaile Emila Picarda (1971), Zlaté medaile CNRS (1987).
V r. 1995 ziskal Steelovu cenu Americké matematické spolecnosti
a v 1. 2000 prestizni Wolfovu cenu za matematiku [5].
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J.-P. Serre je jednim z nejvétsich matematikii nasi doby. Vice
nez pul stoleti publikoval zasadni ¢lanky prispivajici ke vSeobecnému
pokroku matematiky. Databaze Mathematical Reviews a Zentralblatt
fiir Mathematik registruji pres 250 jeho praci. V roce 1968 J.-P. Serre
publikoval v Annals of Mathematics prilomovy ¢lanek [13]| z alge-
braické geometrie s Johnem Tatem, ktery ziskal Abelovu cenu v ro-
ce 2010 (viz kap. 8). Prof. Serre je autorem vice nez patnéacti mono-
grafii.

1.3 Hlavni védecké vysledky

Prof. Serre vyvinul nové algebraické metody pro studium topologic-
kych objektl. Zejména se zabyval zobrazenimi mezi sférami ve vyssich
dimenzich. Tato problematika tizce souvisi se znamou Poincarého hy-
potézou (viz [14], [15, s. 276]). Byl jednim z prikopniki algebraické
geometrie. V mnoha ohledech tak rozsiril i Abelovy matematické ideje,
zejména analytické metody pro studium algebraickych rovnic ve dvou
proménnych. Svymi revoluénimi napady sehral klicovou roli pii for-
movani mnoha odvétvi moderni matematiky.

Jean-Pierre Serre napiiklad ¢astecné prispél k dikazu Velké Fer-
matovy véty, kterou dokazal Andrew Wiles spolecné s Richardem Tay-
lorem [16] v roce 1995 (viz téz |7]). Velkd Fermatova véta tvrdi, ze
pro celé n > 3 neexistuje feeni rovnice!

a"+ bt =c" (1.1)

v prirozenych ¢islech, tj. celych kladnych. Koncem Sedesatych let Yves
Hellegouarch ve své doktorské dizertacni praci ptisel s myslenkou pfi-
radit pfipadnym fesenim (a, b, ¢) rovnice (1.1) zcela jiné objekty, a sice
eliptické krivky. Pokud je p liché prvocislo a a, b, ¢ jsou prirozené ¢isla
takova, ze

a’ +bP = P,

pak odpovidajici Freyova kiiwka je danéd rovnici

y? = x(x — aP)(z + ).

!Pierre Fermat vSak umél dokazat neexistenci FeSeni rovnice (1.1) jen pro
n=4,8,16,32,...
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Obr. 1.1 Jean-Pierre Serre b&hem své prednésky o eliptickych kiivkach
(zdroj Wikipedia).

Tato algebraicka kiivka se nazyva eliptickd krivka (viz obr. 1.1 vlevo)
a uvazuje se jen nad racionalnimi ¢isly Q. Vice podrobnosti o eliptic-
kych krivkach uvadime v kapitolach 8.4 a 14.4.

Vroce 1982 Gerhard Frey vénoval pozornost neobvyklym vlast-
nostem téchto kiivek, které nemusi byt modularni. Podle Tanija-
movnyimurovy domnénky je ale kazda racionalni eliptickd kiivka
modularni (podrobnosti viz kap. 14.5, [7] a [9]). Proto se Frey domni-
val, ze Tanijamovaféimurova domnénka implikuje Velkou Fermatovu
vétu. Jeho argumentace vsak nebyla Gplné.

J.-P. Serre se usilovné zabyval modularnimi formami a Galoiso-
vymi reprezentacemi na kone¢nych télesech [12]. V roce 1985 se poku-
sil dokazat, ze Freyova kiivka nemusi byt modulérni, ale predlozil jen
castecny diikaz tohoto tvrzeni. Presnéji feceno, ukizal, ze tzv. semi-
stabilni ptipad Tanijamovyféimurovy domnénky by mohl implikovat
Velkou Fermatovu vétu. To, co Serrovi schazelo k tplnému dikazu,
se dnes nazyva e-domnénka.

V 1été roku 1986 Ken Ribet dokazal e-domnénku v celé obecnosti,
a tak nyni vime, ze Tanijamova—Simurova domnénka implikuje Velkou
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Fermatovu vétu. To pak jiz umoznilo Wilesovi a Taylorovi dokazat
Velkou Fermatovu vétu v roce 1995 (viz kap. 14.6).

Jiz od studentskych let se J.-P. Serre intenzivné zabyval teorif
grup (viz kap. 6.2). Zde jenom pfipomeneme, ze grupa G je mnozina,
na které je definovana asociativni binarni operace o : G x G — G
s neutralnim prvkem e a v niz ke kazdému prvku g € G existuje
prvek inverzni g~! € G tak, Ze

gogl=glog=e. (1.2)

J.-P. Serre napsal pojednani o otevienych podgrupach profinitnich
si v8ak ceni své prace o tenzorovém soucinu grup reprezentaci nad
télesem charakteristiky p. Napsal ji az po Sedeséitce a vénoval Emilu
Borelovi (srov. [§]).

Jean-Pierre Serre také podstatnym zplisobem obohatil algebraic-
kou topologii pravé pomoci teorie grup. Pfipomenme nejprve, Ze jed-
notkovd sféra S™ je mnozina bodi v (n + 1)-rozmérném eukleidov-
ském prostoru E"! které maji jednotkovou vzdélenost od pocatku
(viz obr. 1.2). Symbolem ;(S™) oznac¢ime i-tou homotopickou grupu
spojitych zobrazeni sféry S* do sféry S, pricem? dvé zobrazeni se po-
kladaji za ekvivalentni, pokud jedno lze spojité deformovat na druhé.
Uvedme si to na jednoduchém piikladu grupy m;(S*). Existuje neko-
necné mnoho tiid ekvivalentnich zobrazeni kruznice na sebe. Mtzeme
si napf. predstavit gumicku, kterou lze prislusné natazenou ovinout

/AN
TR
W)

Nz

Obr. 1.2 Jednotkova kruznice vlevo je sféra St = {(z,y) € E?; 22+y% = 1}.
Povrch jednotkové koule vpravo je sféra S? = {(z,y, 2) € E3; 22 4+y?+22=1}
(nakreslil P. Kfizek).
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kolem kruznice jednou, dvakrat, tfikrat atd. Navijeni vSak miize pro-
bihat i v opa¢ném sméru. Proto je pifslusna grupa 7 (S!) izomorfnf
s mnozinou celych ¢isel Z.

Béhem studii se J.-P. Serre zabyval Lerayovou teorii fibrovanych
prostorti.? Napadlo jej, Ze miize pouZit spektralni posloupnost ke stu-
diu homotopickych grup sfér S, a takto dokézal, ze vétsina téchto
grup je konecna (viz [10]):

Véta. Homotopicka grupa m;(S™) je konecna kromé dvou pripadii:
(1) m,(S™) 2 Z pron > 1,
(2) 7T4n_1(S*) pron > 1, ktera je modulo torze izomorfni se 7Z.

Poznamenejme, ze homotopické grupy vicerozmérnych sfér poprvé
definoval ¢esky matematik Eduard Cech jiz v roce 1932 (viz [4]). Né-
sledujici tabulka uvadi homotopické grupy, které jsou bud trivialni 0,
nebo cela ¢isla Z, nebo cyklické grupy Z, fadu k, nebo jsou direktnim
soucinem takovych grup.

Tl |72 |3 |74 |75 |T6 7 T8 9 T10 11
stz [0 |0 |0 |0 |0 |0 0 |0 |0 0
S2 |0 |Z |Z |Zy |Zy |Z1o |Zo Zo |Zs |Zis Zs
3|0 |0 |Z |Zy |Zy |Z1a |Zo Zo |Zs |75 Zs
s*1o |0 |0 Ty |Zoy |7 X Tao| 7y |7y |Zog x L3 | Zas
S0 |0 [0 [0 |Z |Zo |Zy Zos |Zo |Zo Zo
S0 [0 |0 [0 |0 |Z |Z Zo | Zos |0 7

Tab. 1.1 Homotopické grupy m;(S™) proi <11l an <6

J.-P. Serre ziskal pozoruhodné vysledky také v teorii grafi. Pii-
pomeiime ve strucnosti, Ze grafem rozumime trojici G = (V, E,¢),
kde V' # () je mnozina vrchold, E je mnoZina hran a ¢ je zobrazeni
(vztah incidence), které kazdé hrané prifadi dvouprvkovou mnozinu
vrcholi. Strom je souvisly graf neobsahujici kruznici (cyklus). Dva
grafy G = (V,E,e) a G' = (V',E', ') jsou izomorfni, jestlize exis-
tuji dvé vzajemné jednozna¢né zobrazeni f :V — V'ag: F — £
takova, ze pro kazdou hranu e € F plati

e(e) ={v,w} & (g(e)) = {f(v), f(w)}.

20 fibrovanych varietdch pojednavaji ¢lanky [2] a [8] uverejnéné v PMFA (viz
téz kap. 2.4 a 9.4).
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Obr. 1.3 Piiklady automorfismi (znazornénych Sipkami) na Jordanovu
vétu. Cervené jsou oznaceny vrchol a hrana, které se zachovéavaji (nakreslila
H. Bilkova).

DOPRPE!

—

Obr. 1.4 Translace (znazornéna Sipkou) na nekonefném stromu je piikla-
dem automorfismu, jenz nezachovava ani jeden vrchol, ani jednu hranu
(nakreslila H. Bilkova).

Automorfismus je izomorfismus G do G. Snadno se lze presvédcit, ze
mnozina automorfismi daného grafu G tvori grupu s operaci skladani
zobrazeni. Jiz v roce 1869 Camille Jordan zjistil, Ze grupa automor-
fismi konecného stromu musi zachovavat néjaky vrchol nebo hranu
(viz obr. 1.3). Inspirovan timto vysledkem J.-P. Serre dokézal nasle-
dujici tvrzeni (srov. obr. 1.4).

Véta. Grupa automorfismii nekonec¢ného stromu, které nezachovavaji
ani vrcholy, ani hrany, je volna?.

Prisludné definice a dikaz lze nalézt v [3| a [11].

V algebraické geometrii J.-P. Serre pfispél kdikazu Weilovych
domnének, které zformuloval André Weil v r.1949. Tyto hypotézy
se tykaji generovani funkci ziskanych zpoctu feseni systému poly-

3Grupa se nazyva volnd, jestlize neexistuje zadny vztah mezi jejimi generatory
kromé definiéniho vztahu (1.2) mezi prvkem a jeho inverzi. P¥ikladem volné grupy
je grupa Z X Z.

23



nomialnich rovnic nad kone¢nymi télesy. V padesatych a Sedesatych
letech Serre tizce spolupracoval s Alexandrem Grothendieckem. Bé-
hem této spolupréce si Serre uvédomil moznost konstrukce obecnéj-
sich kohomologickych teorii k vyteseni Weilovych domnének nikoli
pomoci existujicich kohomologii. To ptisobilo jako zdroj inspirace pro
Grothendiecka k vyvoji jisté kohomologie, coz se pozdéji ukazalo jako
klicové pro dikaz Weilovych domnének Pierrem Delignem v r.1944,
viz kap. 11.5.

I kdyz se Serre zabyval predevsim ¢istou matematikou, nékteré
jeho vysledky maji dilezité aplikace. Vyvinul napiiklad efektivni sa-
moopravujici se kody a vénoval se téz kryptografii s vefejnym Sifrova-
cim klicem. Tato problematika vyzadovala feseni algebraickych rovnic
nad koneénymi télesy. Jean-Pierre Serre patii mezi védce, kteri za-
sadné ovlivnili matematiku minulého stoleti a zcela zménili strukturu
nékterych dulezitych partii.
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2. Atiyah a Singer ziskali
Abelovu cenu za rok 2004

Michal Krizek, Martin Markl

2.1 Prolog

Norské akademie véd se rozhodla udélit Abelovu cenu za rok 2004
siru Michaelu Francisi Atiyahovi z univerzity v Edinburghu a Isadoru
M. Singerovi z Massachusettského technologického tstavu. Cenu zis-
kali ,,za objev a dikaz véty o indexu, kterd wvddi do souvislosti topo-
logii, geometrii a analyzu, a za vyznamnou roli pri budovdni novijch
mosti mezi matematikou a teoretickou fyzikou“. V komisi pro vybér
kandidatt na Abelovu cenu za rok 2004 byli David Mumford, Jacob
Palis, Erling Stgrmer (pfedseda), Gilbert Strang a Don Zagier.
Atiyahova—Singerova véta o indexu je jednim z velkych mezniku
matematiky dvacatého stoleti, ktery vyznamné ovlivnil pokrok v nej-

SIR MICHAEL FRANCIS ATIYAH ISADORE MANUEL SINGER
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teorie pole. Obéma autorim se podafilo spolecné i individualné za-
plnit mezeru mezi svétem cisté matematiky a teoretickou ¢asticovou
fyzikou. Ve svych oborech se zacali vzajemné obohacovat a jejich spo-
luprace se stala jednou z nejvice fascinujicich vyzkumnych ¢innosti
né¢kolika poslednich desetileti. S formulaci véty o indexu se sezndmime
v kap. 2.4. Atiyah, Singer a Vijay K. Patodi zavedli v [2] invariant,
kterému se dnes bézné fika Atiyahtuv-Patodiho—Singertuv n-invariant.

Atiyah a Singer se puvodné zabyvali riznymi oblastmi matema-
tiky: Atiyah se vénoval algebraické geometrii a Singer matematické
analyze. Jejich hlavni vysledky v téchto oborech jsou téz vysoce ce-
nény. Jako priklad uvedme Atiyahovu ranou préaci o meromorfnich
forméch na algebraickych varietach a jeho ¢lanek [1] o Thomovych
komplexech z roku 1961. Atiyahovo pionyrské dilo s Friedrichem Hir-
zebruchem o rozvoji topologické obdoby Grothendieckovy K-teorie!
mélo fadu aplikaci v klasickych problémech topologie. Pozdéji se uka-
zalo, Ze je tésné spjato s vétou o indexu.

Singer spolené s Richardem V. Kadisonem inicioval vyzkum
v oblasti trojuhelnikovych operatorovych algeber (angl. triangular
operator algebras). Jeho jméno je spojovano i s Ambroseovou—Sin-
gerovou vétou o holonomii a Rayovym—Singerovym torznim invarian-
tem. Spole¢né s Henrym P. McKeanem upozornil Singer na dilezitou
geometrickou informaci ukrytou v tzv. tepelnych jadrech? (angl. heat
kernels). I tento objev mél velky dopad.

2.2 Struc¢na biografie Michaela F. Atiyaha

Michael Francis Atiyah? se narodil v Londyné v roce 1929. Titul B.A.
a pozdé&ji doktorat ziskal na Koleji Nejsvétéjsi Trojice (Trinity College)
v Cambridgi. Podstatnou c¢ast své akademické drahy stravil také
v Oxfordu. Zastaval mnoho vyznacnych funkeci, mezi jinymi vysoce
prestizni Savilian Chair of Geometry v Oxfordu a Master of Trinity
College v Cambridgi. Byl také profesorem matematiky v Ustavu pro
pokrocila studia v Princetonu.

IK-teorie je moderni forma teorie reprezentaci grup, viz PMFA 48 (2003),
177-192.

2Tato jadra jsou charakterizovana fundamentalnim feSenim rovnice pro vedeni
tepla.

3S nazory M. Atiyaha na matematiku ve 20. stoleti je moZno se seznamit
v ¢lancich PMFA 371 (1986), 154-168 a 48 (2003), 177-192.
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V dobé svého pusobeni v Oxfordu a Cambridgi se Atiyah stal pred-
stavitelem nové generace mladych matematikti. Byl vedouci osobnosti
pri budovani Newtonova tstavu matematickych véd v Cambridgi a téz
jeho prvnim feditelem. Je zaroven ¢estnym profesorem na univerzité
v Edinburghu.

Béhem své kariéry obdrzel Atiyah mnohéa ocenéni véetné Field-
sovy medaile (1966). Byl zvolen fadnym ¢lenem Kralovské spolecnosti
v Londyné v roce 1962, kdyz mu bylo pouhych 32 let. Od této spolec-
nosti ziskal Kralovskou medaili v r. 1968 a Copleyho medaili v r. 1988.
Prezidentem Kralovské spole¢nosti byl v letech 1990-1995 a prezi-
dentem Londynské matematické spole¢nosti v letech 1974-1976. Hral
téz vyznamnou roli pii utvareni dnesni Evropské matematické spolec-
nosti.

Atiyahovou zasluhou byla zalozena tzv. meziakademické panelova
diskuse, ktera svedla dohromady fadu akademii véd z celého svéta.
Podnitil také utvoreni Asociace evropskych akademii (ALLEA). Byl
prezidentem pugwashskych konferenci (On Science and World Affairs).

Z mnoha cen, které mu byly udéleny, jmenujme Feltrinelliho cenu
(Accademia Nazzionale dei Lincei, 1981) a Mezinarodni cenu za védu
krale Fajsala (1987). V roce 1983 byl Atiyah pasovan na ryti¥e a v ro-
ce 1992 ziskal britsky rad Za zasluhy (angl. Order of Merit).

2.3 Strucna biografie Isadora M. Singera

Isadore Manuel Singer se narodil v roce 1924 v Detroitu a v roce 1944
ukondéil studia na univerzité v Michiganu. Po ziskani doktoratu (Ph.D.)
na univerzité v Chicagu v roce 1950 presel na Massachusettsky tech-
nologicky tustav (MIT). Zde stravil vétsinu svého profesniho Zivota
a v soucasné dobé je zde profesorem.

Singer je ¢lenem Americké akademie uméni a véd, Americké fi-
losofické spole¢nosti a Narodni akademie véd (NAS). Pusobil v radé
NAS, v fidicim vyboru Ufadu pro narodni vyzkum (Governing Board
of the National Research Council) a ve védecké radé Bilého domu
(White House Science Council). V letech 1970-1972 byl viceprezi-
dentem Americké matematické spole¢nosti (viz Notices AMS 51
(2004), 649).

V roce 1992 ziskal Singer cenu Americké matematické spolec¢nosti
Award for Distinguished Public Service. V oduvodnéni se uznava
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,vynikajici prispévek k jeho profesi, védé v Sirsim smyslu a vefejnym
vécem"”.

Mezi dalsi jeho ocenéni patii Bécherova cena (1969) a Steelova
cena (2000) za celozivotni tspéchy. Obé dostal od Americké matema-
tické spolecnosti. Dale obdrzel Wignerovu medaili (1988) a Narodni
medaili za védu (1983).

V podékovani po ziskani Steelovy ceny (Notices AMS, April 2000)
Singer prohlasil: ,,Skolni trida je pro mé dilezity protéjsek vyzkumu.
Moc se mi libilo ué¢it postgradualni studenty na vSech stupnich. Od
mnohych z nich jsem se naucil vice, nez jsem je naucil ja.“ Singerovymi
vynikajicimi u¢ebnimi texty byly inspiroviny generace matematik.

2.4 Atiyahova—Singerova véta o indexu

Véta o indexu pojednava o eliptickych diferencialnich operéatorech.
Zopakujme nejdrive zakladni definice. Diferencidlni operdtor na pro-
storu C(U) hladkych komplexnich funkei na oteviené podmnozing U
eukleidovského prostoru R" se soufadnicemi (z1,...,x,) je operator
tvaru

Ot tin

oxl - Oxin’

D= Z El,...,in(x17 . 7In)

11,80 20

(2.1)

kde pouze konetné mnoho koeficienti F;, ;€ C(U) je nenulovych.

Jinymi slovy, D nélezi okruhu C(U )[g—xl, ce gx—n] polynomii v promén-

nych g_a:l’ cey 89:—” s koeficienty v C(U). Rdd operdtoru D je &slo
rk(D) := max{iy + -+, ; F;, ., #0}

Symbol operdtoru D tadu k je polynom o(D) € C(U)[ty,...,t,] defi-
novany predpisem

o(D)(x1, ... Tty .o ty) 1= Z iy (my, o m )t et

Operator D je elipticky, jestlize o(D)(xy, ..., xp,t1,...,t,) # 0, kdy-
koliv ¢,, # 0 pro n&jaké m € {1,...,n}. Piikladem je laplacian
0? 0?

n

A .
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jehoz symbol je t2 + - - - 4 t2. Naproti tomu vlnovy operétor
0? 0?

0= 2 4.2
2 T o

(2.3)
elipticky neni.

Véta o indexu se ovSem tyka obecnéjsich diferencialnich opera-
torti pisobicich na Fezech hladkych vektorovych fibraci.* Opét piipo-
menme zakladni pojmy. Komplexni vektorovd fibrace (kratce vekto-
rové fibrace) je zobrazeni topologickych prostora 7: E — M takové,
7e Fy := 7w 1(b) (tzn. fibr nad bodem b) je pro kazdé b € M konec-
nérozmérny komplexni vektorovy prostor. Déle pozadujeme lokdlni
trivialitu, tedy aby pro kazdy bod b € M existovalo oteviené okoli
U 3 b, ¢islo k a homeomorfismus

¢:U x CF = 771(U)
takovy, ze
(i) (7¢)(x,v) = x pro kazdé (x,v) € UxCF a

(ii) pro kazdé x € U je zobrazeni v — ¢(z,v) izomorfismem kom-
plexnich vektorovych prostori C* a Fj.

Podminka (i) vyjadfuje komutativitu diagramu
UxCF —2> 1Y (U) = E

p1 s ™ (24)

V ném p; je projekce na prvni faktor. Prostory M, resp. E se nazyvaji
bdze, resp. totdlni prostor fibrace w : E — M. Na zobrazeni 7 se
budeme odkazovat jako na fibrujici zobrazeni.

Volné teceno, vektorova fibrace je rodina vektorovych prostori
{Fy}ven spojité parametrizovana bazi M, coz schematicky vyjadiuje
obrazek 2.1. Piiklad fibrace je samoziejmé projekce p; : UxCF — U
na otevienou podmnozinu U C R”. Tato tzv. trividlni fibrace ma ba-
zi U a totalni prostor UxCF.

4 Anglicky smooth vector bundle.
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Fy

FE
’ﬂ__//s(ﬁf)
//// O
b
M ®

Obr. 2.1 Predstava fibrace jako spojité rodiny vektorovych prostori (na-
kreslil M. Markl).

Restrikce vektorové fibrace m: £ — M na podmnozinu U C M je
vektorova fibrace m: E|y — U s béazi U a totalnim prostorem E|y :=
7~ H(U). Diagram (2.4) rika, Ze restrikce vektorové fibrace na dosta-
tecné malé oteviené podmnoziny baze jsou trivialni.

Vektorova fibrace m: E — M je hladkd, jestlize 7 je hladké zobra-
zeni hladkych variet.> Déle budeme hladkost predpokladat automa-
ticky. Rez fibrace 7: E — M je prava inverze fibrujictho zobrazeni,
tedy hladké zobrazeni s: M — E, pro néz ms je identita. Rez s je
urcen svym grafem s(M) vlozenym do totalniho prostoru E, viz opét
obrazek 2.1. Mnozina I'(E, M) v8ech fezu je komplexni vektorovy pro-
stor s nulovym elementem 0, coZ je fez, pro ktery 0(b) := 0 € F}, pro
vSechna b € M. Soucet s’ + s” fezi s’ a §” je definovan ,,po fibrech®,
tedy vzorcem (s’ + s”)(b) := s'(b) + s"(b), b € M.

Snadno ovéfime, Ze prostor fezti I'(Ux C*, U) trivialni fibrace tvoif
k-tice (f1,..., fx) funkei z C(U). Specialné tedy I'(UxC,U) = C(U).
Operatory A a [ pfipomenuté v (2.2), resp. (2.3) miZzeme nyni cha-
pat jako linearni zobrazeni I'(UxC,U) — I'(UxC, U).

Na vektorové fibrace lze ,,po fibrech* aplikovat stejné operace jako
na vektorové prostory. Kazda vektorova fibrace £ — M méa proto
svij dudl E* — M, jehoz fibr Fyy nad b € M je linearni dual fibru F,
pivodni fibrace.® Podobné miizeme utvorit soucet

E®E'— B (2.5)

fibraci £’ — B a E” — B se stejnou bazi B. Fibry sou¢tu (2.5) tvoii
piimé soucty Fy & F} fibri jednotlivych konstituentu.

50 hladkych varietach pojedname téz v kap. 9.3.
6Pokud neni t¥eba, vynechaviame symbol pro fibrujici zobrazen.
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Ve formulaci véty o indexu upotfebime i nésledujici konstrukei.
Pro hladké zobrazeni p: B — M a fibraci 7: E — M definujeme in-
dukovanou fibraci’” p*E — M fibrace m podél zobrazeni p jako fibraci
s totalnim prostorem

p'E:={(bje) € BXE ; p(b) =n(e)}.

Fibrujici zobrazeni p*E — B je projekce na prvni faktor. Indukovana
fibrace tvori komutativni diagram

PE——">F

b

M—L &+ B

s obvyklou univerzéalni vlastnosti kategorialnich kartézskych ¢tverci.

Vratme se nyni k definici diferencialnich operatora v potiebné
obecnosti. Uvazujme vektorové fibrace n': B — M an”: E" — M
nad stejnou bézi. Diferencialni operator je linearni zobrazeni
D:T(FE',M) — I'(E", M) lokalné reprezentované matici diferencial-
nich operatora (2.1). Tim rozumime toto. Vime, ze vektorové fibrace
jsou lokalné modelovany trivialnimi fibracemi. Restrikce prostoru fezu
na dostatecné malé oteviené podmnoziny béze M jsou tedy tvofeny
k-ticemi (resp. [-ticemi) hladkych komplexnich funkeci z C(U) pro né-
jaka k a [. Vyzadujeme, aby na téchto restrikcich byl operator D dan
predpisem

D(fis o fi) = (X2 DI Y Dilh)),

1<i<k 1<i<k

kde Dj» jsou ,klasické“ diferencialni operatory jako v (2.1). Takovy
operator D se nazyva elipticky, jestlize je pfislusna matice symboli

|o(Di) (@1, @by, )], 1< i<k, 1< <1,

regularni, kdykoliv (¢1,...,%,) # (0,...,0). Elipticita nutné implikuje
k=1.

" Anglicky pullback.

32



P#iklad 1. Pro i = 0,1,2,... ozna¢me AL(M) komplexifikovanou
i-tou vngjsi (Grassmannovu) mocninu kotecné fibrace T*M varie-
ty M .8 Jeji fezy
Q'(M) :=T(AL(M), M)

jsou (komplexni) de Rhamovy formy stupné i. Ty spolu s de Rhamo-
vym diferencidlem d': Q'(M) — QU (M) tvori (komplexifikovany) de
Rhamiiv komplex (Q(M),d) variety M. Jeho kohomologie H (Q(M), d)
jsou shodné s kohomologiemi H(M;C) variety M s komplexnimi
koeficienty. Pomoci Riemannovy metriky lze sestrojit opera-
tor d: QY M) — QY(M) sdruzeny k operdtoru d'. Operatory d’
a d” jsou pifklady diferencialnich operatorti na fezech fibrace Ak (M)
s hodnotami v Fezech fibrace AL (M), resp. A& (M). Oznaéme

E' = @ NZ (M), resp. B" == @/\gH(M) :
Jj=0 Jj=0
piimé soucty sudych, resp. lichych vnéjsich mocnin kote¢né fibrace.
Operatory d* a d'* se skladaji do operatort

d:=> dY:T(E,M)—T(E" M)

Jj=0

d* =Y d"":T(E, M) - T(E", M),
=0
jejichz soucet D := d+ d*: T'(E', M) — T'(E", M) je elipticky dife-
rencialni operétor.

Dale se soustfedime na vektorové fibrace nad kompaktnimi orien-
tovangmi uzaviengmi varietami.? Ukazuje se, Ze eliptické operatory
jsou Fredholmovy, tedy maji kone¢nérozmérné jadra i kojadra.'® M-
zeme tedy definovat analyticky index operatoru D jako

Inda (D) := dim Ker(D) — dim coKer(D), (2.6)

kde Ker(D), resp. coKer(D) zna¢i jadro, resp. kojadro linearniho zob-
razeni D.

8Velmi snadno se ovéii, ze /\¢(M) = 0 pro i > dim(M).

9Vyznam téchto pojmi i nadherny tivod do charakteristickych tiid ¢tenaf na-
lezne v [3].

10Kojadro linedrniho zobrazeni L: A — B je podil B/L(A).
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Druhym pojmem figurujicim ve vété o indexu je topologicky index
operatoru D definovany vzorcem

Indr(D) := ch(D)T (M)[M]. (2.7)

Jeho 1plné vysvétleni presahuje moznosti této kapitoly, proto jenom
naznac¢ime definice jednotlivych ¢lenti bez narokt na uplnou presnost,
na detaily odkazujeme ¢tenéfe k [4]. Za¢néme s veli¢inou ch(D).

Mnozina vSech (nikoliv nutné hladkych) vektorovych fibraci s da-
nou bazi B je komutativni pologrupa £(B) s asociativni operaci + da-
nou souc¢tem (2.5) a neutralnim prvkem 0 tvorenym identitou B — B.
Jako kazdou komutativni pologrupu lze €(B) ztplnit Grothendiecko-
vou konstrukei do komutativni grupy K (X). Tim ziskdme (komplexni)
K-grupu prostoru X.

Hladka varieta M ma tecnou fibraci TM — M a dudlni kotecnou
fibraci p:T*M —M. V totalnim prostoru kotecéné fibrace vezméme
podprostor B(M) C T*M vektoru délky neptesahujici 1 a sestrojme
indukované fibrace

p*E/ E/ p*E// > E//
l lﬂ'/ a l lﬂ—//
B(M)—— M B(M)—-— M.

Ukazuje se, ze symbol (D) operatoru D lze interpretovat jako zob-
razeni

o(D): p"E'|sary — p*E"|s(w (2.8)
restrikei indukovanych fibraci p* E’| resp. p* E” na podprostor S(M) C
B(M) vektoru délky 1. Operator D je elipticky, pravé kdyz je toto
zobrazeni izomorfismus. Indukované fibrace p*E’, resp. p*E” nélezi
pologrupé S(B(M)), muzeme proto vzit jejich rozdil

p'E'—p'E" € K(B(M)).

Lze ukézat, Zze s pouZitim izomorfismu (2.8) urc¢i prvek p*E’ — p*E”
rozdilovy element d(D) € K(B(M)/S(M)) v K-grupé podilu
B(M)/S(M).

Uvedme nésledujici posloupnost tvorenou standardnimi objekty
algebraické topologie:

K(B(M)/S(M)) % H(B(M)/S(M);Q) == H(M;Q).  (2.9)
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Prvni ¢len je jiz zminéna K-grupa podilu B(M)/S(M), druhy a tieti
¢len jsou racionalni kohomologické okruhy podilu B(M)/S(M),
resp. variety M.

Zobrazeni ch je Cherniiv charakter, coz je ur¢ity multiplikativni
homomorfismus z komplexni K-teorie do racionédlnich kohomologii
definovany s pouzitim Chernovych tiid komplexnich vektorovych fi-
braci. Zobrazeni t je Thomuv izomorfismus kotecné fibrace T* M. Fak-
tor ch(D) v (2.7) je obraz prvku d(D) kompozici zobrazeni v (2.9),
tedy

ch(D) :=t(ch(d(D))) € H*(M;Q).

Symbol .7 (M) v (2.7) zna¢i Toddiv rod variety M, tedy mocnin-
nou radu

C1 CQ‘{’C% C1Co
T(M) =1+ ace
(M) + 2 + 12 24

—cf 4 4eac? + 3¢5 + e300 — ¢4
720

+--- e H(M;Q),

ve které ¢y, ¢y, c3,... € H*(M;Q) jsou Chernovy tiidy komplexifiko-
vané tec¢né fibrace variety M. Topologicky index (2.7) je racionalni
¢islo dané evaluaci soucinu ch(D).7 (M) € H(M;Q) na fundamen-
talni t¥ide [M] variety M. Nyni jiz mame vSechny potfebné definice.

Véta o indexu. Analyticky index eliptického diferencidlniho operd-
toru na kompaktni hladké orientované uzaviené varieté je roven jeho
topologickému indexu, tedy

Inda (D) = Indy(D).

Hloubka véty je v porovnavani veli¢in rozdilného charakteru. Za-
timco analyticky index je celé ¢islo sestrojené prostiedky funkcionalni
analyzy, topologicky index je geometricka veli¢ina. Okamzity dusle-
dek je, ze Indr(D) je také celé ¢islo, zatimco jeho definice fika pouze,
ze je to ¢islo racionédlni — povsimnéme si, zZe vzorec pro Toddiv rod
obsahuje racionalni koeficienty!'! To je samo o sobé& velice silny vy-
sledek.

Ani analyticky, ani topologicky index nemusi byt definovan, pokud
operator D neni elipticky. V takovém piipadé nemusi byt rozdil (2.6)

1 Stejna poznamka plati i pro Cherniiv charakter, jenZ je v podstaté exponen-
cialni funkci Chernovych t¥id.
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definujici Inda (D) kone¢ny, a protoze (2.8) neni izomorfismus, nelze
sestrojit ani rozdilovy element d(D), potfebny pro definici Indr (D).

Priiklad 2. Analyticky index operatoru D z piikladu 1 je roven Fu-
lerové charakteristice variety M, tedy

Inds(D) = (—1)'dim H'(M, Q).

>0

Jeho topologicky index ziskame evaluaci Eulerovy tridy x(M) teéné
fibrace variety M na jeji fundamentalni t¥ide [M],

Indr(D) = x(M)[M].

Véta o indexu pro operator D vyjadiuje klasickou Gaussovu-Bonne-
tovu vétu (viz kap. 7.3).

Priiklad 3. Na varieté s komplexni strukturou mutzeme misto ope-
ratoru D z predchoziho piikladu vzit operator 0 + 5*, pusobici na
komplexnich formach typu (0,7). Véta o indexu v tomto piipadé vy-
tsti v Riemannovu-Rochovu vétu (viz [4, kap. XIX]).
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3. Abelovu cenu v roce 2005
ziskal Peter Lax

Michal Krizek

3.1 Prolog

Norské akademie véd se rozhodla udélit Abelovu cenu za rok 2005 vy-
znacénému numerickému matematikovi Peteru D. Laxovi za jeho fun-
damentélni piispévky k teorii a aplikacim parcialnich diferencialnich
rovnic a vypoctu jejich feseni. Tuto v poradi jiz tfeti Abelovu cenu
ziskal P. Lax 18. kvétna 2005 spolu s penézitou odménou 980 000 USD.
TyZ den pak proslovil Abelovu prednasku na ptudé univerzity v Oslu.

PETER DAVID LAX
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V 50. a 60. letech Peter Lax polozil zdklady moderni teorie neli-
nearnich hyperbolickych systémi. Zkonstruoval jejich explicitni feseni
a studoval, jak se tato feseni chovaji na dlouhych ¢asovych intervalech.
Jako prilomové lze oznacit jeho vysledky tykajici se solitoni, entro-
pie a rdzovych viln. Jeho jméno nese Laxovo-Milgramovo lemma, La-
xovy pary, Laxova véta o ekvivalenci, Laxovo—Friedrichsovo schéma,
Laxovo—Wendroffovo schéma, Laxova entropickd podminka, Laxova—
Levemorova teorie ¢i Laxova—Phillipsova teorie rozptylu.

3.2 Strucny zivotopis

Peter David Lax se narodil 1. kvétna 1926 v Budapesti. V roce 1941 se
s rodi¢i prestéhoval do New Yorku. V roce 1949 ziskal na Newyorské
univerzité titul Ph.D. pod vedenim vyznamného matematika Kurta
O. Friedrichse. O rok pozdéji zacal pracovat v Los Alamos jako kon-
zultant. Od roku 1951 byl pak zaméstnan v Courantové tistavu mate-
matickych véd (University of New York), kde v letech 1972-1980 pii-
sobil ve funkei feditele. Ustav (viz obr. 3.1) je pojmenovan po dal3im
vynikajicim matematikovi Richardu Courantovi, zakladateli metody
kone¢nych prvkia. V roce 1958 P. Lax vyslovil domnénku tykajici se
maticové reprezentace ruznych hyperbolickych polynomi, kterou se
podarilo dokazat az v roce 2003. V obdobi 1969-1971 byl viceprezi-
dentem Americké matematické spole¢nosti a pozdéji (1977-1980) se
stal jejim prezidentem.

Béhem zivota Peter Lax ziskal fadu vyznamnych ocenéni. Napii-
klad v roce 1975 Cenu Norberta Wienera od Americké matematické
spolecnosti a spolecnosti STAM. V roce 1986 prevzal v Bilém domé
z rukou prezidenta Ronalda Reagana medaili za védu (National Me-
dal of Science). O rok pozdéji obdrzel Wolfovu cenu a v roce 1992
Steelovu cenu Americké matematické spolecnosti. Celkem 9 univerzit
mu udélilo ¢estny doktorat.

Podivejme se nyni stru¢né na nékteré Laxovy dilezité vysledky

(viz [10]).
3.3 Laxovo—Milgramovo lemma

Cela tada tloh z technické praxe vede na okrajové tlohy pro parciél-
ni (popf. oby¢ejné) diferencialni rovnice eliptického typu. Typickymi
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Obr. 3.1 Courantiiv Gstav na Mercer street 251 v New Yorku (foto M. Kii-
zek)

piiklady jsou diferencialni rovnice popisujici gravitacni, elektricky ¢
magneticky potencial, rovnice proudéni, rovnice linedrni pruznosti,
rovnice ustaleného vedeni tepla apod. Klasické feseni téchto tloh vét-
Sinou neexistuje, nebot pripadné materidlové konstanty mohou mit
skoky, vySetfovana oblast nemusi byt konvexni nebo nemé hladkou
hranici. Potize mohou nastat i v téch bodech hranice, kde jeden typ
okrajové podminky pfechazi v jiny typ a kdy se pozaduje spojitost
derivaci az do hranice. To zptisobuje, Ze nelze obecné zarucit globalni
hladkost FeSeni, tj. neexistuji derivace vystupujici v klasické formulaci.
Proto se vétsinou hleda tzv. slabé reSeni téchto tloh, kdy vyse uve-
dené obtize nejsou na piekazku, a pomoci Laxova—-Milgramova lem-
matu (viz [11]) lze dokazat existenci pravé jednoho takového feseni.

Laxovo—Milgramovo lemma. Necht V' je Hilbertiiv prostor nad
realnymi ¢isly s normou || - ||, F' je spojity linedrni funkcional na V
a necht a(-,-) je bilinearni forma, ktera je spojita, tj.

AC>0 Vo,weV |a(v,w)| < Clloffw], (3.1)
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a V-elipticka, tj.
Je>0 YoeV a(v,v)>clv]* (3.2)
Pak problém najit u € V' takové, Ze
a(u,v) = Fv) Yv eV, (3.3)

ma praveé jedno reSeni.

Ukazme si pouziti Laxova—Milgramova lemmatu na jednoduchém
piikladé. Necht Q € R? (d € {1,2,3,...}) je omezena oblast, jejiz
hranice 05 je lipschitzovsky spojita (viz [14]). Klasické feSeni Poisso-
novy rovnice s Dirichletovou okrajovou podminkou

Au=f v (3.4)
u=0 mna 0, (3.5)

kde A = 9%/0x% + - - + 8?/022% je Laplacetv operator a f patii do

Lebesgueova prostoru L?(€2), se obvykle hled4 v prostoru C?(Q2). Je-li

funkce f napf. po Castech spojité, coz je z praktického hlediska dosti

casty pripad, klasické feSeni nemusi existovat. Proto si nyni struc¢né

naznac¢ime, jak se klasicka tloha prevede na slabou formulaci.
Zavedme prostor testovacich funkei

ov

e L(Q), i=1,....4d, vzonaaﬁ}, (3.6)

V= {v e L*(Q); o

kde parcidlni derivace chapeme ve smyslu distribuci a rovnici v = 0
na hranici 092 ve smyslu stop (viz [1] nebo [14]). Pfedpokladejme,
7e néjaké fesenf u € V N C?*(Q) spliuje (3.4)-(3.5). Vyndsobime-li
rovnici (3.4) testovaci funkei v € V', pak integraci pies {2 dostaneme

- [@upds = [ foa.

Greenova véta (integrace per partes) aplikované na levou stranu rov-
nice dava

/Vu-Vvd$:/fvd$ YveV; (3.7)
0 Q

piislusny povrchovy integral pres 0€) je roven nule, nebot testovaci
funkce v je nulova na 0. Uloha najit u € V' spliwjici rovnost (3.7)
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se nazyva slabd formulace klasické tlohy a jeji feSeni u € V' se nazyva
slabé Tesend. Navic vidime, ze pokud klasické feSeni tlohy (3.4)—(3.5)
existuje v prostoru V N C?%(Q), pak je také slabym fesenim.

Oznacime-li a(u,v) levou stranu rovnice (3.7) a F'(v) jeji pravou
stranu, pak (3.7) je tvaru (3.3). Snadno se lze presvédcit, ze pro-
stor (3.6) se skalarnim souc¢inem

(vw)v—/vwdx—l—Z/ggg;U x, v,welV,

je Hilbertuv, ze F' je linearni spojity funkcionéal na V a ze a(-,-) je
bilinearni spojita forma. Jeji V-elipti¢nost (3.2) plyne z Friedrichsovy
nerovnosti (viz [14]). Z Laxova—Milgramova lemmatu plyne existence
pravé jednoho u € V| které spliwuje (3.7) pro f € L?(Q) (napf. pro f
po ¢astech spojitou).

Pfiblizné feseni w;, tlohy (3.7) se vétsinou hledd metodou konec-
nych prvki v néjakém kone¢nérozmérném neprazdném podprostoru
Vi, € V, kde h charakterizuje miru diskretizace. Podprostor V;, C V'
se konstruuje nasledovné [6]. Vytvoii se triangulace uzavéru vysetto-
vané oblasti na jednodussi uzaviené podoblasti. Ty se nazyvaji proky
a mohou to byt tusecky, trojuhelniky, ¢tyrihelniky, ¢tyfstény, péti-
stény, kvadry apod. Prostor konecnijch prvki Vj, se zpravidla voli tak,
ze kazda funkce vy, € V}, je spojita na celé oblasti a je polynomem na
kazdém prvku. Priblizné feseni u, € V}, spliuje rovnici

a(uh, ’Uh) = F(Uh) Vvh € Vh.

Existence a jednoznacnost takového u;, € V) je pak opét zarucena
Laxovym—Milgramovym lemmatem.

Hledame-li u;, € Vj, ve tvaru linearni kombinace bazovych funkeci
{v'} C Vj, pak dostaneme soustavu linedrnich algebraickych rovnic
s regularnf matici (a(v’,v?)), 4,7 = 1,2,...,dim V},. Podle (3.7) bude
tato matice ridka (tj. s mnoha nulovymi prvky), jestlize zvolime ba-
zové funkce tak, aby mély maly nosi¢ v porovnéni s mirou 2. To pak
umozni podstatné zkréatit vypocetni ¢as a Setfit pamét pocitace.

Laxovo-Milgramovo lemma vlastné zobechuje znamou Rieszovu
vétu o reprezentaci linedrnich spojitych funkcionaltt pomoci skalér-
niho soucinu.
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Rieszova véta. Necht' V je Hilbertiiv prostor se skalarnim soucinem
(+,-)v. Pak pro kazdy linedrni spojity funkcional F' definovany na V'
existuje pravé jeden prvek u € V' tak, ze F(v) = (v,u)y pro vSechna
veV.

Forma a(-,-) v Laxové-Milgramové lemmatu ale neni skalarnim
sou¢inem, pokud neni symetrickd. S nesymetrickymi formami je za-
potfebi pracovat v tilohach proudéni [1| nebo pii vypoctu elektromag-
netického pole [7]. Napiiklad pro okrajovou tlohu

—u"+u +u=f v(0,1),
u(0) =u(1) =0

je prislusna bilinearni forma
1
a(v,w) = / (VW' +vw+ow)dz, v,weV
0

nesymetrickd, kde V' je dano (3.6) pro d = 1. Hilbertuv prostor V'
vystupujici v Laxové-Milgramové lemmatu muize byt i nad komplex-
nimi ¢isly [5]. Pak je ale t¥eba dat levou stranu nerovnosti (3.2) do
absolutni hodnoty.

3.4 Konvergence numerickych schémat

Necht A je linearni diferencialni operétor eliptického typu v prosto-
rovych proménnych = = (z1,...,x4), ktery kazdé dostatecné hladké
skalarni funkci v = wu(t,x) pfifazuje skalarni funkci Au. Uvazujme
parabolickou tlohu

% =Au prote[0,T], (3.8)
u(0) = u, (3.9)

kde T' > 0 a ug predstavuje pocateéni podminku pro u v case 0.
Peter Lax se zabyval numerickou metodou kone¢nych diferenci pro
feSeni této pocatecni ulohy. K jeho hlavnim vysledkiim patii véta,
podle niz je metoda konvergentni pravé tehdy, kdyz je stabilni a kon-
zistentni (pro prislusné definice viz napt. prehledovy ¢élanek [12]). Tato
nutna a postacujici podminka je zndmé jako Laxtv princip ekviva-
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nelinearnich hyperbolickych rovnic. Laxova—Wendroffova véta zhruba
fika, ze pokud diskrétni feSeni jsou stejnomérné omezena a konver-
guji, pak jejich limita je feSenim ptvodniho hyperbolického problému
(viz [1]).

Jako ilustra¢ni pitklad uvazujme funkci v = u(z,t), v € R, ¢ > 0,
jez je TeSenim linearni advekéni rovnice s konstantnim koeficientem
ke R!, 5 5

u U

BT + k(‘?x =0, (3.10)
kde u(z,0) = ug(x) a ug = up(x) je zadand pocateéni podminka.
Piimky x = kt + ¢ se nazyvaji charakteristiky a funkce u(x,t) =
uo(z — kt) je na nich konstantni. Rovnice (3.10) popisuje naptiklad
unageni latky o koncentraci v jednorozmérnym kanalem rychlosti &
ve sméru osy .

Peter Lax studoval numerické feseni hyperbolické soustavy par-
cialnich diferencialnich rovnic 1. fadu (viz [8], [9], [13])

ou  Of(u)

- =0 3.11

o Tow (3.11)
kde u = (uq,...,uy,) je neznama vektorova funkce a f zavisi obecné

nelinearné na x, t, u. Slaba feseni (3.11) ale nejsou ur¢ena jednoznacéné
pocateéni podminkou. Pfitom entropickd podminka umoznuje ziskat
fyzikalné relevantni feSeni.

Peter Lax spoletné s Amiramem Hartenem a dalsimi kolegy
(viz [2], [3]) navrhl nékolik explicitnich a implicitnich schémat me-
tody kone¢nych diferenci aproximujicich slaba feSeni soustavy (3.11).
Jde zejména o monotoénni schémata 2. radu. Prehledovy ¢lanek [4]
pojednava o tzv. upwindovych (upstreamovych) schématech pro nu-
merické Feent rovnice (3.11) s poc¢ateéni podminkou. V préaci [9] je pu-
blikovéana konzervativni metoda konecnych diferenci, dnes nazyvana
Laxova—Friedrichsova. Je zaloZzena na centrélnich diferencich a soucet
vSech numerickych tokt je na kazdé ¢asové vrstvé nulovy.

P. Lax také studoval rédzové viny, které vznikaji napt. pifi nad-
zvukovych rychlostech letadel nebo pii explozich. Vyvinul nové ma-
tematické postupy, které nam umoznuji pochopit a téz simulovat na
pocitaci tento dilezity jev, kdy dochazi skokem ke zméné hustoty
a tlaku. V roce 1957 priSel s entropickou podminkou, jez dovoluje
z mnoha nespojitych a singularnich feseni vybrat to, které méa dobry
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fyzikalni smysl. Poznamenejme jesté, ze entropickou podminkou se
u nas zabyval téz prof. Jindrich Necas.

3.5 Laxtv prinos k teorii solitonii

V roce 1834 si skotsky inzenyr John Scott Russell povsiml, ze kdyz se
na vodnim kanalu zastavi lod tazena konmi, vznikne izolované vlna,
ktera se §ifi dale po kanédlu az do vzdalenosti nékolika kilometri.
Pozdéji nizozemsky matematik Diederik Johannes Korteweg a jeho
student Gustav de Vries (viz obr. 3.2) odvodili evoluéni parcialni di-
ferencialni rovnici, ktera tento jev popisuje:

ou ou  u
= 6u—

En 9 D5 (3.12)
kde u = u(t,z) oznacuje vysku vlny v ¢ase t a bodé z. Tak vznikla
matematicka teorie solitoni. P. Laxovi se v roce 1968 podarilo pomoci
Lieovy teorie grup rozlozit nelinedrni diferencialni operator tfetiho
fadu na pravé strané rovnice (3.12) na operatory nizsiho fadu. To pak
umoznilo snadnéji resit Kortewegovu-de Vriesovu rovnici analyticky
i numericky. Dnes méa teorie solitontu fadu aplikaci v kvantové teorii
pole, pii prenosu informace ve svétlovodicich, pii modelovani biolo-
gickych systémi a dokonce i pfi modelovani vin cunami (viz [15]).

Obr. 3.2 Diederik J. Korteweg a Gustav de Vries (zdroj Wikipedia)
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3.6 Aplikace matematiky z pohledu P. Laxe

Na pocatku 20. stoleti matematika neméla pfilis mnoho praktickych
aplikaci. Dnes bychom vSak asi jen obtizné hledali obor lidské ¢in-
nosti, kde matematika dosud nenasla uplatnéni. Jeji aplikace jsou
skutecné rozsahlé. Nékteré praktické oblasti jejtho pouziti jsou sche-
maticky znazornény na obr. 3.3, ale zdaleka to nejsou vSechny. Jen
tézko si lze predstavit, ze bychom zili bez rozhlasu, televize, kopirek,
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Obr. 3.3 Schematické znazornéni aplikaci matematiky v nejraznéjsich
oblastech lidské ¢innosti (nakreslil V. Pravda)
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digitalnich fotoaparéti a kamer, mobilnich telefonu, GPS, telekomuni-
kacnich druzic, lasert, rentgenu, mikro¢ipu, pocitacovych tomografi
a samotnych poéitaci véetné $pickového softwaru (GOOGLE, MATLAB,
AUTOCAD, LINUX, HTML, ... ). Tyto moderni vydobytky civilizace by
bez matematicko-fyzikalnich véd nevznikly a aplikovand matematika
sehréla pfi jejich vzniku nezastupitelnou roli.

Peter Lax sam sebe povazuje za ¢istého i aplikovaného matema-
tika. Vyznamné se zaslouzil o feSeni problémi matematické fyziky
popsanych nelinearnimi diferencialnimi rovnicemi. BohuZzel neexistuje
obecna numerickd metoda, kterd by umoznovala fesit jakykoliv neli-
nearni problém. A tak se kazda trida nelinearnich problému musi vy-
Setfovat zvlast. P. Lax se kromé jiz vySe uvedenych problémi zabyval
reSenim Eulerovych rovnic proudéni plyni. Studoval také matema-
tické modely poréznich materialt, které umoznuji simulovat pohyb
uhlovodikii v prirodnich nalezistich. Je spoluautorem znamé teorie
rozptylu (angl. Lax—Phillips scattering theory). Dalsi jeho objevy jsou
obsazeny ve vybranych spisech [10].

Peter Lax je velky piiznivec vyuziti poc¢itaci v matematice. Tvrdi,
ze jejich tuloha je srovnatelna s vyznamem dalekohledt v astronomii
¢i mikroskoptu v biologii. Mladym studenttim doporucuje, aby si tré-
novali matematické dovednosti na feSeni konkrétniho problému apli-
kované matematiky.
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4. Abelovu cenu zarok 2006
ziskal Lennart Carleson

Michal Krizek

4.1 Prolog

V ttery 23. kvétna 2006 obdrzel profesor Lennart Carleson Abelovu
cenu za rok 2006 z rukou Jeho Veli¢enstva norského krale Haralda V.
na univerzité v Oslu. Podle vyjadieni komise pro vybér kandidata do-

LENNART CARLESON
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stal tuto cenu za své fundamentdlni prispévky k harmonické analijze
a k teorii hladkych dynamickyjch systéma. Pod timto struénym vyjad-
fenim se skryva zejména Carlesontuv ditkaz konvergence Fourierovych
fad funkci integrovatelnych s kvadratem a ditkaz existence podivnych
atraktortt Hénonova zobrazeni. Podrobnéji o tom pojedname v kapi-
tolach 4.3 a 4.4.

4.2 Kdo je Lennart Carleson?

Lennart Axel Edvard Carleson se narodil 18. brezna 1928 ve Stock-
holmu. Studoval na univerzité v Uppsale, kde ziskal doktorat pod
vedenim znamého svédského matematika Arne Beurlinga. V obdo-
bi 1950-1951 Carleson pisobil na Harvardové univerzité jako post-
doktorand. V pouhych 26 letech se stal profesorem na univerzité ve
Stockholmu. O rok pozdéji byl jmenovén profesorem v Uppsale a na-
sledné byl téz profesorem na Kalifornské univerzité v Los Angeles
a v Kralovském technologickém institutu ve Stockholmu (viz [16]).

V obdobi 1968-1984 byl feditelem Mittag-Lefflerova institutu
v Djursholmu na severnim okraji Stockholmu. Vyznamny svédsky
matematik Gosta Mittag-Leffler (1846-1927) nechal postavit tuto ma-
jestatni budovu na konci 19. stoleti jako rezidenci, knihovnu a misto,
kde se mohla schéazet kulturni a akademicka elita. Carleson zahy obje-
vil duchovni potencial tohoto mista a zorganizoval financovani a za-
lozeni Mittag-Lefflerova institutu tak, jak jej dnes zn& mezinarodni
matematickd komunita, tj. jako matematického centra, kde se setka-
vaji specialisté z celého svéta na kratsi ¢i stfednédobé pobyty.

Od roku 1956 Carleson pusobil 23 let ve funkci vedouciho redak-
tora Casopisu Acta Mathematica, ktery méa dlouholetou historii spo-
jenou s Mittag-Lefflerovym institutem. Velmi se vénoval popularizaci
matematiky ve Svédsku a vyucovani matematice. Je autorem knihy
Mathematics of Our Time. Vychoval 26 Ph.D. studentti, z nichz mnozi
jsou dnes jiz profesory. V letech 1978-1982 byl prezidentem Meziné-
rodni matematické unie. Tvrdé pracoval na tom, aby take Cina byla
zastoupena v unii, coz bylo v tehdejsi dobé politicky dosti obtizné.

Carleson byl tiikrat pozvan jako hostujici prednasejici na mezina-
rodni matematicky kongres, z ¢ehoz jednou mél plenérni prednasku,
coz se povazuje za jedno z nejvyssich ocenéni v mezinarodni ma-
tematické komunité. Obdrzel ¢estny doktorat na nékolika univerzi-
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tach a byl zvolen c¢lenem korespondentem fady akademii a ucenych
spole¢nosti (mj. Norwegian Academy of Science and Letters, Royal
Norwegian Society of Sciences and Letters). Béhem svého Zivota zis-
kal celou fadu vyzna¢énych ocenéni za svou praci, napt. v roce 1984
Steelovu cenu Americké matematické spolec¢nosti, v roce 1994 Wolfovu
cenu, v roce 2002 Lomonosovovu zlatou medaili Ruské akademie véd
a v roce 2003 Sylvestrovu medaili Kralovské spole¢nosti v Londyné.
Podivejme se nyni struéné na matematickou formulaci dvou nej-

N2

4.3 Konvergence Fourierovych irad

Problém, ktery Carleson vyftesil, spadé do oblasti harmonické analyzy,
jejiz zaklady polozil francouzsky matematik Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768-1830) kolem r. 1807. Jde o to, zda libovolnou perio-
dickou funkci s periodou 27 Ize vyjadrit jako nekone¢nou sumu funkei
sinmax a cosmx s vhodnymi koeficienty, kde m jsou nezéaporna ¢isla.
Fourier byl vSak ve svych formulacich dosti vagni. Kolem roku 1915
(viz |6, odst. 10.4.5]) domnénku presné zformuloval rusky matema-
tik Nikolaj N. Luzin (1883-1950), ale nebyl schopen ji dokazat. Po
ném byla nazvéna Luzinovou domnénkou. Vice o jeji historii lze najit
v PMFA v ¢lanku F. Stépanka [14, s. 126-127]. V roce 1966 Luzinovu
domnénku kladné vytesil L. Carleson — viz nize uvedenou vétu.
Nejprve si zavedeme nékteré pojmy. Necht f je redlna lebesgueov-
sky integrovatelnd funkce definovana na uzavieném intervalu [0, 27]
am je celé &slo. Pak m-ty Fourieriv koeficient f (m) funkece f = f(x)
a n-ty ¢asteény soucet s, Fourierovy fady funkce f (vzhledem k orto-
normélnimu systému {e"*}°__ ) jsou definovany takto:

n=—oo

fm)= == [ et @)= S fmpe

:27T0

m=—n

Oznacime-li
R 1 2w
ay, = 2Ref(m) = —/ f(t) cosmt dt,
0

T

. 1 2m
by, = 2Imf(m) = —/ f(t)sinmt dt,
T Jo
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pak f(m) = (am — iby)/2 a Castetny soudet s,(z) miZeme zapsat
v readlném tvaru

Sp(x) = % + Z(am cos mx + by, sinmax).
m=1

Luzinovu domnénku dokézal Carleson v praci [5]:

Véta. Necht f je redlna funkce na intervalu [0, 2], ktera je lebes-
gueovsky integrovatelna s kvadratem. Pak s, konverguje k f pro
n — oo skoro vsude.

Tato véta byla pozdéji zobecnéna Richardem A. Huntem na funkce
integrovatelné s p-tou mocninou pro p > 1 — tzv. Carlesonova—Hun-
tova véta (viz [14, s. 127]).

Fourierovy trigonometrické fady patii k zakladim matematické
analyzy. O historii téchto fad je strucné pojednano v [6]. Od svého
objevu jsou vyuzivany pri studiu a popisu periodickych dé&ji, napf.
kmitdni v mechanice a elektrotechnice. Pouzivaji se ale i pfi feSeni
tloh, ve kterych a priori nejde o periodické jevy. Tak je tomu napft.
v [15] pfi rozpoznavani tvari predméti pomoci tzv. Fourierovych
deskriptori. V [12, kap. 11] je zase feSeni trojrozmérné okrajové elip-
tické ulohy na osové symetrické oblasti pfevedeno fourierovskou me-
todou kone¢nych prvki na feSeni posloupnosti dvojrozmérnych tloh,
které se pak tesi standardni metodou konecnych prvki.

Na zavér této kapitoly jesté pripomenme, Ze bez Fourierovy ana-
lyzy bychom dnes neméli nap¥. moderni automobily, televizi, vyskové
budovy, formaty JPG a MP3 pouzivané v digitalnich fotoaparatech,
hudebnich prehravacich a v fadé softwarovych produkti.

4.4 Existence podivného atraktoru Hénonova zobrazeni

V roce 1960 se americky meteorolog Edward Lorenz z Massachusett-
ského technologického ustavu (MIT) pokousel predpovidat pocasi po-
moci primitivntho pocitace. Sviij diskrétni dynamicky model omezil
jen na tii parametry (viz [13]). Jednou musel v poloviné vypoétu béh
programu pirerusit. Hodnoty t¥f mezivysledk si pec¢livé zapsal a druhy
den ve vypoctu pokracoval. Pro jistotu pak cely vypocet zopakoval
a prekvapive zjistil, ze dostal iplné jiné vysledné hodnoty, nez kdyby
vypocet neprerusil. Jak se to mohlo stat? Vzdyt rovnice byly stejné

o1



a pocitac¢ i program se nezménily. Dikladnou analyzou odhalil, Ze
pri zapisovani mezivysledki v desitkové soustavé doslo k zaokrouhlo-
vani s relativni chybou mensi nez 0.00001 %. Tato nepatrni zména
v jednom kroku vSak zptisobila obrovské zmény ve vysledném fe-
Seni. Lorenz tak objevil jev, kterému se dnes v meteorologii fika efekt
motylitho kridla, tj. nepatrné mavnuti kiidly motyla v brfeznu nékde
v Pekingu muze zptisobit v srpnu zménu sméru hurikanu v Atlant-
ském ocednu. Nesmirné mala odchylka, ktera je v kazdém kroku mirné
zvétsovana, mize tedy vést po mnoha krocich k naprosto neptedvi-
datelnému stavu.

V roce 1976 francouzsky astronom Michel Hénon zjednodusil Lo-
renziv diskrétni systém jen na dva parametry. Pfitom jeho systém
mél podobné podivné chovani jako systém Lorenztv. Hénon definoval
zobrazeni T roviny do sebe velice jednoduchym vztahem (viz [10])

T(z,y) = (1+y— 1.42% 0.37).

Vidime, ze prvni slozka funkéni hodnoty T je kvadraticka funkce,
kdezto druhé slozka je dokonce linearni. Odpovidajici diskrétni dyna-
micky systém pron =0,1,2,... je pak dan rovnicemi

2
Tpt1 = 1 +y, — ax;,

Yn+1 = b$n,

kde a = 1.4 a b = 0.3 jsou hodnoty parametri, které Hénon pivodné
navrhl.

Bod (0,0) se pomoci T zobrazi na bod (1,0), bod (1,0) se zob-
razi na bod (—0.4,0.3), jenz se dale zobrazi na bod (1.076,—0.12)
atd. Prislusné iterace se budou hromadit pobliz tzv. podivného atrak-
toru, tj. mnoziny, kterd je znézornéna na obr. 4.1. Budou sice po-
stupné chaoticky ,skakat na vSechny strany (zdéanlivé velice nesys-
tematicky), ale stale se budou pfiblizovat k této mnoziné. Jestlize za-
¢neme z bodu (0,0.2918), dostaneme prekvapivé tyz atraktor. Pokud
ale vystartujeme z bodu (0, 0.2919), odpovidajici iterace pajdou velice
rychle do nekonec¢na. Vidime tedy, Ze chovani i pomérné jednoduchého
nelinedrniho dynamického systému miize byt znaéné komplikované.

Pro libovolné realné parametry a a b nazveme funkci 7' definovanou
vztahem T'(z,y) = (1 +y — ax? bx) Hénonovym zobrazenim. Snadno
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Obr. 4.1 Hénonuv podivny atraktor zobrazeni T' v oblasti (—1.3,1.3) x
(—0.4,0.4), (nakreslil M. Krizek).

lze ovérit, ze T ma pro a # 0 dva pevné body:

T i(b_lim),

- 2a
Yn = bx?m
tj. body, pro néz x,,1 = x, a soucasné y,.1 = Y,. Pro a = 14

a b = 0.3 ma jeden z téchto pevnych bodu souradnice z,, = 0.63135
a y, = 0.18941 a druhy =z, = —1.13135 a y,, = —0.33941. Oba pevné
body jsou ale nestabilni, nebot libovolné mala perturbace odkloni
prislusné iterace k podivnému atraktoru.

Carleson spolecné se svym krajanem Benedicksem jako prvni do-
kazali existenci podivného atraktoru pro Hénonovo zobrazeni a jeho
fraktalni charakter (viz [1]). Tento atraktor ma napii¢ ,trajektorii
z obr. 4.1° strukturu jako Cantorova mnozina. Numerické testy uka-
zuji, ze jeho Hausdorffova dimenze je 1.2640.003. S popularnim vykla-
dem o neceloc¢iselné dimenzi se mize ¢tenaf seznamit v ¢lanku Jitiho

Fialy [9].

1Jiz pred 100 lety se francouzsky matematik Pierre Fatou [7] zabyval hled4-
nim pevnych bodu zobrazeni T' (viz téZ [8]). Slozky tohoto zobrazeni mohly byt
dokonce racionalni funkce. Také Gaston Julia [11] studoval mnoziny vSech po-
Catetnich podminek, pro néz je posloupnost (z,,y,) omezena. Tehdy ale nebyly
k dispozici zadné elektronické pocitace, které by umoznovaly nakreslit pfislusné
fraktalni mnoziny.
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Obr. 4.2 Cerné je obarvena oblast ohrani¢ena Steinerovou hypocykloidou
uvniti kruznice o poloméru 3/4 (nakreslil M. Krizek).

4.5 Dalsi Carlesonovy vysledky

Lennart Carleson téz prispél k feSeni nékolika zaludnych probléma.
V roce 1917 japonsky matematik Soi¢i Kakeja zformuloval nasledujici
tlohu. Namoc¢me jehlu do inkoustu a polozme ji na list papiru. Jehlu
je tfeba otocit o 180°, aniz bychom ji nadzvedli. Pfitom ji mtzeme
jakkoliv posunovat dopredu i dozadu tak, jako kdyz se snazime za-
parkovat auto. Navic predpokladame, Zze jehla méa nulovou tloustku.
Otézka zni: Jak velkd je obarvend plocha a jaky je nejlepsi dolni odhad
velikosti této plochy?

Muzeme si rovnéz klast otazky: Jak posunovat a otdcet jehlou tak,
aby obarvend plocha byla minimdlni? Ezistuje vibec takovd plocha
o minimdlnim obsahu? Uvidime, Ze na posledni dvé otazky existuje
negativni odpovéd.

Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, Zze jehla mé délku 1.
Pokud bychom jehlu otocili o 180° kolem jeji Spicky, méla by obar-
vené plocha zfejmé velikost 7/2 = 1.57. Pokud bychom ji rotovali
kolem jejiho stiedu, ziskdme plochu o poloviéni velikosti 7/4 = 0.78.
To ovSem jisté neni nejmensi plocha, protoze jehlu muzeme také po-
souvat a otacet o 180° uvniti rovnostranného trojihelnika s jednot-
kovou vyskou a plochou 1/4/3 = 0.58. Jesté mensi plochu dostaneme,
kdyz se s jehlou budeme pohybovat uvnit Steinerovy hypocykloidy,
tj. kiivky, kterou opisuje bod na kruznici o poloméru 1/4, jez se ko-
tali zevnitf po obvodu kruznice o poloméru 3/4. Timto zpusobem
lze ziskat plochu o obsahu pftiblizné 0.39, o které se Kakeja domni-
val, ze je minimalni (viz obr. 4.2). V roce 1928 ale rusky matematik
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Obr. 4.3 Plocha slozena z mnoha dlouhych a uzkych trojuhelnika (nakreslil
M. Krizek).

Abram S. Bezikovi¢ (1891-1970) prekvapivé dokazal, ze obarvenou
plochu miZzeme udélat libovolné malou (viz [2], [3]). Jeho plocha se
sklada z velkého mnozstvi tizkych trojihelnikti podobnych jehlickam
na vano¢nim stromecku (viz obr. 4.3).

Carleson a jeho student Per Sjolin se zabyvali zobecnénim této
tlohy, coz pozdéji pouzili v teorii Fourierovych multiplikatora jako
standardni prostredek.

Dalsi japonsky matematik Sizuo Kakutani na pocatku 40. let mi-
nulého stoleti zformuloval tzv. problém korény (angl. corona pro-
blem), ktery se tyka jisté tiidy omezenych analytickych funkei de-
finovanych na jednotkovém kruhu v komplexni roviné. Otazka zni, co
Ize Tici o chovani téchto funkci na hranici, jestlize vime, jak se cho-
vaji uvnit? kruhu. Jde tedy o ¢isté matematicky problém, i kdyz slovo
koréna bézné oznacuje prstenec svétla, ktery je vidét kolem Slunce pii
jeho uplném zatméni. Carleson problém korény vyfesil v ¢lanku [4]
z roku 1962. Zavadi zde specialni miru, ktera byla po ném pozdéji
nazvana Carlesonova mira. Dnes se bézné pouziva v komplexni i har-
monické analyze.

Komise pro vybér kandidat na Abelovu cenu tedy pravem ocenila
Carlesonovy zésluhy o rozvoj matematiky, jeho Siroky zabér i organi-
zacni schopnosti. Z jejich zavéra citujme alespon tuto vétu: Lennart
Carleson is a brilliant scientist with a broad vision for mathematics
and for the role of mathematics in the global community.
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5. Abelovu cenu za
matematiku ziskal v roce 2007
Srinivasa Varadhan

Muchal Krizek, Ivo Vrkoc

5.1 Prolog

Dne 22. kvétna 2007 obdrzel Abelovu cenu profesor Srinivasa S. R. Va-
radhan z Courantova tstavu matematickych véd v New Yorku. V krat-
ké historii Abelovych cen, které se pravidelné udéluji od roku 2003,
je to jiz druha cena, jez smétfuje do tohoto tistavu. Pripomenme, Ze

SRINIVASA S. R. VARADHAN
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Obr. 5.1 Vlevo Srinivasa S.R. Varadhan, vpravo norsky kral Harald V.
(foto Terje Bendiksby /Scanpix)

v roce 2005 ziskal Abelovu cenu matematik mad arského puvodu Peter
Lax, ktery pracoval v Courantové tstavu jiz od svych 25 let.

Podle vyjadreni vybérové komise dostal S. Varadhan Abelovu cenu
ze své fundamentdlni prispévky k teorii pravdépodobnosti, zejména za
vytvoreni sjednocené teorie velkiyjch odchylek.

Komisi predsedal Kristian Seip. Abelovu cenu udélila Norska aka-
demie véd a osobné ji predal norsky kral Harald V. (viz obr. 5.1).
Slavnostnimu aktu v aule univerzity v Oslu byli pritomni Jeji Ve-
licenstvo kralovna Sonja a norsky ministr pro vzdélavani a vyzkum
(Dystein Djupedal. Poté mél profesor Varadhan audienci v kréalov-
ském palaci, setkal se s mladymi studenty matematiky, proslovil dvé
odborné prednasky na univerzitach v Oslu a Trondheimu a ztcastnil
se matematického cirkusu organizovaného pro déti.
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5.2 Proslov prof. Varadhana pri udéleni Abelovy ceny

Vase velicenstvo, vzdcni clenové Norské akademie véd, drazi pratelé.

Chci zacit podékovdnim norské vlddé a lidem, kteri se zaslouZili
o zrizeni Abelovy nadace, jeZ podporuje tuto cenu. Abel ve svém velice
kratkém Zivoté vyznamné prispel k ,,Matematice a jd se citim velice
poctén cenou, kterd byla zrizena na jeho pamdtku.

Jen tézko mohu vyjdadrit své emoce v tento den. Citim se polichocen
slovy, kterd zde o mné a o mé prdci zaznéla. Jsem skutecné potésen,
Ze jsem za tuto prdaci ocenén. Matematika je rozsdahla disciplina, v niZ
pracuje mnoho vynikajicich kolegu, kteri ucinili fundamentdlni objevy
ve svyjch oborech. Meél jsem Stesti, Ze komuse letos ocenila teorit prav-
dépodobnosti a moje vysledky v ni.

Teorie pravdépodobnosti ma dlouhou historii. I kdyZ rizné hry
predmét stal soucdsti matematiky. Teorie pravdépodobnosti md dnes
mnoho roli. Jako soucdst matematiky je perspektivni a slouzi také jako
uZitecnyj ndastroj v ostatnich oblastech cisté a aplikované matematiky.
Stochastické modelovdni je dileZitou soucdsti mnoha odvétvi prirod-
nich a socidlnich ved. Zijeme ve svété piném nejistoty, a tak se stalo
nezbytnym tuto nejpistotu modelovat, studovat a pripadné ji @ Tidit.
Jsem skutecné velice stasten, Ze teorie pravdépodobnosti ziskala letos
uUZNani.

Na mém osobnim 1 profesnim formovdni se podilelo mnoho osob-
nosti. Muyj otec byl ucitelem a pozdéji Teditelem na stredni skole. Vzde-
lant u nds doma mélo vZdy vysokou prioritu a jd jsem v tomto smeru
meél trvalou podporu obou rodici.

Na stredni Skole jsem mel vygborného profesora matematiky, ktery
ve mné vzbudil pocit, Ze matematika miZe byt i zdbava jako ostatni
hry. Moji ucitelé v prezidentské koleji v Chennat mné poskytli solidni
matematické vzdéldni. Béhem studii v Indickém statistickém tstavu
v Kalkaté mé skolil Dr. C. R. Rao, ktery mé trvale podporoval. Miij
zajem o matematiku tehdy virazné wvzrostl diky spoluprdci s kolegy
2 ustavu. Zejména se o to zaslouzil jiz zminény Ranga Rao a ddle
Varadarajan a Partasarathy.

Kdyz jsem se v roce 1963 prestéhoval do New Yorku, Courantiv
ustav se podilel na mnoZstvi aktivit v Tadé oblasti. 'V analijze jsem
hodné ziskal v diskusich s Moserem, Nirenbergem, Laxem, Johnem
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a mnoha dalsimi. Donsker, s nimz jsem po léta izce spolupracoval,
byl mym skvélym kolegou a vérngm rddcem. Také Kac a McKean byli
trvalyma zdrogi inspirace.

Vidy jsem si cenil uzké spoluprdce s ostatnimi a hodné jsem se
od nich naucil. Zeyjména bych rdad zminil nékteré z nich. Byli to mi
kolegové Stroock, Papanicolaou a H. T. Yau v ruzngch obdobich a ddle
Kipnis, Olla a Landim, kteri dlouhodobé pobyvali v nasem tstavu.
Béhem téch let jsem mél kolem triceti studenti. Spoluprdce s nims byla
velice povzbuzujici a byli to oni, kdo prispeli a obohatili mij profesni
Zivot.

Newyorskd univerzita a predevsim Courantiv tistav jsou bdjecné
mstituce v tom smyslu, Ze ziskavaji studenty k védeckému bdddni
a umoznuji jim plny odborny rist.

Nakonec bych rad podékoval své Zene Vasu za podporu, kterou mi
poskytovala, a za porozument, jehoZ se mi behem let dostdvalo. Jsem
rdad, Ze je zde s nasim synem Ashokem, aby se mnou spolecné sdileli
radost. Lituji, Ze tu neni Gopal' a Ze nemiiZe se mnou proZivat tento
okamZik.

Na zdver bych rad podékoval Norské akademii véd, Abelové nadaci
a vyberové komisi za dnesni ocenéni a preji kaZdému dobry den.

5.3 Strucny zZivotopis

Srinivésa S. R. Varadhan se narodil 2. ledna 1940 v Chennai (tj. Ma-
drasu) na jihozapadnim pobiezi Indie. Titul bakalare ziskal na Presi-
dency College v Chennai v roce 1959 a Ph.D. v Indickém statistickém
ustavu v Kalkaté v roce 1963. Jeho skolitelem byl svétozndmy indicky
statistik C. R. Rao. Mlady Varadhan musel béhem obhajoby své dok-
torské dizertace celit fadé zasvécenych dotazi od hosta pro néj do té
doby nezndmého. Pozdéji se ukazalo, ze se jednalo o Spickového rus-
kého matematika A.N. Kolmogorova.? Profesor Rao védél, Ze prijede
do Indie, a tak nacasoval Varadhanovu obhajobu tak, aby mohl Kol-

LGopal je Varadhaniiv prvorozeny syn, ktery tragicky zahynul 11. zaif 2001
pii teroristickém utoku v New Yorku (srov. obr. 5.2).

2 Andrej Nikolajevié¢ Kolmogorov (1903-1987) v roce 1933 axiomatizoval teorii
pravdépodobnosti. Zavedl pravdépodobnost jako pravdépodobnostni miru s hod-
notami v intervalu [0, 1] definovanou na o-algebfe a splitujici jisté podminky. Jeho
standardni model (viz napf. [12]) se dodnes pouziva. Opira se o prace E. Bo-
rela (1871-1956) z teorie miry.
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Obr. 5.2 Jméno Varadhanova syna Gopalakrishnana lze nalézt na Néarod-
nim pamatniku World Trade Center v New Yorku (foto M. Krizek).

mogorovovi predstavit svého vynikajiciho studenta. A nutno dodat,
ze Kolmogorov nebyl zklaman.

S. Varadhan zagal svoji akademickou kariéru v Courantové tstavu
v New Yorku jiz jako postdoc (1963-1967). V letech 1966-1968 zde
pusobil jako asistent a poté jako docent (angl. Associate Professor).
V roce 1972 byl jmenovan profesorem a jesté v témze roce odces-
toval do svédského Mittag-Lefflerova tistavu na delsi studijni pobyt.
V obdobi 1976-1977 prijal nabidku pracovat na Standfordské uni-
verzité. V letech 1980-1984 vystiidal ve funkci feditele Courantova
ustavu P. Laxe. Pozdéji (1991-1992) byl také zaméstnan v prestiz-
nim Ustavu pro pokroéila studia (Institute for Advanced Study)
v Princetonu a po navratu se stal opét feditelem Courantova tsta-
vu (1992-1994).

I kdyz je Varadhanova prace motivovana problémy matematické
fyziky a teorii parcialnich diferencialnich rovnic, zabyva se predevsim
teorii pravdépodobnosti. Kdyz S. Varadhan nastoupil do Courantova
ustavu, nalezl zde skvélé intelektualni zézemi. Mél Stésti, Ze se se-
znamil s D. W. Stroockem. Spolecné koncem Sedeséatych let napsali
pusobivou sérii rozsahlych védeckych ¢lanku (viz napt. [15], [16]), kte-
rou v roce 1979 zavrsili monografii Multidimensional diffusion proces-
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ses [19], obsahujici velké mnozstvi ptavodnich vysledki. Tato mono-
grafie brzy ziskala velky svétovy ohlas a byla opétovné publikovana
v letech 1997 a 2006.

V roce 1978 byl prof. Varadhan zvanym fe¢nikem na Mezinarod-
nim matematickém kongresu a v roce 1994 zde mél plenarni pied-
nasku. Béhem svého plodného Zivota ziskal fadu ocenéni a uznéani. Pti-
pomenme napifklad Birkhoffovu cenu (1994) a Steelovu cenu (1996).
V roce 1988 byl zvolen do Americké akademie uméni a véd, v témze
roce do Tteti svétové akademie véd, v r. 1995 do Narodni akademie
véd, v r. 1998 do Kréalovské spole¢nosti v Londyné a v roce 2004
do Indické akademie véd. Databaze Mathematical Reviews eviduje
135 recenzi na jeho prace. Stru¢na védeckéd biografie S. Varadhana je
uvefejnéna v ¢lanku [1].

5.4 Od teorie pravdépodobnosti k teorii velkych odchylek

Teorie pravdépodobnosti mé dlouholetou historii. Jeji kofeny sahaji az
do 13. stoleti, kdy tlohu o hodech tfemi kostkami (viz [14, s. 57]) fesil
Richard de Fournival v basni De vetula (O védmé). V prvni poloviné
17. stoleti Fermat, Galileo, Huygens a Pascal vySetiovali jednoduché
tlohy na pravdépodobnost a zavedli pojem stifedni hodnoty. Zabyvali
se nejvice matematickym fesenim hazardnich her, u kterych vyhru,
resp. prohru podmifnuji ndhodné jevy [17]. Zejména vySetiovali hry,
u nichz maji vSichni hraci stejné matematické nadéje na vyhru a mno-
zina moznych vysledki je kone¢na (napft. pii hazeni minci a kostkou
nebo riazné karetni hry). Jako priklad uvedme jednu takovou tulohu

z té doby, kterou lze nalézt v korespondenci Pierra Fermata s Blaisem
Pascalem [18]:

Dva hraci A a B hraji nékolik her o urcitou ¢astku C'. Tuto ¢astku
dostane hrac, ktery vyhraje jako prvni k her. Hry jsou preruseny ve
chvili, kdy jednomu z hraci chybi do vitézstvi | her, druhému m her.
Jak bude castka C' spravedlivé rozdélena?

Zvolme napt. [ = 2 a m = 3. V tomto pfipadé bude k£ > 3 li-
bovolné. Fermat si uvédomil, Ze sta¢i provérit jen 16 nize uvedenych
moznosti:

aaaa, baaa, abaa, aaba, aaab, bbaa, abba, aabb, baba, abab, baab,

abbb, babb, bbab, bbba, bbbb,
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kde a, resp. b znamena vitézstvi hrace A, resp. B. Odtud je jiz patrné,
ze ¢astka C' bude spravedlivé rozdélena v poméru 11 : 5, nebot 11 moz-
nosti na prvnim fadku odpovida vyhie hrace A, zatimco zbyvaji-
cich 5 moznosti na fadku druhém odpovidéa vyhie hrace B. Pro obec-
né [ a m lze postupovat analogicky.

Teorie pravdépodobnosti se pak déle rozvijela. Studoval se zejména
problém, co se stane, kdyz budeme néjaky experiment s ndhodnym
vysledkem opakovat stale dokola. Jak bude vypadat prislusny limitni
stav? Tak Jacob Bernoulli pfisel koncem 17. stoleti na zdkon velkijch
cisel, ktery lze zhruba vyjadrit takto:

Jestlize se jev vedouci k nahodnému jevu s pravdépodobnosti P
opakuje n-krat, blizi se pomér poctu jevi skutecné vzniklych k tihrn-
nému poctu vSech jevii tomuto ¢islu P tim vice, ¢im vEtsi je n.

Kdyz vyhodime minci do vysky, padne panna nebo orel. Pravdépo-
dobnost obou jevi je zfejmé 50 %. Pokud vyhodime minci napiiklad
milionkrat, nepadne sice orel pravé 500 000krat, ale relativni cetnost
tohoto nahodného jevu p/10°, kde p udava pocet, kolikrat padl orel,
se bude jen velice mélo lisit od pravdépodobnosti %

A.N. Kolmogorov vyjadril tento jev nasledujici matematickou vé-
tou:

Véta (Zakon velkych ¢isel). Necht X1, X, ... je posloupnost nezéa-
vislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in s konec¢nou stredni hod-
notou y a koneénym rozptylem.? Pak

1 n
Pllim =N "X,=u]| =1

Dalsi dilezitou roli pfi rozvoji teorie pravdépodobnosti sehrala
také centralni limitni véta, kterou za jistych omezujicich predpoklada
pouzival v prvni poloviné 18. stoleti Abraham de Moivre, tj. mnohem
diive, nez se Gauss narodil. I kdyz de Moivre tuto vétu nedokézal,
jeji samotna formulace byla velice vyznamnéa. Centralni limitni véta
nam fiké, Zze statistické vlastnosti, které zaviseji na velkém mnozstvi
nezavislych ¢initeli, maji rozdéleni pripominajici svym tvarem zvon.

3Poznamenejme, 7e se miZe stat, ze stfedni hodnota nahodnych veli¢in X;
vitbec nemusi existovat (napf. pro Cauchyovo rozdéleni). Pak je ale s pravdépo-
dobnosti 1 posloupnost ndhodnych veliéin (X7 + - - - + X,,)/n neohranicena [13].
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Takové rozdéleni se nazyva Gaussovo (nebo téz Gaussovo—Laplaceo-
vo) normdlni rozdéleni a je charakterizovano jen dvéma parametry:
stiedni hodnotou p € (—00,00) a rozptylem o2 > 0 (viz [14]),

fa) = — p(—ﬂ) 7 € (~00,00).

2mo 202

Pokud si kuptikladu budete zakreslovat do diagramu, kolik vo-
jaki ma velikost 175 cm, kolik jich mé velikost 176 cm atp., pak vy-
sledny graf bude mit ptiblizné tvar jako funkce f pro vhodné para-
metry.

Obé vySe zminéné limitni véty (zakon velkych ¢isel i centralni
limitni véta) jsou dilezité v mnoha praktickych situacich, kdy pracu-
jeme s obrovskym mnozstvim statistickych dat. Napriklad pojistovaci
spolecnosti se prilis nezajimaji o jednotliva auta, ale spiSe je zajima,
kolik nehod budou mit vSechna jimi pojisténa auta za rok. Pokud
budete stavét telefonni sit, pak vas nebudou zajimat jednotlivi zédkaz-
nici, ale spise pravdépodobnost, Ze prilis mnoho z nich bude soucasné
telefonovat béhem vecerni $picky nebo v piipadé néjaké katastrofy.
Limitni véty nam umoznuji takovéto tulohy fesit, ale nelze je pouzit
k Teseni problému tzv. velkych odchylek.

Abychom si priblizili tento problém, vratme se k tloze hazeni
mince. Pokud ji vyhodime jen stokrat, pak existuje velice malé& prav-
dépodobnost, Ze padne alesponn 75 orli a nejvyse 25 panen. Uméni
,velkych odchylek* spoc¢iva pravé ve vypoctu pravdépodobnosti vzniku
takovych tidkych pripadi.

Velké odchylky byly prvné studovany vyznamnym §véd-
skym statistikem a pojistovacim matematikem Haraldem Cra-
mérem (1893-1985) kolem roku 1930. Snadno nahlédneme, Ze tento
problém zajimé zejména matematiky pracujici v pojistovaci matema-
tice. ééstka, kterou platite za pojisténi auta, se odviji od statistiky
z predchozich let. Pojistovaci spole¢nost totiz musi vybrat dostatecné
mnozstvi penéz, aby mohla pokryt nehody vSech tidi¢u, ktefi hava-
rovali. Co ale délat, pokud se v nékterém roce stane mnohem vice
nehod (v duasledku néjaké nepredvidatelné pii¢iny) nez v predchozich
letech? Ma-li pojistovna zaplatit vice penéz, nez vybrala, pak bude
mit samozi'ejmé potize.

Bohuzel neexistuje zadna cesta, jak se tomuto problému zcela vy-
hnout. Pokud byste nasadili cenu za pojisténi prili§ vysokou, abyste
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omezili disledky velkych odchylek, pak si vase pojisténi nikdo ne-
koupi. Pritom takova velka odchylka nastane jen velmi zfidka. Pojis-
tovaci spole¢nost proto potiebuje spocitat pravdépodobnost velkych
odchylek riaznych velikosti, aby nalezla rozumnou miru rizika. Proto
se pojistovaci spole¢nosti spojuji a pojistuji se u zajistoven. Podobné
je tfeba stavét telefonni sité pfedimenzované, abychom se vyhnuli
pretizeni v disledku ziidka se vyskytujicich velkych odchylek. Zcela
vyjimecné se také stane, ze Zemi zasahne velky asteroid, Ze nestaci
protipovodiové zabrany pii pétisetleté vodé nebo ze velka kasina jsou
finan¢né zruinovéana, kdyz padne napiiklad Cervena patnactkrat za
sebou.

5.5 Varadhantv princip velkych odchylek

Jeden z vyznamnych Varadhanovych prispévki k teorii pravdépodob-
nosti je pouziti techniky velkych odchylek jako silného a mnohostran-
ného nastroje v mnoha oblastech matematicko-fyzikalnich véd, které
se od sebe zdanlivé velice lisi (napf. statisticka fyzika, popula¢ni dy-
namika, ekonometrie, komunika¢ni technologie). Tento vyzkum pro-
vadél Varadhan zejména se svym kolegou Monroem Donskerem. Do-
hromady publikovali pfes 20 praci (viz napf. [2|-[10]).

Mnoho fyzikalnich teorii ma statistickou povahu [9], protoZe ne-
popisuji chovani jednotlivych atomt ¢i molekul, ale soustfeduji se na
statistické chovani vSech ¢astic v makroskopickych veli¢inach, jako je
tlak, teplota, tok apod. Ale i zde se obc¢as mohou vyskytnout ne-
predvidatelné fluktuace, které pak vedou napt. k tunelovému jevu ¢i
k lokdlnimu sniZeni entropie.

Varadhantv princip velkych odchylek si objasnime na jednodu-
chém piipadu z ¢lanku [2]. Uvazujme Browntv pohyb startujici v bo-
dé x a okamziku 0. Polozme

Lt (), 9) = $M55 0 < 5 < 1, (s) <

kde A je Lebesgueova mira na R!, w(.) je realizace Brownova pohybu.
Hodnota L(t,w(.),y) tedy vyjadiuje relativni dobu, po kterou reali-
zace w(.) bude mensi nebo rovna y do okamziku ¢. Dale necht P, je
pravdépodobnost indukované timto procesem. Problém vySetfovany
Donskerem a Varadhanem je zaméren na nalezeni limit typu

lim % log E, [exp {—t®(L(t,w(.), )}
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kde E, je stfedni hodnota odpovidajici pravdépodobnosti P,, ® je
funkcional definovany na mnoziné distribu¢nich funkef na R! a spliiu-
jici jisté podminky. Tato limita dava informaci o asymptotickém pri-
béhu L(t,w(.),y). V tomto piipadé byla limita nalezena jako extrémni
hodnota konkrétné daného vyrazu. Vysledky jsou v ¢lancich [2]-[7]
zobecnény na markovské procesy s diskrétnim i spojitym casem, na
procesy, jejichz hodnoty jsou ve velmi obecnych prostorech, a dale na
limes superior a limes inferior vyrazu

1 1
;log Qz,t(c) = ;Px{w7 St(wa ) S C}7

kde C je podmnozina pravdépodobnostnich mér, L; je definovana
vztahem

Si(w, A) = %)\{0; wlo)e A, 0< o <t}

a A je mnozina ze stavového prostoru markovského procesu. V pripa-
dech téchto limit se vySe uvedené vyrazy a jejich zobecnéni porovné-
vaji s entropii vySetfovanych procesi (blize o tom v [6]).

Predlozené vysledky maji dulezité aplikace. Uvedme jen nékteré.
Autofi roziesili dulezity polaronovy problém a také problém formu-
lovany Pekarem [7]. Oba tyto problémy maji vyznam ve statistické
fyzice. Jmenujme jesté analyzu chovani naboju na kruznici, jejichz
pohyb je dan slozenim deterministického vlivu s vlivem danym Brow-
novym pohybem (viz [10]).

5.6 Dalsi Varadhanovy vysledky

V roce 1905 se Albert Einstein proslavil svou praci, v niz vysvétlil
pricinu Brownova pohybu. V prislusnych matematickych modelech
je tento pohyb popséan funkei, ktera ma nekone¢nou variaci (coz pa-
radoxné odpovida nekoneéné rychlosti ¢astic). V ¢lancich [15] a [16]
Stroock a Varadhan studuji difuzni proces v R%, d € {1,2,...}, ktery
je popsan evolu¢ni parabolickou parcialni diferencialni rovnici

a 1 d 9%u d 9
_ 52:: 3331835]( $)+;bi(57$)8—$i(8,x), (5.1)

kde koeficienty difuze a;; jsou spojité a omezené funkce a koeficienty b;
jsou méritelné.
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Rovnice (5.1) mé azky vztah k markovskym procesim.? Takové
procesy lze vyjadiit pomoci Itoovy rovnice (viz [11])

dé(t,w) = o(t,&(t,w))dw(t,w) + b(t, £(t,w))dt, (5.2)

kde w(t,w) je Browntv pohyb, £(t,w) je hledany proces, a(t,z) =
o(t,x)o(t,z)" je tzv. matice difuznich koeficientit a;; a b(t,z) je
tzv. vektorovy drift (trend). Pokud koeficienty a,b jsou dostatecné
regularni, pak existuji jednoznac¢na feseni rovnic (5.1) i (5.2) za jis-
tych dodateénych podminek na feseni a £(t) je markovskym proce-
sem. Ozna¢me P(s,z,t,I") pravdépodobnost, ze markovsky proces &
padne do mnoziny I v okamziku ¢, jestlize v okamziku s byl v bodé .
Funkce P proménnych s,z je FeSenim rovnice (5.1) s ur¢itymi konco-
vymi podminkami — v tomto kontextu nazvana zpétnou Kolmogorovo-
vou rovnici. Vysledky tohoto druhu se jiz povazuji za klasické, pokud
koeficienty a, b jsou holderovské. Dikazy obdobnych tvrzeni v pripadé
méné regularnich koeficientt dlouho odolavaly. Tvrdym ofiskem byla
jednoznac¢nost feseni. Autofi vsak zvolili jinou cestu. Uvédomili si, ze
problém dany rovnici (5.2) lze transformovat na hledani pravdépo-
dobnostni miry P tak, aby procesy

1

X;(t,x(.)) =exp {(Q,I(t) —x(s)) — 5/ 0, a(u,z(u))d)du

_ /:<9, b<u,x(u))>du},

kde {-,-) je skalarni sou¢in v R¢, byly martingaly pro vSechna # € R?.
Nalezend mira P se nazyva TeSenim martingalového problému.
Poznamenejme, ze proces X (t) se nazyva martingal vaci pravdépo-
dobnosti P a oc-algebram F;, jestlize ET{X(ts)|Fs} = X(s) pro
t > s, pricemz EP{X(t,)|F} je podminénéa st¥edni hodnota vzhle-
dem k o-algebie F. Martingaly hraji tistfedni roli v teorii stochastic-
kych her. Pro své vyhodné vlastnosti se pouzivaji v teorii markovskych
procest apod.

Za predpokladi, Ze a;;(t, z) jsou spojité a omezené, matice a(t, )
je pozitivné definitni v kazdém bodé, b;(¢,z) jsou méfitelné a ome-
zené, autofi dokézali existenci zobecnéného Teseni a jednoznacnost

4Andrej Andrejevi¢ Markov (1856-1922) polozil zaklady teorie nahodnych pro-
cesti jako posloupnosti pokusti, kdyz pravdépodobnost budoucich stavi zavisi na
piftomnosti, ale nezavisi na dfive provedenych pokusech [12].
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martingalového problému (viz [19]). Odtud plyne i jednozna¢nost ve
smyslu semigrup. Navic prechodova funkce P(s,z,t,I") dand mar-
tingalovym problémem je ekvivalentni s odpovidajici funkci danou
rovnici (5.2).
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6. Abelova cena vroce 2008
udélena za objevy v teorii
neabelovskych grup

Michal Krizek, Lawrence Somer

6.1 Prolog

Abelovu cenu za matematiku ziskali v roce 2008 John Griggs Thomp-
son z USA a Jacques Tits z Francie. Cenu jim udélila Norska akade-
mie véd a predal ji osobné norsky kral Harald V. dne 20. kvétna 2008
v hlavni aule univerzity v Oslu. Abelova cena byla tentokréat spojena
s ¢astkou 1200000 USD. Podle vyjadieni prof. Kristiana Seipa, pred-
sedy vybérové komise, cenu dostali za své podstatné vysledky v algebie

JOHN GRIGGS THOMPSON JACQUES TiITS
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a hlavné za zformovdni moderni teorie grup. Ve stfedu 21. kvétna oba
laureati prednesli své abelovské prednésky na univerzité v Oslu.

6.2 Strucné zZivotopisy obou laureata

John Griggs Thompson piisobi od r. 1993 jako Graduate Research
Professor na Floridské univerzité a je emeritnim profesorem na Cam-
bridgeské univerzité v Anglii. Narodil se 13. fijna 1932 v Kansasu.
Na slavné Yaleové univerzité zacal studovat teologii. Po roce vsak
preSel na matematiku a udélal dobie. Saunders MacLane jej totiz po-
zval, aby si udélal doktorat na univerzité v Chicagu. Zde se zacal
intenzivné vénovat koneénym grupam symetrif a v roce 1959 ziskal ti-
tul Ph.D. Poté rok pracoval v Institutu pro obranné analyzy (Institute
for Defense Analyses) a poté dva roky na Harvardové univerzité. Pak
se vratil do Chicaga a v obdobi 1962-1968 zde ptusobil jiz jako pro-
fesor. V roce 1970, kdy jesté nedosahl ani 40 let, byla Thompsonova
prace ocenéna Fieldsovou medaili. V letech 1970-1993 pak ptsobil
na Cambridgeské univerzité. Ziskal 4 ¢estné doktoraty, Wolfovu cenu,
Coleovu cenu, Sylvesterovu medaili, Poincarého medaili aj.

Jaques Tits je emeritnim profesorem na Collége de France, ale je
ptvodem z Belgie. Narodil se 12. srpna 1930 v Uccle na predmeésti
Bruselu. Byl povazovan za zézracné dité. Uz jako tiilety umél pocitat
a pozdéji mu bylo umoznéno pieskocit nékolik tiid skolni dochézky. Ve
svych ¢trnécti letech tak tspésné vykonal prijimaci zkousky na Vrije
Universiteit Brussel. V roce 1950, kdyZ mu bylo pouhych 19 let, ziskal
titul Ph.D. Pusobil na fadé univerzit, napt. v Bruselu, Bonnu a Parizi.
Ziskal 4 ¢estné doktoraty a celou fadu dalsich ocenéni (napt. Wolfovu
cenu). Je ¢lenem mnoha akademii a ¢estnym clenem Londynské ma-
tematické spole¢nosti.

6.3 Strucné o teorii grup

Pripomenme si nejprve nékteré zakladni pojmy. Grupa G je mnozina,
na které je definovana asociativni binarni operace o : G x G — G
s neutralnim prvkem e a v niz ke kazdému prvku g € G existuje pravée
jeden prvek inverzni ¢g=! € G tak, Ze gog™! = g log = e. Prvkim G se
nékdy 1riké symetrie, pokud jsou to zobrazeni geometrickych objekti
na sebe.
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Obr. 6.1 Mozaika v palaci Alhambra v Granadé je piikladem tapetové
grupy. Nejmensi thel otofeni zachovavajici mozaiku je 90°. Odpovidajici
stfedy otaceni lezi na prisecicich vodorovnych a svislych os soumérnosti
(foto H. Bilkova).

Studium symetrii mé dlouhou historii. Jeho kofeny sahaji az do
antiky. Napiiklad staré egyptské a maurské ornamenty (viz obr. 6.1)
vykazuji symetrie v8ech 17 tapetovych grup (tj. dvojrozmérnych krys-
talografickych grup, jejichz existenci udava Fjodoroviv teorém). Lidé
se totiz odjakziva obdivuji a davaji prednost objektim, které vykazuji
néjaky druh symetrie. Napiiklad stari Rekové se zabyvali platonskymi
a archimédovskymi télesy, jejichz symetrie také tvofi grupy, jak se
pozdéji zjistilo.

Grupu vSech permutaci prvki 1,2;...,n (s operaci skladani) na-
zveme symetrickou a oznacime ji S,,. Grupu v8ech sudych permutaci
prvki 1,2,...,n nazveme alternujici! a oznacéime ji A,.

Pojem grupa pochézi az od Evarista Galoise, ktery je vSeobecné
povazovan za jednoho ze zakladateli teorie grup. Kolem roku 1830
odvodil z vlastnosti symetrickych grup S,, Zze algebraické rovnice

INékdy se ji téz Fika alternativni grupa. Kazdou permutaci lze sloZit z transpo-
zic, které prohazuji pravé 2 prvky a ostatni prvky ponechavaji na misté. Permutace
se nazyva sudd, resp. lichd, je-li pocet transpozic sudy, resp. lichy [27, s. 85].
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Obr. 6.2 Symetrie molekuly metanu CHy tvoii grupu o 4! = 24 prvcich,
ktera je izomorfni? symetrické grupé S;. Grupa tzv. piimych symetrii,
kdy neuvazujeme zrcadlové obrazy molekuly, ma jen 12 prvka a je izo-
morfni s alternujici grupou A4. Symetrie prostfedni molekuly trichlor-
etanu H3C-CCl3 tvori cyklickou grupu C3 o tfech prvcich. Dihedrélni
grupa D3 se sklada ze Sesti pfimych symetrii molekuly etanu CoHg (na-
kreslil P. Kfizek).

stupné vyssiho nez 4 nejsou obecné fesitelné pomoci odmocnin. Pfi-
tom pro TesSeni tohoto obtizného problému podstatné vyuzil vlast-
nosti symetrie mezi jednotlivymi koteny. Niels Henrik Abel dokazal
jiz diive podobny vysledek pro algebraické rovnice patého stupné na
pouhych Sesti strankach (viz [1], [24]). Prvni knihu o teorii grup pub-
likoval v roce 1870 Camille Jordan. Nazval ji Traité des substitutions
(viz [12]).

Teorie grup mé obrovské mnozstvi nejruznéjsich praktickych apli-
kaci, napt. pii klasifikaci krystali, uzli, symetrii molekul (viz obr. 6.2),
popisu silnych, slabych a elektromagnetickych interakci, skladani Lo-
rentzovych transformaci, v teorii kodovani® (viz [17], [20], [21], [27]).
Diky symetriim se zna¢né zjednodusuji nékteré vypocty. S grupami
se setkavame 1 pii Feseni ruznych hlavolamu (viz napf. obr. 6.3).

2Tzomorfismus je vzajemné jednoznaéné zobrazeni, které zachovava binarni gru-
povou operagci.

3Napiiklad némeckd armada pouZivala elektromechanicky &ifrovaci stroj
Enigma. Jeho kéd v roce 1932 rozsifrovali pomoci teorie grup M. Rejewski,
J. Rozycki a H. Zygalski, pracujici pro polskou tajnou sluzbu. Koncem 2. svétové
valky pak zdokonaleny kod rozsifroval Alan Turing, coZ pomohlo zkratit valku,
a uSetfit tak mnoho lidskych Zzivoti.
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Obr. 6.3 Znaméa hra patndctka (vlevo) neumoziuje prohodit ¢isla 15 a 14
v poslednim Fadku tak, aby poloha ostatnich ¢isel ztistala zachovéna. Plyne
to z vlastnosti alternujicich grup (viz [27, s.39 a 97]). Na druhé strané [
a a v poslednim fadku (vpravo) prohodit lze. Vite pro¢?

6.4 Konecné grupy

Dale se budeme zabyvat jen kone¢nymi grupami (slovo koneény bu-
deme proto vétsinou vynechévat). Pocet prvka G oznacime |G| a na-
zveme Yddem grupy®. Podgrupa H C G je podmnoZina G se stejnou
operaci o ziizenou na H x H, s tymz neutralnim prvkem e, jako ma G,
a spliujici axiomy grupy. Nazyva se vlastni, je-li H # G, a trividlng,
je-li H = {e}.

Véta (Cayleyova). Kazda grupa radu n je izomorfni néjaké pod-
grupé symetrické grupy S,,.

Poznamenejme, Ze pro n > 3 neni grupa S, komutativni (tj. je
neabelovska).

Gl.

Jako bezprostiedni dusledek dostavame, ze ¢/®l = e pro kazdé
g € G (viz |18, 5. 131]).

Francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy dokézal, Ze pro
kazdé prvoéislo p, které déli |G|, existuje podgrupa H C G takova,
ze |H| = p. Toto tvrzeni bylo kolem roku 1872 rozsifeno norskym
matematikem Ludwigem Sylowem:

Véta (Lagrangeova). Je-li H podgrupa G, pak |H| déli

Véta (Sylowova). Je-li p prvocislo a p* déli |G| pro néjaké k > 0
celé, pak existuje podgrupa H C G radu p*.

4Pocdet vzajemné neizomorfnich grup fadu n se uvadi ve Sloanové On-line
encyclopedia of integer sequences v tuplné prvni polozce A000001. Na-
piiklad existuje 267 grup fadu 64, ale jen jedna grupa fTadu 65, viz
http://www.research.att.com/ "njas/sequences/
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Alternujici grupa As je neabelovska grupa vsech sudych permutaci
z péti prvki. Podle Sylowovy véty ma podgrupy radu 2, 3, 4 a 5, pro-
toze |As| = 5!/2 =60 = 2%- 3 - 5. Nemé ale podgrupy radu 15 ani 30
(tj. Lagrangeovu vétu nelze obratit). Poznamenejme jesté, ze As je izo-
morfni s grupou viech pifmych symetrif pravidelného dvanactisténu,’
pravidelného dvacetisténu a téz molekuly fullerenu Cgg, pfipominajici
klasicky fotbalovy mic.

6.5 Klasifikace jednoduchych grup

Pro jednoduchost budeme symbol bindrni operace o nadale vyneché-
vat. Podgrupa H C G se nazyva normdlni, jestlize g~'hg € H pro
vSechna h € H a g € G. V tomto pripadé budeme psat H <G, pokud
H+#G.

Naptiklad {e} < A3 < S3, protoze alternujici grupa A, je nor-
malni podgrupou symetrické grupy S, pro kazdé n =1,2,... Také
grupa taht Rubikovy kostky 3 x 3 x 3 obsahuje normélni pod-
grupu, kterd se sklada z operaci pouze na 8 vrcholovych kostickach
(viz [22, 5. 49, 135], [27]). Na druhé strané podgrupa As grupy Ag neni
normélni (jak bude patrno z Galoisovy véty).

Definice. Grupa G se nazyva jednoduchd, jestlize {e} a G jsou jeji
jediné normélni podgrupy.

ProtoZe viechny cyklické grupy® C,, jsou abelovské a vSechny pod-
grupy abelovské grupy jsou normalni, jednoduché cyklické grupy maji
prvociselny fad nebo rad 1. Cyklické grupy s neprvociselnym radem
nejsou jednoduché, kromé piipadu C. Rovnéz dihedralni grupa D,
piimych symetrii pravidelného n-bokého hranolu neni jednoduché pro
n > 2.

Pojem jednoduchéa grupa také pochézi od Galoise, ktery takto na-
zval grupy sudych permutaci A,, pro n > 5.

Véta (Galoisova). Alternujici grupa A,, je jednoducha pron > 5.

Dikaz je uveden napt. v [13, s.98], [18, s. 542|. Jak jiz bylo fe¢eno
v kapitole 6.3, grupa As ma nékolik vlastnich netrivialnich podgrup.

5Grupa viech pifmych symetrii krychle je Sj.
8 Cyklickd grupa je grupa generovana jedinym prvkem.
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Zadna z nich ale neni normalni. Pro ilustraci ukazeme, ze Az neni
norméalni podgrupou As, i kdyz Az < Ay. Ziejmé

1 23 45
31 2 45

h =

je suda permutace a grupa H = {e, h, h™'} je izomorfni s Az = Cs.
Protoze
1 2 3 45

5 1 2 3 4
je také suda permutace, plati g € G = As. Odtud vyplyva, ze

, 1 2 3 45 1 2 3 4 5
2 3 451 4 2 3 5 1
1 2 3 45
142 35

neni prvkem podgrupy H.
Podobné pro

1 2 345
4 3 2 15

h' =

a stejné g lze zjistit, ze A4 neni normalni podgrupou As.

Jednoduché grupy tvorii jakési stavebni kameny vSech grup, po-
dobné jako prvocisla jsou stavebnimi kameny pfirozenych cisel vét-
Sich nez jedna. Jestlize (G5 je maximélni vlastni normélni podgrupa
grupy G, pak podilova grupa G1/Gs = {gG2; g € G1} je jedno-
duchéa. Je-li podobné (G3 maximalni vlastni normélni podgrupa Gs,
pak G5/G3 je také jednoducha. Timto zpusobem miuzeme pokraco-
vat, az dojdeme k G, = {e}. Grupu G lze takto vyjadfit pomoci n
jednoduchych grup G,/Gs,Gs/Gs, . ..,Gn/Gry1 a podle Jordanovy—
Holderovy véty z roku 1889 tyto grupy nezavisi na vyse uvedené volbé
poradi normélnich podgrup (viz [11, s.249], [13], [16, s. 112]):

Véta (Jordanova—Holderova). Necht grupu G Ize rozlozit dvéma
zptisoby ve tvaru {e} = Gpi1<---<1Gy<Gy = G a{e} = Hpp1 <
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-+ <1 Hy< Hy = G tak, ze kazda grupa v obou retézcich je maximalni
vlastni normalni podgrupou grupy nasledujici. Pak n = m a exis-
tuje permutace’ w prvkii 1,...,n+ 1 takova, Ze G;/Gyy1 je izomorfni
H,T(i)/Hﬂ(i+1) pro 1= 1, Lo, n.

Mnoho problémii z teorie grup tak lze pomoci indukce prevést na
tlohy zahrnujici jednoduché grupy. Nejmensi jednoducha nekomuta-
tivni grupa je As. Jeji fad je |As| = 60. Grupy A; a A, jsou trivialni,
grupa As je komutativni a izomorfni cyklické grupé C5 a grupa Ay je
sice nekomutativni, ale muze byt rozlozena na dvé abelovské podilové
grupy (viz [11, s. 244|). Galois pracoval s grupou S5 permutaci kofent
rovnice patého stupné, kterd obsahuje jednoduchou podgrupu As,
a nemuze byt tedy déle rozlozena na cyklické grupy prvociselnych
radua.

V roce 1892 si Otto Holder polozil otazku, zda je mozno vytvo-
it prehledny seznam vsech kone¢nych jednoduchych grup (viz [23]).
V soucasnosti jiz vime, ze kazda jednoducha grupa patii do jedné
z 18 nekoneénych (ale spocetnych) t¥id kone¢nych grup nebo do
zvlastni konecné tiidy tzv. sporadickiyjch grup, které nepatii do zadné
z téchto 18 nekonecnych tfid a kterych je pravé 26 (viz tab. 6.1).
Budeme se jim vénovat v kapitole 6.5.

Klasifika¢ni véta. Je-li G jednoducha grupa, pak patii do praveé
jedné z nasledujicich skupin:

1) tridy cyklickych grup C, prvociselného radu p a radu 1,

2) tridy alternujicich grup A, pron > 5,

3) 16 nekonec¢nych trid Lieova typu® nad konecnymi télesy,’

4) tridy 26 sporadickych grup.

Celkova délka dukazu této véty se odhaduje na 15000 stranek.
Klasifika¢ni véta je totiz zalozena na péti stech ¢lancich od priblizné

Ziemé w(1) =lanw(n+1)=n+1.

8Lieovy grupy popisuji riizné typy geometrii, viz napt. [14], [17], [21]. Jako
konkrétni piiklad uvedme grupy symetrii vicerozmérnych krychli [10]. Sestnéct
t¥id grup Lieova typu lze rozdélit takto: 4 z nich jsou klasické maticové grupy nad
kone¢nymi télesy, tj. linearni, unitarni, symplektické a ortogonalni grupy. Déle
existuje 5 nekone¢nych tiid Chevalleyovych grup, 4 tfidy Steinbergovych grup,
1 t¥ida Suzukiho grup a 2 t¥idy Reeovych grup.

9Poznamenejme, ze jedna grupa z tiidy Reeovych grup typu F4 nad dvouprv-
kovym télesem se nazyva Titsova grupa.
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Angl. jméno Oznaceni | Rad
Mathieu M, 7920 =2%.3%.5.11

My 95040 = 26-3%.5-11

Moy 443520 =27-32.5-7-11

Mg 10200960 = 27 -32.5-7-11-23

Moy 244823040 = 219.3%.5.7-11-23
Janko J1 175560 =23-.3-.5-7-11-19

Jo 604800 = 27 -3%.5%2.7

J3 50232960 = 27 -3%-5-17-19

Jy 221.3%.5.7-11%-23-29-31-37-43
Higman—Sims HS 44352000 = 2° - 3%2-5%.7.11
McLaughlin Mc 898128000 = 27 -36.5%. 711
Held He 4030387200 = 20 .33 .52 .73 .17
Suzuki Sz 448345497600 = 213 .37 .52.7-11-13
Rudvalis Ru 145926144000 = 214 .33 .5%.7-.13-29
O’Nan ON 460815505920 = 29 - 3*.5-73.11-19-31
Lyons Ly 28.37.56.7.11-31-37-67
Conway Co, 221.39.54.72.11-13-23

Cosy 218.36.5%.7.11-23

Cog 495766656000 = 219 .37 .53 .7.11-23
Fischer Figy 217.39.52.7.11-13

Figz 218 .313.52.7.11-13-17-23

Flioy 221.316.52.73.11.13-17-23-29
Harada—Norton | HN 214.36.56.7.11-19
Thompson Th 215.310.5%.72.13.19-31
Baby Monster | B |B| ~ 4 -10% viz (6.3)
Monster M |M| =~ 8- 10%, viz (6.1)

Tab. 6.1 Sporadické grupy

100 autorti, v nichz se podrobné vysetiuji jednotlivé tiidy a jejich spe-
cialni pripady. Samoziejmé vznika otazka, zda je takto dlouhy dikaz
bezchybny. O jedné mezefe v dikazu, kterou se jiz podarilo zaplnit,
pojednava ¢lanek [2].

Daniel Gorenstein (zemfel v r. 1992) inicioval projekt, ktery by
dikaz Klasifika¢ni véty zkratil a dal jej do jednotného stylu. Projektu
se ujali Richard Lyons a Ronald Solomon, kteii postupné jednotlivé
casti diukazu Klasifikacni véty zasilaji k publikaci do ¢asopisu Ame-
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rické matematické spolecnosti. Cely dikaz bude systematicky podan
v mnoha dilech, z nichz 6 jiz bylo vydano. Odhaduje se, Ze pocet
stranek tentokrat neptesdhne 4000.

Diky Jordanové-Hélderove vété a dalsim hlubokym vysledkim se
podatilo ukon¢it klasifikaci jednoduchych grup kolem roku 1982. John
H. Conway'” inicioval projekt , Atlas“, popisujici vSechny kone¢né
grupy, ktery je zvefejnén v [6]. Obsahly historicky piehled o tomto
vysoce netrivialnim vysledku je podan napf. v [9] a [22].

Georg Frobenius v roce 1893 ukazal, ze kazda jednoducha grupa,
jejiz Tad neobsahuje Ctverec prvocisla, musi byt cyklickd a prvoci-
selného radu nebo fadu 1 (viz [23]). V roce 1904 William Burnside
dokézal velmi prekvapivou vétu (viz [3], [9], [22, s. 85]):

Véta (Burnsidova). Zadna jednoducha grupa nema rad p*q™, kde
p a q jsou riizna prvocisla a k,m > 1 cela.

Pokud tedy jednoducha grupa neni cyklickd, musi byt jeji fad dé-
litelny alespon tfemi prvocisly. Napiiklad fad grup As, Ag a nékte-
rych jednoduchych grup Lieova typu je délitelny pravé tremi rtz-
nymi prvocisly (druhd nejmensi jednoducha neabelovska grupa ma
fad 168 = 23 - 3- 7). Burnside téZ dokdzal, 7e kazda grupa fadu p? je
abelovsk4, je-li p prvocislo (viz [18, s.531]). Grupa fadu p? ale mize
byt neabelovské, je-li p liché prvocislo. Naptiklad existuji dvé neabe-
lovské grupy fadu 3% = 27.

6.6 Sporadické grupy

Nejvétsi sporadickd grupa se nazyva Monstrum a oznacuje se M.
Jde o zcela vyjime¢ny matematicky objekt, viz [15]. Jeho existenci
predpovédéli v roce 1973 na sobé nezévisle Bernd Fischer a Robert
L. Griess. Proto se M nékdy také nazyvé Fischerovo—Griessovo mon-
strum. Griess z univerzity v Michiganu je pak v roce 1983 zkonstruoval
jako kone¢nou grupu rotaci v eukleidovském prostoru R196883, Rad M
je vskutku tctyhodny,

| M| = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000
—210.320.59.76.11%2.13%.17-19-23-29-31-41-47-59 - 71.
(6.1)

0Conway je také autorem znamého algoritmu Life, ktery simuluje evoluci bak-
terii ve ¢tvercové siti.
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Cesta ke konstrukci Monstra vsak byla zna¢né dlouha a klikata.
Prvni sporadické grupy M, pro n = 11, 12, 22, 23, 24 objevil fran-
couzsky matematik Emile L. Mathieu v obdobi 1861-1873. Jsou to
zvlastni podgrupy grupy vSech permutaci .S,,, které nepatii do zadné
z 18 nekonecénych tiid jednoduchych grup. Grupa M,y byla objevena
jako prvni v roce 1861.

Nejsnaze zkonstruovatelna sporadicka grupa je vsak M,. Jeji Tad

|Mip] =12-11-10-9 - 8 = 95040 (6.2)

je sice v&tsit! nez |Myy| = 11-10-9 -8 = 7920, lze ji vSak defino-
vat pomoci pouhych tii generatortu gy, gs, g3. Do My, patii vSechny
permutace, které lze dostat sloZzenim kone¢né mnoha nésledujicich
permutaci (viz [27, s. 166]):

(12345678 9 1011 12
N=\V a3 456780910 11 1 12 /°

(112 2 11364859 7 10
2=V 12 01 11 2 63849510 7 )

(123 7 11 8 9 10 5 6 4 12

9= 1 271 8 39 5 6 4 10 12 )°

Lze dokazat, ze Mp, neobsahuje zadnou transpozici ani trojcyklus.
Tato grupa je ale 5-tranzitivni,'? tj. pro libovolnych pét riznych prvki
11, 12,13, 14, %5 a dalsich pét libovolnych rtznych prvkia 71, jo, j3, 14, J5
z mnoziny {1,2,...,12} existuje permutace s € My takova, Ze
s(ix) = jr pro k = 1,2,3,4,5. Vsimnéte si také, Ze fad Mo ve vzta-
hu (6.2) je roven pravé po¢tu moznosti, jak vybrat 5 prvki z dvanacti,
pokud zalezi na poradi.

Termin sporadickd grupa se poprvé objevil v praci [4, s. 504] z ro-
ku 1911, kde se o Mathieuovych grupéach pise: Tyto ocividne sporadické
jednoduché grupy by si patrné zaslouZily podrobnejsi studium, nez jim
dosud bylo vénovdno. Podle Burnsidovy véty musi byt rad kazdé spo-
radické grupy ¢islo slozené z vicera prvoéinitela (srov. tab. 6.1).

HGrupa M je stabilizatorem grupy Mis, podrobnosti viz [27, s. 168-170].
12Kazd4 6-tranzitivni grupa je uz bud symetricka, nebo alternujici (viz [27]).
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Obr. 6.4 Dvanact kouli obklopujicich centralni kouli v tFirozmérném pro-
storu (zdroj Wikipedia).

V roce 1965, tj. priblizné sto let po objevu prvnich péti sporadic-
kych grup M;, objevil chorvatsky matematik Zvonimir Janko Sestou
sporadickou grupu, oznac¢ovanou jako .J;. Existence dalsich sporadic-
kych grup byla casto predpovézena drive, nez byla prislusna grupa
zkonstruovana. Vétsina sporadickych grup se tak nazyva po auto-
rech, kteri jejich existenci pouze predpovédéli. Jde priblizné o obdo-
bi 1965-1975.

Nékolik sporadickych grup bylo zkonstruovano pomoci tzv. Lee-
chovy miizky (viz [25]). Pfi nejhust$im usporadani stejné velkych
kruha v roviné se kazdy kruh dotyka svych Sesti sousedi. Pro pra-
videln& periodickd usporadani stejné velkych kouli v d-rozmérném
prostoru ozna¢me maximalni pocet dotykt vybrané centralni koule
se sousednimi koulemi symbolem K(d) (angl. kissing number). Pak
K1) = 2, K(2) = 6, K(3) = 12 (viz obr. 64), K(4) = 24
a K (8) = 240. Pro ostatni d jsou znamy jen hrubé dolni a horni odha-
dy K(d), kromé piipadu d = 24, kdy je horni odhad roven dolnimu,
tj. K(24) = 196560 (viz [19], [22, 5. 242]).

V 60. letech minulého stoleti se John Leech inspiroval 5-tranzitivni
Mathieuovou grupou Moy, v niz se permutuje 24 prvki tak, ze libovol-
nych pét riznych z nich se souc¢asné zaméni za obecné jinych pét riz-
nych prvki pfedem danych. V eukleidovském prostoru R?* zkonstruo-
val specialni pravidelnou miizku stfedu kouli, které davaji nejhustsi
usporadani, kdy je centralni koule obklopena pravé 196560 dotykaji-
cimi se koulemi. Symetrie Leechovy mifzky v R** umoziuji zkonstruo-
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® @ @

Obr. 6.5 Orientovany graf ukazuje vztahy mezi vSemi 26 sporadickymi
grupami (Sipka H — G oznacuje, ze H je vlastni podgrupa G). Lyonsova
grupa Ly a Jankova grupa Jy nejsou podle Lagrangeovy véty podgrupy
Monstra, protoze jejich fad je délitelny 37, viz tab. 6.1 a vztah (6.1) (na-
kreslil P. K#izek).

vat celkem 12 sporadickych grup.'® Nékteré z nich nasly uplatnéni
v teorii samoopravnych koda (viz [25]), v teorii strun a supergravi-
tace (viz [10]).

Ptipomenme jesté jednu zajimavou vlastnost ¢isla 24:

12422 4+ 3%+ -+ +22% + 237 + 247 = 70,
tj. soucet ¢tvercii po sobé jdoucich ¢isel od 1 do 24 je roven ¢tverci.

Cislo 24 je jediné pfirozené Cislo vétsi nez 1, které ma takovou vlast-
nost.

13Jsou to Jo, HS, Mc, Sz a déle viechny Mathieuovy a Conwayovy grupy
(viz [7], [22, s.155]).
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Druha nejvétsi sporadicka grupa B se anglicky nazyva Baby Mon-
ster. Ma rovnéz tctyhodny tad:

|B| =2 -3%.50.72.11-13-17-19-23 - 31 - 47. (6.3)

Objevil ji B. Fischer v roce 1974.

Z 26 sporadickych grup lze vyclenit 20 grup, z nichz kazda je
bud vlastni podgrupou Monstra M, nebo podilovou grupou jeho pod-
grup. K této skupiné se navic prirazuji jesté dvé grupy Ly a Jy, které
obsahuji nékteré netrividlni podgrupy Monstra (viz obr. 6.5). Témto
22 sporadickym grupam se ¥ika Stastnd rodinka (angl. Happy Family).
Skupina zbyvajicich ¢tyt sporadickych grup Ru, ON, J; a J3 nese pri-
léhavy nazev Vyvrhelové (angl. Pariahs).

6.7 Thompsoniv a Titstv piinos k teorii neabelovskych
grup

Oba novi laureati Abelovy ceny se podstatné zaslouzili o nékteré ¢asti
dikazu Klasifikaéni véty jednoduchych grup. Jiz v roce 1963 Walter
Feit a John G. Thompson publikovali ¢lanek [8], ktery na 255 stran-
kach prinasi diikaz tehdy 60 let staré Burnsidovy domnénky pro jed-
noduché neabelovské grupy:

Véta (Feitova—Thompsonova). Kazdd jednoduché neabelovska
grupa ma sudy rad.

Na druhé strané jediné jednoduché abelovské grupy jsou C,
kde p je prvocislo nebo p = 1, tj. fad jednoduché grupy C, je li-
chy, kdyz p # 2. Kazda grupa G s lichym neprvociselnym tadem
mé netrividlni normélni podgrupu a podle Jordanovy-Holderovy véty
mize byt rozloZena pouze na cyklické podilové (a tedy abelovskeé)
grupy [22, s.114]. Jako netrividlni disledek Feitovy—Thompsonovy
véty tak dostavame (viz [8]):

Véta. Kazdou grupu lichého radu alespon 3 Ize rozlozit na jednoduché
abelovské grupy prvociselného radu.

Thompson dale zkonstruoval sporadickou grupu oznacovanou T'h,
jejiz ¥ad ¢ini |Th| ~ 9 -10'® (viz tab. 6.1 a obr. 6.5). Pomohl
také svému mladsimu kolegovi J. H. Conwayovi pii konstrukci spo-
radické grupy Co; a vypocital tad nékterych dalsich grup (viz
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napf. |22, s. 153, 184]). Thompson objevil i dvé nové nekoneéné grupy
oznacované T a V. Databaze MathSciNet eviduje pres 250 Thompso-
novych praci predevsim z teorie grup.

Jacques Tits se jiz od mladi zajimal o Lieovy grupy s koneénym
radem. Objevil nové nekonecné ti¥idy takovych grup soucasné (ale
nezévisle) s Robertem Steinbergem z Kalifornie. Studoval také grupy
symetrif krystali a pravidelnych téles ve vicerozmérnych prostorech.*
Titsova grupa, kterou objevil, ma fad 17971200 = 2'1.33.52.13 a patii
ke grupam Lieova typu.

Jacques Tits (a nezavisle téz Marshall Hall) explicitné zkonstruo-
val Jankovu grupu .Js, coz je specialni sporadickd grupa permutaci
100 symboli (viz tab. 6.1). Pfitom pouZil ¢isté geometrické uvahy.
Tits je autorem znamé monografie [26]. Také ponékud zjednodusil
Griessovu konstrukei Monstra (viz |22, s. 209|). Dalsi zjednoduseni se
popisuje v ¢lanku [5].

Podle prohléseni vybérové komise Thompson zpiusobil prevrat
v teorii konecnych grup tim, Ze dokdzal nesmirné obtizné vety, které
vedly k poloZeni zdkladi pro uplnou klasifikaci konecniyjch grup, jed-
noho z nejvétsich vysledki matematiky 20. stoleti.

Tits vytvoril novy a velmi ucelny pohled na grupy jako geomet-
rické objekty. Zavedl matematicky objekt, ktery je zndm jako Titsova
konstrukce (angl. Tits building), jeZ vyjadiuje algebraickou strukturu
linedarnich grup v geometrickyjch terminech.

Poznamka. Pokud vam v hlavé stile vrt4 paradox z obr. 6.3
vpravo, pak vam napovime, Ze je tfeba zaménit dvé nerozliSitelnd R
v prvnim a druhém tadku, coz vyzaduje sudy pocet tahi. Lze to do-
kazat takto: Nejprve obarvime vSech 16 c¢tvereckt cerné a bile jako
policka na Sachovnici. Tento podklad se nebude béhem feSeni ménit.
P1i kazdém tahu tedy prazdné policko zméni barvu. Protoze préazdné
policko ztstane ve stejné poloze, kdyz je problém vyreSen, bude mit
stejnou barvu jako na zacatku. Proto je potieba sudy pocet taht.
P1i kazdém tahu se zaméni pismeno s préazdnym polickem a zméni
se parita permutace. K tomu, abychom prohodili dva pary pismen
a zbytek zustal zachovan, potfebujeme sudy pocet tahtu. Pokud tedy
prohodime R z prvniho a druhého rfadku a zaroven [ a a z posledniho

4Poznamenejme, Ze novy Vitézny oblouk v La Défense v Paiizi piedstavuje
znazornéni ¢tyirozmérné krychle v trojrozmérném prostoru.
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radku, vykonadme sudy pocet tahii a problém je tedy potencidlné fe-
Sitelny. Nyni si miizete prakticky vyzkouset, Ze problém lze skute¢né
vyTesit.
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7. Abelova cena v roce 2009
udélena Michailu Gromovovi

Oldrich Kowalski, Michal KviZek

7.1 Prolog

Podle klasifikace Mathematical Reviews v dnesSni dobé existuje pfi-
blizné 100 zédkladnich matematickych disciplin, a tak je velice obtizné
zvolit vhodného kandidéata. V roce 2003 ziskal prvni Abelovu cenu
Jean-Pierre Serre za své priikkopnické préace z algebraické geometrie,
teorie ¢isel a nékolika pribuznych obori. V dalsich letech pak nésle-
dovaly ceny za topologii a algebru (2004), aplikovanou a numeric-
kou matematiku (2005), harmonickou analyzu a teorii dynamickych

MICHAIL LEONIDOVIC GROMOV
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systému (2006), teorii pravdépodobnosti a statistiku (2007) a teorii
grup (2008). O prvnich péti Abelovych cenach podrobné pojednava
publikace [11]. V roce 2009 ziskal Abelovu cenu rusko-francouzsky ma-
tematik Michail Leonidovi¢ Gromov za své revoluc¢ni vysledky tykajici
se pfedevsim diferencialni geometrie, algebry a topologie. Vybérova
komise pracovala ve slozeni Kristian Seip (predseda), John Kingman,
Sergej Novikov, Neil Trudinger a Efim Zelmanov.

V breznu 2009 prezident Norské akademie véd Qyvind Osterud
oznamil vefejnosti jméno nového lauredta, jemuz pak cenu osobné
predal norsky kral Harald V. v hlavni aule univerzity v Oslu dne
19. kvétna 2009. Pamétni fe¢ pronesla pani Ingrid Daubechiesové
(Princetonska univerzita), byvala ¢lenka vybérové komise a zakla-
datelka teorie waveletti. Poté nasledovaly ¢tyti abelovské prednasky,
z nichz prvni mél pravé M. Gromov (viz [17]).

7.2 Kdo je Michail Gromov?

Michail Gromov se narodil 23. prosince 1943 v Boksitogorsku (100 km
jihovychodné od Ladozského jezera). Univerzitni studia absolvoval
v roce 1965 v Leningradu. Jiz ve svych pétadvaceti letech zde zis-
kal doktorat. Jeho skolitelem byl vynikajici matematik V. A. Rochlin.
V letech 19671974 pracoval Gromov jako odborny asistent na Le-
ningradské univerzité. Poté odesel na Newyorskou statni univerzitu
v Stony Brook na Long Islandu.

V roce 1981 se M. Gromov natrvalo prestéhoval do Francie. Nej-
prve nastoupil na Université de Paris a o rok pozdéji ziskal stalé misto
profesora ve vyzkumném tustavu Institut des hautes études scienti-
fiques v Bures-sur-Yvette (na jiznim predmésti Pafize), kde pracuje
dodnes. Od roku 1992 je francouzskym obc¢anem.

Gromovovy myslenky neustale inspiruji matematiky z celého své-
ta. Profesor Gromov je znam pfedevsim svymi vysledky v téch oblas-
tech matematiky, které tzce souviseji s geometrii. Je autorem celé
fady monografii, viz napf. [3]-[8]. V posledni dobé se intenzivné vénuje
také matematické genetice (viz napt. [1], [9]).

M. Gromov ziskal za svou praci mnoho uznani. Mezi nejvyznam-
néjsi patii cena Moskevské matematické spole¢nosti (1971), Car-
tanova cena pafizské Akademie véd (1984), Wolfova cena (1993),
Lobacevského medaile (1997), Steelova cena (1997), Balzanova ce-
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na (1999) a Bolyaiova cena (2005). Profesor Gromov je zahranic-
nim ¢lenem Néarodni akademie véd v USA, Americké akademie uméni
a véd a fadnym ¢lenem Francouzské akademie véd. étyfikrét byl
zvanym plenarnim fe¢nikem na mezinarodnich matematickych kon-
gresech v Nice (1970), Helsinkach (1978), Varsavé (1982) a v Ber-
keley (1986). Je také profesorem matematiky v Courantové tstavu
matematickych véd v New Yorku (viz obr. 3.1). V této prestizni insti-
tuci pracuji i Peter Lax a Srinivésa Varadhan, ktefi ziskali Abelovu
cenu v roce 2005, resp. 2007.

7.3 Struc¢né o diferenciilni geometrii

Slovo geometrie pochazi z fectiny: geo = zemé, metria = mira. V kla-
sické diferencialni geometrii se zprvu vySetfovaly specidlni plochy
v prostoru, jako napt. kulové plochy, kuzele, valce, elipsoidy ¢i hy-
perbolické paraboloidy. Klicovym pojmem, o ktery se diferencialni
geometrie opird, je kiivost. Leonhard Euler (1707-1783) byl prvnim
matematikem, ktery si to uvédomil.

Podstatnym zptisobem se ale o rozvoj diferencialni geometrie za-
slouzil az Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Jeho prikopnicka prace
Disquisitiones generales circa superficies curvas z roku 1827 uz po-
dava moderni definici zakfivené plochy a algoritmus, jak pocitat jeji
kiivost (tzv. Gaussovu kiivost v dnesni terminologii). P¥ipomenme, ze
Gaussova kfivost K v bodé P plochy v trojrozmérném eukleidovském
prostoru je rovna soucinu k¥ivosti v P dvou kiivek,! které vzniknou
jako tfezy plochy normalovymi rovinami v tzv. hlavnich smérech. To
je dano znamou formulkou K = kyakmin-

Gauss také definoval prvni a druhou zakladni formu plochy, a po-
lozil tak zdklady Riemannové geometrii. V roce 1828 vyslovil jedno ze
zékladnich tvrzeni v klasické diferencialni geometrii, které lze zhruba
charakterizovat takto:

Gaussova Theorema Egregium.? Pokud budeme zakiivenou plo-
chu izometricky deformovat v prostoru, jeji (Gaussova) krivost v kaz-
dém bodé ziistane zachovana.

IK¥ivost neprotinajici se hladké rovinné kiivky v daném bodé je rovna pfevra-
cené hodnoté poloméru piislusné oskulaéni kruznice.

2Latinsky egregius znamena nadherny, vynikajici, vyteény, vyborny, zname-
nity.
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Uvedme si nazorny piiklad. Rovina reprezentovana listem papiru
méa Gaussovu kfivost nula. Jestlize sto¢ime list do valcové ¢i kuzelové
plochy, bude jeji Gaussova krivost stale nula.

V souvislosti s diferencidlni geometrii 19. stoleti je vhodné
zminit jesté jména Nikolaj I. Lobacevskij (1792-1856), Janos Bo-
lyai (1802-1860), Sophus Lie (1842-1899) a Felix Klein (1849-1925).
Skuteéné ucelené pocatky tzv. klasické (nebo téz lokalni) diferenciél-
ni geometrie lze datovat inaugurac¢ni prednéskou Bernharda Rieman-
na v Gottingenu roku 1854. V tomto oboru se studuji pfedevsim
hladké kiivky, zaktivené plochy a nadplochy. Vysetiuji se zde jejich lo-
kalni vlastnosti (napf. kiivost ploch a kiivek, vyznacné kiivky na plo-
chach, metricka ekvivalence ploch, studuji se téz piimkové kongruence
a komplexy aj.). Asi v poloviné 20. stoleti se za¢ina rozvijet moderni
(nebo téz globalni) diferencialni geometrie. Ta studuje globélni vlast-
nosti ploch a nadploch v souvislosti s topologii. VySetiuje téz geome-
trii hladkijch variet opatfenych metrikou nebo jinymi geometrickymi
strukturami.

Prikladem globalni vlastnosti je orientovatelnost plochy. Jestlize
budeme postupné natirat znamy Mobituv list barvou, pak se nam po-
dafi natiit obé strany listu, aniz prekroc¢ime jeho okraj. Proto je to
plocha neorientovatelné.

V néasledujicim textu predstavime pojem hladké variety, ktera je
abstraktnim modelem hladké plochy libovolné dimenze v eukleidov-
ském prostoru.

Topologickd d-rozmérnd varieta M je metrizovatelny prostor, ktery
je lokalné homeomorfni s d-rozmérnym eukleidovskym prostorem R?
pro dané d € {1,2,3,...} (viz [12]). Jinymi slovy, kazdy bod v M
mé oteviené okoli, které je homeomorfni s néjakou otevienou mnozi-
nou v R

Hladkd d-rozmeérnd varieta M je d-rozmérna topologicka varieta
s tzv. hladkou strukturou, tj. pokrytim otevienymi mnozinami, kterym
tikdme obory lokdlnich souradnic a kde prechody mezi dvéma sousta-
vami lokalnich soufadnic jsou vyjadieny diferencovatelnymi funkcemi
tridy C*°.

ViozZeni (angl. embedding) je hladké zobrazeni f variety M do
variety N, jehoZ obraz f(M) s indukovanou topologii z N je homeo-
morfni s varietou M.

Obecné nelze d-rozmérnou varietu vlozit do R4*!. Nejznaméjsim
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prikladem této piekvapivé skuteénosti je Kleinova lahev (viz |21, Co-
rollary 11.16]), coz je dvojrozmérna varieta ve Ctyirozmérném pro-
storu, kterou nelze vloZit do trojrozmérného prostoru.®* Tato plo-

cha navic neni orientovatelna. Plati v8ak nasledujici tvrzeni (viz |21,
Th. 11.14]):

Véta. Je-li M kompaktni hladka d-rozmérna varieta v R, pak M je
orientovatelna.

7Z tvrzeni véty vyplyva, ze mnozina R4\ M ma dvé komponenty
(vnitfek a vnéjsek). Jejich hranici je v obou piipadech M. Nasledujici
dulezitou vétu o vlozeni lze nalézt napt. v [10, s. 24].

Whitneyova véta. Kazdou hladkou d-rozmérnou varietu Ize hladce
viozit do eukleidovského prostoru R24+1,

Dvojici (M, g) nazveme Riemannovou varietou, jestlize M je hlad-
k& varieta, jejiz te¢ny prostor v kazdém bodé x € M je opatien ska-
larnim soucinem g,, a ten se hladce méni od bodu k bodu. Takto
vytvorena struktura g se nazyva Riemannova metrika.

Dalsi vyznamné tvrzeni v diferencialni geometrii vyjadiuje Gaus-
sova—-Bonnetova véta pro dvojrozmérné kompaktni Riemannovy varie-
ty (M, g) (bez okraje). Tyka se totdlni kFivosti plochy, ktera vznikne
integraci Gaussovy kiivosti K pres celou plochu.

Gaussova—Bonnetova véta. Necht K oznacuje Gaussovu krivost
variety M CRR3. Potom

/ KdM = 2nx (M),
M

kde na levé strané je tzv. plosny integral a x(M) oznacuje Eulerovu
charakteristiku variety M.

Podotknéme, ze Eulerova charakteristika je topologicky invariant,
jenz se po¢ita nasledujicim zpusobem. Uvazujme mnohostén (obecné
nekonvexni), jehoz povrch je homeomorfni dané varieté a je pokryt né-
jakou triangulaci (tj. mnozinou trojuhelniki, z nichz kazdé dva maji
spolecnou praveé jednu celou hranu, nebo pravé jeden vrchol, nebo jsou

3Poznamenejme, Ze ¢asto vystavovany trojrozmérny sklenény model , Kleinovy
lahve* nereprezentuje topologickou varietu (viz obr. 13.1). V bodech, kde se plocha

protiné, totiz neexistuje oteviené okoli, které by bylo homeomorfni s otevienym
kruhem v R2.
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disjunktni). Ozna¢me s pocet stén, h pocet hran a v pocet vrcholi
v této triangulaci. Pak definujeme x(M) = s — h + v. V pripadé
sféry S?, ktera je homeomorfni s povrchem é&tyisténu, okamZité zjis-
time, ze x(S?) = 2.

Pro anuloid T? snadno nalezneme triangulaci toroidalniho mno-
hosténu a jemu odpovidajici Eulerovu charakteristiku x(T?) = 0.
Anuloid mé v bodech blizsich k jeho rota¢ni ose zapornou Gaussovu
kiivost (podobné jako sedlovy bod), v bodech odvracenych od osy
mé kladnou kfivost a na dvou kruznicich oddélujicich tyto mnoziny
bodi mé nulovou kfivost. Totalni kiivost anuloidu je v8ak ponékud
pirekvapivé nula, jak plyne ihned z Gaussovy—Bonnetovy véty.

Snadno si také predstavime duty ,,preclik” se dvéma ¢i vice otvo-
ry. Pak plati obecné, ze Eulerova charakteristika je rovna 2 — 2g,
kde q je tzv. rod plochy a je to v podstaté pocet otvorti v precliku.
Sféra s q ,,drzadly“ je plocha rodu gq.

Gaussova—Bonnetova formule pak zni

/MKdM =4r(1 —q).

Odtud naprtiklad odvodime, Ze kazda Riemannova metrika definovana
na sféfe musi mit alesponr v jednom bodé kladnou Gaussovu kiivost
a ze Riemannova metrika definovand na anuloidu nemtze mit vSude
kladnou nebo vsude zapornou Gaussovu kfivost.

Pripomenme si jesté jednu dilezitou aplikaci diferencialni geomet-
rie. Albert Einstein (1879-1955) zjistil, Ze v8echny hmotné objekty
(planety, hvézdy, galaxie aj.) nas prostorocas lokdlné zakiivuji.* Proto
potteboval ,novou geometrii“ k tomu, aby mohl zformulovat obecnou
teorii relativity. Diferencialni geometrie tak nasla zcela nové uplatnéni.

Nejkratsi cestu mezi dvéma body na hmotném modelu néjaké za-
k¥ivené plochy mizeme znazornit pomoci natazené gumicky. Takova
nejkratsi cesta, které rikime geodeticky oblouk, ale nemusi byt urce-
na jednoznac¢né. Napiiklad na ideidlnim modelu povrchu Zemé jsou
vSechny poledniky nejkratsimi spojnicemi obou péli.

Geodetika nemusi byt vzdy nejkratsi spojnici dvou bodu. To plati
pouze lokdlné, kdy vSechny perturbované kfivky mezi dvéma dosta-
tecné blizkymi body na geodetice jsou delsi. Nejednoznacné geodetiky

40 zakiiveném vesmiru uvazoval jako prvni uz v roce 1900 némecky matematik
a fyzik Karl Schwarzschild [19].
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ve vesmiru objevil i Hubbletv kosmicky dalekohled diky tzv. gravitac-
nim ¢ockam, které zpusobuji, ze obraz nékterych vzdalenych galaxii
je vicenasobny. Pfitom fotony z téhoZ zdroje (pohybujici se po geode-
tikdch) mohou absolvovat rizné dlouhou cestu. Mnohdy tak vidime
riizné obrazy jedné galaxie ¢asové posunuté az o nékolik let.

Zatim neni znamo, zda je nas vesmir ohraniceny a uzavieny do
sebe a jaka je jeho totalni kfivost. Vesmir budeme modelovat izochro-
nou v prostorocasu, ktera odpovidé urc¢itému ¢asovému okamziku po
velkém tresku. Einstein zformuloval nasledujici kosmologicky princip:
Vesmir je (na velkych skalach) v kazdém bodé homogenni a izotropni.

Homogenita znamena, Ze pro dany c¢as jsou stfedni hustota hmoty
i tlak konstantni, tj. Gaussova kfivost vesmiru je ve vSech bodech
stejna. Izotropie 1ika, zZe pozorovatel nemiize rozlisit dany smér od
ostatnich sméri. Podle [16, kap. 27.3] izotropie implikuje homogenitu.
Astronomické pozorovani rozlozeni supernov, y-zableski a reliktniho
zareni zatim izotropii vesmiru v zésadé potvrzuji.

Einsteintv kosmologicky princip ndm dava odpovéd na otazku,
jakd by mohla byt topologie naseho vesmiru, pokud lze odpovida-
jici varietu vlozit do ¢tyifrozmérného prostoru. Plati totiz nasledujici
tvrzeni (viz [13], [21]), Ze kazda souvisla metricky uplné hladka va-
rieta dimenze d v R, ktera ma stejnou Gaussovu kiivost v kazdém
bodé a kazdém sméru, je nadsféra nebo nadrovina. Jestlize varietu
modelujici vesmir nelze vlozit do R*, pak lze piipustit i hyperbolické
geometrie.

Netrivialni topologie vesmiru nespliiuji podminku izotropie. Kdy-
by nas vesmir mél napt. toroidalni topologii T? v R*, pak by pozorova-
tel mohl urcit smér, ktery se odlisuje od ostatnich, nebot v libovolném
bodé ma T? v riznych smérech obecné riizné kiivosti.

V letech 2002-2003 Grigorij Jakovlevi¢ Perelman dokazal slav-
nou Poincarého domnénku (viz Science 314 (2006), s. 1848). Podle
ni je kazda jednoduSe souvisla kompaktni trojrozmérna topologicka
varieta homeomorfni se sférou

S® = {(wo, 71, 2, v3) € R* | 23 + 22 + 23 + 23 = 1},
tj. trojrozmérnym povrchem ¢tyfrozmérné jednotkové koule (viz [18,
kap. 5]).° Pokud jsou uvedené piedpoklady pro model vesmiru splné-

®Pro dvojrozmérné variety byla tato domnénka dokazana jiz v 19. stoleti. Pro
Gtyfrozmeérné variety ji dokazal Freedman v roce 1982 (viz [2]), za coz ziskal Field-
sovu medaili v r. 1986. Diikaz pro vSechny vyssi dimenze byl znam jiz d¥ive [19].
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ny, muzeme si vesmir a jeho rozpinani predstavit jako trojrozmérny
povrch nerovnomérné se nafukujici nadkoule o poloméru R = R(t)
v R, v jejimz st¥edu je velky t¥esk (srov. [16, kap. 27.5]). Takovy
model vesmiru je izomorfni s komplexni kruznici {(z,y) € C%
|z|> + |y|* = R2(t)} se vzristajicim polomérem.

7.4 Hlavni Gromovovy vysledky

Michail Gromov pfispél podstatné k pokroku v globalni diferencialni
geometrii i v dalsich matematickych disciplindch. P¥ipomenme si zde
jen nékteré z jeho hlavnich vysledkt. Definice uvadénych pojmu lze
najit napt. v [10]-[13], [15].

1) Bishopova—Gromovova nerovnost

Necht M je tuplnéa d-rozmérna Riemannova varieta s pozitivné se-
midefinitni Ricciho kiivosti. Pak objem koule v M je mensi nebo ro-
ven objemu koule® o stejném poloméru v eukleidovském prostoru R
Jestlize navic vp(r) ozna¢uje objem koule o stfedu P a poloméru r na
varieté M a jestlize V(r) = cqr? oznacuje objem koule o poloméru r
v d-rozmérném eukleidovském prostoru, pak je funkcer — vp(r)/V (r)
nerostouci. Tato vlastnost hraje mj. kli¢ovou roli pii dikazu Gromo-
vovy véty o kompaktnosti (viz bod 3).

2) Gromovova véta o grupdch polynomidlniho ristu

Necht S" = {¢1,...,9,} je mnoZina generatori kone¢né genero-
vané grupy G a S = {g1,...,9n, 97" -..,97"'} je symetrizace mno-
ziny S’. Oznaéme S pocet prvka z G, které se daji zapsat jako
slova vytvorend z S a délky nepfesahujici n. Je zfejmé, Zze v obec-
ném piipadé ¢islo S™ roste exponencialné. Joseph Wolf ukazal, ze
pokud je grupa G nilpotentni, potom existuje polynom p(n) takovy,
7e S < p(n) pro kazdé pfirozené n, coz jinymi slovy znamena, Ze
takova grupa ma polynomidlni rist. Gromovova véta charakterizuje
grupy polynomialniho ristu pravé jako ty grupy, které obsahuji nil-
potentni podgrupy s kone¢nym indexem. K ptvodnimu diikazu této
véty pouzil Gromov jim vytvofenou definici konvergence kompaktnich
metrickych prostori, které se nyni nazyva Gromovova-Hausdorffova
konvergence a stale se hojné pouziva v geometrii a topologii. O tomto
tématu nyni stru¢né pojedname:

6Napiiklad Slunce m4 o trochu mensf objem (resp. povrch a obvod) nez %WT?’

(resp. 4mr? a 27r), protoze gravitace zak¥ivuje prostor, srov. [14], [16, s. 1099].
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3) Gromovova—Hausdorffova konvergence

Pripomenme nejprve klasicky pojem Hausdorffovy vzdalenosti
v metrickych prostorech. Necht A a B jsou dvé neprazdné omezené
uzaviené mnoziny metrického prostoru (M, p). Potom jejich Haus-
dorffova vzdéalenost v M je dana vzorcem

pu(A, B) = max{sup{p(a, B)|a € A},sup{p(b, A)|b € B}}.

Déle se zavadi Gromovova—Hausdorffova vzddlenost dgu(X,Y) dvou
kompaktnich metrickych prostori X a Y jako infimum vSech c¢isel
pu(f(X),g(Y)), kde probihdme vSechny metrické prostory (M, p)
a vSechna izometricka vlozeni f: X — M, g: Y — M.

Gromovova—Hausdorffova vzdalenost pak definuje mnozinu v8ech
tfid izometrie kompaktnich metrickych prostorii jako novy metricky
prostor. Takto je mozno definovat konvergenci posloupnosti kompakt-
nich metrickych prostori, které se nazyva Gromovova—Hausdorffova
konvergence. Limitni metricky prostor pri takové konvergenci se na-
zyvéa Hausdorffova limita dané posloupnosti prostoru. Takto defino-
vana konvergence mé nékteré prekvapujici vlastnosti. Naptiklad po-
sloupnost kompaktnich Riemannovych prostort (variet) dimenze 3
muze konvergovat k metrickému (ale ne jiz Riemannovu!) prostoru
Hausdorffovy dimenze 4, jak ukazal jeden ze zdkti M. Gromova. Na
druhé strané plati Gromovova véta o (pre)kompaktnosti v Riemannové
geometrii, kterd 7ik4, ze mnozina kompaktnich Riemannovych variet
dané dimenze, jejichz Ricciho kfivosti jsou omezeny zdola spole¢nou
konstantou a jejichz pruméry jsou omezeny shora nékterou jinou kon-
stantou, je relativné kompaktni v Gromovové-Hausdorffové metrice
(tj. uzéavér této mnoziny je kompaktni).

4) Gromoviv soucin

Tento pojem je rovnéz svazan s metrickymi prostory. Motivaci je
urcit vzdalenost, pro kterou dvé geodetické kiivky vychazejici ze stej-
ného bodu ztstavaji stale ,,v dosahu této vzdalenosti“. Necht (X, d)
je metricky prostor a necht z,y,z € X jsou libovolné body. Potom
Gromoviv sou¢in bodii y a z pfi z oznaceny symbolem (y, z), je de-
finovén vztahem (y,z), = 2((d(z,y) + d(z,z) — d(y,z)) a ma tyto
vlastnosti:

a) Symetrie: (y,2): = (2,Y)z-

b) Degenerovanost v koncovych bodech: (y, 2), = (v, z), = 0.
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c¢) Pro kazdych pét bodu p, ¢, z,y,z € X plati

d(xv y) = (x7 Z)l/ + (ya Z):m
0 < (y,2)e < min{d(z,y), d(z,2)},

|, 2)p + (4, 2)ql < d(p,9),
(@, y)p + (2, 2)p| < d(y, 2).

Metricky prostor (X,d) se nazyva d-hyperbolicky, jestlize pro
vSechny body p,z,y,z € X plati (z,2), > min{(z,y),, (v,2),} — 6,
kde o > 0 je realné ¢islo.

Nezli uvedeme jednu z hlavnich vét, pfipomenme si definici geo-
detiky v metrickém prostoru. Geodetickd krivka v metrickém prostoru
(X,d) je krivka v : I — X, kterd lokalné minimalizuje vzdalenosti.
Presnéji tfeceno, existuje konstanta v > 0 s vlastnosti, ze pro kazdé
t € I existuje okoli J(t) C I takové, ze pro kazda dvé ti,ty € J(t)
plati rovnost

d(y(t),7(t2)) = vltr — t].

Jeden z hlavnich vysledku pak fika: Zvolme § > 0. Potom metricky
prostor (X,d) je d-hyperbolicky, pravé kdyz pro kazdy geodeticky
trojahelnik ABC v (X,d) a pro kazdy bod P € AB existuje bod
Q) € AC U BC takovy, ze d(P,Q) < 4. Jinymi slovy, metricky pro-
stor (X, d) je 6-hyperbolicky, pravé kdyz kazdy jeho geodeticky troj-
thelnik je ,d-tenky“. Je ziejmé, Ze kazdy omezeny prostor (X,d) je
0-hyperbolicky pro nékteré 6 > 0. Teorie je tedy netrividlni pouze
pro neomezené metrické prostory. Na toto téma vyslo velké mnozstvi
praci jinych autort véetné monografii.

5) Hyperbolické grupy

Tyto grupy jsou znamy téz pod nazvy lexikografické hyperbolické
grupy, Gromovovy hyperbolické grupy nebo negativné zakrivené grupy.
Kazda takova grupa je konecéné generovana grupa s ,lexikografickou
metrikou a spliiuje nékteré vlastnosti charakteristické pro hyper-
bolickou geometrii (viz [5]). Lexikografickd metrika na grupé G je
zpusob, jak mérit vzdalenost mezi dvéma prvky z G. Je to met-
rika na G prifazujici kazdym dvéma prvkim g a h jejich vzdale-
nost d(g, h), ktera vyjadiuje, jak kratkym slovem (jehoZ pismena jsou
prvky mnoZiny generéatori) lze vyjadfit jejich rozdil. Mnozina gene-
ratoru grupy G musi byt vzdy pevné zvolena. Riizné volby mnoziny
generatort obvykle vedou k riznym lexikografickym metrikam. I pres
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zminénou nejednoznacnost muze byt tento pojem vyuzit k dikaztim
vét o geometrickych vlastnostech grup, jak je tomu napiiklad v geo-
metrické teorii grup. Obzvlasté vlivnym a velkym tématem v tomto
sméru je Gromouwiv program klasifikace konecéné generovanych grup
vzhledem k jejich globalni geometrii. Formalné to znamené klasifi-
kaci kone¢né generovanych grup opatfenych lexikografickymi metri-
kami az na kvazi-izometrii. Tento program zahrnuje velkou fadu riz-
nych aspektii z algebry, geometrie a topologie a je stéle v intenzivnim
vyvoji. Zde podotknéme, Ze zobrazeni f: X — Y se nazyva kvazi-
1zometrie, jestlize existuji konstanty K > 1 a C' > 0 takové, ze plati

o dx(,y) = O < dy((2), f(0) < Kx(a,9) +C

a kazdy bod z Y mé vzdélenost nejvyse C' od néjakého bodu z f(X).
Poznamenejme jesté, ze kvazi-izometrie nemusi byt spojité zobrazeni
a napiiklad kazdé zobrazeni mezi kompaktnimi metrickymi prostory
je kvazi-izometrie. Pfesto mé tento pojem prekvapivé velky vyznam
pro matematiku.

6) Skoro ploché variety

Hladké kompaktni varieta M se nazyva skoro plochd, jestlize pro
kazdé € > 0 na ni existuje Riemannova metrika g(¢) takova, ze pramér
diam (M, g(¢)) variety M vzhledem k této metrice nepfesahuje 1 a g(¢)
je e-plocha, tj. pro sekcionalni kiivost této metriky plati |Ky.)| < e.

Nil-varieta je kvocient nilpotentni Lieovy grupy podle jeji uza-
viené podgrupy. Déle necht nilpotentni Lieova grupa N operuje na
sobé& pomoci levych translaci a necht je ddana kone¢na grupa automor-
fismu F grupy N. Pak lze definovat akci semidirektniho soucinu N x F’
na N. Kompaktni kvocient grupy N podle podgrupy souc¢inu N x F
(operujici volné na N) se nazyvé infranil-varieta“. Infranil-variety
jsou kvocienty nil-variet podle koneénych podgrup (ale opak obecné
neplati).

Gromov a Ruh dokazali, ze kompaktni varieta M je skoro plocha,
kdyz a jen kdyz je to infranil-varieta. Opét tu mame piiklad hluboké
souvislosti mezi algebrou a geometrii.

7) Gromovovy systolické nerovnosti

Systola (nebo presnéji 1-systola) kompaktniho metrického pro-
storu X je metricky invariant definovany jako nejmensi délka ne-
stazitelné smycky v X, tj. uzaviené kiivky, ktera nemiize byt v X
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spojité deformovana do svého vychoziho bodu. Tento pojem tedy sou-
visi s fundamentélni grupou (prvni homotopickou grupou) m; (X') pro-
storu X. Dale oznacujeme takto definovanou systolu symbolem sys 7y,
abychom ji odlisili od podobného pojmu v teorii homologie. Pozna-
menejme, ze kompaktni, orientovatelné a (d — 1)-souvisla d-rozmérna
varieta M se nazyva podstatnd, jestlize plati [ yw # 0 pro nektery
netrivialni element objemu (tj. vnéjsi diferencialni formu w stupné d)
na M. Necht M je nyni podstatnd kompaktni Riemannova varieta.
Zékladni Gromovova systolickd nerovnost potom zni

(sys Wl)d < Cyvol(M),

kde Cy je univerzalni konstanta zavisejici pouze na dimenzi variety M.

Vyplnugici polomér jednoduché smycky C' v roviné je definovan
jako nejvetsi polomér R > 0 kruznice, kterd se vejde dovnitt této
smycky. Oznacuje se symbolem FillRad(C'). Nyni se pokusime nazorné
charakterizovat vyplnugici polomér variety. Uvazujme epsilonové okoli
smycky C' v roving, které oznacime symbolem U.C' C R2. Kdyz ¢islo
e > 0 roste, potom c-okoli U.C pohlcuje stéle vice vnittku smycky.
Posledni bod, ktery bude pohlcen, je presné stied nejvétsi vepsané
kruznice. Muzeme tedy podat jinou definici vypliujictho poloméru
jako infima vSech ¢isel € > 0 takovych, ze smycka C' se da stahnout
do jediného bodu v U.C.

Je-1i nyni dana podstatné kompaktni varieta M bez okraje vlozena
napiiklad do eukleidovského prostoru R¢, mtZzeme definovat vypliu-
jici polomér podvariety M vzhledem k danému vlozeni tak, Ze bu-
deme minimalizovat velikost epsilonového okoli U, M C R? variety M,
ve kterém se M stane homotopicky ekvivalentni s néjakym objek-
tem nizsi dimenze, napiiklad polyedrem. K zavedeni obecné definice
vypliujiciho poloméru FillRad(M) pro obecnou varietu potiebujeme
teorii homologii, a proto se tim zde nebudeme zabyvat. Gromov také
dokéazal nésledujici (druhou) systolickou nerovnost:

sysm < 6 FillRad(M).
Dale jesté nalezl odhad shora FillRad(M) < Cy(vol(M))'/? pro vy-

pliiujici polomér. Z druhé systolické nerovnosti a posledni nerovnosti
pak snadno plyne prvni systolickd nerovnost.
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8) Symplektickd geometrie

Symplektickd geometrie je oblast diferencidlni geometrie a dife-
rencialni topologie, ktera studuje symplektické variety, tj. diferenco-
vatelné variety, které maji uzavienou nedegenerovanou vnéjsi diferen-
cidlni 2-formu. (Uzavienost zde znamend, ze vnéjsi diferencial této
formy je roven nule.) Symplekticka geometrie ma svoje poc¢atky v Ha-
miltonové formulaci klasické mechaniky, kde fazovy prostor jistych
klasickych systémii méa strukturu symplektické variety. Kazda Kahle-
rova varieta je rovnéz symplektickou varietou. Az do 70. let ziistavala
oteviena otazka, zdali existuji kompaktni symplektické variety, které
nejsou Kahlerovy. Prvni takové priklady byly sestrojeny Williamem
P. Thurstonem?. Nyni lze dokonce fici, Ze ,vétsina“ symplektickych
variet nepripousti Kéahlerovu strukturu. M. Gromov ale udélal diile-
zity objev v tom sméru, ze vSechny symplektické variety pripoustéji
hojnost struktur spliujicich vSechny axiomy Kéhlerovych variet s vy-
jimkou toho, ze by pfechodové funkce mezi dvéma lokalnimi souradni-
covymi soustavami byly holomorfni. Tento poznatek pouzil k rozvinuti
teorie pseudoholomorfnich krivek, coz vedlo k podstatnému pokroku
v symplektické geometrii, zejména k zavedeni symplektickych invari-
ant, které jsou nyni znamy jako Gromovovy—Wittenovy invarianty.
Tyto invarianty hraji klicovou roli ve fyzikalni teorii strun.
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8. John Tate ziskal Abelovu
cenu zarok 2010

Michal Krizek, Lawrence Somer

8.1 Prolog

V roce 2010 Abelovu cenu obdrzel americky matematik prof. John
Tate z Texaské univerzity v Austinu za prace v oblasti algebraické
teorie ¢isel. Dne 25. kvétna byl prijat k audienci v kralovském paléci
v Oslu. Poté v hlavni aule univerzity v Oslu prevzal Abelovu cenu z ru-

JOHN TATE
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kou norského krale Haralda V. Pri této prilezitosti prednesl slavnostni
proslov pfedseda Norské akademie véd Nils Ch. Stenseth a predseda
vybérové komise Kristian Seip. Dalsi den pak pronesl prof. Tate lau-
reatskou prednasku na téma The arithmetic of elliptic curves.

O eliptickych krivkach pojedname v kapitolach 8.4 a 14.4. Pripo-
meneme i nékteré jejich aplikace v kryptografii.

Tateovy vysledky z teorie eliptickych kiivek podstatné prispély
k dikazu Velké Fermatovy véty — jednoho z nejslavnéjsich matema-
tickych problému (viz napt. kap. 14.1 a [15], [20], [21], [22]).

Velkd Fermatova véta. Neexistuji prirozena cislan > 2 a a,b,c
tak, ze
a"+b" = c". (8.1)

Abelovskou pfednasku pii predani ceny mél proto ¢est proslovit
Richard Taylor na téma The Tate Conjecture. Pripomenme, Ze to byl
pravé Taylor, ktery spolecné s A. Wilesem dokézali Velkou Fermatovu
vétu (viz [25], [26]). Dalsi pehledovou prednasku mél Andreas Enge
na téma The Queen of Mathematics in Communication Security, v niz
poukizal na prekvapivé aplikace teorie ¢isel v kryptografii.! Na vecer-
nim banketu pak promluvil mj. Michael Atiyah, ktery ziskal Abelovu
cenu v roce 2004.

8.2 Kdo je John Tate?

John Tate se narodil 13. brezna 1925 v Minneapolis. Titul bakalare
ziskal na Harvardové univerzité a doktorat v Princetonu. Jeho skoli-
telem byl Emil Artin.

Profesor Tate se proslavil zejména svymi pracemi z algebraické
teorie Cisel a algebraické geometrie. Pokud by se méfil vykon mate-
matika poc¢tem matematickych termint, které jsou po ném pojmeno-
vany, pak by John Tate mohl byt prekonan snad jediné Gaussem.
Jeho jméno totiz nese Tateova kohomologie, Tateova véta o dua-
lité, Barsottiovy—Tateovy grupy, Tatetiv motiv, Tatetiv modul, Ta-
teova kiivka, Tatetuv cyklus, Hodgeuv-Tatetv rozklad, Tatetuv algo-
ritmus, Néronova—Tateova vyska, Mumfordovy—Tateovy grupy, Ta-
teova izogenni véta, Hondaova—Tateova véta pro abelovské variety
nad kone¢nymi télesy, Serreova—Tateova deformacni teorie, Serretv—

1Clanek [12] na podobné téma vysel i v PMFA (viz téz [27]).
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Tatetv parametr, Tateova stopa, Lubinova—Tateova grupa, Tateovy—
Safarevicovy grupy, Satoova—Tateova domnénka aj.

Tateovy vysledky jsou téz jadrem nékterych samoopravnych kodi,
které umoznuji mirné poskozenou informaci opravit. Toho se vyuzi-
véa pii ochrané CD-diskt pred poskrabanim, pfi pfenosu SMS-zprav,
které jsou ruseny riznymi radiovymi signaly, apod. John Tate produ-
koval skvélé matematické vysledky vice nez Sest desetileti. V roce 1990
presel na Texaskou univerzitu v Austinu. Predtim 36 let uc¢il na Har-
vardoveé univerzite.

J. Tate proslovil zvanou prednasku na Mezindrodnim matematic-
kém kongresu ve Stockholmu v roce 1962 a pak jesté v Nice v ro-
ce 1970. Béhem zivota ziskal mnoho dalsich ocenéni. Jiz v roce 1956
dostal Coleovu cenu od Americké matematické spole¢nosti za vynika-
jici vysledky z teorie ¢isel. Od Americké matematické spolec¢nosti také
obdrzel v roce 1995 Steelovu cenu za celozivotni dilo. Za zminku jisté
stoji i Wolfova cena z let 2002-2003 za vytvoreni fundamentéalnich
koncepti v algebraické teorii ¢isel.

John Tate byl v roce 1969 zvolen do Narodni akademie véd, v ro-
ce 1992 byl jmenovan zahrani¢nim c¢lenem Francouzské akamedie véd
a Cestnym c¢lenem Londynské matematické spolecnosti se stal v ro-
ce 1999. Nyni se seznamime s nékterymi zakladnimi tvrzenimi teorie
Cisel, protoze J. Tate dosahl nejvice matematickych vysledkt préave
v této discipliné.

8.3 Strucné o teorii ¢isel

Teorie ¢isel je jednou z nejstarsich védnich disciplin. AvSak teprve
ve 20. stoleti matematici objevili jeji obrovské mnozstvi praktickych
aplikaci, napt. pfi tvorbé samoopravnych kodu, digitalntho podpisu,
algoritmii rychlého nasobeni, pii generovani pseudonadhodnych ¢isel ¢i
Sifrovani tajnych zprav (viz [7]). Poznatky z teorie ¢isel také podstatné
prispivaji ke zvySovani informac¢ni bezpec¢nosti internetu.

Teorie ¢isel se zabyva vlastnostmi mnozin riiznych typi ¢isel, napt.
mnoziny prirozenych ¢isel

N={1,2,3,...}.
Pripomenme, Ze prirozené ¢islo se nazyva prvocislem, jestlize mé prave

dva ruzné délitele (kazdé prvocislo je tak délitelné pouze sebou samym
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a jednickou). Uz Eukleides (4.-3. stol. pf. n.1.) umél dokazat nasle-
dujici tvrzeni |7, s. 53]
Véta (Eukleidova). Prvocisel je nekone¢né mnoho.

Kazdé prirozené ¢islo vétsi nez jedna muze byt jednoznacné vyja-
dreno (az na poradi) jako souc¢in prvocisel. Prvocisla 2, 3, 5, 7,.. . tak
tvori zakladni stavebni jednotky pfirozenych ¢isel vétsich nez jedna.

Za zakladatele moderni teorie ¢isel je povazovan francouzsky ma-
tematik Pierre de Fermat (viz [22]). Jeho nejc¢astéji pouzivany vy-
sledek, ktery méa i velké mnozstvi praktickych aplikaci (viz [7]), lze
zformulovat takto:

Mala Fermatova véta. Jestlize n € N a p je prvocislo, pak p déli
nf —n.

Tvrzeni véty okamZité plyne pro p = 2, 3, protoze rozdily n? —n =
n(n—1) an®—n=(n+ 1)n(n — 1) lze vyjadrit jako souin po sob¢
jdoucich prirozenych ¢isel. Pro libovolné prvocislo p existuje velké
mnoZstvi rozliénych dikazi (viz napt. [7]).

Dalsim vyznamnym francouzskym matematikem, ktery podstatné
ovlivnil rozvoj teorie &isel, je Marin Mersenne.? Studoval mj. ¢isla,
tvaru

M, =2V -1,
kde p jsou prvocisla. Cisla M, se po ném nazyvaji Mersennova cisla.
Pozadavek prvociselnosti exponentu ilustruje nasledujici véta.

Véta. Je-li 2P — 1 prvocislo, pak p je také prvocislo.

Nejvétsim znamym prvocislem v roce 2018 bylo Mersennovo ¢islo
2TTBMIIT _ 1 (~ 10%3299125) Pro srovnani uvedme, Ze pocet atomil
v pozorovatelné ¢asti vesmiru je priblizné jen 10%°, coZ je o vice nez
23 miliont fadi mensi ¢islo nez Mr7930917. Tak velkd Mersennova prvo-
¢isla dokdzou matematici odhalit (zndme jich uz 50).

Jednim z nejkrasnéjsich a zaroven nejprekvapivéjsich matematic-
kych vysledkt pocatku 21. stoleti je nasledujici tvrzeni z roku 2004

(podrobnosti viz [5]):

Véta (Greenova—Taova). Pro kazdé k € N mnozina prvocisel ob-
sahuje aritmetickou posloupnost délky k.

Vice nez 150 dalsich zajimavych vét z teorie ¢isel je uvedeno v [7].

2M. Mersenne (1588-1648) je téz povazovan za duchovniho otce Francouzské
akademie véd (viz [7, s. 110]).
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8.4 Eliptické krivky
Eliptické k¥ivky jsou algebraické kiivky v R? (popi. v C?) dané rovnici
y* = 2% + Az® + Bx + C, (8.2)

kde koeficienty A, B, C jsou racionalni &isla takova, Ze polynom 2% +
Ax? + Bz + C nema nasobny kofen. Je patrné, Ze zadné elipticka,
kiivka nemiize byt elipsou. Jejich nazev pouze souvisi s uzitim téchto
kiivek pro vypocet délky eliptického oblouku. Poznamenejme, Ze fe-
Senim rovnic typu (8.2) s celo¢iselnymi koeficienty se zabyval jiz fecky
matematik Diofantos préavé pro jejich zajimavé vlastnosti.

Popisme si nyni grupu, kterou se John Tate intenzivné zabyval
a ktera byla pozdéji pouzita pii dikazu Velké Fermatovy véty. Pri-
pomenme, Ze grupa G je mnozina, na které je definovana asociativni
binarni operace o: G x G — G s neutralnim prvkem n a v niz ke
kazdému prvku g € G existuje pravé jeden prvek inverzni ¢g=! € G
tak, Ze gog ' =g log=nmn.

V jedné casti dikazu Velké Fermatovy véty (srov. (8.1) a [13])
se pracuje se specialnimi grupami bodu na eliptickych kiivkach tvaru
y* = z(x—a?)(x+b"), kde vhodnou linearni substituci lze ,,vynulovat®
koeficient u z2. Abychom se blize seznamili s témito grupami, zaby-
vejme se pro jednoduchost jen jedinou konkrétni kiivkou C danou
vztahem

y=2'—z+1, (8.3)

jejiz graf se skladé ze dvou vétvi (viz obr. 8.1).
Na této krivce budeme definovat komutativni grupu bodi. Pro
kazdy bod U = (x,y) € C nejprve zavedeme inverzni prvek vztahem

oU = (x,—y), (8.4)

ktery opét lezi na C, jak plyne z (8.3). Graf na obr. 8.1 je tak symet-
ricky podle osy x. Pokuste se nyni predem odhadnout, kde se naléza
neutralni prvek (za chvili vam to prozradime).

Dale popiseme, jak budeme definovat binarni grupovou operaci &.
Necht U, V' € C jsou dva ruzné body lezici na piimce y = kx+q. Potom
z (8.3) dostavame kubickou rovnici

(kx+q)P=a2"—a+1, (8.5)
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Obr. 8.1 Komutativni grupa bodii na eliptické kiivce (nakreslil P. K¥izek).

kterd mé dvé razna realna feSeni (z-soufadnice bodt U a V). Treti
kofen rovnice tedy musi byt také reilny.

a) Pokud je tento kofen jednoduchy, potom na piimce y = kx + ¢
lezi také bod W € C, jehoz z-ova soufadnice je pravé tfetim korenem
rovnice (8.5) alU # W # V.

b) Pokud je tento kofen dvojnasobny, potom piimka y = kx + ¢
je v jednom bodé te¢nou ke ktivce C, tj. W = U anebo W = V.

Body U,V,W € C jsou tedy kolinearni (tj. lezi na jedné piimce)
a alespon dva z nich jsou navzajem rizné. Na mnoziné takovych bodu
krivky C definujme grupovou operaci ¢ predpisem

UaV =oW. (8.6)

Je ihned patrné, Ze tato operace je komutativni. Pomoci (8.3), (8.4),
(8.5) a (8.6) si mizete sami ovéfit, Ze napf. pro bod T = (0, 3) na
obr. 8.1. plati
TeT=(1,3) =085,
TeToT=(-1,—3) =00,
ToTeTodT = (2,-3)=0W.
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V (8.4) jsme definovali inverzni prvky k libovolnému bodu kiiv-
ky C. Je ziejmé, Ze involutornimi prvky (tj. inverznimi samy k sobé)
jsou v8echny priseciky kiivky C s osou z (napf. na obrazku 8.1 bod
Z = 6Z). Jaky bod je ale neutralnim prvkem vySetfované grupy?
Musi to byt takovy bod N grupy, ze pro libovolné U € C plati

NeU=U&N ="U. (8.7)

Co to konkrétné geometricky znamena? Body U, U a N lezi na
jedné primce, ktera je rovnobézné s osou y. Takova piimka ale neni
tvaru y = kx + ¢, a proto (8.5) nelze pouzit. Protoze vsak (8.7)
plati pro libovolny bod U € C, ,lezi“ neutralni prvek N na kazdé
prfimce rovnobézné s osou ¥, tj. N je nevlastnim bodem nachéazejicim
se v nekonecnu, ktery vlastné na kiivce C nelezi. Ke vztahum (8.6)
a (8.7), definujicim grupovou operaci @, je tfeba jesté dodat rovnost
N@eN=N.

Abychom dokézali, ze body kiivky (8.3), k nimZ je doplnén neutral-
grupové operace. Takovy dikaz ale neni snadny a presahuje ramec
tohoto vykladu.

Poznamenejme jesté (srov. [13]), Ze rovnici (8.6) lze ekvivalentné
zapsat takto

UasVaoeWw=N.

8.5 Hlavni Tateovy védecké vysledky

John Tate se béhem Zivota zaméroval predevsim na teorii ¢isel a algeb-
ru. Poprvé ziskal mezindrodni uznéni diky své vynikajici doktorské
dizerta¢ni praci [23] z univerzity v Princetonu z roku 1950. Tehdy
mu bylo pouhych 25 let. V dizertaci studoval nékteré tiidy algebraic-
kych téles pouzivanych v teorii ¢isel. Zabyval se zejména aritmetikou
specialnich rozsifeni racionalnich ¢isel, kterd se nazyvaji ciselnd alge-
braickd télesa a maji abelovské Galoisovy grupy nad racionalnimi ¢isly.
Piavodni piistup k této teorii pouzival analytické metody zahrnujici
L-funkce. V roce 1936 Claude Chevalley [4] pfedstavil sofistikovanou
algebraickou metodu studia téchto téles pomoci prvocisel.

J. Tate na radu svého skolitele a vyznamného ¢iselného teore-
tika Emila Artina rozsitil Chevalleytuv algebraicky pristup pomoci
analytického postupu Ericka Henckeho, ktery zahrnoval novy typ
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L-funkci. K tomu Tate ve své dizertacéni praci pouzil harmonickou
analyzu. Nyni jsou Tateovy metody standardni ¢asti teorie algebraic-
kych téles. Tateova dizertace také hraje dilezitou roli v moderni teorii
automorfnich reprezentaci. V letech 1951-1952 pak na slavném semi-
nari na univerzité v Princetonu Artin a Tate [1] predstavili Galoisovy
kohomologie.

John Tate ve spoletném ¢lanku s S. Langem [9] a nezavisle téz
I.R. Safarevi¢ [19] zavedli Tateovy-Safarevitovy grupy. Jiz diive
E.-C. Lind [10] a E.S. Selmer [17] ptedlozili ptiklady rovnic

et —17=2y% a 32¥+4yP +52 =0,

které maji feSeni v mnoziné realnych cisel. Maji redlna feSeni, i po-
kud je uvazujeme modulo vSechny prvociselné mocniny, ale nemaji
Feseni v mnoziné racionalnich ¢isel. A pravé Tateova-Safarevicova
grupa pomaha vysvétlit tuto prekvapivou vlastnost. Vyznacné do-
mnénka tykajici se Tateovyféafareviéovy grupy tvrdi, Ze tato grupa
je vzdy konec¢na. Specialni piipady této domnénky dokazal K. Ru-
bin [16] a V. A. Kolyvagin [6].

Diofantické rovnice jsou rovnice s celociselnymi koeficienty, jejichz
feSeni se hledd mezi celymi, popf. racionalnimi ¢isly. Tento nézev je
odvozen od jiz zminéného Diofanta, ktery zil v Alexandrii ve 3. stoleti
naseho letopoctu a zabyval se feSenim rozliénych tloh z teorie ¢isel.

Lze ukazat, Ze rovnice

y* = 2% — 431 + 166 (8.8)

typu (8.2) ma pravé 6 racionalnich feseni (z,y): (3,+£8), (—5,+16)
a (11, £32), ktera jsou shodou okolnosti viechna celo¢iselné. Vsimnéte
si, Ze lezi na dvou primkach

y=3r—1 a y=-3r+1.

Pridame-li k témto bodiim jesté neutralni prvek, dostaneme kone¢nou
grupu, ktera je izomorfni cyklické grupé C%.
Na druhé strané rovnice

y2:x3_2

mé nekoneéné mnoho racionalnich feseni (napf. (3, £5)). Jedna z kli-
¢ovych otazek feseni rovnic typu (8.2) je tedy Kterd z téchto rovnic md
konecny pocet raciondlnich Tesent a kterd jich md nekonecny pocet?
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A byl to pravé John Tate, kdo vyvinul sofistikovanou metodu, jez
poméhé prekonavat zéhady eliptickych kiivek a rozhodovat, zda odpo-
vidajici diofantické rovnice maji konecny ¢i nekone¢ny pocet racional-
nich feseni. Na kazdé eliptické kfivce existuje jen konecné mnoho ce-
lo¢iselnych bodii, ale grupa racionalnich bodi je typicky nekonecéna,?
i kdyz je vzdy konetné generovana (Mordellova véta, viz kap. 14.4).

Maélokdo vi, ze aritmetika eliptickych kfivek je implementovana
v mobilnich telefonech, platebnich kartach, dopravnich kontrolnich
systémech apod. V takovych kédech je napt. ¢islo vasi kreditni karty
konvertovano na bod na eliptické kiivce. K zaSifrovani informace se
pouzije jista dimyslné transformace, kterd posune tento bod na jiny
bod eliptické kfivky. Poznamenejme, ze Elias Lampakis pomoci kiivky

y® + 2° = 432
dokazal (viz [8]), Ze rovnice
PPz

pro zyz # 0 nema feSeni v mnoziné Gaussovych celych komplexnich
¢isel (viz obr. 8.2)

Zli| = {x € C; v = 1 + ixg, x1, 29 € Z}.

.....

Dokazeme, 7e ¢islo /2 je iracionalni* pro n > 2. Pfedpokladejme
naopak, ze

C
n2:_
V2 ;

pro néjakd prirozend ¢isla ¢ a b. Pak 2 = ¢"/b". Odtud plyne, Ze
20" = b"+b" = ", coz je specialnim piipadem (8.1), jenZ podle Velké
Fermatovy véty nemaé reseni.

3Existuji viak vyjimky — viz napfi. (8.8).

4Pripad n = 2 je t¥eba vySetfovat oddélens. Opét predpokladejme, ze /2 je
racionalni ¢islo. ProtoZe mnozina pfirozenych ¢isel je dobfe usporadana, lze defino-
vat &islo k = min{m € N; my/2 € N}. Pak ale k(v/2—1) € N, protoze k, kv/2 € N
a v2 > 1. Vidime, ze k(\/i— 1)\/§ =2k—kv2eNa k(\/ﬁ— 1) < k, coZ je spor.
Cislo V2 je proto iracionélni.
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Obr. 8.2 Mnozina Gaussovych celych komplexnich ¢isel x = z1 + ixo, kde
x1,x2 € Z a navic |z;| < 3 pro i = 1,2 (nakreslil P. Kiizek).

8.6 Tatetv odkaz

John Tate se v roce 1950 ve své doktorské dizertaci [23] zabyval Fou-
rierovou analyzou v ¢iselnych télesech. Tim vytycil zcela ojedinélou
cestu k moderni teorii automorfnich forem. Vyskolil pres 20 Ph.D. stu-
dentii v teorii ¢isel. Mnozi z nich se pozdéji velice proslavili, napt. Joe
Buhler, Joseph Silverman, Benedict Gross ¢i Kenneth Ribet. Posledné
jmenovany ukazal, Ze Velkd Fermatova véta plyne z Tanijamovy-—
gimurovy domnénky,® a tim pomohl A. Wilesovi a R. Taylorovi k na-
lezeni dikazu Velké Fermatovy véty. Domnénka byla v plné obecnosti
dokazéana az v roce 2001 v ¢lanku [3], kde je R. Taylor spoluautorem.

Dalsi Tatetuv student, Carl Pomerance, ve své dizertaci dokazal,
ze kazdé liché dokonalé ¢islo ma alespon 7 prvociniteli. Pozdéji Po-
merance vyvinul znamé kvadratické sito (angl. the quadratic sieve
algorithm), coz je hojné pouzivana faktorizacni metoda [14], spolupo-
dilel se na efektivni metodé pro testovani prvociselnosti (spoluautori
Adleman a Rumely) a na dikazu, ze Carmichaelovych ¢isel je ne-
koneéné mnoho |[7]|. Profesor Tate tak mél podstatny vliv na rozvoj
moderni teorie ¢isel i prostfednictvim svych studentii.

Sam Tate ma velké mnozstvi publikaci v prestiznich matematic-
kych ¢asopisech, napt. v Annals of Mathematics ([2[, [11], [18] a [24]).

®Viz nap¥. PMFA /2 (1997), 169-187.
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Pritom préci [18] napsal s Jean-Pierrem Serrem, ktery ziskal Abelovu
cenu za matematiku jako vibec prvni. J. Tate se svym byvalym sko-
litelem Emilem Artinem napsal hojné citovanou monografii [1|, v niz
je predstaven novy pohled na teorii ¢iselnych téles. V poradi jiz osma
Abelova cena je tedy jisté ve spravnych rukou. Bez Tatea a jeho stu-
denti by A. Wiles Velkou Fermatovu vétu jen tézko dokazal.
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9. Abelovu cenuzarok 2011
ziskal John Milnor

Michal Krizek, Martin Markl

9.1 Prolog

Dne 23. bfezna 2011 ve 12 hodin stfedoevropského casu prezident
Norské akademie véd, @yvind @sterud, ohlasil, ze Abelovu cenu za
rok 2011 ziskava John Willard Milnor z univerzity v Stony Brook

JOHN WILLARD MILNOR
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v USA. Vzapéti laureatovi telefonovali tuto radostnou zpravu. J. Mil-
nor byl velice potésen, prestoze jej vzbudili v 6 hodin rano mistniho
ocenéni za matematiku.

John Milnor pfevzal Abelovu cenu z rukou norského kréale Ha-
ralda V. na slavnostnim shromazdéni v Oslu dne 24. kvétna 2011.
Dalsi den na univerzité v Oslu pronesl laureatskou piednasku® s na-
zvem Sféry, kterou uvedl rektor Ole Petter Ottersen. Po ni nasledovaly
dalsi tfi zvané populariza¢ni prednéasky:

C. McMullen: Variety, topologie a dynamika,
M. Hopkins: Bernoulliho ¢isla, homotopické grupy a Milnor,
E. Ghys: Vylet s privodcem do sedmi rozmerii.

Po slavnostni ceremonii se Johna Milnora ptali, zda se citi byt spise
feSitelem problémt, nebo budovatelem velkych teorii. Milnor odvétil:
Resitelem problémi. Nikdy jsem se nepokousel vytvorit néjakou velkou
teorii, ale snazil jsem se Tesit rizné drobné problémy a klast si zaludné
otazky. Nikdy vsak nevite, co z toho miZe vzejit.

Abelova cena se udéluje za fundamentalni vysledky, které vy-
znamné ovlivnily matematické védy. Podle vyjadreni vybérové komise
John Milnor ziskal cenu za objevné prace v oblasti topologie, geome-
trie a algebry. Vyznamny je i jeho piinos k teorii ¢isel. Milnorovy
myslenky a objevy podstatné formovaly architekturu matematiky ve
druhé poloviné 20. stoleti. Vybérova komise se skladala z péti mezi-

//////

Milnor je 1zZasné nadany propagdtor sofistikované matematiky.
Casto Fesil zdvazné otazky, na néz v literature dosud neexistovala
odpovéd. Kdyz do nich pridal svoje vlastni myslenky, vytvoril plejadu
mistrovskych del. Podobné jako hudebni skladatel, ktery je zaroven
charismatickym umélcem, je John Milnor zdroven objevitelem i pro-
pagdtorem.

9.2 Veédecky Zivotopis Johna Milnora

John Willard Milnor se narodil 20. tnora 1931 ve mésté Orange (asi
15 km od Manhattanu) ve staté New Jersey. Studoval na univerzité

IPfednagka je k dispozici na webové strance Johna Milnora, stejné jako déko-
vaci fe¢ a fada fotografii.
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Obr. 9.1 Schematické znazornéni dvou zauzlenych kiivek (nakreslil P. K¥izek)

v nedalekém Princetonu, kde jako osmnactilety dokéazal nésledujici
vétu z teorie uzli, kterou publikoval v renomovaném c¢asopise Annals
of Mathematics v roce 1950 (viz [§]).

Faryho—Milnorova véta. Necht K je uzavrend krivka v trojrozmer-
ném eukleidovském prostoru dostatecné hladkd tak, aby v kaZdém jejim
bodé existovala kiivost k. Spliiuje-li celkovd kfivost nerovnost

7{ k(s)ds < 4m, (9.1)

pak K neni zauzlend.?

Vétu ve stejné dobé nezavisle vyslovil i Istvan Fary, jenz jeji di-
kaz publikoval v Bulletin de la Societé Mathématique de France
v roce 1949. Jestlize je tedy hladkd uzavienéd kiivka zauzlené (srov.
obr. 9.1), je jeji celkova kiivost vétsi nez 47. Vyse uvedeny odhad (9.1)
je optimalni v tom smyslu, Ze pro libovolné € > 0 existuje hladka uza-
viend zauzlené kiivka, jejiz celkova kiivost je 41 + €. Poznamenejme
jesté, ze pro kruznici je kiivkovy integral v (9.1) roven 2.

Jiz v roce 1951 presel Milnor na doktorské studium, kde byl jeho
skolitelem Ralph Fox. O tii roky pozdé&ji obhajil dizerta¢ni praci Iso-
topy of Links, v niz se zabyval klasickymi uzlovymi grupami® a je-
jich zobecnénimi. Po absolvovani doktorského studia pokracoval na
Princetonské univerzité a pozdéji na Ustavu pro pokrocila studia
téz v Princetonu (New Jersey). V roce 1989 piestoupil na univer-
zitu v Stony Brook v severni ¢asti Long Islandu, kde se spolupodilel
na fizeni Ustavu matematickych véd.

2Symbol s oznacuje délku oblouku méfenou od né&jakého daného bodu kiivky.
3Uzlova grupa je fundamentalni grupa doplitku uzlu v R3.
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Milnortv nejznaméjsi vysledek je datovan rokem 1956, kdy Mil-
nor objevil zvlastni sedmirozmérnou varietu — tzv. exotickou topo-
logickou sféru, kterd ma nestandardni diferenciélni strukturu, a neni
tedy difeomorfni se standardni sférou S”. Podrobné&ji o ni pojedname
v nasledujici kapitole. Objev Milnorovy exotické sféry byl velkym pie-
kvapenim. Do roku 1956 se totiz soudilo, ze vSechny topologicky ekvi-
valentni (homeomorfni) hladkeé sféry jsou také hladce ekvivalentni (di-
feomorfni). Milnoruv vysledek tak odporuje nasi intuici. Od té doby
vzrostl zajem topologii o vicerozmérné sféry a zejména o samotny po-
jem hladkosti. Citovany vysledek se proto ¢asto poklada za zrod nové
discipliny — diferenciélni topologie.

Databaze matematickych casopisu Zentralblatt a Mathematical
Reviews eviduji vice nez 150 Milnorovych védeckych praci, z toho
13 ¢lanku v casopise Annals of Mathematics. PMFA uverejnily pie-
klad jeho ¢lanku [13]. Od roku 1963 John Milnor napsal pfes 10 mono-
grafii. Ty podstatné ovlivnily fadu jeho nasledovnikii. Mezi Milnorovy
studenty, kteii se pozdéji proslavili, patii napt. Tadatosi Akiba, Jon
Folkman, John Mather, Laurent C. Siebenmann, Jonathan Sondow
a Michael Spivak.

John Milnor se zabyvé predevsim diferencialni a geometrickou to-
pologii, K-teorii, dynamickymi systémy, teorii komplexni proménné,
vlastnostmi Mandelbrotovy mnoziny a také lokalni souvislosti Julio-
vych mnozin. Nékteré matematické terminy nesou jeho jméno: kromeé
Milnorovy exotické sféry se miizeme setkat s pojmy Milnorova fibrace,
Milnorovo ¢islo, Milnorovo zobrazeni a téz ,Milnor-Thurston knea-
ding theory*.

Profesor Milnor ziskal béhem svého zivota celou rfadu ocenéni
ce 1962 dostal Fieldsovu medaili a vzapéti se stal editorem Annals
of Mathematics, kde pisobil nékolik let. V roce 1967 obdrzel Na-
rodni vyznamenéni za védu a v roce 1989 Wolfovu cenu. Je jedinym
matematikem, ktery ziskal tfi Steelovy ceny Americké matematické
spolecnosti za klicovy prispévek k vyzkumu (1982), za matematicky
vyklad (2004) a celozivotni dilo (2011). V roce 1994 byl zvolen za-
hrani¢nim ¢lenem Ruské akademie véd a v roce 2004 se stal fadnym
¢lenem Evropské akademie véd a uméni. Poznamenejme jesté, ze Mil-
norova manzelka je také profesorkou matematiky. V dalsich kapitolach
pojednédme o nékterych Milnorovych vysledcich podrobnéji.
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9.3 Exotické sféry

John Milnor na sebe upozornil v roce 1956 prekvapivou konstrukei
nestandardni hladké struktury na sedmirozmérné sféfe (viz [9]). Tento
vysledek mé navic vyhodu urcité ndzornosti, proto mu v néasledujicim
prehledu vénujeme nejvice prostoru.

Ve zbytku kapitoly bude n oznacovat prirozené ¢islo. Standardni
jednotkovd n-rozmérnd sféra S™ je podmnozina bodu (zo,...,x,)
z (n + 1)-rozmérného Eukleidova prostoru R™™! vyhovujicich rovnici
22+ -+ 22 = 1. Jednorozmérna sféra je tedy jednotkovéa kruZnice
a dvourozmérné sféra je povrch t¥irozmérné jednotkové koule. Pres-
toze jsou sféry zdanlivé jednoduché prostory, je s nimi svazano mnoho
hlubokych vét a hypotéz. Nejslavnéjsi je jisté Poincarého domnénka?
z roku 1904, dokédzana az G. Perelmanem v letech 2002-2003.

Topologickd n-rozmérna sféra je topologicky prostor X homeo-
morfni se standardni sférou S™. Pripomenme, Ze homeomorfismus
je spojité vzajemné jednoznac¢né zobrazeni se spojitou inverzi. Jeho
spojitost znamené, Zze body blizké zobrazuje na body blizké. Zda
se ziejmé, ze kazda hladka topologickda n-rozmérna sféra X je také
difeomorfni se standardni sférou S”, tedy Ze existuje vzajemné jedno-
znacné zobrazeni prostoru X na prostor S”, které je nejen spojité, ale
mé ve vSech bodech derivace vSech fadu. O to vice prekvapil Milnortav
priklad sedmirozmérné hladké topologické sféry, jez neni difeomorfni
se standardni sférou S”. Takové sféry Milnor nazval ezotické. Dnes se
tento pojem bézné pouziva.

Abychom mohli formulovat Milnortav vysledek presnéji, zopakuj-
me si nejprve zakladni pojmy diferencialni topologie. Pfipomenme, 7e
atlas &7 na topologickém prostoru X je tvoren otevienym pokrytim
{Uq}aeca prostoru X indexovanym néjakou mnozinou A, spolu se sys-
témem homeomorfismi {¢,}aca otevienych podmnozin U, C X na
oteviené podmnoziny eukleidovského prostoru R™. Prostor X si mu-
zeme predstavit jako krajinu pokrytou souborem map {U, }aca sesta-
venych do zemépisného atlasu. Indexujici mnozina A ¢isluje stranky
tohoto atlasu a mapujici zobrazeni ¢, : U, — R™ popisuji, jak jsou
piislusné ¢asti zemského povrchu zakresleny na mapy atlasu .o7. Po-
vSimnéme si, ze topologicky prostor X s atlasem &7 je podle definice

4Poincarého domnénce jsou v PMFA vénovéany ¢lanky [2] a [15].
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lokalné homeomorfni prostoru R". Tvoii tedy n-rozmérnou topologic-
kou varietu.b

Prikladem je standardni atlas <7 sféry S™. Jeho indexujici mnozina
mé 2(n + 1)-prvk,

A:={(h,0),...,(h,n),(d,0),...,(d,n)},
kde pro 0 <17 < n je

Uthyi) := {(xo, ceyTy) €S x> 0}

Uigiy == {(0,...,2,) €S™; z; < 0}.

Ozna¢me 7; ortogonélni projekci prostoru R*™! do nadroviny
{(z0,...,3,) € R"" 2, = 0},
tedy zobrazeni vynechavajici i-tou soutradnici:
71'1'(1'0, ce ,[En) = (ZL’(), ey Li 1, Lj 1y - - - ,$n) e R"

pro
(zo,...,7,) € R™

Mapujici zobrazeni ¢z, resp. ¢, atlasu 2% jsou restrikce pro-
jekei m; na Uy, resp. Ugy. Ve oziejmi obrazek 9.2, ilustrujici pii-
pad kruznice S'. Ctenaf snadno nahlédne, ze standardni atlas pro
dvojrozmérnou sféru S? ma Sest map: pro horni a dolni otevienou po-
losféru, pro predni a zadni otevienou polosféru a pro levou a pravou
otevienou polosféru. VSechny tyto oblasti jsou prostifednictvim ma-
pujicich zobrazeni homeomorfni s otevienym jednotkovym kruhem
v roviné R2.

Vratme se k atlasu &/ na topologické varieté X. Pro kazdou dvo-
jici indext «,f € A s neprazdnym prunikem U, N Uz definujme
prechodové zobrazeni ¢ap: ¢o(Us NUp) — ¢5(Uy N Upg) predpisem
bas(x) == ¢5(d5'(2)) pro & € ¢po(Us N Up), viz diagram:

5Obvykle se v definici topologické variety navic predpoklada, Ze X je Haus-
dorffav prostor se spocetnou bazi. Tento predpoklad je v naSich piikladech splnén
automaticky.
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o o T B(h,1)

T U(d,o) )( U(h,o) 1T U{h,l)/\
xo ~
$(d,0) K / (h,0) Kj\
4 — )6 — L1 Ua, 1)
l d,1)

Obr. 9.2 Atlas .o pokryvéa kruzici S! étyFmi otevienymi polokruznicemi.
Mapujici zobrazeni jsou homeomorfismy na oteviené podintervaly R! (na-
kreslil M. Markl).

T~

Uo N U

Y\

R"™ D ¢o(Us N Up) e, ¢s(Us NU) C R™

Ptechodova zobrazeni jsou zobrazenimi mezi otevienymi podmnozi-
nami R”. Atlas &7 je hladky, jestlize vSechny jeho pfechodové funkce
jsou hladké v obvyklém smyslu, tedy maji parcialni derivace vSech
radu. Kazdy hladky atlas 1ze jedinym zptsobem doplnit do maxi-
malniho hladkého atlasu. Rikdme, 7e tento maximélni hladky atlas
definuje na X strukturu hladké variety.

Hladké atlasy tedy hraji v teorii hladkych variet tlohu baze ote-
vienych mnozin v teorii topologickych prostori. Podobné jako jedna
mnozina muze nést mnoho béazi definujicich rizné topologie, tak stej-
nou topologickou varietu miize pokryvat mnoho rtznych, navzajem
neslucitelnych hladkych atlasti urcujicich rizné hladké struktury.

V analogii se zemépisnym atlasem popisuji prfechodova zobrazeni
prekryti jednotlivych map. Zatimco u obecného atlasu se prekryvaji
spojité, tedy bez ,roztrzeni‘, u hladkého atlasu navic pozadujeme pfe-
kryti bez vzniku hroti, hran a nadhran. Neni tézké ovérit, ze stan-
dardni atlas o stéry S™ je hladky. Prislusnou hladkou strukturu na-
zyvame standardni hladkou strukturou sféry S™.

Uvazujme homeomorfismus f: X — Y hladkych variet X a YV
s hladkymi atlasy &7 = {¢a, Uas }aca, resp. B = {3, Vs }pen. Rikame,
ze f je hladky, jestlize je kompozice

po fodyt: da(fTH(VE)NUs) = ¥5(Vs)

119



hladké zobrazeni otevienych podmnozin R” pro kazdou dvojici a € A,
p € B, pro kterou je prunik f(U,) N Vs neprazdny. Hladky homeo-
morfismus s hladkou inverzi se nazyva difeomorfismus. O varietach X
a Y pak fikame, Ze jsou difeomorfni.

Vratme se nyni k exotické sedmirozmeérné sfére. Vyjdéme z kartéz-
ského soucinu B* x S? jednotkové étyirozmérné koule se standardni
trojrozmérnou sférou a definujme prostor M7 jako kvocient®

M = B*xS*uUB* x§?)/ ~
disjunktniho sjednoceni dvou stejnych kopii B* x S podle relace
B* x $* 5 $* x§* > (a,b) ~ (a,a%ba™") € S* x S* C B* x %,

kter4 identifikuje bod (a, b) hranice S* xS? prvn{ kopie B*xS? s bodem
(a,a?ba™") hranice S? x S* druhé kopie. Pfitom sféru S* ztotoziujeme
s jednotkovymi kvaterniony a vyraz a?ba~! interpretujeme v algebte
kvaternionit”. Milnor v [9] dokazal nasledujici vétu:

Véta. Prostor M. je homeomorfni, ne vsak difeomorfni sedmiroz-
meérné sfére ST se standardni hladkou strukturou.

Volné fe¢eno, Milnorovu sféru My sice mitzeme homeomorfné zob-
razit na standardni sféru S7, musime ji v8ak pfitom ,pomackat“. Proto
prekvapi, Ze existuje homeomorfismus prostoru MJ na S7, ktery je
difeomorfismem vsude kromé jediného bodu. Z tohoto duvodu se Mil-
norovym sféram nékdy tika ,rohaté stéry*“. V roce 1963 J. Milnor spo-
le¢né s M. A. Kervairem v [5| dokazal, Ze existuje 28 rtznych® hlad-
kych struktur na S7. Jinymi slovy, na sedmirozmérné sféie existuje
28 hladkych atlast urcujicich 28 riznych hladkych struktur.

Nez uvedeme dalsi vysledek zminéného ¢lanku, pfipomenme, zZe
souwvislé sjednoceni X'# X" dvou hladkych n-rozmérnych variet je va-
rieta vznikla vyFiznutim malych n-rozmérnych kouli z variet X’ a X"
a ztotoznénim takto vzniklych hrani¢nich sfér. Definujme monoid
hladkijch struktur na n-rozmérné sfére jako soubor t¥id difeomorfnich
orientovanych hladkych variet homeomorfnich se sférou S”. Struktura

6V &eskeé literatufe se pouziva nepékny a nespravny termin ,faktorprostor”.

"Kvaterniony se v PMFA zabyva napt. ¢lanek [1]. Podotknéme, #e Milnoriv
piivodni popis prostoru M7 se formélng ligi od naseho. Vysledek je viak stejny.

8Dvé hladké struktury povazujeme za rizné, jestlize se na sebe nedaji prevést
homeomorfismem.
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monoidu je déna operaci souvislého sjednoceni, pritom standardni
n-rozmérna sféra S™ tvoii jednotku. V praci [5]| je dokdzano, ze pro
n # 3,4 je zminény monoid kone¢na abelovska grupa. Jeji fad je pro
n < 18 uveden v nasledujici tabulce z velké ¢asti také prevzaté z [5]:

dimenzen‘l‘2‘3‘4‘5‘6‘ 7‘8‘9‘10‘ 11\12‘13‘14\ 15 ‘16
fédgrupy‘1‘1‘1‘?‘1‘1‘28‘2‘8‘6‘992‘1‘3‘2‘16256‘2

Dodnes se nevi, zdali existuji ¢tyirozmérné exotické sféry. Proto jsme
na odpovidajicim misté ponechali otaznik. Tvrzeni, ze S* nese jedi-
nou hladkou strukturu, je zndmo jako hladkd Poincarého domnénka
(viz [3]). Z mnoha hledisek jsou dimenze 3 a 4 nejobtiznéjsi. Z jiného
pohledu o tom v PMFA pojednavaji ¢lanky [2, s. 268| a [6, s. 52].

Poznamenejme, Ze existuji topologické variety nemajici Zddnou
hladkou strukturu. Prvni piiklad sestrojil v roce 1960 M. A. Ker-
vaire v praci [4] za pouziti konstrukce, kterou Milnor publikoval o rok
diive v [10].

9.4 Ostatni vysledky

V této kapitole kratce uvedeme nékteré dalsi Milnorovy vysledky,
z prostorovych duvodi jiz bez naroki na vysokou piesnost vykladu.

1) Hauptvermutung

Pripomenme, Ze n-rozmérny standardni simplexr A" je konvexni
obal souradnicovych vektort {ey,...,e,} C R"". MiiZzeme jej také
definovat jako mnozinu

A" = {(:pg,...,xn)ER"“;xi >0pro0<i<naxgt -+, = 1}.

Tedy A° je bod, Al uzavieny interval, A? trojihelnik a A3 je ¢ty¥stén.
Topologicky prostor X je triangulovatelny, jestlize je mozné jej po-
kryt standardnimi simplexy tak, aby jejich pruniky byly bud prazdné,
nebo byly opét simplexem. Takové pokryti se nazyva triangulaci pro-
storu X. Dany topologicky prostor muze mit nékolik triangulaci, jak
vidime na obrazku 9.3, ukazujicim tfi razné triangulace ¢tverce.

Triangulace T" sestava ze ¢tyr 2-simplexii, deviti 1-simplext a Sesti
O-simplexti. Triangulace T' méa deset 2-simplexti, osmnéct 1-simplext
a devét 0-simplext. Konecné triangulace 7" je tvorena Sesti 2-simple-
xy, dvanacti 1-simplexy a sedmi 0-simplexy.

121



T T : 7"

Obr. 9.3 Tii triangulace ¢tverce (nakreslil M. Markl)

Triangulace T} prostoru X je zjemnénim triangulace T5, jestlize
je kazdy simplex triangulace T} obsazen v néjakém simplexu trian-
gulace T,. Na nasem obrazku je triangulace T" spole¢nym zjemnénim
triangulaci 7" a T7”. Hauptvermutung (Cesky hlavni domnénka) geo-
metrické topologie tvrdi, Ze libovolné dvé triangulace stejného topo-
logického prostoru maji spole¢né zjemneéni.

V [11] Milnor ukazal, ze konus nad kartézskym souc¢inem ¢oc¢kového
prostoru? s hranici t¥frozmérného simplexu méa dvé koneéné triangu-
lace bez spoleéného zjemnéni. Tim sestrojil protipriklad k Hauptver-
mutungu. PovSimnéme si, Ze tento vysledek ma podobnou ptichut jako
konstrukce exotické sféry. Opét jsme v situaci, kdy dany topologicky
prostor nese jemné&jsi strukturu (hladky atlas v predchozim, triangu-
lace v tomto piipadé), a ptame se, nakolik je tato jemna struktura
determinovana topologii. Vysledky uvedené ve zbytku této kapitoly
publikoval J. Milnor v knize [12].

2) Milnorovo ¢islo

Uvazujme komplexni funkci g v n komplexnich proménnych, holo-
morfni na n&jakém otevieném okoli bodu £ = (&1,...,&,) € C". Pfi-
pomenme, ze bod & je singuldrnim bodem funkce g, jestlize se v ném
nuluji parcialni derivace prvniho fadu ve vSech smérech. V opacném
pripadé fikdme, Ze & je requldrni. Singularni bod € je izolovany, jestlize
je jedinym singuldrnim bodem v né&jakém svém okoli. Kone¢né singu-
larni bod & je degenerovany, jestlize se v ném nuluje determinant
Hessidnu funkce g, coz je matice druhych derivaci

7
02102j | 1<; j<n '

Nasledujici vyklad zamérime na funkce se singularnim bodem

9éoékovy prostor (angl. lens space) je kvocient t¥irozmérné sféry S* podle akce
specifické cyklické grupy.
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v pocatku 0 := (0,...,0) a s nulovou funkéni hodnotou v tomto
bodé. Piipad obecného singularnitho bodu a obecné funkéni hodnoty
prevedeme na tento specialni pripad posunutim.

Ozna¢me tedy O okruh holomorfnich funkci f definovanych
na néjakém otevieném okoli poc¢atku O prostoru C" a takovych, ze
f(0,...,0) = 0. Pro kazdou f € O vezméme ideal J; algebry O
generovany parcidlnimi derivacemi funkce f a oznac¢me A; := O/J;
kvocientovou algebru. Milnorovo ¢islo u(f) funkce f v bodé 0 je kom-
plexni dimenze'® komplexniho vektorového prostoru Ay,

p(f) == dime (Ay).

Z definice plyne, ze p(f) je bud celé nezaporné ¢islo, nebo nekoneéno.
Pritom pu(f) = 0, pokud je 0 regularnim bodem funkce f, a u(f) =1,
pokud je 0 nedegerovanou singularitou. Déle plati, Ze u(f) je konecné
pravé tehdy, kdyz je 0 izolovanym singuldrnim bodem.

Dulezitost Milnorova ¢isla tkvi v jeho alternativnich interpreta-
cich. Predpokladejme, ze 0 je izolovany singularni bod funkce f. Pro
a=(a,...,a,) € C" definujme perturbaci f, funkce f predpisem

fa(gla"'agn) = f(gla"'afn)+a1£1+"'+an’5n'

Ukazuje se, ze pro dostatené mala a se izolovany singularni bod 0
funkce f rozpada na izolované nedegenerované singularni body per-
turbace f,. Jejich pocet je roven u(f).

Milnorovo &islo mé i topologickou charakterizaci. Symbolem S2"~!
ozna¢me (2n — 1)-rozmérnou sféru v C" o poloméru ¢ se stfedem v po-
c¢atku. Pokud opét predpokladame, ze O je izolovany singularni bod
funkce f, pak pro dostatecné malé e predpis

(529 - 55(9)

definuje spojité zobrazeni 1 : S2"~1 — §?"~1. Milnorovo ¢islo u(f) je
rovno stupni tohoto zobrazeni. To je homotopicky invariant vyjadiu-
jict, kolikrat ¢ ,omota* sféru S*"~! sférou S**~1.

10Jde o celé ¢&islo, jehoZ dvojnasobek je dimenze realna.
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3) Milnorova fibrace

Pripomenme, Ze lokalné trivialni hladké fibrace p: E — B je zob-
razeni hladkych variet, které je lokalné projekci B x F' — B, kde F' je
hladké varieta nazyvané fibrem p. Pfesnou definici lokality nebudeme
uvadét. Je formulovana pomoci otevieného pokryti variety B a ma
podobny charakter jako definice hladkého atlasu z kapitoly 9.3.

Predpokladejme, ze f: C" — C je nenulovy komplexni poly-
nom spliujici f(0,...,0) = 0. Ozna¢me 3; nulovou mnozinu poly-
nomu f,

3= {(21,...,zn) eC" f(z1,...,20) = 0}.

Tedy 3 je komplexni nadplocha dimenze n — 1 obsahujici pocatek 0.
Argument funkce f je definovan v bodech ¢ € C" nelezicich v 3y

predpisem
f(§)

Arg,(§) = m c st

Milnor dokazal, Ze pro dostatecné malé e je restrikce
Arg,: S\ 3 — S

lokalné trividlni hladka fibrace, jejiz fibr je varieta dimenze 2n — 2.
V pripadé, ze 0 je izolovany singularni bod, mé tento fibr homotopicky
typ!! sjednoceni S*1 Vv ... vV §"! se ztotoznénymi bazovymi body
ur¢itého po¢tu standardnich (n — 1)-rozmérnych sfér.

John Milnor se proslavil u¢ebnici [14], kterou napsal spole¢né s Ji-
mem Stasheffem. Jeji ¢etba je pozitek, stejné jako ¢etba vSeho, na ¢em

se Milnor podilel. Martin Markl (druhy autor této kapitoly) pozdéji
s Jimem napsal nékolik ¢lanka a monografii [7].
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10. Madarsky matematik
Endre Szemerédi ziskal
Abelovu cenu zarok 2012

Michal Krizek, Pavel Pudldk, Lawrence Somer

10.1 Prolog

V roce 2012 putovala Abelova cena za matematiku do Madarska
k prof. Endre Szemerédimu, ktery ji dostal za své fundamentalni obje-
vy v diskrétni matematice a teoretické informatice a jejich dlouho-

ENDRE SZEMEREDI
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trvajicim vliviim na aditivni teorii ¢isel a ergodickou teorii. Dalsim
matematiku ziskal v roce 2005, se stal Peter Lax. Matematika v Ma-
darsku ma totiz dlouholetou tradici. Vzpomenme na nékolik dalsich
vyzna¢nych madarskych matematikt svétového vyznamu, jakymi byli
napt. Janos Bolyai, Lipot Fejér, Marcel Grossmann, Alfréd Haar,
Andrés Hajnal, Cornelius Lanzcos, Lészlé Lovasz, John von Neu-
mann, Rozsa Péterova, George Polya, Alfréd Rényi, Marcel Riesz,
Endre Siili, P4l Turdn a jeho manzelka Vera T. Sosova, Karl Zsig-
mondy a téz Pal Erdés, ktery ma v databazi Mathematical Reviews
registrovano ptes 1500 védeckych praci. Jen malo zemi velikosti Ma-
darska mize predvést podobny seznam. Madafi se navic mohou po-
chlubit 13 nositeli Nobelovych cen.

Profesor Endre Szemerédi prevzal Abelovu cenu z rukou norského
krale Haralda V. dne 22. kvétna 2012 v hlavni aule univerzity v Oslu.
P1i této prilezitosti prednesli slavnostni proslov norski ministryné pro
skolstvi a védu Kristin Halvorsenova, predseda Norské akademie véd
Nils Ch. Stenseth a predseda vybérové komise Ragni Piene (viz [20]).

O den pozdéji pak byly prosloveny 4 abelovské prednasky. V uvod-
ni prehledové prednasce Randomness and Pseudorandomness, uréené
pro 8irf vefejnost, prof. Avi Wigderson z Ustavu pro pokroéila studia
v Princetonu vyzdvihl Szemeréditiv piinos k teorii pseudondhodnych
¢isel. Pak sam prof. Szemerédi prednesl hlavni laureatskou prednasku
na téma In Fvery Chaos There is an Order, v niz popsal historii a sou-
¢asnost Szemerédiovy véty, které se budeme vénovat v kapitole 10.3.
Dalsi dvé abelovské prednasky pronesli Lészlo Lovéasz: The Many Fa-
cets of the Regularity Lemma a znamy britsky kombinatorik a nosi-
tel Fieldsovy medaile Timothy Gowers:' The Afterlife of Szemerédi’s
Theorem.

10.2 Strucény zivotopis
Profesor Endre Szemerédi se narodil 21. srpna 1940 v Budapesti, kde

pozdéji vystudoval Univerzitu Loranda Eétvose. Titul kandidata véd
ziskal na Moskevské statni univerzité. Jeho skolitelem byl slavny ma-

1V nakladatelstvi Dokofan vysel v roce 2006 pieklad knihy T. Gowerse: Ma-
tematika. Privodce pro kaZdého. Gowers ji napsal pry hlavné pro svoji Zenu, aby
védéla, ¢im se on — matematik — v praci zabyva.
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tematik Israel Gelfand. Za své klicové vysledky z teorie ¢isel, kombina-
toriky a teoretické informatiky Szemerédi ziskal celou fadu prestiznich
ocenéni: Griinwaldovu cenu (1967, 1968), Rényiho cenu (1973), Po-
lyovu cenu za aplikovanou matematiku (SIAM 1975), Cenu Madarské
akademie véd (1979), Cenu Rolfa Schocka za matematiku (2008), Stee-
lovu cenu Americké matematické spole¢nosti (2008).

Pripomenme jesté, ze prof. Szemerédi navstivil Prahu v roce 2010,
kdyz mu Univerzita Karlova udélila ¢estny doktorat. V soucasnosti
pracuje v Matematickém tustavu Alfréda Rényiho Madarské akademie
véd v Budapesti. Je téz zaméstnidn na Statni univerzité v New Jer-
sey (Rutgers Department of Computer Science). Soucasné je ¢lenem
véhlasného Ustavu pro pokrodila studia v Princetonu. Endre Szeme-
rédi je Zenaty a ma pét déti.

10.3 Aditivni teorie ¢isel

V této casti se soustfedime na nejznaméjsi Szemerédiovy vysledky
z aditivni teorie ¢isel, z teorie graft a teoretické informatiky. Aditivni
teorie Cisel se vénuje studiu podmnozin celych ¢isel a jejich vlastnosti
pii séitani (viz [11] a [12]). Jako priklad uvedme znamou Goldba-
chovu hypotézu:

Kazdé sudé cislo vétsi nez 2 Ize napsat jako soucet dvou prvocisel.

Tato domnénka dodnes neni dokazéna. Vznikla béhem vzajemné
korespondence mezi Eulerem a Goldbachem vroce 1742 (napf. vidime,
7e 4=2+4+26=3+3,8=3+510=5+5=3+7). Podle né-
kterych pramenti ji poprvé vyslovil Euler inspirovan Goldbachem.
V roce 1937 rusky matematik Ivan Matvejevi¢ Vinogradov (1891-1983)
dokézal, 7ze existuje prirozené Cislo ng tak, ze kazdé liché n > ng lze
vyjadiit jako soucet tii prvocisel (viz [19]). Navic nedavno Terence
Tao dokézal, Zze kazdé liché ¢islo vétsi nez jedna je souctem nejvyse
péti prvocisel [18].

V roce 1973 ¢insky matematik Ting—iun Cchen dokazal, Ze kazdé
dostatecné velké sudé cislo je souctem prvocisla a soucinu nejvyse
dvou prvocisel (viz [8]). Tato véta se zatim povazuje za nejlepsi vysle-
dek tykajici se Goldbachovy hypotézy. Jina Cchenova véta tvrdi, ze
pro kazdé sudé ¢islo s existuje nekoneéné mnoho prvocisel p tak, ze
p + s je bud prvoéislo, nebo soucin dvou prvocisel.

Dalsim piikladem z aditivni teorie ¢isel je Waringiv problém,
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ktery formuloval Edward Waring (1734-1798) kolem roku 1770. Pro
dané pfirozené cislo k oznac¢me

Ay, = {0F 1% 2% 3% .}

mnozinu k-tych mocnin. Ve Waringove problému jde o urceni nejmen-
stho h tak, aby se kazdé prirozené ¢islo n dalo napsat ve tvaru

h
n= g Ay A € Ap.
m=1

Pravdépodobné jiz Diofantos znal nasledujici tvrzeni:
Véta. Kazdé prirozené cislo je souctem ctyr ¢tvercii.

Tuto tzv. ¢tyrétvercovou vétu? dokazal az Joseph Louis Lagrange
v roce 1770. Pro k = 2 mizeme tedy volit h = 4 a snadno ovérime,
7e h nelze zmensit (staci uvaZovat napi. n =7 = 12 + 12 + 12 + 22).

Pro dané piirozené ¢islo k oznacme ¢(k) nejmensi pocet k-tych
mocnin ¢isel 0,1,2,..., jejichz souctem lze vyjadrit jakékoliv pfiro-
zené ¢islo. Ziejmé g(1) = 1 a podle ¢tyic¢tvercové véty je g(2) = 4.
Cislo

2=1+1P4+1P+13+1°4+1°+1°+2°42°

lze vyjadrit jako soucet deviti tfetich mocnin nezapornych celych ¢i-
sel a snadno nahlédneme, 7Ze tento pocet nelze snizit. Podobné zjis-
time, ze ¢islo 79 lze vyjadrit pomoci souctu 19 ¢tvrtych mocnin, ale
nelze je vyjadrit jejich mensim poctem. Tedy ¢(3) > 9 a g(4) > 19.
Roku 1909 Arthur Wieferich [19] odvodil, Ze ¢(3) = 9, a v roce 1986
Ramacandran Balasubramanian a kol. [3| dokazali, Ze g(4) = 19. Dnes
vime, ze g(5) = 37 (viz |7]) a ¢g(6) = 73 (viz [13]). Pro obecné k te-
Seni Waringova problému dosud neni znamo, i kdyz se zda, ze g(k) =
2k — 24+ 1(3/2)%], kde |r| oznacuje celou &ast realného &isla r.

Nyni se soustfedime na van der Waerdenova ¢isla, kterymi se rov-
néz zabyva aditivni teorie ¢isel. UkédZeme si, jak se tato ¢isla zavadéji
pomoci rizné obarvenych pfirozenych ¢isel. Pro jednoduchost uve-
deme jen jeden ilustrac¢ni priklad.

Kazdé prirozené ¢islo obarvime bud ¢ervenou, anebo modrou bar-
vou. Pak snadno nahlédneme, Ze posloupnost 1,2, ...,9 obsahuje arit-
metickou podposloupnost stejné barvy a délky 3.

2Napi. 1634 = 12 + 92 + 162 + 362.
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Pokusme se dokazat opak, tj. predpokladejme, Ze posloupnost
1,2,...,9 neobsahuje aritmetickou podposloupnost stejné barvy a dél-
ky 3. Tedy 1, 5 a 9 nemaji stejnou barvu. V dalsim budeme cervené
¢isla podtrhavat a modra ¢isla budeme psat s pruhem nahote. Rozli-
Sujme dva pripady:

1. Necht 1 a 5 jsou obarveny ¢ervené a 9 modie. Protoze 1 a 5
jsou obarveny ¢ervené, musi byt ¢islo 3 modré. Cislo 9 je vsak modré,
a proto 6 musi byt ¢ervené. Jelikoz ¢isla 5 a 6 jsou Gervena, jsou 4 a 7
modra. Cislo 8 musi byt viak Cervené, protoze 7 a 9 jsou modra.
ProtoZze 3 a 4 jsou modra, musi byt 2 ¢ervené. Pak ale aritmetické,
posloupnost 2, 5 a 8 obsahuje jen ¢ervena ¢isla, coz je spor.

2. Piipad, Ze ¢isla 1 a 9 jsou ¢ervend a 5 je modré, vede ke sporu
podobnym zpisobem.

Dale vidime, Ze posloupnost 12345678 neobsahuje stejné obar-
venou aritmetickou podposloupnost délky 3. Tedy pocet clent 9 je
nejmensi mozny pro vyse uvedeny piiklad. Pritom se nemusi jednat
jen o posloupnost 1,2,...,9, ale o jakoukoliv posloupnost po sobé
jdoucich celych ¢isel o deviti ¢lenech. Pomoci vyse uvedeného postupu
lze zavést van der Waerdenovo ¢islo W (2, 3) = 9 odpovidajici dvéma
barvam a aritmetickym posloupnostem délky 3. Podobné se zavadéji
i dalsi van der Waerdenova ¢isla.

10.4 Szemerédiova véta

Szemerédiova véta, ktera zobecnuje vlastnosti van der Waerdenovych
¢isel, je jednim z nejkrasnéjsich vysledkt aditivni teorie ¢isel. Nez ji
vyslovime, uvedeme nékolik okolnosti, jez vedly k jejimu vzniku.

V roce 1936 Erdgs a Turan vyslovili nasledujici hypotézu [5] (jejiz
tvrzeni ze Szemerédiovy véty plyne):

Pro kazdé d € (0,1] a prirozené ¢islo k existuje ng tak, Ze pro
vSechna n > ng kazda podmnozina B C {1,...,n}, jejiZ mohutnost
je alesporti dn, obsahuje aritmetickou posloupnost délky k.

Pro libovolnou podmnozinu B mnoziny pfirozenych cisel N =

{1,2,3,...} definujme horni asymptotickou hustotu B nasledovné
- Bn{l,2,...
d(B) = limsup = | {12, ,n}|7
n—00 n
kde | - | oznacuje pocet prvkii.
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Uvedme nejprve nékolik trivialnich prikladi. Jestlize B je mnozina
sudych ¢isel, pak jeji horni asymptoticka hustota je 1/2. Je-li B =
{1,2,...,10}, pak horni asymptoticka hustota B je nula. Rovnéz pro

B = {1, 10,100, 1000, ... }

je horni asymptoticka hustota nulova.
V roce 1953 Klaus Friedrich Roth dokazal nasledujici tvrzeni.

Rothova véta. Kazda podmnozina B C N, jejiz horni asymptoticka
hustota je kladna, obsahuje aritmetickou posloupnost délky 3.

V roce 1969 Szemerédi zvysil tento pocet na 4 a v roce 1975 pak
dokazal piekvapivou vétu (viz [16]):

Szemerédiova véta. Kazda podmnozina B C N s kladnou horni

asymptotickou hustotou obsahuje aritmetickou posloupnost libovolné
délky.

Jiz v roce 1973 Pal Erdés formuloval silnéjsi tvrzeni, které ovsem
dodnes neni dokazéno:

Erddsova—Turanova domnénka. Necht soucet prevracenych hod-
not prvkii z mnoziny B C N je vétsi nez jakékoliv prirozené cislo.
Pak B obsahuje aritmetickou posloupnost libovolné délky.

V roce 2004 Ben Green a Terence Tao dokazali, ze mnozina prvoci-
sel obsahuje aritmetické posloupnosti libovolné délky (viz téz kap. 8.3).
Jedna se tedy o dilezitou specialni ¢ast Erdgsovy-Turdnovy domnén-
ky pro piipad, ze B = P je mnozina prvocisel (viz [6], [10]). Kdyby
tato domnénka byla pravdiva, pak by vysledek Greena a Taa byl jejim
disledkem, protoze

Sl
p

peP

V tomto piipadé Szemerédiovu vétu nelze pouzit, nebot horni asymp-
totickd hustota mnoziny P vSech prvocisel je nula.

10.5 Erdd&sova—Szemerédiova véta

V roce 1983 Endre Szemerédi publikoval s Palem Erd&sem mirné mo-
difikovanou vétu uvedenou nize (viz [4]).
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Nejprve vsak zavedeme nésledujici oznaceni. Pro kone¢nou pod-
mnozinu A mnoziny realnych ¢isel polozme

A+A={a+b;a,bec A}, A-A={ab;a,bec A}

Erdésova—Szemerédiova véta. Existuji kladné realné konstanty C
a e tak, Ze pro kazdou konecnou a neprazdnou podmnozinu A mnoziny
realnych cisel plati

max (|4 + A|, |A- A|) > C|A]*=.

Vsimnéme si, Ze velikost A + A je srovnatelna s A, je-li A tvofena
kone¢nou aritmetickou posloupnosti. Na druhé strané, je-li A tvo-
fena konecnou geometrickou posloupnosti, pak zase A- A méa velikost
srovnatelnou s A. Je-li A dostatecné velki, pak se nemuze soucasné
podobat aritmetické i geometrické posloupnosti. Erdgs a Szemerédi
navic vyslovili domnénku, Ze ¢islo € muze byt libovolné blizko 1. Joz-
sef Solymosi [15] pozdéji dokazal, Ze e muze byt libovolné blizko 1/3.

10.6 Szemerédiovo lemma o regularité

Nejprve definujme nékolik pojmi. Necht G je (kone¢ny) graf. Husto-
tou pdru dvou disjunktnich podmnoZin jeho vrcholi X a Y nazveme
¢islo
[E(X,Y)]

(XY
kde |-| opét oznacuje pocet prvki (kardinalitu) a F(X,Y’) je mnozina
hran, které maji jeden vrchol v X a druhy v Y.

Necht ¢ > 0 je dano. Par dvou disjunktnich podmnozin vrcho-
la X a Y grafu G nazveme e-pseudondhodny (e-regularni), jestlize pro
v8echny podmnoziny A C X a B C Y splijici nerovnosti |A| > €| X|
a |B| > e|Y] plati

p(X,Y) =

p(X,Y) — p(A, B)| <e.

Jinymi slovy, hustota p(X,Y’) se prilis nelisi od hustoty p(A, B) pari
svych podmnozin.

Rozklad mnoziny vrcholu grafu G na k podmnozin Vi,...,V} se
nazyva e-rozklad, jestlize

||[Vil = |[V5]| <1 pro viechna i a j (10.1)
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a vSechny pary V;, V}, i < j, jsou e-pseudondhodné kromé nejvyse ek?
part.

Nésledujici lemma je dokézano v [17].
Lemma o regularité. Pro kazdé € > 0 a prirozené cislo m existuje
prirozené cislo M takové, ze kdyz G je graf s alespoii m vrcholy, pak
existuje prirozené c¢islo k v intervalu m < k < M a e-rozklad vrcholii
grafu G na k podmnoZin.

Szemerédiovo lemma o regularité zhruba tvrdi, ze kazdy dosta-
tecné velky graf lze rozdélit na podmnoziny, které maji priblizné stej-
nou velikost, tj.

Vil < [Vo| < < V| < W[ +1

(srov. (10.1)), pfi¢emz hrany mezi riznymi podmnozinami jsou roz-
loZzeny témér ndhodné. Pro kazdé k takovy rozklad vzdy existuje. Pii
praktickych aplikacich se ¢asto uvazuje rozklad specidlnich grafi na
podmnoziny stejné velikosti (tj. v (10.1) plati ostra nerovnost).

Brzy po publikaci Szemerédiova lemmatu o regularité se ukazalo,
ze je lze pouzit na jednoduchy dikaz Rothovy véty (viz kap. 10.3).
Tim se objevila pfirozena otézka, zda by se Szemerédiovo lemma ne-
dalo zobecnit tak, aby z néj plynula Szemerédiova véta v celé obec-
nosti. Na to bylo potfeba zobecnit Szemerédiovo lemma na hyper-
grafy.® To je pomérné netrivialni zaleZitost, ktera se teprve nedavno
podarila Vojtéchu Rodlovi a jeho studentiim a nezévisle také T. Go-
WErsovi.

10.7 Szemerédiovy prace v teoretické informatice

Endre Szemerédi se proslavil také vysledky v teoretické informatice.
Vétsina téchto praci vznikla ve spolupraci s Miklésem Ajtaiem a Jano-
sem Komlosem. Jeden z nejznaméjsich vysledki, ktery vznikl pii této
spolupréci, je tzv. AKS tridici sit, pojmenovanéd podle pocatec¢nich
pismen autort ¢lanku [1].

V informatice se ¢asto pouzivaji algoritmy na t¥idéni. Jde o ulohu,
kde je zadana posloupnost prvki (ay, .. ., a,) néjaké usporadané mno-
ziny a cilem je tuto posloupnost prerovnat tak, aby v ni byly prvky

3V grafu jsou spojeny nékteré dvojice vrchold hranou, zatimco hypergraf dava
do souvislosti trojice, ¢tvefice, pétice, ... vrchold.
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ve vzestupném potadi. Bez jmy na obecnosti miizeme predpokladat,
ze zadana posloupnost je permutaci kone¢né posloupnosti 1,2, ..., n.

Tridici algoritmus (sit) je posloupnost k kroku, kde kazdy krok je
pevné dand mnozina vzajemné disjunktnich dvojic indexi z mnoziny
{1,2,...,n}. Tento algoritmus se na vstupni permutaci ajas...ay,
¢isel 1,2,...,n aplikuje takto:

V kazdém kroku se zvoli mnozina disjunktnich dvojic indexti. Pro
kazdou z téchto dvojic se prislusné ¢isla porovnaji a zaméni se, pokud
nejsou ve vzestupném poradi. Diilezité je, ze dvojice pro kazdy krok
jsou zvoleny pfedem, nezavisle na tom, jakou posloupnost tfidime.
Proto lze tento algoritmus znazornit jako sit. Pocet kroki potom
odpovida hloubce sité. Na obr. 10.1 je jednoduchy ilustrac¢ni piiklad
tridici sité n = 4 (neni to AKS sit, protoze tu lze vytvaret jen pro
VEtsi n).

Je snadné dokézat, ze kazda tridici sit musi mit hloubku ale-
spont log, n. Tridici sit si totiz muzeme predstavit jako zptsob, jak

4 2 3 1
2 4 1 3
1 3 2 4
1 2 3 4

Obr. 10.1 Priklad t¥idici sité a jejiho pouZziti na prerovnani posloup-
nosti 4, 2, 3, 1 podle velikosti. Krouzky jsou oznaceny bloky, v nichz se
rozhoduje, zda je tfeba dané dva vstupni adaje prohodit podle velikosti.
Stejna sit srovna podle velikosti libovolnou posloupnost délky 4 se vzajemné
riznymi prvky (nakreslil P. Pudlak).
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realizovat permutaci. Pro kazdou permutaci muzeme priradit rozho-
dovacim blokim sité nuly a jedni¢ky podle toho, zda v daném roz-
hodovacim bloku dojde k zdméné prvku ¢ nikoliv. Pocet moznych
ohodnoceni je tedy hornim odhadem na pocet permutaci. Ma-li sit m
rozhodovacich blokii, musi platit 2" > n! (srov. obr. 10.1, kde m =5
an = 4). Odtud m > ¢ nlogn pro n&akou konstantu c. Protoze
v kazdém kroku muZzeme porovnat nejvyse n/2 dvojic, musi mit sit
hloubku alespon clog(n/2).

Tento lehky dikaz mize svadét k domnénce, Ze je také snadné
sestrojit sit hloubky konstx logn. Ve skutecnosti to neni vibec jed-
noduché. Vysledek Ajtaie, Komlose a Szemerédiho [1], Zze takova sit
se da sestrojit, je velice slozity. Nejtézsi c¢asti je diukaz tvrzeni, Zze
zkonstruované sit setfidi kazdou posloupnost.

10.8 Zavérecné poznamky

Szemerédiova véta z kapitoly 10.3 vlastné ukazuje na jisty skryty rad
v kazdé dostatecné velké mnoziné pfirozenych ¢isel. Cela rfada dalsich
matematickych tvrzeni také nese Szemerédiovo jméno, napt. Hajna-
lova-Szemerédiova véta o vyvaZenych obarvenich graf? ¢ Szemeré-
diova—Trotterova véta o poc¢tu incidenci piimek a bodu. Databéze
Mathematical Reviews eviduje pres 170 Szemerédiho praci. Na nékte-
rych z nich spolupracoval i s ¢eskymi matematiky (Vaclavem Chvéta-
lem, Vojtéchem Rodlem ¢i Pavlem Pudlakem, viz [2], [9]). Matema-
ticka spole¢nost Janose Bolyaie vydala v nakladatelstvi Springer sbor-
nik An Irregular Mind, vénovany sedmdesatym narozeninam E. Sze-
merédiho, kde se podrobné rozebira jeho piinos pro matematiku. Ne-
davno s nim byl také publikovan rozhovor [14].

Szemerédi se ve svém vyzkumu soustiedil na dva protichidné po-
jmy: fad a chaos ve velkych kombinatorickych strukturach. Szeme-
rédiova genialita umoznila dokazat existenci jistého fadu ve velkych
strukturach pii pouziti vysledkii o ndhodnosti.
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11. V roce 2013 ziskal
Abelovovu cenu Pierre Deligne
za fundamentalni prace
svazujici algebru a geometrii

Michal Krizek, Martin Markl, Lawrence Somer

11.1 Prolog

Dne 21. kvétna 2013 ziskal Abelovu cenu za matematiku Pierre De-
ligne, emeritni profesor Ustavu pro pokro¢ila studia v americkém
Princetonu. Podle vyjadieni vybérové komise ji ziskal za své prikop-
nické prace v algebraické geometrii a jejich dopad na teorii cisel, teori

PIERRE RENE DELIGNE

138



reprezentact a pribuzné obory. Deligneho ucinné koncepty, skvélé mys-
lenky, silné vysledky a metody ovliviiugi algebraickou geometrii, jakoZ
i celou matematiku (viz [23]). Deligne to komentoval slovy: Krdsnd
véc na matematice je délat matematiku. Ocenént prijde pozdéji. Cenu
mu udélila Norska akademie véd, ktera byla zalozena jiz v roce 1857
a jejimz soucasnym cestnym predsedou je Jeho Velicenstvo norsky
kral Harald V. O predchozich deseti Abelovych cenach pojednava téz
piehledova publikace [15].

11.2 Strucény zZivotopis

Pierre René Deligne se narodil 3. fijna 1944 v Bruselu. Kdyz mu
bylo 12 let, zacal si ¢ist univerzitni matematické uc¢ebnice svého star-
stho bratra. Na stfedni Skole mu pak profesor matematiky pijéil
nékolik svazki Eléments de mathématique od Nicolase Bourbakiho
(coz je pseudonym skupiny francouzskych matematiki). To mladému
Pierrovi navzdy zménilo zivot. Jeho otec sice chtél, aby se stal inze-
nyrem, ale Pierre se rozhodl pro univerzitni studia matematiky. Na
univerzitu v Bruselu nastoupil s ambicemi stat se stfedoskolskym
ucitelem. Tam se vSak setkal s dalsim budoucim nositelem Abelovy
ceny Jacquesem Titsem, ktery jej privedl k vyzkumu v matematice.
V roce 1966 ziskal Deligne titul B.A. Pod vedenim Alexandera
Grothendiecka obhajil v r. 1968 doktorskou dizertacni praci. V témze
roce zacal spolupracovat na reprezentacich modularnich forem |[6]
s pozdéjsim prvnim laureatem Abelovy ceny Jeanem-Pierrem Serrem,
ktery se mj. zabyval analogiemi Weilovych domnének (viz kap. 11.5
a [20]). V roce 1970 byl Pierre Deligne piijat do Institut des hautes
études scientifiques v Bures-sur-Yvette nedaleko Parize. V roce 1972
obh4jil na univerzité Paris-Sud velky doktorat (Doctorat d’Etat)
v oblasti matematickych véd.

P. Deligne se zaslouzil o nalezeni novych spojitosti mezi riznymi
oblastmi matematiky, coz vedlo k radé dilezitych objevi. Jeho nej-
vétsim prinosem je velkolepy diikaz Weilovy domnénky, publikovany
v roce 1973. O pét let pozdéji za néj dostal Fieldsovu medaili a v ro-
ce 1988 jesté Crafoordovu cenu spole¢né se svym byvalym skolitelem
Alexanderem Grothendieckem. Struéné feceno, jde o dikaz analogie
slavné Riemannovy hypotézy nad koneénymi télesy, jez v ptivodni for-
mulaci pro komplexni rovinu C doposud vyfeSena nebyla (je to jeden
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ze sedmi problému pro tieti tisicileti [8]). Deligne ziskal také Cenu
Henriho Poincarého v r. 1974, Balzanovu cenu v r. 2004 a prestizni
Wolfovu cenu v r. 2008 spolecné s Phillipem Griffithsem a Davidem
Mumfordem. V roce 2006 jej belgicky kral Albert II. jmenoval vi-
komtem. Pierre Deligne je ¢estnym ¢lenem Moskevské matematické
spole¢nosti a Londynské matematické spole¢nosti. Je také ¢estnym
zahraniénim ¢lenem Americké akademie véd a uméni, Americké filo-
zofické spolec¢nosti a Kralovské svédské akademie véd. Za své funda-
mentéalni objevy v matematice se dokonce dostal na belgické postovni
znamky (viz obr. 11.1).

Mathématique
Wiskunde
Pierre Deligne

BELGIQUE BE

2007 Els VandevyVere )

Obr. 11.1 Pierre Deligne na belgické postovni znamce

11.3 RozireSseni Ramanudzanovy domnénky

Deligne se poprvé proslavil dikazem Ramanudzanovy (Rémanudza-
novy—Petersonovy) domnénky z teorie modularnich forem. Definujme
koeficienty 7(n) pomoci vztahu

[e.e] oo

JT0 =% = e, (11.1)
n=1 n=1

kde ¢ € C. Rovnost mezi nekone¢nym soucinem vlevo a mocninnou

fadou pravo je tfeba chapat ¢isté formalné, protoze jejich konvergence

je vedlejsi. Pro konkrétni prirozené ¢islo n je totiz koeficient 7(n)

jednozna¢né dén souctem jen koneéné mnoha ¢isel.

140



V roce 1916 Srinivdasa Ramanudzan vyslovil domnénku (viz [19,
s.176]), ze pro libovolné prvoéislo p plati

I7(p)| < 2p™72,

kterou dokézal pravé Deligne [4]. Koeficienty! 7(n) jsou hodnoty
tzv. RdimanudZanovy 7-funkce. Ra&manudzanovu domnénku lze zobec-
nit takto:

Pro prirozené cislo n je |7(n)| < d(n)n''/?, kde d(n) oznacuje
pocet délitelii cisla n.

Za ¢ nyni zvolme komplexni ¢&islo 2™ € C, kde z = a +ib € C
pro realna a,b € R, to jest

2miz 2mi(a-+ib)

g=ce —e 2mia—2mh _ 2mia 72Tl’b.

=€ e e

Vidime, ze absolutnf hodnota |q| = e=2™, protoze |e*™| = 1. Odtud
plyne, ze |g| < 1, kdykoliv je imaginarni ¢ast z kladna. Podminka
lg| < 1 zajistuje konvergenci nekone¢ného soucinu v (11.1), ktery tak
bude definovan pro z z horni oteviené poloroviny komplexni roviny.
Tuto funkci proménné z ozna¢me A(z).

Funkce A je holomorfni a lze ji rozsirit na celou komplexni rovinu.
Je periodicka v tom smyslu, ze plati

A(z)=A(z+1) VzeC

a navic A(=1/z) = 2'2A(z) pro viechna z € C. Jestlize roste imagi-
narni ¢ast z do nekonecna, potom A(z) konverguje k nule. Uvedené
vlastnosti znamenaji, ze A je modularni forma. Tento typ funkci hraje
vyznamnou roli ve Wilesové diikazu Velké Fermatovy véty.

Zahadny exponent 24 ve vztahu (11.1) souvisi s Leechovou mfiiz-
kou nejhustsiho uspotradani stejné velkych nadkouli v eukleidovském
prostoru R?* (podrobnosti viz [14]). MiZeme se ptat: Kolika riiznymi
zplisoby miiZeme zvolené p¥irozené &islo n napsat ve tvaru a2 + 23 +
<+ x2,, kde . . ., Toy jsou celd ¢isla? Jinymi slovy, kolik mifZzovych
bodt s celo¢iselnymi soufadnicemi lezi na nadsféfe o poloméru /n?
Kolik miizovych bodi lezi uvniti této nadsféry? Odhady poctu mii-
zovych bodu tzce souviseji s koeficienty 7(n) (viz [11, s.6]). Nejvyssi
hustota stejné velkych nadkouli je zatim znama jen v prostorech R¥
prok=1,2,3,4,8 a 24.

1Celou fadu vztahi pro koeficienty 7(n) lze najit v monografii [17].
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11.4 Riemannova hypotéza

Ozna¢me 7(n) pocet prvocisel p < n. Pravdépodobnost, ze n > 2
je prvocislo, je zhruba rovna 1/Inn. Na zakladé této vlastnosti Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) predlozil jako domnénku? prvociselnou
vétu? n

7T(n) ~ lnn’
kde symbol = oznacuje asymptotickou rovnost pro n — oo. Jedna
z nékolika verzi slavné a dosud neroziesené Riemannovy hypotézy

tvrdi, ze pro kazdé € > 0 je
m(n) = Li(n) + O(n"/?*9),

kde n g
Li(n) = / —  (integréllogaritmus).
5 Int
Funkce Li(n) se pritom asymptoticky chova jako n/Inn.
Pripomenme nyni struc¢né ekvivalentni verzi Riemannovy hypo-
tézy. Pak zformulujeme jeji verzi nad koneénymi télesy (viz kap. 11.5),
za jejiz vyteSeni byl Deligne ocenén. Polozme

1

()= — (11.2)
n=1

kde suma konverguje pro libovolné komplexni ¢islo z takové, Ze

Re(z) > 1. Funkce ¢ se nazyva Riemannova (-funkce. Plati, Ze

7.(.2

(1) = oo (soucet harmonické fady) a ((2)= 7.

Nejprve dokdzeme nasledujici prekvapivou rovnost obsahujici na
pravé strané nekone¢ny soucin pres vSechna prvocisla p € P =
{2,3,5,7,...},

)= — (11.3)

pGPl_p_z

Eulerova véta. Definice (11.2) a (11.3) jsou ekvivalentni pro vSechna
komplexni ¢isla z takova, Ze Re(z) > 1.

2Domnénku nezévisle dokazali v roce 1896 Jacques Hadamard (1865-1963)
a Charles-Jean de la Vallée Poussin (1866-1962).

3Lze viak ukézat, ze asymptotika m(n) = n/Inn + O(n/ In® n) neplati.
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Uvedme snadny, ale nddherny ditkaz. Oznac¢ime-li ¢-té prvocislo p;,
pak kazdé prirozené ¢islo n 1ze podle zakladni véty aritmetiky (viz [16,

s. 51]) jednoznacné vyjadit soucinem p§'p2phs - .. s nezdpornymi ce-
Iymi exponenty ki, ks, k3, ... Jinak feceno, mnozinu N pfirozenych

¢isel je mozné popsat koneénymi souciny
N = {p’flpé”pg?’ oo | ki, ko, ks, ... jsou nezdporna cela éisla}.
Podle vztahu pro soucet geometrické rady plati pro kazdé: =1,2,...,

7e -
1\J 1
Z(E) N 1—pi_z'

Jj=0

Vynasobime-li mezi sebou tyto rovnice, dostaneme

o0

I1— —<1+1+1+ )(1+1+1+ )
paley 1 — pz_z o 9z 92z 3z 32z
1 1
.(1_|__Z_|_$_|_...>...
V2
1 — 1
kl,mz?,,__zo (P55 ) ; n’
coZ je zédana rovnost? vyrazi (11.2) a (11.3). O

Némecky matematik Bernhard Riemann (1826-1866) odvodil pro
(-funkci dalsi uziteény vztah

z

i (2)o(e) =3 r(lgz)gu—z), (11.4)

ktery tiké, jak se (-funkce chova pri substituci z za 1 — z. Zde je
[-funkce definovana vztahem

[(z) = / e it de
0

a je prirozenym rozsitenim faktorialu

I'(n) =(n—1)!

4Rovnost vyrazi (11.2) a (11.3) je jednim z nékolika diivodii, proé 1 nezafa-
zujeme mezi prvocisla. Dalsim divodem je pozadavek na jednoznacnost rozkladu
pfirozeného ¢isla n > 1 na sou¢in mocnin prvocisel.
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do oboru komplexnich ¢isel. Funkce ((1—2) na pravé strané (11.4) ma

pol pro z =0 a F(lgz) mé poly v bodech z = 1,3,5,7,... Protoze

leva strana (11.4) je v bodech z = 3,5,7, ... kone¢n4, plati

Tyto kotfeny se nazyvaji trividlng. Funkci ¢ lze rozsitit na funkci me-
romorfni v komplexni roviné s pélem v bodé 1. Riemannova hypotéza
tvrdi, Zze vSechny netrividlni kotfeny tohoto rozsifeni funkce ¢ maji
realnou ¢ast rovnou 1/2.

v

NVl weiv s

rozlozeni prvoéisel (srov. (11.3)). Na jeho vyfeseni byla vypsana odmé-
na 1000000 dolari (viz [8]).

11.5 Weilovy domnénky

P. Deligne se proslavil zejména rozieSenim treti Weilovy domnénky:.
Pred jeji formulaci pfipomeneme nékteré pojmy. Charakteristika te-
lesa F' je nejmensi prirozené ¢islo g takové, Ze jednotka 1 € F' spliuje
rovnici

l+1+---+1=0.

q-krat

Pokud takové ¢islo neexistuje, fikame, ze F' ma charakteristiku nula.
Je ziejmé, ze konecné charakteristika je vzdy prvocislem. Piikladem
téles charakteristiky 0 jsou realnd nebo komplexni ¢isla. Prikladem
télesa prvociselné charakteristiky ¢ je téleso Z, celych ¢isel modulo g.

Je snadné dokazat, ze konecné téleso prvociselné charakteristiky g
musi mit ¢"™ prvki pro n&jaké piirozené &islo m. Pitkladem® je mno-
7ina Fym kofenii polynomu 4" — ¢ v né&jakém algebraickém rozsifent
télesa Zgy. Oveéime, Ze Fym je téleso. Protoze

m

t7 =ttt = D) T 1),

0 i 1 nalezeji do Fym. Multiplikativni uzavienost je zfejma: pokud
a,b € Fym, pak a?" = a, b7" = b, tedy (ab)?" = a?"b?" = ab, coz

5Piiklad je motivovan implikaci: Je-Ii ¢ prvocislo am,n € N, pak q délin4" —n.
Piipad m =1 je Mala Fermatova véta [16]. Pro m > 1 lze pouZit indukci.
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znamena, ze ab € Fym. Podobné ukdzeme, Ze jestlize a € Fym, potom
a~t € Fym. Zbyva dokézat, 7ze a +b € Fym pro a,b € Fym. Podle
binomické véty

m

q m
(a+b)7" = (q. )aiqu_i.
i
=0
Pokud 1 <1 < ¢™ — 1, pak

(q;n) - ? (q;n__11> . (11.5)

Vynasobime-li tuto rovnost i, vidime, Ze (srov. [16, s. 86|)

q™ deli (q. ),
i

protoze oba binomické koeficienty v (11.5) jsou pfirozena ¢isla a ¢™
nedéli i. Mame tedy (a+0)?" = a?" +b?" = a+b, a proto a+b € Fym.
Téleso Fym se nazyva Galoisovo konecné télesos ¢™ prvky. Lze ukazat,
7e viechna télesa s ¢" prvky jsou izomorfni s timto télesem.®

Afinni varieta se obvykle definuje jako mnozina feSeni urcitého
systému polynomiélnich rovnic (tieba 2% + y? = 1) nad télesem real-
nych ¢i komplexnich ¢isel. Stejné ovSem muzeme definovat variety
i nad konecnym télesem F'. Napiiklad dvojice (4,6) patii ,kruznici®
22 + y? = 1 nad télesem F;7, protoze 42 + 62 = 52 dava zbytek 1 pii
déleni 17. Jinym prikladem je dvojice (3,3). Podobné je projektivni
varieta mnozina reSeni soustavy homogennich polynomialnich rovnic
v projektivnim prostoru.”

André Weil vyslovil v roce 1949 ¢tyii domnénky (viz [22] a [9])
o po¢tu bodu algebraickych variet nad kone¢nymi télesy (jejich spe-
cialni pfipad formuloval jiz v roce 1924 Emil Artin [1]). Predpoklé-
dejme, Ze ¢ je prvocislo a X hladké (regularni) n-rozmérna projektivni
varieta nad télesem F,. V této situaci definujeme (-funkci variety X
predpisem

o9 Nm -
(X, 2) = exp (- ="(g7)™). (11.6)

m
m=1

5Podobné tvrzeni pro grupy neplati. Existuje napf. 5 neizomorfnich grup
0 3% = 27 prvcich, z nichZ 3 jsou komutativni.

"Projektivni prostor je tvofen tiidami ekvivalence vektorii (zo,...,7,) €
F*(+1) piigemz ekvivalentni jsou vektory (zo,...,2n) a (Azo,..., Ax,) pro ne-
nulové A € F.
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ve kterém z € C a N,, je pocet bodu variety X nad rozsifenim [Fym
télesa IF,. Weil predpovédél, ze by (-funkce mély byt racionalni, Ze by
mély spliovat jistou funkcionalni rovnici a ze by mély mit kofeny na
presné vymezenych piimkach. Weilovy domnénky lze presnéji formu-
lovat takto:

1. Racionalita. Funkce ((X, z) je racionalni v proménné t = ¢~
a ma tvar

Pi(t)Ps(t) - -+ Pop_1(t)

(X, 2) A OP ) Po(D) (11.7)
kde P;(t) jsou polynomy s celo¢iselnymi koeficienty, pricemz Py(t) =
1 —t, Po,(t) = 1 — ¢"t. Racionalitu funkce (11.6) dokazal Bernard
Dwork [10].

2. Funkciondlni rovnice a Poincarého dualita. Funkce ¢ spliuje
vztah

C(Xa n— Z) = ian/2_EZ<(X7 Z),
-1

kde E je Eulerova charakteristika variety X. Polozime-li t = ¢,
obdrzime funkcionalni rovnici

C(X gt = 2" PE((X, 2).

Z ni plyne, ze substituce t — 1/¢"t zaménuje kofeny polynomu P;(t)
za kofeny polynomu Py, ;(t). Tuto druhou domnénku dokazal Ale-
xander Grothendieck [12].

3. Konecnd verze Riemannovy hypotézy. Koreny polynomu P; vy-
stupujictho v (11.7) lezi na ,kritické pfimce* v roviné komplexnich
dokazal pravé Pierre Deligne [4] v roce 1974 (viz téz [5]).

4. Bettiho cisla. Je-li X redukce modulo p regularni projektivni
variety nad télesem komplexnich ¢isel, pak je stupen polynomu P,
roven dimenzi ¢-té homologické grupy této variety, tedy jejimu z-tému
Bettiho ¢islu g; (viz [18, s. 731-732]).

Jako priklad vezméme hladkou projektivni kiivku X rodu g¢.%
V souladu s Weilovou domnénkou

P(t)
-0 —qt)

8 Rod (genus) g je polovina prvniho Bettiho &isla 31 variety X. Pro g = 0 je
tedy X topologicky dvourozmérné sféra, pro g = 1 torus.

C(X,Z) =
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kde P(t) je polynom stupné 2g. Koneéna verze Riemannovy hypotézy
riké, ze kofeny polynomu P(t) lezi na ptimce komplexnich ¢isel s ima-
ginarni ¢asti 1/2. Podobnost s klasickou Riemannovou hypotézou je
disledkem mnohem hlubsi souvislosti.

Pripomenme, Ze téleso algebraickych ¢isel K je kone¢né rozsiteni
télesa racionalnich cisel Q. Kazdé takové K obsahuje okruh celych
algebraickych ¢isel Ok tvoreny prvky = € K splhujicimi rovnici

o AP 4 A =0

s n&jakymi celoc¢iselnymi koeficienty Ap,..., A, € Z. Snadno se
presvédéime, ze Og = Z, coz zdivodiuje nazvoslovi.
V popsané situaci Richard Dedekind definoval (-funkci vztahem

C(z) =S N()

kde soucet probiha vSechny idealy I okruhu Ok a N([) znadi kar-
dinalitu podilového okruhu Og/I. Podobné jako v klasickém pii-
padé (11.3) mizeme (-funkci vyjadrit také Eulerovym sou¢inem

1
(2 =11 =N~

pres vSechny prvoidedly p okruhu Og. Doporucujeme jako cviceni
ukazat, ze pro K = Q dostavame klasickou Riemannovu (-funkci
z kapitoly 11.4. Artin si pov8iml, ze Dedekindovu definici lze pouzit
i na okruh regularnich funkei na varieté X. Vzorec (11.6) je prepis De-
dekindovy definice do geometrického jazyka. PIné pochopeni podstaty
Weilovych domnének inspirovalo objev etalnich kohomologii, jednoho

Vel viv s

z nejdilezitéjsich pojmt moderni algebraické geometrie.
11.6 Dalsi Deligneovy vysledky

Databéaze Mathematical Reviews obsahuje pres 100 Deligneovych pra-
ci z nejruznéjsich matematickych obori. Jeho zabér je opravdu Si-
roky: matematickd teorie strun a supergravitace, spinory, hyperbo-
lické funkce, homologické algebry, eliptické kiivky, modulérni formy,
konec¢né grupy, . ..

Deligne se snazil roziesit nékolik dalsich zévaznych problému.
Uvedme si nékolik typickych piikladt. Deligne se napt. zabyval Hod-
geovou domnénkou, coz je opét jeden ze sedmi problémiu pro treti
tisicileti [§].

147



Deligne ve své praci 3] také podstatné prispél k rozieSeni a zobec-
néni 21. Hilbertova problému o existenci diferencidlnich rovnic s regu-
larnimi singuldrnimi body. Pouzité dikazové techniky jsou popsény
v [13]. Dalsi prehledovy ¢lanek o jeho prispévcich k matematice ne-
dévno napsal Gowers [11].

Na dplny zavér zminme domnénku formulovanou Delignem v do-
pise [7] z roku 1993, k jejimuz dikazu prispél ¢esky matematik. Do-
mnénka fika, ze struktura Gerstenhaberovy algebry na Hochschildo-
vych kohomologiich je generovéana akci operady malych diska na ko-
fetézcich. Zobecnénim je problém charakterizace homotopického typu
operady vSech pfirozenych operaci. Tento problém byl v [2] zcela vyte-
Sen Michaelem Bataninem a druhym autorem této kapitoly Martinem
Marklem.
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12. Abelovu cenu za
matematiku ziskal v roce 2014

Jakov G. Sinaj

Michal Krizek

12.1 Prolog

Dne 26. bfezna 2014 oznamil piedseda Norské akademie véd Nils
Christian Stenseth, Ze Abelovu cenu za rok 2014 ziskd rusky ma-
tematik prof. Jakov G. Sinaj za své fundamentdlni prispévky k teorii
dynamickijch systémaii, ergodické teorit a matematické fyzice.

JAKOV G. SINAJ
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V pondéli 19. kvétna 2014 se J. Sinaj nejprve zucastnil kladeni
kvétin a vénci u pamatniku Nielse Henrika Abela v kralovské zahradé
v Oslu (viz obr. 12.1). Nasledujici den pak laureat prevzal Abelovu
cenu v hlavni aule univerzity v Oslu. Vecer pak Norska akademie
véd usporadala slavnostni banket na pocet prof. Sinaje na zamku
Akershus.

Dne 21. kvétna J. Sinaj proslovil na univerzité v Oslu odbornou
laureatskou prednasku Now everything has been started? The origin of
deterministic chaos. Poté nasledovaly tii abelovské prednasky shrnu-
jici laureatovo dilo. Prvni proslovil Gregory Marguli, nositel Fieldsovy
medaile, na téma Kolmogorov-Sinai entropy and homogeneous dyna-
mics. Jako druhy vystoupil Konstantin M. Chanin s pfednaskou
Between mathematics and physics. Ve tfeti prednasce Mathematical
billiards and chaos se Domokos Szasz pokusil odpovédét na otézku,
zda muze ndhodné chovani vzniknout v ¢isté deterministickych systé-
mech. O den pozdéji pronesl prof. Sinaj jesté dalsi prednasku popu-
larizujici matematiku pro studenty na univerzité ve Stavangeru.

Profesor Sinaj je uznavanou osobnosti jak mezi matematiky, tak
mezi fyziky. Pracuje v Matematickém tstavu na univerzité v Prin-
cetonu a Landauové ustavu pro teoretickou fyziku Ruské akademie
véd. Neni proto divu, Ze je autorem stimulujiciho ¢lanku Mathemati-
cians and physicists = Cats and dogs? [14], v jehoz zavéru se svéiuje:
Obuykle fyzikim nediverugi, dokud nenaleznu sviy vlastni dikaz nebo
alespon, objasnéent jejich vysledkii.

Jakov Sinaj ziskal Abelovu cenu mj. za prace svazujici teorii deter-
ministickych dynamickych systému s teorif stochastickych systémi. Je
po ném pojmenovana celd fada matematickych pojmi, napt. Kolmo-
gorovova—Sinajova entropie, Sinajuv kule¢nik (billiards), Sinajova né-
hodné prochazka, Sinajova—Ruelleova—Bowenova mira ¢i Pirogovova—
Sinajova teorie.

12.2 Strucény zZivotopis

Jakov Grigorjevi¢ Sinaj se narodil 21. zaif 1935. Oba jeho rodice byli
mikrobiologové. Dédecek z matéiny strany, matematik Veniamin Fjo-
dorovi¢ Kagan, byl vedoucim oddéleni diferencialni geometrie na Mos-
kevské statni univerzité (MGU) a hodné se svému vnuku Jakovovi
vénoval.
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Obr. 12.1 Socha NIELSE HENRIKA ABELA v Oslu (foto J. E. Vatne)

Jakov Sinaj zacal studovat v roce 1952 na Fakulté mechaniky
a matematiky MGU. V roce 1957 tspésné zakoncil studium, v ro-
ce 1960 ziskal védecky titul kandidata véd a o tii roky pozdéji i velky
doktorat. Jeho skolitelem byl slavny rusky matematik Andrej Niko-
lajevi¢ Kolmogorov. Na MGU se J. Sinaj aktivné tucastnil seminare
o ergodické teorii.

Jiz v roce 1962 mél Sinaj zvanou pfednasku na Mezinarodnim
kongresu matematiki ve Stockholmu (celkem prednésel na téchto kon-
gresech ¢tyrikrat). V letech 1960-1971 ptisobil jako védecky pracovnik
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v laboratori pravdépodobnostnich a statistickych metod MGU. Poté
se stal profesorem na MGU a vedoucim védeckym pracovnikem v Lan-
dauové tstavu teoretické fyziky Ruské akademie véd. Tento tstav byl
zalozen v roce 1964 ve mésté éernogolovka asi 40 km severné od
Moskvy.

Profesor Sinaj vyskolil vice nez 50 Ph.D. studentt. Je velice re-
spektovanym pedagogem na univerzité v Princetonu. Jeden z jeho
studentii o ném prohlésil: Byt v jeho trideé je velice inspirations . . . Pri-
tomni citi okamzitou potrebu vstoupit do déje — vyzatuje z néj hma-
tatelné nadsent, které nds inspiruje.

V roce 1997 byl Jakov Sinaj ocenén prestizni Wolfovou cenou.
V letech 1997-1998 ptsobil na Princetonské univerzité a v roce 2005
nastoupil na Kalifornsky technologicky tstav v Pasadené. V roce 2001
byl zvolen predsedou vyboru Mezindrodni matematické unie, ktery
udéloval Fieldsovy medaile dalsi rok na kongresu v Pekingu. V ro-
ce 2002 mu byla udélena Nemmersova cena za matematiku. Béhem
zivota ziskal mnoho dalsich ocenéni, napt. Diracovu medaili ¢i Boltz-
mannovu zlatou medaili. éestny doktorat mu udélila Varsavska uni-
verzita (1993), Budapestska univerzita (2002), Hebrejska univerzita
v Jeruzalémé (2005) a univerzita ve Warwicku (2010). Profesor Sinaj
byl zvolen ¢lenem, popf. ¢estnym ¢lenem mnoha akademii a védec-
kych spole¢nosti, napt. Americké akademie uméni a véd (1983), Ruské
akademie véd (1991), Londynské matematické spolecnosti (1992), Ma-
darské akademie véd (1993), Americké narodni akademie véd (1999),
Brazilské akademie véd (2000), Academia Europaea (2008), Polské
akademie véd (2009) a Londynské kralovské spole¢nosti (2009).

12.3 Rad a chaos v dynamickych systémech

Pod pojmem dynamicky systém chapeme matematicky popis a vy-
voj néjakého fyzikalniho systému v ¢ase. Systém ma obvykle mnoho
pripustnych stavi, které tvoii tzv. fazovy prostor. Cesta ve fazovém
prostoru pak popisuje dynamiku uvazovaného systému. Dynamicky
systém muze byt Cisté deterministicky, napt. systém diferencialnich
rovnic 1. fadu popisujici pohyb kyvadla. Ze zadané polohy a rychlosti
muzeme jednozna¢né vypocitat jeho budouci stavy. Druhym extré-
mem je stochasticky systém, jehoz budouci vyvoj je zcela nejisty, napf.
hézeni minci.
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Jiz od dob Isaaca Newtona pouzivaji matematici, fyzici a inzenyfti
diferencialni rovnice, aby vysvétlili rozmanité prirodni jevy a predpo-
védeli, jak se budou vyvijet v ¢ase. Mnohé z téchto rovnic obsahuji
téz stochastické ¢leny vyjadiujici jistou nahodilost. Siroké spektrum
modernich aplikaci deterministickych i stochastickych evoluénich rov-
nic popisuje pohyby planet, oceanské proudy, fyziologické cykly, po-
pula¢ni dynamiku, elektrické obvody aj. Ptitom chovani nékterych
systému lze predpovédét s vysokou presnosti, zatimco jiné se zdaji
byt chaotické s naprosto nepfedvidatelnym chovanim. Takto je Tad
a chaos divérné spojen. MiZzeme najit chaotické chovani v determi-
nistickych systémech (viz napf. [8, s. 202]). Na druhé strané statis-
tickd analyza muze zase vést k nékterym definitivnim predpovédim
(srov. [15]).

U vétsiny dynamickych systémi méame dobry prehled o tom, co
udéla systém na kratkych casovych intervalech, zatimco délat dlou-
hodobé predpovédi je velice obtizné. Typickym prikladem je problém
predpovédi pocasi, kdyz mame v pevném case zadano rozlozeni tep-
loty, tlaku, vlhkosti apod., coz je bod ve fazovém prostoru. Spravna
nez na 10 dni.

V roce 1982 J. Sinaj napsal spole¢né s I. P. Cornfeldem a slavnym
ruskym matematikem S.V. Fominem obséhlou monografii [3] o ergo-
dické teorii. Sergej Vasiljevi¢ Fomin se bohuzel jejtho vydéani nedozil.
Ergodicka teorie studuje pohyby v tzv. méfitelném prostoru (M, S),
kde M je dany abstraktni prostor a & je o-algebra podmnozin mno-
ziny M, tj. neprazdny mnozinovy systém obsahujici s kazdou mnozi-
nou také jeji doplnék v M a s kazdym nejvysSe spoCetnym systémem
mnozin také jeho sjednoceni. Na M se obvykle definuje mira p a pak
se uvazuje trojice (M, &, ), jez se nazyva prostorem s mirou.! Po-
kud (M) = 1, pak hovorime o pravdépodobnostnim prostoru a p se
jmenuje pravdépodobnostni mira.

Ergodickd teorie se pouziva k teSeni celé fady problémi. Jako
priklad uvedme nasledujici uzitecné tvrzeni z teorie Cisel, které lze
dokazat pravé pomoci ergodické teorie (viz [3, s.159]). K tomuto
ucelu nejprve pripomenme, ze posloupnost realnych ¢isel xq,xs,. ..,
0 <z, <1, je rovnomerne rozloZend v uzavieném intervalu [O, 1],

1Prostor s mirou (angl. measure space) je tedy specidlnim piipadem métitel-
ného prostoru (angl. measurable space).
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jestlize pro kazdou spojitou funkei f z prostoru C([0,1]) plati nasle-
dujici rovnost

lim =3 f(a) = [ S(oe

Ozna¢me jesté
{z} == —[a],
kde [z] je cela ¢ast readlného cisla x.

Véta. Necht m > 1 a P(x) = ag2™ + a12™ ! + - - - + a,, je polynom
s realnymi koeficienty, z nichz alespon jeden koeficient ay, je iracionalni
pro 0 < k < m. Pak je posloupnost x, = {P(n)} pron = 1,2,...
rovnomérné rozlozena v intervalu [0, 1].

Kdyby vSechny koeficienty ay pro 0 < k < m byly racionalni ¢isla,
potom by podobné tvrzeni evidentné neplatilo.

Jakov Sinaj u¢inil mnoho fundamentalnich objevi v oblasti dyna-
mickych systémi a nalezl prekvapivé souvislosti mezi fadem a chao-
sem (podobné jako desaty laureat Abelovy ceny Endre Szemerédi,
viz |7, s.78]). Podstatné tak obohatil ergodickou teorii,? ktera vy-
Setfuje tendenci dynamického systému projit vSemi svymi moznymi
stavy podle urc¢ité casové statistiky. Ve statistické mechanice zase
zkoumal chovani velkého systému ¢astic (napf. molekul v plynu).

Prvni diilezity Sinajuv vysledek byl inspirovan jeho skolitelem Kol-
mogorovem. Jednalo se o nalezeni jistého invariantu dynamického sys-
tému, ktery pozdéji dostal jméno Kolmogorovova—Sinajova entropie.
Tento pojem nyni hraje dilezitou roli pfi studiu slozitosti systému po-
moci teoretického popisu trajektorii zalozeného na pojmu miry. Sinaj
tak jako prvni polozil zéklady ke klasifikaci slozitosti daného dynamic-
kého systému. Kolmogorovova—Sinajova entropie méii nepredvidatel-
nost chovani daného dynamického systému. Cim je nepredvidatelnost
systému vyssi, tim je vyssi i jeho entropie.

Pojem Kolmogorovova—Sinajova entropie zobeciiuje Shannonovu
entropii, znamou z teorie informace, kde zprava je nekonecné posloup-
nost symbola z dané abecedy (tj. fazového prostoru). Posun v Fetézci

2Ergodické teorii se vénovala také Maryam Mirzakhaniova (1977-2017) ze
Stanfordovy univerzity (viz [9]), ktera v roce 2014 jako prvni Zena v historii zis-
kala Fieldsovu medaili za matematiku. Byla snachou byvalého predsedy Ceskeé
astronomické spolecnosti Jana Vondraka.
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o jeden symbol vpred urcéuje dynamiku systému. Shannonova entropie
meéri, jaky symbol muzeme predvidat v nasledujicim kroku. Nepied-
povéditelnost nasledujictho symbolu je tak vlastné ekvivalentni nové
informaci.

12.4 Entropie binarnich posloupnosti

Uvazujme dynamicky systém, jehoZz stavovy prostor se sklada ze vsech
nekonec¢nych binarnich posloupnosti, tj. posloupnosti nul a jednicek.
Jeho dynamika bude ddna operatorem posunuti. Tento systém se na-
zyva Bernoulliovo schéma po velkém matematikovi 17. stoleti Jacobu
Bernoulliovi.

Jako konkrétni piiklad budeme vySetfovat nésledujici konec¢nou
binérni posloupnost délky 50:

11010010001010111011011000101010100011100110100011.  (12.1)

Polozme si otazku, zda byla posloupnost (12.1) vygenerovana na-
hodné.

Nejprve uvedme nékolik zjevnych skutec¢nosti:

1. Uvazované posloupnost obsahuje 25 nul a stejny pocet jednicek.

2. Na 30 mistech se méni 0 na 1 nebo naopak. Na 19 mistech je cifra
stejna jako na predchozi pozici. Ve zcela ndhodné posloupnosti
by se tyto pocty mély k sobé blizit.

3. Posloupnost (12.1) obsahuje 6 podposloupnosti tii stejnych ci-
fer, ale zadnou podposloupnost ¢tyt stejnych cifer, tj. 0000 ne-
bo 1111. Pfitom v nahodné generované binarni posloupnosti dél-
ky 50 bude existovat podposloupnost se ¢tyfmi stejnymi ciframi
s pravdépodobnosti cca 98 %. Tento fakt naznacuje, ze posloup-
nost (1) patrné nebyla ndhodné vygenerovéana.

Pravda je takova, Ze posloupnost (12.1) byla vytvofena zkusmo
tak, aby vypadala jako ndhodna. Jak ale ukazuje predchozi analyza,
zména cifer probihala pfilis ¢asto.

Pokud vygenerujeme binarni posloupnost zcela nahodné,? pak vy-
skyt 0 ¢i 1 mé zfejmé pravdépodobnost p = % V uvazovaném piikladu

3Statistické vlastnosti generatort nahodnych éisel jsou napiiklad studovany
v ¢lanku [1].
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se skutecné zda, ze vyskyt 0 a 1 mé stejnou pravdépodobnost. Cet-
nost vyskytu dvojic 01 a 10 je 60 %, zatimco jen 40 % piipada na dvo-
jice 00 a 11. Tento rozdil v predpovédi je kvantifikovan v entropii sys-
tému. Jak jiz bylo feceno, ¢im je chovani systému méné predvidatelné,
tim ma systém vetsi entropii. Zcela ndhodné binarni posloupnost mé
entropii In 2 = 0.693147 ... Entropie posloupnosti (12.1) je 0.673, coz
je jen o trochu mensi hodnota. Entropie obecného Bernoulliova sché-
matu se dvéma hodnotami s pravdépodobnostmi p a 1 — p je déna
vztahem

E=—-plnp—(1—-p)ln(l —p).

Bernoulliovo schéma mitize mit vice hodnot. Naptiklad mnozina
vSech nekone¢nych posloupnosti z velkych pismen anglické abecedy
jich ma 26. Zndmy matematik John von Neumann si kladl zalud-
nou otazku, zda je mozné, aby dvé strukturné odlisna Bernoulliova
schémata davala stejné vysledky. Jako ptiklad uvazujme dvé Bernoul-
liova schémata BS(%, %) a BS(%, %, %), kde zlomek oznacuje pravds-
podobnost vyskytu prislusného pismena abecedy v Bernoulliové sché-

matu BS(---).

Problém vyfesil Donald Ornstein [10] v roce 1970. Odpovéd na von
Neumannovu otazku zni NE, a tedy dvé strukturné rizna Bernoul-
liova schémata davaji odligné vysledky. Zakladem pro toto tvrzeni* je
Sinajova a Kolmogorovova idea z roku 1959. Zde je tfeba poznamenat,
ze Kolmogorovova—Sinajova entropie je pravé to, co separuje rizna
Bernoulliova schémata.

12.5 Sinajtv kule¢nik

Dynamicky kule¢nik je matematicka idealizace skute¢ného kulecniku,
kde stil nemusi mit jen obdélnikovy tvar a muze byt navic viceroz-
mérny (viz [3, s. 143| pro polyedrické ¢i polytopické oblasti). Presnéji
feCeno, prislusny dynamicky systém popisuje trajektorii pohybujiciho
se nehmotného bodu v ohranic¢ené oblasti s hranici po ¢astech hlad-
kou. Mimo hranici se ¢astice pohybuje pfimocare stale stejnou kon-
stantni rychlosti. Pfi narazu na hladkou ¢ést hranice se odrazi podle
klasického zédkona odrazu, kdy thel odrazu je stejny jako tthel dopadu.

4Ornsteinova véta o izomorfismu Bernoulliovych automorfismii se stejnou
entropif je elegantnéji dokdzana v monografii [3]. Zde uvadény diikaz se lisi od
ptvodniho Ornsteinova dikazu [10].
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Obr. 12.2 Sinajuv kule¢nik (nakreslila H. Bilkova)

Pravdépodobnost dopadu ¢astice na vrchol, hranu apod. je rovna nule.
Tento piipad je tfeba vySetfovat individualné (viz [3, s. 138]).

Sinajuv kule¢nik (viz napi. [3], [11]) je zndzornén na obr. 12.2.
Tento zjednoduseny model vznikl pii studiu chovani molekul ideél-
niho plynu v uzaviené nadobé. Sinaj jej navrhl jako priklad inter-
agujictho hamiltonovského systému, ktery znazornuje jisté termody-
namické vlastnosti (mé kladné Ljapunovovy exponenty a vSechny tra-
jektorie jsou ergodické), a proto se mu nékdy téz iika Lorentzav plyn.
Systém ma zdanlivé chaotické chovani. Pomoci tohoto modelu Sinaj
objevil, ze chovani molekul idealntho plynu se tidi trajektoriemi Ha-
damardova dynamického systému z clanku z roku 1898. To byla prvni
prace, ktera se systematicky zabyvala matematickym chaosem.

Dynamicky kule¢nik 1ze zobechovat riznymi zptisoby. Misto rovin-
ného kuleéniku miizeme uvazovat i dvojrozmérnou varietu s nenulo-
vou kiivosti (napf. hemisféru). Pfimocaré pohyby nehmotného bodu
jsou pak nahrazeny rovnomérnym pohybem podél geodetik, coz jsou
zhruba teCeno nejkratsi spojnice mezi dvéma riznymi body. Jedna
se v8ak stale o deterministicky systém, protoze trajektorie je jedno-
znacné urcena pocatecni polohou a smérem.

V klasickém obdélnikovém kule¢niku zadné chaotické chovani ne-
nastava. Mald zména pocatecnich podminek zptsobi podstatnou
odchylku v trajektorii na ur¢itém ¢asovém intervalu, kde ale odchylka
bude linearni funkei ¢asu. Chaotické chovani je v8ak charakterizovano
exponencialnim rustem odchylky, coz pravé Sinajuv kulecnik spliuje.
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Obr. 12.3 Bunimovi¢iv kule¢nik (nakreslila H. Bilkova)

Puvodné existovala hypotéza, ze chaotické chovani je zptisobeno kon-
kdvnim tvarem vnitini hranice (viz obr. 12.2). Pak ale v roce 1979
Leonid Bunimovi¢ [2| dokézal, Ze pro konvexni kule¢nik ve tvaru atle-
tického stadionu (viz obr. 12.3) také dostavame chaotické chovani tra-
jektorii.

12.6 Nékolik poznamek na zavér

Koncem 50. let minulého stoleti organizoval Andrej N. Kolmogo-
rov (1903-1987) na MGU sérii seminaiu vénovanych dynamickym
systémum. Béhem nich ¢asto padala otazka, zda je mozno najit struk-
turalni podobnost dvou riznych dynamickych systémut. Mlady tcast-
nik seminéfe Jakov Sinaj tehdy vyftesil kladné tento problém pomoci
pojmu entropie dynamického systému. I svymi dalsimi vysledky vy-
znamné obohatil teorii dynamickych systémi. Pomoci pojmu entropie
umoznil jejich klasifikaci a lepsi chapéani jejich slozitosti. Jeho man-
zelka Jelena B. Vulova je také matematicka a fyzicka. Spolecné napsali
nékolik praci publikovanych v renomovanych mezinarodnich casopi-
sech.

Prevazna vétsina Sinajovych praci se tyka feseni problémi ma-
tematické fyziky, Schrodingerovy rovnice, Navierovych—Stokesovych
rovnic, Lorentzova plynu, Markovovych procesii, kule¢nikovych tra-
jektorii, invariantnich a Gibbsovych meér, stochastickych operator,
diferencialni geometrie, teorie Cisel, teorie chaosu, teorie stochastic-
kych modelt dynamiky tekutin (srov. téz [4]), ergodické teorie a dy-
namickych systému. Na tato témata napsal nékolik monografii (viz
napf. [3], [12], [13]) a pfes 200 védeckych ¢lanki, evidovanych data-
bazemi Mathematical Reviews a Zentralblatt fiir Mathematik.
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13. Abelovu cenu za
matematiku ziskali v roce 2015

John F. Nash
a Louis Nirenberg

Michal Kvizek

13.1 Prolog

Dne 25. brezna 2015 oznamila prezidentka Norské akademie véd Kristi
S. Bullov4, Ze v pofadi jiz t¥indctou Abelovu cenu! ziskaji americti
matematici John F. Nash a Louis Nirenberg za piekvapivé a pivodni

JOHN F. NASH a LOUIS NIRENBERG

1O predchozich Abelovych cenach pojednavaji téz prace [5], [6], [7] a [12].
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prispévky k teorii nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic a jeji
aplikace na geometrickou analyzu (viz [25]). V pondéli 18. kvétna byli
oba laureati pozvani do kralovského palace v Oslu. Nésledujici den
pak prevzali Abelovu cenu® od Jeho Veli¢enstva norského krale Ha-
ralda V. v hlavni aule univerzity v Oslu. Vecer se konal slavnostni
banket na zdmku v Akershusu, kam je pozval norsky ministr pro
vzdélavani a védu Torbjorn Rge Isaksen. Vybérova komise pro Abe-
lovu cenu se skladala z péti vynikajicich matematiki, byla stejné jako
v roce 2014.

13.2 Struény zivotopis Johna F. Nashe

John Forbes Nash junior se narodil 13. ¢ervna 1928 v Bluefieldu
v zapadni Virginii. V dobé dospivani absolvoval Carnegie Institute
of Technology v Pittsburghu. Svij prvni ¢lanek The bargaining pro-
blem [13| napsal jako student druhého semestru na Princetonské uni-
verzite.

Vétsinu své profesionalni kariéry stravil John Nash na Princeton-
ské univerzité a na Massachusettském technologickém tstavu (MIT).
Byl uznavén zejména za prace v oblasti teorie her a diferencialni ge-
ometrie. V roce 1994 ziskal Nobelovu cenu za ekonomii, kterou spo-
le¢né s nim dostali i dalsi dva matematici, Reinhard Selten a John
Harsanyi. Nobelovsky vybor ocenil zejména Nashovy prace tykajici
se tzv. Nashovy rovnovahy, o niz se zminime v nésledujici kapitole.
Mezi dalsi jeho vyznamna ocenéni patii Neumannova cena (John von
Neumann Theory Prize, 1978) a Steelova cena Americké matematické
spolecnosti (1999).

Nashuv zivotni piibéh je zachycen v oscarovém filmu A Beautiful
Mind, ktery ¢esti divaci mohli zhlédnout pod nazvem Cistd duse. Film
vypravi o jeho boji s paranoidni schizofrenii. V roce 2001 jej natocil
rezisér Ron Howard podle scénare Akivy Goldsmana. Role Nashe se
zhostil herec Russell Crowe.

John Nash bohuzel nestastné zemfel spole¢né se svou manzelkou
Alicii dne 23. kvétna kratce po prevzeti Abelovy ceny. Pfi cesté z Nor-
ska domii méli tézkou havarii v taxiku v New Jersey [20]. V dobé
nehody manzelé neméli zapnuté bezpec¢nostni pasy.

2Qcenéni bylo spojeno s penézitou odménou 3 miliont norskych korun pro
kazdého laureata.
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13.3 Vybrané védecké vysledky Johna F. Nashe

Nobelovu cenu ziskal John F. Nash zejména za préce tykajici se teo-
rie her, které maji uplatnéni v ekonomii a sociologii. Existuji hry
pro vice hraci takové, ze prohrava ten, kdo je prvni na tahu. Méjme
napiiklad fadu 13 kament a kazdy ze dvou hrac¢tu z ni bere 1, 2 nebo
3 kameny. Oba hraci se stfidaji a prohrava ten, kdo sebere posledni
kdmen. Vitézné strategie druhého hrace je tato:

Jestlize prvni hra¢ vezme x € {1,2,3} kament, pak druhy musi
vzit 4 —x kament. Potom ziejmé prvni hra¢ prohraje, jak plyne z dia-
gramu:

To pak vyvolava jakousi prirozenou rovnovahu, protoze pfi zahajeni
hry nikdo nechce tahnout jako prvni, aby neprohral.

Nashova rovnovdha je v teorii her takova situace, kdy zadny z hré-
¢l nemiize jednostrannou zménou zvolené strategie vylepsit svoji si-
tuaci [14]. Soucasné se jedna i o koncept feSeni nekooperativnich her
vice hraca [15]. John Nash dokézal, Ze kazda kone¢né hra ma alespon
jedno takové Teseni.

Abelovu cenu ziskal J. Nash za prace o teorii nelinearnich parcial-
nich diferencialnich rovnic a jeji aplikace na geometrickou analyzu.
V roce 1954 publikoval v Annals of Mathematics zcela zasadni ¢la-
nek [16]. Jeho na tehdejsi dobu velice prekvapivé vysledky se tykaji
izometrickych? vnoreni (angl. immersion) a vloZeni* (angl. imbedding)
Riemannovych variet s pozitivné definitni metrikou do k-rozmérnych
eukleidovskych prostori E*. Na ukazku uvedme nékteré dilezité ma-
tematické vysledky z Nashovy prace [16]:

Véta 1. Pro kazdou uzavrenou n-rozmérnou Riemannovu varietu
existuje izometrické C'-vlozeni do E*".

31zometrie je zobrazeni zachovévajici vzdalenosti.

1Prislugné definice lze najit v kap. 7.3 a v [11, s. 137-138]. Poznamenejme, Ze
pii vlozeni je vzor difeomorfni se svym obrazem. Pfitom kazdé vlozeni je zaroven
vnofeni, ale obracena inkluze neplati. P¥i vnofeni je vzor pouze lokalné difeomorfni
a obecné nemusi jit o vzajemné jednoznacéné zobrazeni globalné. Napiiklad zné-
mou Kleinovu lahev (ale i v8echny dalsi dvourozmérné neorientovatelné uzaviené
plochy) Ize vnofit do E?, kde se tato plocha protina, ale nelze ji vlozit do E? (viz
obr. 13.1).
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Obr. 13.1 Kleinova lahev je uzaviena neorientovatelna plocha ve ¢tyfroz-
mérném eukleidovském prostoru E*, kterou lze vnofit do trojrozmérného
prostoru E3. Nelze ji ale vlozit do E? (zdroj Wikipedia).

Véta 2. Pro kazdou n-rozmérnou Riemannovu varietu existuje izo-
metrické C'-vnoreni do E* a izometrické C'-viloZeni do E*" 1,

Véta 3. Pokud pro uzavienou n-rozmérnou Riemannovu varietu
existuje C*°-vnofeni (resp. vlozeni) do E* pro né&jaké k > n + 2, pak
existuje izometrické vnoreni (resp. vloZeni) do EF.

Tato tvrzeni rozsiril J. Nash na C3-vloZeni v pokracovani [17] uve-
Fejnéném rovnéz v Annals of Mathematics.

Déle popiseme jednu tlohu z oblasti nelinearnich parcialnich dife-
rencialnich rovnic, kterou se John Nash podrobné zabyval. Zatimco
teorie linearnich parcidlnich rovnic je v podstaté uzavienou discipli-
nou, teorie nelinearnich rovnic se stale buduje. Kazda tiida nelineér-
nich problémt se totiz musi vysettfovat individualné. K tomuto acelu
je tfeba vyvinout specialni dikazové techniky vyuzivajici prislusny
tvar nelinearit. V ¢lanku [19] John Nash vySetfuje nelinearni ulohu
proudéni viskézni tepelné vodivé stlacitelné tekutiny

o _

TR
dv  Vp 100y,
AT + P + F(x,t), (13.1)
ds nrov;  Ov, 2. Oy 9
T2 =V (5VT) + 2 o 2 (V- 0)?,
T =V (VT) + 5 o T oe T3 kaxl]C(V v)
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kde

Uz{k:n<8v1 +8vk> n (C_§77>5 oy

e L
ox, Oz, " ox,’

T je teplota a p hustota tekutiny, v = (v1,vs,v3) je jeji rychlost,
p je tlak, F' je hustota vnéjsich objemovych sil, n a ¢ jsou koeficienty
viskozity®, S je entropie a d/dt = 9/0t + v,0/0x; je lagrangeovska
casova derivace se standardni Einsteinovou sumac¢ni konvenci. Nash
predpoklada, Ze entropie zavisi na hustoté i teploté (tj. S = S(p, T)).
Pro teplotu pak odvozuje dalsi parcialni diferencialni rovnici, kterou
vyuzije k ditkazu existence a jednoznac¢nosti feseni soustavy (13.1) za
jistych predpokladu na data tlohy.

13.4 Strucény Zivotopis Louise Nirenberga

Louis Nirenberg se narodil dne 28. tinora 1925 v kanadském Hamil-
tonu. Matematiku a fyziku studoval na McGillové univerzité v Mont-
realu a ziskal titul bakalare. Magistersky titul obdrzel na Newyorské
statni univerzité. Na konci valky plisobil v National Research Council
of Canada, kde pracoval v matematickém oddéleni, které zalozil fy-
zik Ernest Courant, syn slavného matematika Richarda Couranta.
Nirenberg pak ziskal misto v Courantové matematickém tustavu
Newyorské statni univerzity. V roce 1957 se stal profesorem a v le-
tech 1970-1972 pisobil ve funkci feditele Courantova tstavu. Ptipo-
menme, ze laureati Abelovy ceny P. Lax, S. Varadhan a M. Gromov
téz pracovali v Courantové tstavu.

L. Nirenberg mé za sebou dlouhou a tspésnou matematickou ka-
riéru. Mnoho vysledkii nese jeho jméno, napt. Gagliardovy—Niren-
bergovy interpola¢ni nerovnosti, Nirenbergova teorie pseudodiferen-
cialnich operatorii, Caffarelliovy-Kohnovy-Nirenbergovy nerovnosti,
Johnova—Nirenbergova nerovnost ¢i Johniv—Nirenbergiv prostor. Za
své matematické vysledky ziskal L. Nirenberg Boécherovu medaili
Americké matematické spoletnosti (1959), Crafoordovu cenu Svédské
kralovské akademie véd (1982), Jefferyovu-Williamsovu cenu (1987),
Steelovu cenu Americké matematické spolec¢nosti (1994, 2014), Cher-
novu medaili od Mezinarodni matematické unie (2010) aj. Dalsi zivo-
topisné udaje lze nalézt v ¢lanku [8].

5Koeficient 7 se anglicky nazyva shear viscosity a ¢ bulk viscosity.
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13.5 Vybrané védecké vysledky Louise Nirenberga

Mezi nejdulezitéjsi Nirenbergovy prace patii ¢lanek [21], ktery sepsal
se svym studentem Augustem Newlanderem o komplexnich struktu-
rach a ktery vysel v Annals of Mathematics v roce 1957. V ¢lanku [1]
z roku 1959 Louis Nirenberg se Shmuelem Agmonem a Avronem
Douglisem vytvoril teorii regularity reSeni eliptickych rovnic. Pak
v roce 1961 spoleéné s Fritzem Johnem zavedl v [9] nové specilni
funkcionalni prostory (functions with bounded mean oscillation).
V dalsi vyznamné praci [10] z roku 1978 se Nirenberg s Davidem Kin-
derlehrerem a Joelem Spruckem zabyval regularitou feseni okrajovych
problémi s volnou hranici.

O rok pozdéji napsal Louis Nirenberg s Basilisem Gidasem a Wei
Ming Niem zcela zasadni ¢lanek o symetriich feSeni nelinearnich par-
cialnich diferencialnich rovnic [4], ktery ziskal okolo tisice citaci. Na
ukazku si z néj uvedme typickou vétu.

Vé&ta 4. Necht u € C?(Q) je resent tilohy
Au+ f(u)=0 a uw=0 pro |z| =R,

kde Q = {x € R"; |z| < R} je koule a f je tridy C'. Je-liu > 0 na €,
pak reseni u je sféricky symetrické a Ou/0r < 0 pro vSechnar € (0, R).

Autofi tuto vétu dale zobecnuji na prstencové oblasti a také na
evolu¢ni parabolické dlohy typu

du

—d—t+Au+f(t,T,u):0 a u=0prolz|=R

s vhodnymi pocateénimi podminkami.

V roce 1983 napsal Louis Nirenberg s Haimem Brezisem dalsi di-
lezity ¢lanek® o kladnych fesenich nelinedrnich parcialnich diferenci-
alnich rovnic [2], ktery rovnéz ziskal okolo tisice citaci. Jeho autofi
uvazuji na ohranic¢ené oblasti {2 C R™ pro n > 3 nelinearni eliptickou
okrajovou tlohu

—Au=u"+ f(z,u) v Q u>0v Q wu=0 na 00, (13.2)

6Profesor Brezis prednasel o téchto vysledeich i v Matematickém tstavu CSAV
v Praze.
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kde p = (n+2)/(n —2), f(z,0) =0 a f(x,u) je perturbace nizkého
stupné vzhledem k u?, tj.

lim flaw)

U—00 ub

= 0.
Varia¢ni feseni tlohy (13.2) se hled4 v Sobolevové prostoru
Hy(Q) = {v € L*(Q) ; Vv e (L*(Q))", vlon = 0}

a prevadi se na minimalizaci funkcionalu
1
®) = [ (FIVal = g luP* = Flow) o

kde F(x,u) fo (x,v) dv. Poznamenejme, Ze pro exponent p + 1 =
2n/(n — 2) neni vnoreni H}(Q) C LPT(Q) kompaktni, coz je hlav-
nim zdrojem potizi. Neni totiz splnéna Palaisova—Smaleova podminka
zarucujici existenci kritickych bodu funkcionalu ®. Oznac¢ime-li A\
nejmensi vlastni ¢islo operatoru —A s homogennimi okrajovymi pod-
minkami, pak plati nasledujici tvrzeni [2]:
Véta 5. Pro kazdén > 4 a A € (0, \;) ma tloha (13.2) variacni feSeni
pro f(z,u) = Au.
Véta 6. Necht ) C E3 je koule a f(z,u) = Au. Pak ma tiloha (13.2)
variacni reSeni pravé tehdy, kdyz \ € (%)\1, )\1).

Hlavni vysledek obséhlého ¢lanku [3] o lokalni regularité feSeni
Navierovych-Stokesovych rovnic

d
—u—I—u Vu—Au+Vp=f,

dt
V.u=0
pro dané pocatecni a okrajové podminky na parabolickém vélci
Qr(w,t) ={(y,7); ly—a| <r, t—r? <7 <t}

lze formulovat pfiblizné takto: pokud pro rychlost u a tlak p existuji
konstanty €, a g9 = £9(q) takové, ze

5 0 5/4
(Jul” + |ul|p[) dz dt + lpldz ) dt <&
-1 Mz|<1

Q1
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pro né&jaké ¢ > 5/2, pak u je hladké na Q)1/2. Za tento ¢lanek ziskal
Louis Nirenberg se spoluautory Luisem A. Caffarellim a Robertem
V. Kohnem v roce 2014 Steelovu cenu Americké matematické spolec-
nosti za klicovy prispévek k vyzkumu.

13.6 Zavérecné poznamky

V disledku vazné Nashovy choroby databaze Mathematical Reviews
eviduje pouze 26 jeho védeckych praci, které vsak ziskaly pres 1 600 ci-
taci. To je naprosto vynikajici primér na jednu praci. Pritom Sest
praci bylo publikovano v Annals of Mathematics. Kazdy z ¢lanku [15]
a 18] ziskal kolem 300 citaci. I kdyZz Nash nenapsal s Nirenbergem
zadnou spolefnou préaci, byl jim podstatné ovlivnén (viz napt. [18]).
John Nash psal vétsinou sdm. Na druhé strané Louis Nirenberg psal
hlavné se spoluautory. Publikoval ptes 170 védeckych c¢lanki, které
eviduje databadze Mathematical Reviews. Ziskal na né neuvétitelnych
10000 citaci od 5800 autorti. K nejvice citovanym c¢lankim patii
napi. [2], [3], [4], [22], [23] a [24].
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14. Abelova cena vroce 2016
udélena za dikaz Velké
Fermatovy véty

Michal Krizek, Lawrence Somer

Cubum autem in duos cubos, aut
quadratoquadratum in duos quadratoquadratos,
et generaliter nullam in infinitum ultra
quadratum potestatem in duos eiusdem nominis
fas est dividere. . .

PIERRE DE FERMAT

14.1 Prolog

Dne 15. bfezna 2016 prezident Norské akademie véd Ole M. Sejers-
ted oznamil, ze Abelovu cenu za rok 2016 obdrzi britsky matematik
Andrew Wiles za sviij senzac¢ni ditkaz Velké Fermatovy véty pomoci

» e f

ANDREW WILES
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Obr. 14.1 Ukazka z rozsifeného vydani Diofantovy Aritmetiky se slavnou
poznamkou Pierra de Fermata (zdroj Wikipedia)

moduldrni domnénky pro semistabilni eliptické krivky a za otevieni
nové epochy vyzkumu v teorii ¢isel [41].

Francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601-1665) si v ro-
ce 1637 pripsal na okraj svého exemplaie! Bachetova vydéani Diofan-
tovy Aritmetiky poznamku, kterou uvadime v zahlavi této kapitoly.?
Za ni pak pripsal: ... cuius rei demonstrationem mirabilem sane de-
texi. Hanc marginis exiguitas mon caperet, coz volné prelozeno zna-

1V roce 1670 Samuel de Fermat, syn Pierra de Fermata, publikoval ve francouz-
ském Toulouse monografii Diophanti Alexandrini arithmeticorum, prvné vydanou

v Pafizi (Sebastiani Cramoisy) v roce 1921, kterou rozsifil pravé o poznamky
svého otce, viz obr. 14.1.

2Je nemozné napsat tfeti mocninu jako soudet dvou ttetich mocnin nebo
¢tvrtou mocninu jako soucet dvou C&tvrtych mocnin ¢ obecné jakékoliv ¢islo,
které samo je mocninou vétsi nez dva, nelze napsat jako soucet dvou stejnych
mocnin. .. (Min{ se jen mocniny pfirozenych ¢isel.)

173



Obr. 14.2 Hlavni aula univerzity v Oslu se nachéazi v blizkosti kralovského
paléace a sochy N.H. Abela (foto S. Korotov).

mené: Mdm skutecné nddherny dikaz tohoto tvrzeni® Avsak tento
okraj je prilis izky na to, abych jej zde uvedl. Tento vyrok nedal spat
mnoha generacim matematiki. Vétsinou je formulovan takto:
Véta 1 (Velkd Fermatova véta). Neexistuji prirozend cisla n > 3,
x,y a z takova, zZe

oyt =2" (14.1)

Hledani ditkazu matematiktim trvalo celych 358 let. AZ v roce 1995
Andrew Wiles nasSel zpusob, jak vétu 1 dokazat pro vSechny expo-
nenty n > 3.

V dtery 24. kvétna 2016 A. Wiles prevzal Abelovu cenu z rukou
norského korunntho prince Haakona Magnuse v hlavni aule na univer-
zité v Oslu (viz obr. 14.2 a 14.3). Dalsi den pak nasledovaly abelovské
prednésky v auditoriu 1 uprostied univerzitniho kampusu. V tuvod-
nim slovu rektor univerzity Ole Petter Ottersen zdiraznil nutnost
zékladniho vyzkumu v matematice.

3Ve Fermatové pozistalosti zminény dikaz nalezen nebyl.
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Obr. 14.3 Sir Andrew Wiles (vlevo) a norsky korunni princ Haakon Magnus
(vpravo) pii predavani Abelovy ceny (zdroj http://www.abelprize.no/)

Dopoledni program uvadeél predseda vybérové komise John Rognes
z univerzity v Oslu. Prvni prednasku proslovil saim laureat Abelovy
ceny, sir Andrew Wiles z univerzity v Oxfordu, a to na téma Fer-
mat’s Last Theorem: abelian and non-abelian approaches. Posluchace
seznédmil s hlavnimi myslenkami svého diikazu, Ze kazda racionalni se-
mistabilni elipticka kfivka je modulérni. Pro vétsi ndzornost se omezil
jen na piipad n = 3.

Henri Darmon (viz obr. 14.4 a [6]) z McGillovy univerzity svoji
prednasku nazval Andrew Wiles” marvelous proof jako narazku na
Fermatovo vyse uvedené prohléseni z roku 1637, Ze ma skutecné nad-
herny dikaz véty 1. Henri Darmon posluchacim vysvétlil koncept
Heckeho algeber, ktery byl k dikazu pouzit (viz [38]).

Byvaly Wilestv doktorand a nositel Fieldsovy medaile za rok 2014,
Manjul Bhargava z univerzity v Princetonu, proslovil prednasku What
18 the Birch—Swinnerton—Dyer Conjecture, and what is known about it?
Tato domnénka patii mezi 7 problému tisicileti. Na vyreseni kazdého
z nich vypsal Claytiv matematicky ustav odménu 1000 000 dolart.
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Birchova-Swinnertonova-Dyerova domnénka, zhruba feceno tvrdi,* ze
pro eliptickou kfivku E' hodnosti 7 je [],, Np/p ~ c(logz)", kde
N, oznacuje pocet bodit na E (mod p). Wiles ji spoletné se svym $ko-
litelem Johnem Coatesem dokazal v roce 1977 ve specialnim pfipadé
pro eliptické kiivky tvaru y* = 2° + Az a y?> = 23 + B (srov. (14.13)
nize).

Zavérecnou popularizacni prednasku From Fermat’s Last Theorem
to Homer’s Last Theorem prednesl Simon Singh, autor mnoha tuspés-
nych popularné-nauénych bestselleri (viz napft. [34]). Béhem svého
vystoupeni zdtiraznil, Ze jedina diofanticka rovnice % + 3% = 2% ma
nekoneéné mnoho feSeni (srov. (14.8) nize), zatimco nekoneéné mnoho
diofantickych rovnic 2™ + y” = 2" pro n > 3 nema zadné Teseni.

Poté nasledovalo promitani Singhova dokumentarniho filmu BBC
o Velké Fermatoveé vété, kde Wiles zivé popisuje svou vlastni zkuSe-
nost s matematickym vyzkumem, ktery trefné prirovnava k cesté ne-
prozkoumanym zamkem plnym temnych komnat: Vstoupite do proni
komnaty a tam je tma. Naprosta tma. Klopyjtdte kolem, vrdZite do nd-
bytku, postupné vsak pozndvdte, kde se jednotlivé kusy ndbytku nachd-
zeji. Nakonec, po néjakyjch Sesti mesicich najdete vypinac, stisknete
jej a ndhle se vse osvétli. Vite jasné, kde se nachdzite. Pak prejdete
do sousedni mistnosti a strdavite dalSich Sest mésici v temnoté. Tak
kazdy z téch objevii — nékdy se zdaji byt dilem okamZziku, nékdy jde
o jeden ¢i dva dny — je ve skutecnosti vyvrcholenim mmnoha mésici
tdpani ve tme. A bez tdpani by nemohl vzniknout . ..

14.2 Struény zivotopis A. Wilese

Sir Andrew John Wiles se narodil Patricii Wilesové (roz. Mowllové)
a Maurici Franku Wilesovi dne 11. dubna 1953 v Cambridgi. Otec
byl profesorem teologie na univerzité v Oxfordu. V letech 1952-1955
pusobil téz jako kaplan v Cambridgi. Maly Andrew navstévoval nej-
prve kralovskou kolejni skolu a pozdéji Leysovu Skolu v Cambridgi.

4V kapitole 14.4 se budeme vénovat grupé racionalnich boda na eliptickych
krivkach. Hodnost takové ki¥ivky je maximalni pocet nezavislych boda Vi,..., V..
nekoneéného fadu. Zhruba fe¢eno, pokud niVy @ --- & n,. V., = Vg, kde nq,...,n,
jsou celad nezaporna ¢isla a Vj je neutrdlni prvek vySetfované grupy, pak plati
ny = --- =mn, = 0 (podrobnosti viz [33]). Nejvyssi znama hodnost je v soulas-
nosti 28. Body kone¢ného radu se nazyvaji torzni, protoze po koneéném poctu
s¢itani dostaneme neutralni prvek Vj.
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Obr. 14.4 Pfednasejici zleva: Simon Singh, sir Andrew Wiles, Manjul Bhar-
gava a Henri Darmon (foto M. Kfizek).

V roce 1974 ziskal titul bakalafe na Mertonové koleji v Oxfordu.
V letech 1977-1980 byl Wiles odbornym asistentem na Harvardoveé
univerzité, kde se za¢inal zabyvat modularnimi formami. Doktorskou
dizerta¢ni praci Reciprocity Laws and the Conjecture of Birch and
Swinnerton—Dyer obhajil v roce 1980 na koleji Clareové v Cambridgi
a ziskal védeckou hodnost Ph.D.

Po stazi v Ustavu pro pokroéila studia v New Jersey, USA, Andrew
Wiles ziskal jiz v roce 1981 titul profesora na univerzité v Princetonu
a pusobil zde az do roku 2010. V letech 1985-1986 pracoval v Institutu
des hautes études scientifiques v blizkosti Pafize a na Ecole normale
supérieure. Od roku 1988 do 1990 ptsobil na prechodnou dobu jako
profesor v oblasti vyzkumu (angl. Royal Society Research Professor)
na univerzité v Oxfordu a tento post opétovné ziskal v roce 2011.

Sam A. Wiles uvadi, ze se zajimal o Velkou Fermatovu vétu uz
od svych deseti let. Jednou se po cesté ze skoly zastavil v mistni ve-
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rejné citarné na Milton Road, kde nalezl knihu The Last Problem od
Erica Templea Bella, zminujici onu vétu. Byl doslova fascinovan jeji
jednoduchou formulaci a tim, Ze vétu jesté nikdo nedokézal. Uz tehdy
uplné propadl teorii ¢isel a predsevzal si, zZe to bude pravé on, kdo ji
prvni dokaze. Brzy vSak zjistil, Ze jeho znalosti jsou na to zatim prilis
omezené. Wilestiv klukovsky sen se zacal napliovat, az kdyz mu bylo
33 let. Tehdy se seznamil s diikazem tzv. e-domnénky® pochazejici od
Kennetha Alana Ribeta z roku 1986, kterou jiz pfedtim Gerhard Frey
spojil se slavnou Fermatovou rovnici (14.1), viz kap. 14.6. Od té doby
se na 7 let dobrovolné uzaviel do izolace a veskery sviij ¢as vénoval
dikazu Velké Fermatovy véty. Zadnému profesionalnimu matemati-
kovi se o svém snaZeni nezmifioval® a jen své manZelce Nadé se obcas
svétoval o svych dil¢ich tspésich.

Ve dnech 21. az 23. ¢ervna 1993 se v Ustavu Isaaca Newtona
pro matematické védy v Cambridgi konal pracovni seminéf s nazvem
L-funkce a aritmetika, ktery spoluorganizoval Wilestuv byvaly skolitel
John Coates. Sjelo se tam pies 60 specialist na teorii ¢isel z celého
svéta. Coates pridélil Wilesovi hned dva prednéaskové bloky. Pak ale
zjistil, ze Wiles potiebuje jesté treti blok, a tak se Coates vzdal své
vlastni prednéasky v jeho prospéch. Cely Wilestuv prednaskovy cyklus
mél prosty nazev Eliptické krivky, moduldrni formy a Galoisovy repre-
zentace. Az v zavérecné prednasce Wiles oznamil, ze méa dikaz Velké
Fermatovy véty. Coates to pak komentoval slovy: Veédel jsem, Ze se
Wiles chysta ozndmit néejaky velky visledek, ale nemél jsem predstavu,
jaky.

Wiles pak zaslal sviij dvousetstrankovy diikaz do ¢asopisu Inven-
tiones Mathematicae, jehoz redaktor Barry Mazur z Harvardovy uvi-
verzity zvolil hned Sestici recenzentii, aby fadné zarucil, ze je vSe v po-
radku. Na drobné pripominky recenzenti Wiles v pribéhu recenzniho
fizeni okamzité reagoval a drobné chybicky stacil neprodlené opravo-
vat. Jenomze v srpnu 1993 jeden z recenzentii, Nick Katz, objevil ve
Wilesové ditkazu podstatnou chybu. Andrew Wiles tak zaplatil vyso-
kou dan za to, ze o svych vysledcich s nikym nediskutoval, nebot bylo

5Této domnénce se dnes iika Ribetova véta, viz véta 5. Opira se o Galoisovy
reprezentace odpovidajici modularnim formam (viz kap. 14.5). Jako prvni ji zfor-
muloval Jean-Pierre Serre, pozdé&jsi nositel prvni Abelovy ceny.

6A. Wiles k otazce prace v ustrani prohlasil: Zjistil jsem, Ze cokoliv souvisi
s Velkou Fermatovou vétou, vzbuzuje piilis mnoho zdjmu. Pak se nemiZete dlou-
hodobé plné koncentrovat, protoZe by vds hodné zdajemci vyrusovalo.
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dosti pravdépodobné, Ze se néjaka zavazna chyba objevi. Po vice nez
roce usilovné préace, kdyz uz chtél Wiles odstranovani chyby vzdat,
jej 19. zari 1994 napadla hlavni myslenka, jak dikaz opravit. Tehdy
pozadal o pomoc svého byvalého studenta Richarda Taylora”. Piepra-
covany dikaz (,jen* 130 stranek) pak vysel v kvétnu 1995 ve dvou
¢lancich [40] a [38] jako specialni ¢islo renomovaného ¢asopisu Annals
of Mathematics.

Béhem svého zivota Andrew Wiles ziskal celou fadu vyznamnych
ocenéni. Jmenujme kupiikladu Whiteheadovu cenu (1988), Schockovu
cenu (1995), Fermatovu cenu (1995), Wolfovu cenu (1995/96), Coleo-
vu cenu (1997), Wolfskehlovu cenu® (1997), stitbrnou plaketu Mezina-
rodni matematické unie (1998), Pythagorovu cenu (2004) a Shawovu
cenu (2005). Budova univerzity v Oxfordu, v niz sidli matematicky
ustav, byla po ném pojmenovéana a asteroid ¢. 9999 nese od roku 1999
jméno Wiles. V roce 1989 se A. Wiles stal spolupracovnikem Kralovské
spole¢nosti a v roce 2000 byl povysen na rytite Radu Britského impé-
ria. Jeho podrobny Zivotopis je uvefejnén v knize Simona Singha [34].

14.3 Historické aspekty feSeni Fermatova problému

S Velkou Fermatovou vétou je spojeno nescetné mnozstvi pozoru-
hodnych pfibéhii. O tomto asi nejslavnéjsim matematickém problému
v8ech dob byla proto napsana cela fada monografii, viz napt. [5], [13],
[21], [26], 28], [29], [34]. Také v PMFA byla tomuto tématu vénovana
velkd pozornost, viz [11], [16], [22], [35] a [36].

Exponent n > 3 ve vété 1 je ziejmé bud délitelny lichym prvoéis-
lem, nebo je n mocninou 2. Ukazeme nejprve, ze vétu staci dokazat,
jen je-li exponent n liché prvocislo nebo n = 4. Pokud by totiz méla
rovnice (14.1) feSeni pro né&jaké n = pq, kde p je liché prvocisloa ¢ > 1,
pak

2Pl 4 Pl = (xq)p + (yq)p — (Z‘l)p — P9, (14.2)

Tudiz staci polozit o’ = 29, y' = y4, 2’ = 27 a vidime, Ze rovnice (14.1)
ma feSeni i pro n = p.

"R. Taylor obhajil Ph.D. v roce 1988 na univerzité v Princetonu. Byl také
jednim ze Sestice recenzentti pivodniho chybného Wilesova diikazu.

8V roce 1908 némecky primyslnik Paul Wolfskehl vypsal odmé&nu 100 000 zla-
tych marek tomu, kdo jako prvni dokdze Velkou Fermatovu vétu.
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Podobné zjistime, ze pokud by existovalo néjaké Teseni rovni-
ce (14.1) pro n = 2%, kde k > 2, pak by muselo existovat feSeni i pro
n = 4, nebot

oy = (IQk_2>4 + (ka_2)4 - (ZQH)4 =" (14.3)

Sam Fermat dokazal neexistenci feseni (14.1) jen pro n = 4, z ce-
hoz podle (14.3) okamzité plyne, Ze rovnice (14.1) nema FeSeni ani pro
n = 8,16,32,... Pouzil k tomu svoji oblibenou metodu nekone¢ného
sestupu (franc. descente infinie).

Véta 2 (Fermatova). Bikvadraticka rovnice
ot 4yt =2t (14.4)

nema reSeni v mnoziné prirozenych ¢isel, tj. véta 1 plati pro n = 4.

Diikaz. Stadi ukéazat, Ze jina bikvadratickd rovnice w? + y* = 2* nema
feSeni v mnoziné prirozenych ¢isel N. Kdyby totiz existovalo néjaké
feSeni (14.4), pak by existovalo téZ Feseni rovnice w? + y* = z* pro
w = 22, coz ale chceme vyvratit.

Budeme postupovat sporem. Predpokladejme tedy, Ze existuje re-
Seni rovnice

4

w? = 2t — g (14.5)

v mnoziné pfirozenych ¢isel. Necht navic feSeni rovnice (14.5) je ta-
kové, ze z € N je nejmensi mozné c¢islo. Takové 2z zfejmé existuje,
nebot mnozina prirozenych ¢isel je dobie uspofadana, tj. kazda jeji
neprazdnéd podmnozina ma minimalni prvek. Pak pro nejvétsi spo-
le¢ny délitel ¢isel y a z plati

ged(y, z) = 1. (14.6)

Kdyby totiz néjaké prvocislo p délilo y i z, pak bychom mohli rovnici
(P*w')? = (p2)* — (py)*, kde w' = w/p?, 2 = z/p ay = y/p,
vydélit p* a dostali bychom spor s minimalitou z.

Uvazujme rozklad w? = (22 + y?)(2* — y?). Pak d = ged(2? + ¢,
2% — 9?) musi délit soucet i rozdil obou ¢initeld, coz lze zapsat jako
d|22% ad]|2y* Podle (14.6) je d € {1,2}. Rozlisime dva pripady.

Piipad 1: ged(2? + 9%, 22 —¢%) = 1.
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ProtoZe soucin 22+1? a z2—y? dvou nesoudélnych &isel je étvercem,
je kazdé z nich také ¢tvercem, tj. existuji nesoudélna cisla s > ¢ tak,
ze

z2+y2252, z2—y2:t2.
Obé c¢isla s a t musi byt licha, protoze

227 =52+ 12 a ged(s,t) = 1.

Existuji tedy u,v € N tak, ze

s+t s—1
2’ 2
Protoze s a t jsou licha, plati

ged(u,v) = 1. (14.7)

Jelikoz uv = (s* — t?)/4 = y*/2, mame y*> = 2uv. Odtud podle
vztahu (14.7) tedy existuji j,m € N tak, ze plati bud

anebo
T v =2m"~.

Budeme uvazovat jen prvni alternativu, protoze druhou lze vySetfit
analogicky.
Cislo u je tedy sudé, ged(u,v,z) =1 a
o (s+t)P+(s—t)? s+t

2 p— p—
u+ v = 1 7 z°.

Protoze (u,v, z) je pythagorejska trojice nesoudélnych ¢isel (tzv. pri-
mitivni pythagorejska trojice), existuji nesoudélnd piirozena ¢isla
k > [ tak, ze (viz napt. [17, s.54|)

22 =u=2kl, m*=v=K -0 2=k+101% (14.8)

Jelikoz j2 = ki, existuji nesoudélna piirozena ¢isla d a e tak, Ze
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apodle (14.8) tedy plati m? = d*—e*. Ukazali jsme, Ze ¢isla d, e, m €N
rovnéz spliwji rovnici (14.5), coz je ve sporu s minimalitou z, nebot
O<d<k<z
Piipad 2: ged (2% + 92, 2% — ¢?) = 2.

Nyni je tedy w sudé a y,z jsou licha. Podle (14.5) a (14.6) je
(w,y?, 2%) pythagorejska trojice nesoudélnych &isel. Podobné jako
v (14.8) existuji nesoudélné prirozena ¢isla k > [ tak, ze

w=2kl, V¥=k-1017 2>=kK+101"

Tudiz y?2? = k* — [* pro 0 < k < z, coZ je opét spor s minimalitou z.
O

Disledek 1. Neexistuje pythagorejsky trojiihelnik, jehoZ obsah je
¢tvercem prirozeného cisla.

Diikaz. Necht a,b € N jsou délky odvésen pythagorejského trojihel-
nika a necht jeho obsah ab/2 = j? pro né&jaké piirozené &islo j € N.
Pak

(a+b)?=c+45%  (a—b)?=c—45%

kde ¢ = a?® + b2. Tedy (a® — 1?)? = ¢* — (2j)*. Z predchoziho dikazu
ale vime, Ze rovnice (14.5) nemé celociselné feSeni, coZ je spor. ([l

Dalsi ptrekvapivy disledek zformulovali ve vzajemnych dopisech
sir Kenelm Digby a Pierre de Carcavi jiz v 17. stoleti.
Disledek 2. Neexistuje pravotihly trojiithelnik s racionalnimi délkami
stran a jednotkovym obsahem.”

Diikaz. Necht naopak existuji ¢isla a, b, ¢, q,r, s € N takova, ze

a\2 b\ 2 c\2 lab
RO O
q r s 2qr
Pak (ars)? + (bgs)? = (cqr)* a 3(ars)(bgs) = (qrs)?, coz podle dii-
sledku 1 nemiize nastat. U
Fermat pouzival metodu nekone¢ného sestupu s nadsenim i k di-
kaztim jinych hypotéz. Tato metoda je pfibuzné znamé metodé ma-

tematické indukce. O stoleti pozdéji pouzil metodu nekoneéného se-
stupu k ditkazu Velké Fermatovy véty téz Leonhard Euler pro n = 3.

9Pfitom pravotihly trojihelnik s délkami odvésen 3 a 4 mé celo¢iselny obsah 6.
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V jeho dikazu z roku 1770 vsak byla nalezena mezera, kterou se
nastésti pozdéji podarilo zaplnit (viz |29, s. 30]). Pripadu n = 3 se vé-
novali i Christian Huygens, Karel Rychlik a mnoho dalsich autori!?,
viz napf. [12], [21, s.86], |28, s.39], [39, s.90].

Véta 3 (Fermatova—Eulerova). Kubickd rovnice
2?4y + 22 =0 (14.9)

nemad reSeni v mnoziné nenulovych celych cisel.
Diikaz. Predpokladejme naopak, Ze existuji po dvou nesoudélna cisla
x,y,z, pro néz plati (14.9), kde bez Wjmy na obecnosti jsou = a y
lich4, z je sudé a |z| je nejmensi mozné. Pak

T+ y = 2a, x —y = 2b,
kde a, b jsou nenulova nesoudélna celé ¢isla rozdilné parity. Pokud by
tomu tak nebylo, snadno dojdeme ke sporu. Tudiz

-2 =2 +9° = (a +b)* + (a — b)® = 2a(a® + 3V?). (14.10)
JelikoZ a a b maji rozdilnou paritu, je a® + 3b% liché, 8 d&li 2a a b je
liché. Tedy ged(2a,a? + 3b%) déli 4a® — a® — 30* = 3(a — b)(a + b).
Protoze

ged(a, b) =1,
dostavame, Ze ged(2a, a® 4+ 3b%) = 1 nebo 3. Rozlisujme dva pripady.
Pifpad 1: ged(2a,a* + 3b%) = 1.
Podle (14.10) jsou 2a a a® + 3b? tiet{ mocniny
2a = 17, a® +3b* = §°,
kde s je liché. Podle Eulera 7] pak existuji!! cela ¢isla u,v takova,
ze plati (viz |28, s.40-42])

s =u? + 307, a = u(u® — 9?), b= 3v(u? —v?).

10V]astni elegantni diikaz nedavno predlozil st¥edogkolsky student Vojtéch Su-
chanek [37]. Jeho dukaz se opira o vlastnost, Ze pravé jedno &islo z trojice x, y, z je
délitelné tfemi, pokud tuto trojici tvoii nesoudélna ¢isla splitujici (14.1) pron = 3.
Je-li totiz z = r (mod 9), kde r € {0,1,...,8}, pak 23 = 0 nebo +1 (mod 9), coz
implikuje onu vlastnost.

HPolozime-li M = {a? + 3b%|a,b € Z} = {0,1,3,4,7,9,12,13,16,19,21,
25,27 = 33,...}, pak M je uzaviend mnoZina vzhledem k nasobeni, protoze
(a® 4 3b%)(c® +3d?) = (ac+3bd)* + 3(ad — be)? = (ac—3bd)? + 3(ad + be)?. Jinymi
slovy, M je komutativni monoid. Euler jiz kolem roku 1760 dokazal (viz [28, s. 39]),
7e pokud s% = a? +3b? € M pro nesoudélna &isla a a b, pak samotné s je stejného
tvaru s = u? + 3v? € M.
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Protoze b je liché, je v rovnéz liché. Dale pak u # 0, u je sudé, 3 ne-
déli w (tj. 3t u), ged(u,v) =1a

3 = 2a = 2u(u — 3v)(u + 3v).

Poznamenejme, ze 2u, v — 3v a u + 3v musi byt po dvojicich
nesoudélné ¢isla, a tak musi byt tfetimi mocninami

2u = —k>, u—3v =105 u+ 3v =m?,

kde cela ¢isla k, [, m jsou nenulova (protoZe jsou po dvou nesoudélné).
Tedy

k41 +m? =0,
kde k je sudé. Protoze navic b # 0 a 3 1 u, z (14.10) dostaneme
23] = |2a(a® + 3b%)| = |k (u® — 9v?)(a® + 30%)| > 4|K*| > |k,

jelikoZ [u? — 9v?| > 1 a a® + 3b*> > 1 + 3. To je viak ve sporu s mini-
malitou |z|.
Pripad 2: ged(2a,a® + 3b%) = 3.
Necht a = 3c. Protoze 4 | a, plati 4 | ¢, 31 b, 41 b a podle (14.10)
mame
—2% = 6¢(9¢® + 3b?) = 18¢(3c* + b?),

kde 18c, 3¢ + b? jsou nesoudélna, 3¢ + b? je liché a nenf nasobkem 3.
Pak 18c a 3¢% + b? jsou tieti mocniny celych &isel

18¢ = r3, 3¢+ 17 = §°,
kde s je liché. Podobné jako v piipadé 1 je s = u?+3v?, kde u, v splituji
b= u(u® — 9?), c = 3v(u* —v?).

Tedy u je liché, v je sudé, v # 0, ged(u,v) =1 a2v, u+vau—v
jsou po dvojicich nesoudélna ¢isla. Z rovnosti

r

3 2

20 = —k3, u+v =10, uw—v=—md
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Tudiz k3 + I3 + m? = 0, kde k, 1, m jsou nenulova a k sudé. Kone¢né
tak dostavame

2|* = 18]¢|(3c* + b%) = 54|v(u? — v?)|(3c* + b%) =
= 27|k|*|u® — v?|(3c* + b*) > 27|k|* > |K|?,

coZ je opét ve sporu s minimalitou |z|. O
Francouzska matematicka Sophie Germainova [10] v roce 1819 do-
kazala, ze rovnice (14.1) nema feSeni, jestlize sou¢in xyz neni délitelny
exponentem n > 3 a jestlize n a 2n + 1 jsou prvocisla. Byl to vlastné
prvni vysledek, ktery se tykal nekonecné mnoha prvociselnych expo-
nenti. V roce 1825 G.P. L. Dirichlet a o tfi roky pozdé&ji i A. M. Le-
gendre dokéazali Velkou Fermatovu vétu pro exponent n = 5 véetné
pripadu, ze n déli zyz, ktery S. Germainova neuvazovala. Dikaz pro
exponent n = 7 predstavili G. Lamé a V. A. Lebesgue v roce 1840.

V roce 1847 némecky matematik Ernst Eduard Kummer (viz [18],
[19], [20]) dokazal Velkou Fermatovu vétu v piipadé, ze dany prvo-
¢iselny exponent p (srov. (14.2)) nedéli zadného ¢itatele Bernoullio-
vych ¢isel By, By, ..., B,_3 (viz téz [36]). Takova prvocisla se nazy-
vaji requldrni. Postupné se tedy zacaly vylucovat dalsi a dalsi expo-
nenty. Jenomze existuji prvocisla, kterd nejsou regularni (nejmensi
jsou 37, 59, 67), a dodnes neni znamo, zda jich je koneéné ¢i neko-
necné mnoho. Pro né zadna tspésna metoda tehdy nebyla znama. Od
vzniku pocitaci byly téz spotfebovany miliony hodin strojového ¢asu
k nalezeni feSeni diofantické rovnice (14.1).

V roce 1983 Gerd Faltings [8] dokazal slavnou Mordellovu do-
mnénku (viz |28, s.214], [36, s. 318|) z roku 1922, ktera tvrdi, Ze rov-
nice (14.1) ma pro kazdy exponent n > 3 jen kone¢né mnoho feSeni
takovych, Ze x,y, z nemaji spole¢ného délitele. Podrobny historicky
piehled obsahujici fadu dalsich specialnich tvrzeni, ktera se tykaji
FeSeni rovnice (14.1), je podan v ¢lanku [39)].

Bylo nutno najit néjakou zcela novou metodu, ktera by zahrno-
vala vSechny prvociselné exponenty v (14.1) soucasné. V nasledujicich
tfech kapitolach se strucné sezndmime se zékladnimi ingrediencemi
Wilesova dukazu.
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14.4 Eliptické krivky

Ptfedem je nutno upozornit, ze nazev eliptickd kiivka je ponékud za-
vadéjici, protoZe se nejedna o elipsu.

Elipticka krivka je mnozina vSech feSeni x,y € R rovnice
Y2+ arzy + asy = 2 + asx? + aux + ag, (14.11)

kde koeficienty a; jsou racionalni &fsla.? Studiu téchto kiivek se mate-
matikové vénuji uz dlouho, protoze se mj. pouzivaji k vyjadreni délky
eliptickych oblouki!® (nap¥. pii vySetfovani trajektorif planet). Pro
jejich zajimavé vlastnosti se specialnimi pripady eliptickych krivek
zabyvali jiz staif Rekové a téz Niels Henrik Abel.

Pomoci linearni substituce y — y—a;x/2—a3/2 lze rovnici (14.11)
zjednodusit na tvar

y? = 23 + by 4 2byx + bg, (14.12)

kde b; jsou vhodna racionalni ¢isla. Pomoci dalsi substituce x — x —
by /3 reprezentujici jen posunuti lze rovnici (14.12) zjednodusit na tvar
(podobné jako pii FeSeni kubickych rovnic [27, s. 39|)

y® = 2° + Az + B. (14.13)

Odpovidajici diskriminant

A= —(?)3 - (§>2 — —(44% + 27B2)/108
mé péknou geometrickou interpretaci, ktera nékterymi vlastnostmi
pripomina diskriminant pii feSeni kvadratickych rovnic. Je-li A =
A = 0, pak mé kiivka y?> = 2 bod vratu, tj. singularitu typu cusp
(viz obr. 14.5 vlevo). Je-li A = 0 a A # 0, pak elipticka kiivka (14.13)
protind sama sebe (viz obr. 14.5 uprostied). Pokud A # 0, pak m4
monicky polynom p(x) = 2® + Az + B tii rizné kofeny; v opa¢ném

12Jako defini¢ni obor pro x,y se ¢asto uvazuji téZ mnoziny Z, Q nebo C.

13Vznik terminu elipticka kiivka ma spletitou historii. Vypodcet délky eliptic-
kého oblouku f(xz) = bva? — 22/a s poloosami a a b vede na elipticky integral
z funkee /1 + (f/(x))2, ktery vSak nemé4 analytické vyjadreni pomoci elementar-
nich funkeci. Invertovanim eliptickych integrali dostaneme tzv. eliptické funkce,
které se pouzivaji k parametrizaci eliptickych kfivek, podrobnosti viz [4] a [32].
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Obr. 14.5 Eliptické kiivky y? = 23, > = 23 =32 +2 = (z — 1)%(z + 2)
ay? =23 -2+ i. Na posledni kiivce lze definovat grupovou operaci @
tak, jak je nakresleno na obrazku vpravo, tj. prvek W je inverzni k U & V
(nakreslil F. Krizek).

pripadé mé vicenasobny koren. Je-li A < 0, pak existuje jeden realny
a dva komplexné sdruzené koreny a elipticka kiivka je souvisla (viz
napi. y> = 23 + 2 nebo obr. 14.5 vlevo). Je-li A > 0, pak existuji
jen realné koteny a eliptickéd kfivka méa dvé komponenty (viz obr. 14.5
vpravo).

Na bodech eliptické kiivky (14.13) lze pro A # 0 definovat grupu
s operaci @ (viz obr. 14.5 vpravo) a s neutralnim prvkem v nekoneénu.
Inverzni prvek k danému bodu eliptické kiivky je definovan jako jeho
zrcadlovy obraz vzhledem k ose z. Vice podrobnosti o této abelovské
grupé uvadime v kap. 8.4.

Je velice obtizné stanovit viechna celoéiselna feseni (x,y) € Z?
rovnice (14.11), viz [16, s.94]. Na konkrétnim piikladé si nyni uka-
zeme, jak lze eliptické kiivky charakterizovat. Uvazujme eliptickou
krivku

-2 =y . (14.14)
Jeji celociselna TeSeni jsou
r=0,y=0 a r=1, y=0,

ale nevime, zda jsou to vSechna FeSeni. V modularni aritmetice ale
dalsi TeSeni existuji. Naptiklad v aritmetice modulo 5 je kongruence

2 — 2=y’ +y (mod5) (14.15)

navic splnéna pro
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Snadno lze ovéfit, ze kongruence (14.15) ma pravé 4 vyse uvedend
feSeni a zadné jina, coz zapiSeme jako

E5:4.

Podobné zjistime, ze existuji pravé 4 feseni (0,0), (1,0), (0,2) a (1,2)
v aritmetice modulo 3, tj. E5 = 4. Eliptické kifivce (14.14) tak muzeme
jednoznac¢né pritadit nekonec¢nou posloupnost

Ey=4, E3=4, E4=8, Fs5=4, Fg=16, E; =9, E3g=16,...
(14.16)

Protoze vétsinou nejsme schopni urcit, kolik méa konkrétni rovnice
feSeni v mnozing Z2, hledaji se jeji fegeni alespoit v modularni aritme-
tice. Posloupnost {E;} pak jistym zptusobem charakterizuje uvazova-
nou eliptickou kifivku a pro pevné j prislusna feseni patii do konecné
grupy.

Déle se budeme zabyvat jen eliptickymi kiivkami tvaru (14.13)
s A # 0. Jejich definiéni obor pro = a y zGzime jen na mnoZinu ra-
cionélnich ¢isel Q, pricemz bod v nekone¢nu také zahrneme do této
krivky. Budeme jim tikat raciondini eliptické krivky. Maji-li body
U = (u1,uz) a' V.= (v1,v2) pro u; # v; na eliptické kiivce racio-
nalni soufadnice, pak smérnice piimky, ktera jimi prochézi, je také
racionalni ¢islo. Lze ukazat, ze tato pfimka protiné eliptickou kiivku
v dalsim bodé W (viz obr. 14.5 vpravo), ktery ma rovnéz racionalni
soutadnice.

Je ale velice obtizné stanovit, zda ma dané elipticka kiivka konecné
¢i nekone¢né mnoho bodu s racionélnimi souradnicemi (viz monogra-
fie [33], jejimZ spoluautorem je dalsi nositel Abelovy ceny John Tate).
Podle jiz zminéné Mordellovy domnénky, kterou dokazal G. Faltings,
je ale grupa vsech racionalnich bodu na eliptické kiivce vzdy jen ko-
necné generovana.

Uvedme si jesté prekvapivou Mazurovu vétu z [23] a [24] o torznich
grupéch na eliptickych kfivkidch nad racionélnimi ¢isly. Nejprve vsak
pripomenme nékolik definic.

Necht e je neutralni prvek netrividlni grupy G a necht g € G.
Nejmensi prirozené ¢islo r takové, ze g" = e, se nazyva rdd prvku g.
Pokud takové r neexistuje, pak g ma nekonecny rad.

f{ekneme, ze grupa G je direktnim souc¢tem grup G a G, tj. G =
G ® G, jestlize
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1. G; a G5 jsou normalni podgrupy G (viz kap. 6.4),

2. G1 N G2 = {6},

3. G je generovana (G1 a G, tj. pro kazdé g € G existuje pravé
jedna dvojice g1 € Gy a go € Gy tak, Zze g = g1 - go = g2 - 91.

Mizeme napiiklad snadno ovérit, ze Cg je izomorfni s grupou
Cs & (3, kde (), oznacuje cyklickou grupu fadu n. Naproti tomu
Cy neni izomorfni s grupou Cy @ Cs, protoze Cy @& Cy neobsahuje
prvek radu 4.

Necht E je eliptickd kfivka. Uvazujme Abelovu grupu F(Q) ra-
cionalnich bodt na E. Torzni podgrupa T(Q) grupy E(Q) obsahuje
v8echny racionalni body z F, které maji kone¢ny rad v E(Q).

Véta 4 (Mazurova). Necht E je eliptickd kiivka nad Q. Pak torzni
grupa T(Q) je izomorfni s pravé jednou z nasledujicich 15 grup:

Cn, pron € {1,2,...,10} U {12},
Cy ® Coy, prom € {1,2,3,4}, (14.17)

kde @ oznacuje direktni soucet.

Poznamenejme jesté, ze cyklicka grupa C), je také izomorfni s po-
dilovou grupou Z/nZ a Cy & Csy, je izomortni s Z /27 x Z/2mZ.

Eliptické kiivky nasly v posledni dobé i fadu praktickych uplat-
néni. Pouzivaji se napf. pro stanoveni vefejného Sifrovactho klice
v kryptografii, pti testovani prvociselnosti velkych pfirozenych ¢isel
nebo jejich rozkladu na prvocinitele. Napiiklad Henri Lenstra vyvi-
nul efektivni metodu pro nalezeni nejmensiho prvocinitele p (angl.
elliptic curve factorization method) daného pfirozeného ¢isla n. Jeji
vypocetni slozitost je tmérna délce prvocinitele p, a nikoliv délce n.

14.5 Modularni formy
Modulérni formy jsou mnohem abstraktnéjsi matematické objekty nez
eliptické krivky. Jsou to jista zobrazeni vykazujici neuvéritelné mnoho

symetrii (viz napf. kap. 11.3, (14.19) a (14.20) nize). Oznac¢me SLy(Z)
multiplikativni grupu matic typu 2 x 2

_f(a b
g_Cd’
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kde a, b, c,d jsou celé ¢isla a
detg =ad — bc = 1.

Inverzni prvek této neabelovské grupy je ziejmé dan vztahem

L (d -b
o= (50)

Pro g € SLy(Z) a z € C definujme tzv. akci gz pomoci komplexni
racionélni funkce (viz napt. |14, s.98|)
az+0b

= , 14.18

= +d ( )

Necht dale H = {z € C;Im z > 0}. Pak snadno zjistime, Ze

pro libovolné g € SLy(7Z) se horni Gaussova polorovina H zachovavé,
tj. ze Im z > 0 implikuje Im gz > 0. Plati totiz

az+b _ (az+b)(cz +d)

_ = d|7*Im(adz + bez
e o+ dP lcz + d|~*Im(adz + bez),

Im gz = Im

kde Z je ¢islo komplexné sdruzené se z. Protoze
Im(adz + bcz) = (ad — be)lm z = det g Im 2z = Im z,
dostaneme
Im gz = |z +d|%Im 2z Vg € SLy(Z).

Kazdému prvku grupy g € SLy(Z) lze tedy pomoci (14.18) priradit
transformaci H — H.

Definice. Necht k € Z a necht funkce f meromorfni'* v horni polo-
roviné H spliuje vztah

f(g2) = (cz+d)"f(2) Vg € SLy(7Z). (14.19)

Predpokladejme navic, Ze f je meromorfni v nekoneénu.'® Pak se f na-
zyva moduldrni forma s vahou k grupy SLs(Z).

4 Komplexni funkce se nazyva meromorfns, jestlize je holomorfni na oteviené
souvislé podmnoziné komplexni roviny C az na mnozinu izolovanych pola.

15To znamené, ze Fourierova fada f(z) = Y mez @mq™, kde ¢ = exp(27iz), ma
jen kone¢né mnoho nenulovych koeficienti a,, pro m < 0. Pfitom f ma pél v oo,
jestlize f(1/z) méa pol v nule.
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Ze vztahu (14.19) je patrna vysoka symetrie modularnich forem.
Zvolime-li napt. g = ((1) 1), pak

fz+1) = f(2). (14.20)

Podobné pro g = ( (1) é) dostaneme

F(=1/z) = (=2)"f(2). (14.21)

Nyni strucné popiSeme, co znamena, zZe eliptickd kiivka je modu-
larni. Necht E(Q) je eliptickd kiivka nad racionalnimi ¢isly s kon-
duktorem N. Konduktor N je jisty invariant, ktery déli diskrimi-
nant kiivky £(Q). Necht N, oznacuje pocet bodu lezicich na eliptické
kiivce E nad konecnym télesem F), s p prvky, kde p je prvocislo. Po-
lozme a, = p+1—N, propt N aa, = +1, pokud p | N ap?t N. Pfi-
tom znaménko a, € Z zavisi na chovani eliptické kiivky nad F},. Dale
necht a; = 1 a pro nesoudélna cela ¢isla a,, a a,, klademe a,,,,, = a,,a,.
Pro s € Ca E(Q) definujme L-funkei L(s, E) vztahem (viz |2, s. 210])

[e.9]

_ -1_\" %
L(s,E) 1;[Lp(s, E) 2o
kde pro dané prvocislo p je
1 —app=®+p'~> propfN,
Ly(s,E)=< 1—a,p*® prop| N ap*fN,
1 pro p* | N.

Elipticka krivka se nazyva moduldrni, jestlize funkce

[e.9]

fle, )= and",

n=1

kde ¢ = *™7 a 7 € C, je modularni.

V padeséatych letech minulého stoleti japonsky matematik Jutaka
Tanijama!® vyslovil domnénku o souvislosti eliptickych kiivek a mo-
dularnich forem. Dalsf japonsky matematik Goré Simura mu ji pak
pomohl zpFesnit. Proto se ji dnes vétsinou ika Tanijamova—Simurova.

16J. Tanijama spachal ve svych 31 letech sebevrazdu, a tak se rozreseni své
domnénky nedozil. O par dni pozdéji jej nasledovala i jeho divka. G. Simura po
rozfeseni domnénky vystoupil v BBC, viz [35].
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Tanijamova—Simurova domnénka. Kazda racionalni elipticka
krivka je modularni.

Podle této domnénky lze kazdou racionalni eliptickou kiivku zto-
toznit s jistou modularni formou.'” Ztotoznéni probiha nasledovné.
V predchozi kapitole jsme ukézali, ze dané eliptické ktivce lze jed-
nozna¢né piiradit posloupnost {E;}, srov. (14.16). J. Tanijama po-
dobné kazdé modularni formé jednoznacné priradil jakousi posloup-
nost pfirozenych ¢isel {M;}. Kdyz se podival na nékolik prvnich ¢leni
ur¢ité modularni formy, zjistil, Ze souhlasi s nékolika prvnimi ¢leny
posloupnosti {E;} jisté eliptické kiivky. Pak spo¢ital nekolik dalsich
¢lentt obou posloupnosti a zjistil, Ze se shoduji. A tak jej napadlo,
ze by kazda modulérni forma mohla mit svou odpovidajici eliptickou
kiivku. To byl tzasny objev. Nikdo ale nevédél, jak rovnost E; = M;
dokazat pro vSechna j = 2,3,... Tak vznikla Tanijamovaféimurova
domnénka.!®

14.6 Wilesova—Taylorova véta

Propojeni mezi Tanijamovouféimurovou domnénkou a Velkou Fer-
matovou vétou vzniklo, kdyz némecky matematik Gerhard Frey na
konferenci v Oberwolfachu v roce 1985 prohlésil: Pokud by platilo

a? +bP = P

pro né¢jakd pfirozena cisla a, b, ¢ a prvociselny exponent p > 5
(srov. (14.2)), potom by racionélni elipticka kiivka, tzv. Freyova kfiv-
ka'® tvaru (14.12),

y* = x(x — ) (z + bP) (14.22)

davala protiptiklad na Tanijamovu—éimurovu domnénku.

Ve stejném roce Jean-Pierre Serre podal ¢asteény dikaz toho, proc¢
Freyova kiivka nemize byt modularni. Jinymi slovy, pokud by pla-
tila Tanijamova—Simurova domnénka, pak by Freyova kiivka (14.22)

ITK téze domnénce pozdéji, le¢ nezavisle dospél i francouzsky matematik André
Weil, a proto ob&as v odborné literatufe nese i jeho jméno, viz [6].

18Vztahtim mezi eliptickymi kifivkami a modularnimi formami je vénovana mo-
nografie [14] z roku 1984.

¥ Tuto kifivku uved] predtim ve své doktorské dizertaci Yves Hellegouarch. Pii-
padnému feSeni diofantické rovnice (14.1) tak pfifadil zcela jiny matematicky
objekt: eliptickou kiivku.
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byla tak bizarni, ze by nemohla existovat, tj. mnozina racionélnich fe-
Seni rovnice (14.22) by byla prazdné. Kenneth Ribet pak v roce 1990
v ¢lanku [30] podal uplny diikaz toho, ze Frey mél pravdu.

Véta 5 (Ribetova). Jestlize plati Tanijamova-Simurova domnénka,
pak plati Velka Fermatova véta pro p > 5.

Diky této vété ziskali matematici zcela novy piistup, jak Fermativ
problém atakovat. Robert Langlands z Ustavu pro pokroéila studia
v Princetonu byl jiz od Sedesatych let minulého stoleti svédkem rozma-
chu Tanijamovyfgimurovy domnénky. Byla to vlastné ¢ast jeho gran-
diozniho schématu sjednocujiciho veskerou matematiku (tzv. Lang-
landstiv program). Byl presvédéen, Ze existuji mosty mezi jednot-
liviymi zdanlivé nesouvisejicimi matematickymi disciplinami a ty je
tfeba hledat. A pravé Andrew Wiles takovy most nasel. Dokézal sice
jen restringovanou (omezenou) Tanijamovuféimurovu domnénku pro
tzv. semistabilni eliptické kifivky?, ale nastésti tento specialni piipad
v sobé stéle jesté zahrnuje Velkou Fermatovu vétu.

Véta 6 (Wilesova—Taylorova). Kazda semistabilni racionalni elip-
ticka krivka je modularni.

K dikazu Andrew Wiles pouzil Iwasawovu teorii spolecné s Koly-
vaginovou-Flachovou metodou [34, s. 161|. Semistabilni eliptické kiiv-
ky vyjadril pomoci Galoisovych reprezentaci a ukazal, ze se shoduji
s Galoisovymi reprezentacemi piislusnych modularnich forem. Galoi-
sovou reprezentaci se rozumi homomorfismus absolutnich Galoisovych
grup do grupy ¢tvercovych matic nad télesem redlnych ¢i komplex-
nich ¢isel. A. Wiles uvazoval eliptickou k¥ivku nad komplexnimi ¢isly
a na ni mnozinu E(p) tzv. p-torznich bodi, kde p je prvocislo. Po-
uzil homomorfismus z E(p) do multiplikativni grupy GLs(F),) matic
typu 2 x 2 nad konecnym télesem [}, charakteristiky p. Podrobnosti
viz [1].

V roce 1995 A. Wiles zvefejnil v Annals of Mathematics (viz [40])
tplny dikaz véty 6, ze kterého Velkd Fermatova véta vyplyva (viz
obr. 14.6), pficemz ¢ast dikazu je ve spole¢ném ¢lanku [38] s Richar-
dem Taylorem. Predlozeny diikaz se ale opira o celou fadu dalsich ne-
trividlnich tvrzeni publikovanych jinde (viz napft. [8], [30]). Metody,

20Tyto kiivky maji bezkvadratovy konduktor. Na obr. 14.5 vlevo je piiklad
kiivky, kterd neni semistabilni. Zbyvajici dvé kfivky semistabilni jsou. Podrob-
nosti viz [1].
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Obr. 14.6 V jihofrancouzském Beaumont-de-Lomagne, rodisti Pierra de
Fermata, v fijnu 1996: Velkd Fermatova véta byla tedy skuteéné dokdzdna?,
ptaji se vesni¢ané Andrewa Wilese (foto J.-B. Hiriart-Urruty).

které Wiles pouzil, jsou podrobné vysvétleny napf. v knize [13] ¢i
v ¢lanku [25].

Uplny ditkaz Tanijamovy—gimurovy domnénky i pro nesemista-
bilni eliptické kiivky pozdéji provedli Christophe Breuil, Brian Con-
rad, Fred Diamond a Richard Taylor v obsahlém ¢lanku [3].

Véta 7 (modularni). Kazda racionélni elipticka kiivka je modu-
larni.
Kazdé racionalni eliptické kiivce tak lze prifadit posloupnost ¢isel,

ktera ji definuje, a stejna posloupnost pak bude definovat odpovidajici
modularni formu. Oba terminy jsou tudiz koncepéné ekvivalentni.

14.7 Bealova domnénka a domnénka abc

Pred rokem 1995 se néktefi matematikové domnivali, ze Fermatova
hypotéza je nerozhodnutelné tvrzeni. Sir Andrew Wiles vSak nasel po-
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stup, jak Velkou Fermatovu vétu?! dokazat. Jeji diikaz je bez nadsazky
povazovan za ,,diikaz stoleti” a za jeden z nejvétsich triumfi soucasné
matematiky [9]. Metodu, kterou Andrew Wiles a Richard Taylor po-
uzili, vSak Pierre de Fermat nemohl znat, nebot fada pojmu (jako
napft. eliptické kiivky, modularni formy, grupy) tehdy nebyla jesté za-
vedena. Predpoklad p > 5 v Ribetové vété 5 (viz 30, s. 120, 128]) neni
omezujici, nebot jej vtipné doplhuji Fermatova véta 2 a Fermatova—
Eulerova véta 3. Vzhledem ke vztahim (14.2) a (14.3) tak Velka Fer-
matova véta 1 plati pro vSechny exponenty n > 3.

Jen malo matematickych vysledkii ma tak bohatou a dramatic-
kou historii jako Velkd Fermatova véta. Jejim dikazem vSak ptribéh
nekon¢i. Existuje totiz cela rfada podobnych problémt, které jsou
stale oteviené. Napiiklad American Andrew Beal formuloval nasledu-
jici domnénku, na jejiz vyreSeni je vypsana vysoka financéni odména
(viz [22]).

Bealova domnénka. Rovnice

b 4y ="
nema reSeni v prirozenych cislech k,m,n,xz,y a z, kde k,m a n jsou
vetsi nez 2 a cisla x,y a z jsou vzajemné nesoudélna.

Predpoklad, Ze vSechny tfi exponenty jsou vétsi nez 2, je pod-
statny, jak plyne z identit 2° + 72 = 3%, 73 + 132 = 2% apod.

Béhem osmdesatych let 20. stoleti formulovali David Masser a Jo-
seph Oesterlé diofantickou nerovnost zndmou pod nézvem domnén-
ka abe. Jeji rozieseni by mélo mnoho aplikaci (napf. pro ditkaz Bealovy
domnénky).

Domnénka abc. Ke kazdému realnému c¢islu e > 0 existuje konstanta
C > 1 takova, ze pro kazda dvé vzajemné nesoudélna prirozena ¢isla a
a b a jejich soucet ¢ = a + b plati

c < Crite,

kde r je soucin vSech riiznych prvociniteli abe.

21V anglicky mluvicich zemich se pro Velkou Fermatovu vétu pouziva termin
Fermat’s Last Theorem, naznacujici, Ze jde o posledni (az do nedavna) nevyte-
Seny problém, ktery nam Fermat zanechal. Dodnes ale neni vyfeSen jiny zavazny
problém, zda posloupnost Fermatovych &isel Fy, = 22" 4+ 1 pro m = 0,1,2,. ..
obsahuje jen kone¢né mnoho prvodcisel [15].
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Smysl pfedchozi nerovnosti je zhruba tento. Pokud napiiklad
a=2", b = 3" pro velkA m a n, pak domnénka tiki, Ze ¢ musi
mit velky prvociselny délitel nebo velké mnozstvi prvocinitelu tak,
aby 7 bylo velké.??

V pripadé rovnice (14.1) staci zvolit ¢ = % Pak podle domnén-
ky abc je 2" < Cr®/2, kde

r=J] p=]]p<ayz<?,

plznynzn plryz

a tedy 2" < C2%2. Odtud plyne existence ny takového, 7e by Velka
Fermatova véta byla splnéna pro vSechny exponenty n > ny.
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15. Abelova cenavroce 2017
udélena za teorii wavelett

Michal Krizek

15.1 Prolog

V roce 2017 Norskéd akademie véd rozhodla, ze patnactou Abelovu
cenu ziska prof. Yves Meyer z Ecole normale supérieure Paris-Saclay
za klicovou roli pfi rozvoji matematické teorie waveletii. Meyerovy
vysledky maji vyuziti jak v ¢isté teoretickych disciplinach, tak i ve

YVES MEYER
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vypoctové matematice, informacnich technologiich a pii vytvareni po-
¢itacového softwaru. Yves Meyer prevzal Abelovu cenu dne 23. kvétna
z rukou norského krale Haralda V. v hlavni aule univerzity v Oslu.

Néasledujici den pak Yves F. Meyer proslovil laureatskou pired-
nasku: Detection of gravitational waves and time-frequency wavelets.
V ni mj. konstatoval, ze Sergej Klimenko sestavil algoritmus pro de-
tekei gravitacnich vin |7], ktery je zaloZen na vysledcich Ingrid Dau-
bechiesové, Stéphana Jaffarda a Jean-Lina Journého z roku 1990. Na
konkrétnim piikladu Meyer demonstroval, pro¢ k detekci nelze pouzit
klasickou Fourierovu analyzu a pro¢ pravé wavelety jsou vhodnym na-
strojem pro analyzu gravitacnich vin, které byly zachyceny v roce 2015
dvéma detektory LIGO, vzdalenymi od sebe 3002 km (viz [1]). Signaly
z pruchodu gravitacni vilny obéma detektory jsou tak korelované, za-
timco vSudypfitomny bily Sum na obou detektorech by korelovany byt
nemél. Waveletova analyza umoznila odhalit gravita¢ni vinu se vzris-
tajici frekvenci a amplitudou na kratkém c¢asovém intervalu. Pritom
nebyl vzat do ivahy gravita¢ni ¢erveny posuv.

Po Meyerové vystoupeni zaznély daldi tii abelovské prednasky!
o teorii wavelett:

Stéphane G. Mallat: A wavelet zoom to analyze multiscale world,

Ingrid Daubechiesova: Wawvelet bases: roots, surprises and appli-
cations,

Emmanuel Jean Candés: Wawvelets, sparsity and its consequences.

Teorie waveletti (vlnek) navazuje na pomérné dlouhou historii sa-
hajici az do roku 1807, kdy Abeluv soucasnik Jean Baptiste Joseph
Fourier pfisel s myslenkou, Ze pomoci spoc¢etného ortonormaéalniho sys-
tému slozeného z jednoduchych trigonometrickych funkci 1ze popsat
nékteré zakladni prostory redlnych funkei [18]. Termin wavelet po-
uzil jiz v roce 1951 Vladimir Vand pro elementarni trigonometrické
polynomy sinnz, cosnz, n = 1,2,... Na svém samoc¢inném mecha-
nickém pocitaci dokéazal se¢ist az 100 téchto waveletovych funkei vy-
nasobenych piislusnymi Fourierovymi koeficienty (viz [21]). Bouftlivy
rozmach teorie waveleti nastal v osmdesatych letech minulého sto-
leti pti digitalnim zpracovani signéali. Misto trigonometrickych po-
lynomu (8| se zacaly pouzivat wavelety, které jsou vice lokalizovany
v prostorovych soufadnicich. Navic jsou obvykle méné hladké a maji

1 Jejich zaznamy jsou volné k dispozici na webové strance [24].
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Obr. 15.1 Pfi aproximaci skokové funkce konecnou trigonometrickou fadou
vznikaji nezaddouci oscilace v blizkosti bodd nespojitosti. I kdyZz budeme
zvySovat pocet ¢lent fady, amplituda oscilaci se nezmensi (tzv. Gibbstv
jev). Waveletova fada v8ak tyto nezadouci artefakty umoziuje odstranit
(zdroj Wikipedia).

kompaktni nosi¢ nebo rychle ubyvaji do nekonecna. To umoziuje lépe
aproximovat funkce, jez jsou nespojité nebo jejichz grafy maji ostré
hroty (srov. obr. 15.1). Signal je rozlozen pomoci waveletové baze do
fady, ¢imz ziskdme piislusné waveletové koeficienty. Waveletovou re-
prezentaci lze pouzit napt. k odstranovani sumu, coz se provadi tak,
ze se z fady vypusti ¢leny odpovidajici vysokym frekvencim a malym
amplitudam (nezadouci bily Sum), viz obr. 15.2.

15.2 Védecky zivotopis

Yves F. Meyer se narodil 19. ¢ervence 1939 v Paiizi. Od mladi vyriistal
v Tunisu, kde také absolvoval stfedni §kolu. Pak vyhral studentskou
soutéz v matematice Concours général a v roce 1957 byl pfijat na
Ecole normale supérieure v Pafizi. V letech 1960-1963 absolvoval vo-
jenskou sluzbu na Prytanée national militaire, kde vyucoval matema-
tiku. V roce 1966 obh&jil doktorskou dizertacni praci. Jeho skolitelem
byl Jean-Pierre Kahane. Potom ptisobil jako asistent na univerzité ve
Strasburku a v letech 1966-1980 byl profesorem na univerzité Paris-
-Sud. Poté az do roku 1986 piednésel na slavné Ecole polytechnique
a do roku 1995 na univerzité Paris-Dauphine. Pét let (1995-1999)
také pracoval v CNRS (Centre national de la recherche scientifique),
coz je obdoba nasi Akademie véd. V obdobi 1999-2003 byl zaméstnéan
na Ecole normale supérieure, kde od roku 2004 dodnes pusobi jako
emeritni profesor. Podnitil celou fadu mladych lidi k vyzkumu v teorii
waveletli a pod jeho vedenim obhéjilo titul Ph.D. kolem 50 studentt.
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Obr. 15.2 Odstranéni bilého Sumu: nahofe je ptivodni signal pozménény
nezadoucim Sumem a dole je rekonstrukce signélu pomoci teorie wavelett

(zdroj Wikipedia).

Na pocatku své védecké kariéry se Yves Meyer zabyval prede-
vSim teorii ¢isel. Byl okouzlen matematickymi objekty, které vyka-
zuji pravidelnost a perfektni symetrii, jako jsou napiiklad krystalické
miizky. Podrobnym studiem rozlozeni Pisotovych ¢isel (mezi néz patii
napf. zlaty fez) pak vybudoval teorii [10], jak 1ze ze zcela pravidelnych
periodickych krystalovych miizek ve vicerozmérném prostoru ziskat
vhodnymi projekcemi aperiodicka dlazdéni vykazujici jen lokalni pé-
tidetné symetrie (viz obr. 15.3). Inspirovan aperiodickym dlazdénim?
Rogera Penrose z roku 1974 (viz napt. |9, s.312]) se tak dostal az
k matematickému popisu kvazikrystala (viz [11], [15]). Meyer zavedl
mnoziny, které dnes nesou jeho jméno (Meyer sets) a slouzi pravé
k popisu kvazikrystali.

Meyer se déale zabyval harmonickou analyzou. Tak se dostal k pro-
blému rozkladu slozitych oscilujicich matematickych funkei na jedno-
dussi funkce. Této myslenky vyuzil i pii feSeni parcialnich diferenciél-

2 Aperiodicka dlazdéni vykazujici lokalni péti¢etnou symetrii znal jiz ¢esky sta-
vitel Jan Blazej Santini Aichel (1677-1723), viz obr. 15.4.
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Obr. 15.3 Specialni projekci pravidelné periodické hyperkrychlové krys-
talické mifzky v R do vhodné naklonéné dvojrozmérné roviny lze zis-
kat aperiodické dlazdéni vykazujici lokalni péticetné symetrie kvazikrys-
talu Al-Pd-Mn. Sklon roviny je uréen zlatym Fezem, coZ je iracionélni ¢islo
(zdroj Wikipedia).

nich rovnic, napf. v problému proudéni. Zabyval se ptfedevsim problé-
mem turbulence pii feSeni Navierovych—Stokesovych rovnic a zkou-
mal, jak se transformuje energie z malych kil na velké.

Pocatkem osmdesatych let se soustfedil na teorii waveletii, coz
okomentoval slovy: Jednou jsem jel rannim vlakem do Marseille, kde
jsem potkal Ingrid Daubechiesovou, Alexe Grossmanna a Jeana Mor-
leta. Bylo to jako v pohddce. Citil jsem, Ze jsem konecné nasel suviy
domov. Pozdéji s nimi Meyer tzce spolupracoval na tom, jak lze
pomoci jediné waveletové funkce definovat ortonormaéalni bazi v ne-
kone¢nérozmérnych prostorech funkci, coz vypadé jako maly zézrak
(viz kap. 15.3). Jeden typ waveleti dokonce nese Meyerovo jméno (viz
obr. 15.6, |17, s. 82|, [23]).

Yves Meyer ziskal béhem svého zivota celou fadu vyznacnych oce-
néni. Ttikrat byl zvanym prednasejicim na mezinarodnich kongre-
sech matematiki (v Nice v r. 1970, ve VarSavé v r. 1983 a v Kjotu
v r. 1990). Za své prace z teorie ¢isel obdrzel v roce 1970 Salemovu
cenu. Od roku 1993 je fadnym clenem Francouzské akademie véd.
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Obr. 15.4 Santiniho aperiodické dlazdéni v kostele na Zelené hore u Zdaru
nad Sazavou. DIdzdéni ma lokalni péti¢etnou symetrii, ale nema globalni
transla¢ni symetrii. Rombicka dlazdice je shodna s Penroseovou dlazdici
(vyfotografoval a nakreslil F. Krizek).

V roce 2010 ziskal prestizni Gaussovu cenu od Némecké matematické
spolecnosti za fundamentalni piinos k teorii ¢isel, teorii operatort,
harmonické analyze a za prikopnickou tlohu pii vyvoji matematické
teorie waveletii a multirezoluéni (tj. viceskalové) analyzy. Je ¢estnym
¢lenem Americké akademie uméni a véd. V roce 2012 jej Americkéa
matematicka spolecnost poctila titulem Fellow.

15.3 Hlavni myslenka teorie waveleti

V roce 1909 madarsky matematik Alfréd Haar zkonstruoval ortonor-
méalni systém funkci pomoci celociselnych translaci a dyadickych di-
lataci jediné skokové funkce h : R — R, definované vztahem (viz
obr. 15.5)

1 prox €0,

),
7]‘)7

N

h(z) =< =1 proz €]

N =

0 jinde.

Dnes ji fikdme Haariv wavelet. Dyadickou dilataci rozumime nasobeni
argumentu x dané funkce néjakou celo¢iselnou mocninou ¢isla 2. Pro
cela ¢isla j > 0,0 < k < 29 an = 2/ + k pak Haar definoval funkce
(srov. obr. 15.5)

ho(z) = 212022 — k).
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\/i_h2 \/5 ........... —h3

Obr. 15.5 Ortonormélni Haarovy bazové funkce h1 = h, ho a hg z prostoru
L?([0,1]) (nakreslila H. Bilkova).

Jestlize dale polozime
ho = 1,

lze dokazat, Ze systém funkci {h, }22 , zuzenych na interval [0, 1] tvori
ortonormalni bazi v prostoru funkci lebesgueovsky integrovatelnych
s kvadratem L2([0,1]). Faktor 2//2 zarucuje, Ze L? norma funkece h,,
je rovna jedné.

Haaruv systém {h,} bazovych funkci se v8ak v praxi nepouziva,
protoze po ¢astech konstantni funkce maji Spatné aproximad¢ni vlast-
nosti. Tento systém slouzi hlavné pro ilustraci hlavni myslenky teorie
waveletti. Pomoci primitivnich funkei k h,, 1ze ale definovat jiny orto-
normalni systém spojitych po ¢astech linearnich funkei [18].

Dale si ukazeme, jaké vlastnosti pozadujeme od waveletovych ba-
zovych funkci. Pro jednoduchost se omezime na Lebesguetv pro-
stor L?(R). Uvazujme pevnou funkci ¢ € L*(R) a jeji translace a dya-
dické dilatace definované vztahy

V() = 2220 — k), z€R, jkcZ

Jestlize systém funkci {tjx};kez tvofi ortonormélni béazi prosto-
ru L?(R), pak funkci ¢ nazveme waveletem® (viz obr. 15.6). Kazdou
funkci f € L?(R) lze ziejmé vyjadrit ve tvaru fady

F=Y20 (Fbi)im,

JET kez

3 Anglicky se takové funkci ¥ikd mother wavelet.
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(a)

(b)
(d)

Obr. 15.6 Priklady nékolika typickych waveleti: (a) Haaruv wavelet, (b)
Meyertiv wavelet, (c¢) wavelet Daubechiesové, (d) Morletiiv wavelet (na-
kreslil A. Slavik).

kde rovnost plati skoro vsude a
(ro)= | f@glads

oznacuje skalarni sou¢in v L?(R). Pritom je skoro v8ude té7 splnéna
znama Parsevalova rovnost

JAICIRTED 9 SRS

JET kel

Pro wavelet 1 vétsinou pozadujeme, aby 1 € L'(R),

/Z¢(x)dx:o a /Z¢2(x)dx:1.

Déle je vyhodné omezit se na wavelety majici téz nulové momenty
vyssich fadi nez m = 0, tj.

/ 2™p(z)de =0 prom=1,2,..., M,
—00
kde M je vhodné prirozené ¢islo. Jinymi slovy, wavelet je kolmy na
polynomy nizsich stupnu.

Popsana konstrukce umoznuje velice snadno a rychle provadét vy-
pocty se zadanou funkci f popisujici signél, nebot pro hladké ¢asti
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signalu jsou pfislusné koeficienty malé. Pro dané € > 0 se pak celkovy
signal aproximuje jako

F=>0 (F i)t

[(fje)|>e

Malé koeficienty (f, ;i) se tak zanedbéavaji a uchovavaji se pouze
koeficienty velké v absolutni hodnoté. Nejvice informaci o signalu je
obvykle uloZeno jen v relativné malém poctu koeficienti. Pfitom vy-
pocet skalarnich soucint (f, ;) se obvykle neobejde bez numerické
integrace (viz [12], [17, s.162]).

Pomoci vybranych bazovych funkei 1;;, 1ze pak analyzovat signal
na ruznych turovnich rozliseni. Pokud nejsme spokojeni s vysledkem,
muzeme diky ortonormalité snadno pfidavat dalsi bazové funkce, aniz
bychom fesili (na rozdil od metody konecnych prvka) rozsahlé sou-
stavy algebraickych rovnic. Bazové funkce muzeme téz ubirat nebo
vybirat rizné frekvenéni kanaly.*

Teorie waveletl se opira o tzv. multirozklad prostoru L*(R), ¢imz
rozumime posloupnost do sebe vnorenych® podprostort - -+ C V;_1 C
V; C Vi C -+, J € Z, které spliji nasledujici podminky:

(i) uzavér jejich sjednoceni je L(R),

(ii) prunik vSech prostori V; obsahuje jen nulovou funkei,
(i) f(x) € V; = f20) € Vit a (o) € Vo = fla+1) € Vi,
(iv) existuje ¢ € Vj tak, ze {¢(x — k) }rez je baze V.

Podminka (i) vlastné ¥ik4, ze kazdou funkci f € L*(R) lze libovolné
piesné aproximovat posloupnosti funkei f, € (J,.,V; v L*normé

” ' ||) tj'

=

lim ||, — £I| = 0.
n—oo

4Pasmové filtry pFipominajici Fourierovu analyzu zvukového signilu dobie
zvladé i hlemyzd ve vnitinim uchu ve spolupréci s nas§im mozkem. Umime totiz
rozli§it jednotlivé zdroje zvuku, pokud soucasné slySime napt. hluk jedouci tram-
vaje, hlaSeni fidic¢e a k tomu jesté poslouchame hudbu.

®Tato vnofeni piipominaji znamou numerickou metodu vice siti (angl. mul-
tigrid method) pro feeni parcialnich diferencidlnich rovnic.
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Poznamenejme, ze celo¢iselna translace z podminky (iii) se pro né-
které tulohy nepozaduje. Podminky podobné (i)—(iv) lze nalézt napf.
v [17]. Pokud béazové funkce nejsou ortogonalni, ¢asto se pouziva
znamy Gramuv-Schmidtiv ortonormaliza¢ni proces k vytvoreni nové
béaze.® BohuZel nékteré pfiznivé vlastnosti wavelettt nelze splnit sou-
¢asné. Lze napt. dokéazat [17, s.95|, Ze neexistuji nekonecné hladké
wavelety s kompaktnim nosi¢em. Proto slavné wavelety Ingrid Dau-
bechiesové [3] s kompaktnim nosi¢em nejsou t¥idy C'*°. Na druhé
strané Morlettiv wavelet z obr. 15.6 je nekone¢né hladky, ale zase nema
kompaktni nosi¢. Pokud bychom zhladili Haarovy béazové funkce re-
gularizac¢ni metodou z [19, s. 58], tak vzniklé¢ funkce sice budou mit
kompaktni nosi¢ a budou nekone¢né hladké, ale nebudou ortogonalni.

15.4 Praktické pouziti waveleti

Teorie waveletti mé obrovské mnozstvi nejriznéjsich aplikaci, srov. [3],
[6], [22], [23]. Pouziva se predevsim ke kompresi dat, jejich archiva-
ci a odstranovani sumu. Kupfikladu bezeztratové bitové mapy otiski
prsti jedné osoby vyzaduji cca 6 MB paméti pocitace, zatimco po
upravé ztratovou waveletovou transformaci staci pamét 26krat men-
i a vysledny obrazek je téméf k nerozeznani od bitové mapy (viz
obr.15.7 a [5, s. 12]). Proto FBI k uchovavani a analyze otisku prsti
pouziva format opirajici se o wavelety [2]. Komprese pomoci stan-
dardniho JPEG formatu neni totiz vhodnéa, protoze se obraz roz-
klada na ¢tverecky 8 x 8 pixeli a ty se zpracovavaji samostatné. Na
otiscich se pak zfetelné projevuji nezadouci artefakty JPEG formatu
(viz |5, s.5]).

V soucasnosti se pomoci waveletové reprezentace bézné analyzuji
jednorozmérné, dvourozmérna’ & vicerozmérné data, napiiklad seis-
mické vlny, zmény kurzi na financ¢nich trzich, fe¢, hudba, rozma-

5Baze bé&zné pouzivané v metodé koneénych prvki pro feSeni diferencial-
nich rovnic obvykle nejsou ortogonalni, ale vedou na ¥idké matice. Pridanim
jedné bazové funkce je proto tifeba znovu vyfeSit celou soustavu algebraickych
rovnic pro neznamé koeficienty bézovych funkei. Existuji v8ak vyjimky. Napii-
klad Szabo a Babuska [20, s. 38| konstruuji ortonormalni bazi v Sobolevové pro-
storu Hg ((—1,1)) se skalarnim sou¢inem (v, w') 2((—1,1)) tak, ze integruji Legend-
reovy polynomy, které jsou ortogonalni v L?((—1,1)).

"Dvourozmérné (vicerozmérné) wavelety lze zkonstruovat pomoci jednorozmér-
nych waveletii, viz napt. pfednasky v [24].
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Obr. 15.7 Vlevo je bitova mapa otisku prstu, vpravo jeji waveletovy obraz,
ktery ma 26krat mensi naroky na pamét pocitace (foto Chris Brislawn, Los
Alamos National Laboratory).

nité obréazky ¢i video. Waveletova redukce umoznuje sledovat filmy
v ruznych stupnich rozliseni. Wavelety umoznuji dokonce detekovat
detaily, které nemohou byt nasimi smysly rozliSeny, protoze analy-
zuji signal na mnoha trovnich rozliseni soucasné. Maji tak rozsahlé
pouziti v 1ékarstvi pfi rekonstrukei obrazu napt. pomoci magnetické
rezonance. Podstatné totiz urychluji vypocet, protoze vznikaji fidké
struktury, které lze tsporné ukladat. Novy obor pocitacového vidéni
vyuziva wavelety k digitalizaci zraku navrhovanych inteligentnich ro-
botu. S wavelety se setkdvame také ve skenerech.

Teorie waveletu se pouziva i k feSeni diferencialnich a integralnich
rovnic napiiklad Galerkinovou metodou (viz [5] a [17]). Slouzi téz
k detekci hran ¢i ostrych hroti, k rozpoznévani obrazct, ke zjistovani
dlouhodobych trendt (napf. sezonni oscilace) ¢ k pocita¢ovému mo-
delovani kiivek a ploch. Pomoci teorie waveleti lze analyzovat struk-
tury s velice komplikovanym tvarem (napt. multifraktéaly). Wavelety
prispély i k sou¢asnym tspéchtim mise Herschelova vesmirného dale-
kohledu a k objevu gravitac¢nich vin [1].

15.5 Meyertv odkaz

Yves Meyer je specialista na klasickou harmonickou analyzu, coz mu
umoznilo rozsitit teorii waveleti o mnohé vysledky z teorie operé-
tori. Zabyval se jak spojitou, tak diskrétni waveletovou transfor-
maci. Spole¢né s Ronaldem R. Coifmanem vybudoval Calderénovu—
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Zygmundovu teorii v harmonické analyze [16]. Yves Meyer s Ingrid
Daubechiesovou a Alanem Grossmannem v poloviné osmdesatych let
minulého stoleti zkonstruovali specialni baze Hilbertovych prostori
funkei s vyuzitim dilatacnich a transla¢nich technik [4]. V roce 1988
Y. Meyer se Stéphanem G. Mallatem publikovali své prvni pritkop-
nické prace o konstrukci ortonormalnich waveletovych béazi. Meyer
téz vyvinul rychlou waveletovou transformaci vyuzivajici pyramidalni
multirezolu¢ni algoritmus. Ukazal rovnéz, ze wavelety jsou vysoce
uc¢innym néstrojem k feSeni singulérnich integralnich rovnic.

Yves Meyer je autorem nékolika monografii (viz napt. [10], [11],
[13], [14], [16]). Prvni dvé jsou o teorii ¢isel, které se Meyer vénoval
v sedmdesatych letech minulého stoleti. Dalsi se uz zabyvaji teorii wa-
veleti. Databaze Mathematical Reviews eviduje pres 200 Meyerovych
védeckych praci, na néz ziskal kolem 5000 citaci.
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The Abel Prize — the Highest
Achievement in Mathematics

Michal Kvizek, Lawrence Somer, Martin Markl, Oldrich Kowalski,
Pavel Pudldk, Ivo Vrkoc¢

The Abel Prize for mathematics is an international prize presented
by the King of Norway for outstanding results in mathematics. It is
named after the well-known Norwegian mathematician Niels Henrik
Abel (1802-1829) who found that there is no explicit formula for the
roots of a general polynomial of degree five. The financial support of
the Abel Prize is comparable with the Nobel Prize, i.e., about one
million American dollars.

Already in 1899, another famous Norwegian mathematician So-
phus Lie proposed to establish an Abel Prize, when he learned that
Alfred Nobel would not include a prize in mathematics among his five
proposed Nobel Prizes. The first Nobel Prize for Physics was award-
ed in 1901 to Wilhelm Conrad Rontgen. Therefore, there was an at-
tempt to organize the Abel Prize in 1902 to commemorate 100 years
of Abel’s birth, but it was unsuccessful. One hundred years later the
Norwegian government announced that the prize would be awarded
in 2002 for the two-hundredth anniversary of Abel’s birth. However,
the first laureate got the Abel Prize one year later. It is awarded by
the Norwegian Academy of Sciences and Letters.

In this essay we survey the major results of the recipients of the
first fifteen Abel Prizes from 2003-2017. Each chapter contains a short
biographical sketch of a particular laureate and his contribution to
various fields of mathematics.
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In the list below of Abel Prize winners, we also include the most
recent winner, Robert Langlands, who was awarded the Abel Prize

in 2018.
1. Jean-Pierre Serre (2003) — topology, algebraic geometry, and
number theory
2. Michael F. Atiyah and Isadore M. Singer (2004) — topology,
geometry, and analysis
3. Peter D. Lax (2005) — numerical and applied mathematics
4. Lennart Carleson (2006) — harmonic analysis and dynamical
systems
5. Srinivasa S. R. Varadhan (2007) — theory of probability and
statistics
6. John G. Thompson and Jacques Tits (2008) — algebra and the-
ory of groups
7. Mikhail L. Gromov (2009) — differential geometry
8. John T. Tate (2010) — algebraic number theory
9. John Milnor (2011) — differential topology, geometry, and alge-
bra
10. Endre Szemerédi (2012) — discrete mathematics and theoreti-
cal computer science
11. Pierre R. Deligne (2013) — algebra and geometry
12. Yakov G. Sinai (2014) — dynamical systems, ergodic theory, and
mathematical physics
13. John F. Nash and Louis Nirenberg (2015) — partial differential
equations and geometric analysis
14. Andrew J. Wiles (2016) — number theory
15. Yves Mayer (2017) — theory of wavelets
16. Robert P. Langlands (2018) — number theory and harmonic ana-
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