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UVODNI SLOVO

Mmnoho oblasti védy a techniky se stale vice opird o matematiku a jeji teoretické vysledky. V tomto
procesu hraji dilezitou roli zvlasté numerické metody. V soucasnosti je metoda konecéngch proki (MKP)
povazovana za jednu z nejefektivnéjsich numerickych metod pro feSeni problémid matematické fyziky,
tj. problémt popsanych diferenciadlnimi, integro-diferencidlnimi a integralnimi rovnicemi, systémy téchto
rovnic, varia¢nimi nerovnice, systémy algebro-diferenciélnich rovnic apod. Typickymi pfiklady jsou parci-
alni diferencidlni rovnice popisujici magneticky, elektricky ¢i gravitacni potencial, Schrédingerova rovnice,
rovnice vedeni tepla, systém Maxwellovych rovnic, Navierovy-Stokesovy rovnice proudéni, Einsteinovy
rovnice obecné relativity apod.

MKP se rozvijela zejména béhem poslednich padesati let. Jeji objev se zpravidla pfipisuje Richardu
Courantovi v roce 1943. Nicméné v praci [8], str. 5, jsou jesté starsi odkazy na metody podobné MKP.
Prvni monografie o MKP vysla jiz v roce 1957 — viz [57]. Zde je uveden ptuvodni dikaz interpola¢nich
vlastnosti spojitych a po ¢astech linearnich funkci nad triangulovanou rovinnou oblasti. Pojem prvek byl
zaveden v padesatych letech leteckymi inzenyry, ktefi provadéli pruznostni a pevnostni vypocty a délili
kontinuum na malé ¢asti nazyvané prvky. Pojem konecny prvek byl matematiky zaveden pozdéji, a to az
v Sedesatych letech. Od té doby se metoda konecnych prvkia zacala dikladné a rigorézné studovat. Tato

Hlavni vyhodou MKP je to, ze umoznuje simulovat fadu fyzikalnich procesi na pocitaci. Tak muze
nahradit vyrobu nakladnych technickjch modelt (prototypid) nebo provadéni komplikovanych méteni.
Napftiklad pfi ndvrhu rozmanitych elektrickych zafizeni miizeme pomoci MKP vypocitat elektromagne-
tické pole, rozlozeni teploty ¢i mechanického napéti.

Obrovsky pokrok byl u¢inén ve vyvoji software pro MKP. Cely vypocetni proces muze byt podstatné
zautomatizovan tak, ze umoznuje provedeni nasledujicich krok:

1. interpolace vstupnich dat,
. generovani triangulaci,
. sestaveni soustavy algebraickych rovnic,
. vyfeSeni soustavy algebraickych rovnic,

2
3
4
5. zhlazeni numerického feseni,
6. aposteriorni odhady chyby,
7

. grafické znazornéni vysledki.

Skutecné technické problémy se ¢asto fesi pomoci standardnich soubort programi, napt. ABAQUS,

ALGOR, ANSYS, COSMOS, ELLPACK, I-DEAS FEM, INTERLIB, LUSAS, MARC, MATLAB, ME-
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CHANICA, MODULEF, MSC/PROBE, MSC/ NASTRAN, NISA, NONSAP, PAFEC, PATRAN, PLTMG,
STRIPE, STRUDL, SYSTUS, TPS10. Uzivatel ale obvykle nevi, jakou metodu zvolil pouzity soubor
programiu napft. pro numerickou integraci, pro feseni diskrétniho problému ¢i pro aproximaci rozli¢nych
nelinearit.

Ziejmé neexistuje obecnd numerickd metoda, ktera by umoznovala fesit jakykoliv nelinearni problém.
A tak kazda t¥ida nelinedrnich problému se musi vysetfovat individualng. To zpravidla zahrnuje dikaz
existence (popf. jednozna¢nosti) pfesného a pfiblizného FeSeni, otdzky konvergence, stability, spojité
zéavislosti FeSeni na datech tlohy a dale numerické feseni ptiblizného problému, coz vétsinou predstavuje
feSeni velkych fidkych linedrnich ¢i nelinearnich soustav algebraickych rovnic. Pfiblizné feseni parcialnich

diferencialnich rovnic tak stale predstavuje velkou vyzvu pro numerické matematiky

Hlavnim cilem téchto skript je ukdzat, proc je uZitecné se zabyvat Hilbertovymi pro-
story, vetami o vnotent, slabou konvergenci, monotonnimi operdtory, kompaktnimi
mnozinami apod. pri Tesent skutecnych technickych problémi. Doufdme také, Ze bude
patrno, proc¢ je dileZité se veénovat materidloveé anizotropii, nehomogenitam, ruznym
nelinearitam a komplikované geometrii elektrickych stroji a zavizent, coZ jsou pro-

blémy, které se nevyskytuji pri reSent akademickych prikladi s Laplaceovym operdto-

rem na c¢tverci ¢i kruhu.




1. MATEMATICKE MODELOVANI FYZIKALNICH JEVU

1.1. Obecny pohled na matematické modelovani

Pojem ,fyzika“ vznikl z Feckého slova ,fysis“ (pfiroda). Fyzika vySetiuje zakladni pfirodni jevy, a tak
fyzikalni védéni mé velmi obecny charakter. To je také duvod, proc¢ fyzika pronika do ostatnich odvétvi,
elektroinzenyrstvi nevyjimaje.

Fyzikalni jevy jsou pfimymi diisledky t¥i zadkladnich typt sil (gravitacni, elektroslabé a silné interakce).
Abychom pozorovanym jevum a jejich vzdjemnym vztahtim lépe porozuméli, snazime se je popisovat
vhodnymi matematickymi prostfedky — hovofime o tzv. matematickém modelovani. Pouzivame napf.
teorii diferencidlnich a integralnich rovnic, teorii grup, teorii pravdépodobnosti. V téchto skriptech se
budeme zabyvat jevy, jez vznikaji v elektroinzenyrstvi a které lze modelovat pomoci diferencialnich ¢i
algebraickych rovnic (nebo nerovnic). Poznamenejme, ze takové matematické modely vzdy predstavuji
jen jistou idealizaci fyzikalni reality. Proto nikdy nesmime ztotozinovat jakykoliv fyzikalni jev s jeho
matematickym popisem. To se ¢asto v praxi stava a vede pak k nedorozumeéni nebo nespravné interpretaci
ziskanych vysledkii.

Jak jiz zdtiraziioval velky francouzsky matematik Henri Poincaré, piivod vSech rovnic (nerovnic) v mo-
delu by mél byt znam. O kazdém vztahu obsazeném ve vyetfovaném modelu bychom tedy vzdy méli védét,
zda je to

e definice (oznaceni, dohoda),

e predpoklad (hypotéza, axiom),

o tvrzeni (disledek, dedukce),

e vztah ziskany z pokusu (méfeni, pozorovani).

Pfi matematickém modelovani fyzikalnich jevi bychom méli mit na paméti nékolik dilezitych sku-
tecnosti. Pfedné bychom si méli uvédomit, ze zadna fyzikalni rovnice (kromé defini¢nich rovnic) neplati
zcela piesné. Vesmir je totiz slozen z elementarnich ¢astic a jejich chovani mize byt pfedpovidano vzdy
jen s urc¢itou pravdépodobnosti (v disledku Heisenbergova principu neuréitosti a Bornovy interpretace
vlnové funkce). Proto jakakoliv fyzikdlni rovnice miize pouze pfiblizné popisovat realitu. A tak kazdy
model v sobé zahrnuje fadu zjednoduseni.

Nejbéznéjsi zjednoduseni je tzv. kontinudlni (spojity) piistup, kdy jsou diskrétni ¢astice naseho svéta
nahrazeny spojitymi veli¢inami. Ukazme si jej kuptikladu na popisu teploty néjakého odlitku. Ackoliv je
teplota projevem pohybu atomt a molekul, neni nutné sestavit model na této mikrotrovni. Elementarnich

Castic tvoricich odlitek je totiz takové obrovské mnozstvi a jsou tak drobné, Zze je téméf nemyslitelné se
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jimi jednotlivé zabyvat. Proto si teplotu v daném bodé pfedstavujeme jako veli¢inu timérnou stfedni kine-
tické energii neusporfadaného pohybu ¢astic v malém okoli tohoto bodu. Teplota je pak funkce definovana
v kazdém bodé odlitku, tedy i mezi dvéma atomy, a odlitek je na makrodrovni nahrazen idealizova-
nou souvisle rozlozenou hmotou (kontinuem). Tato myslenka ndm umoziiuje pouzit teorii diferencialnich
rovnic, jak uvidime v nasledujicim paragrafu.

Idealizace fyzikalni skutecnosti ma tedy predevsim za tkol zjednodusit jeji zkoumani. Pfesny popis i
zdanlivé jednoduché fyzikalni situace muze totiz vést k natolik spletitému matematickému modelu, Ze jeho
detailni sestaveni (a natoz jeho vyteseni) je zhola nemozné. Pro nazornost to ilustrujme dalsim piikladem.

Chceme co mozno nejpfesnéji urcit, za jak dlouho spadne na zem kdmen vrzeny vzhiru urcitou rychlosti
z predem zadané vysky. Kazdy si jisté z Newtonova zakona sily snadno odvodi vzorec, v némz bude vyska
kamene nad zemi kvadratickou funkci ¢asu. Ti rafinovanéjsi ,zpiesni“ tento vztah napf. tim, ze do néj
zabuduji specialni teorii relativity. Do dobrého modelu by ovsem mél byt zahrnut i odpor vzduchu, ktery
zavisi na tlaku vzduchu, tvaru a rychlosti (popf. rotaci) kamene a jesté mnoha dalsich veli¢inach, které
Ize obtizné presné matematicky vyjadrit. A co gravitacni vliv Mésice a dalSich téles? Nebo zakfiveni
prostorocasu, zavislost gravitacni sily na vySce nad Zemi, vitr, Coriolisova sila apod. Jisté lze nalézt i
mnoho dalsich skutecnosti, které ovliviiuji pohyb kamene, i kdyz jejich tcinek je velice maly. Nyni je snad
ziejmé, ze matematicky model, ktery by zahrnoval vsechny vlivy (véetné néarazi jednotlivych molekul
vzduchu na kédmen), nelze vytvorit. Této skutecnosti se vSsak nesmime zaleknout, nebot i jednoduchy
matematicky model mtize velice dobfe vystihnout dilezity jev (napf. Ohmiv ¢ Coulombtv zdkon). Tim
se od sestavovani modeld dostavame k dalsimu zavaznému kroku.
zejména vysetiit otdzku existence feSeni navrzeného matematického modelu. Mnohé v praxi bézné po-
uzivané modely byvaji tak slozité, ze se nam jejich feSeni vétsinou nepodafi vyjadrit néjakymi vzorci.
Napriklad pro rovnice popisujici rozlozeni teploty v télese nelze obecné feseni explicitné napsat ve tvaru
néjakého vzorce, ale presto umime dokazat, ze feSeni existuje. A pouze kdyz FeSeni existuje, ma smysl je
numericky aproximovat a ptat se, jak daleko jsme od reality. Uvazujme napiiklad pocatecni tlohu

-0 s {1, IS
Jeji Feseni neexistuje, protoze prava strana neni darbouxovska funkee (tj. obor jejich hodnot neni interval).
Avsak jakakoliv numerickd metoda pouzitd na tento problém nam da néjaké numerické vysledky, které
ovSem budou absurdni.

Modelové problémy zalozené na riznych fyzikalnich zakonech a vySetfované v téchto skriptech jsou
klasicky popsany pomoci parcidlnich diferencidlnich rovnic s jistymi okrajovymi, popf. po¢ate¢nimi, pod-
minkami. Je zndmo, ze nemusi mit feSeni, pokud napf. koeficienty rovnice maji skoky. Z tohoto diavodu
budeme vySetfovat tzv. slabou (zobecnénou, variacni) formulaci téchto problémt, kterd mé integralni
podobu. Poznamenejme, ze integralni podoba jakéhokoliv fyzikalniho zakona je mnohem prirozenéjsi nez

jeho diferencialni podoba. Slabéd formulace ndm navic umoziiuje vyuzit u¢innych prostfedka funkcionalni
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analyzy a pouzit metodu koneénych prvki. Na rozdil od klasickych metod (jako napf. metody kolokact,
metody koneénych diferenci, ... ), obvykle zadné dodateéné predpoklady na hladkost pfesného FeSeni
nebudou pozadovany.

Pii provéfovani spolehlivosti matematického modelu je také celné studovat jednoznacnost (popf. né-
sobnost) Feseni. To také hraje dilezitou roli pfi navrhu vhodné numerické metody pro nalezeni p¥iblizného
feSeni. Jednoznacnost feSeni nemusi byt zarucena, zejména kdyz model odpovida né€jakému nelinedrnimu
vztahu. Existuji rovnice, které maji vice feSeni, ale tfeba jen jedno z nich mé dobry fyzikalni smysl.
Jednoznacnost takového feSeni se pak v matematickém modelu zarucuje dodatecnymi podminkami. Vi-
ceznacnost reseni také neni nic neobvyklého. Napftiklad tyristor miaze byt v nékolika rtznych vnitinich
stavech pri ur¢itém neménném rozlozeni napéti na jeho vyvodech. Rovnice modelujici tento jev maji vice
feseni (viz [36], str. 43). Jiny piiklad na nejednoznac¢nost feseni je uveden napt. v [20], str. 209.

Jakmile mame existenci (popf. jednozna¢nost) presného feseni, je rozumné vysetfovat spojitou zavislost
feSeni na datech a aproximacni vlastnosti modelu, tj. zda model popisuje fyzikalni jev pfiméfené. Tento
krok se vétsinou provéruje konkrétnimi mérenimi.

Vhodnou kontrolou p¥i provéfovani spravnosti modelu je téz rozmérova zkouska (tj. ovéfeni, zda jed-
notky fyzikalnich veli¢in obsazenych v modelu jsou ve vzajemném souladu). Ta sice nemtize potvrdit, ze
je vySetfovany model spravné, ale mtze napovédet, kdy je model urcité Spatné.

Modely vysetfované v téchto skriptech jsou striktné deterministické, zatimco zadny fyzikalni jev neni
striktné vzato deterministicky. Tato skutecnost nas nemusi prilis znepokojovat, protoze pro praktické
pouziti vzdy vystacime jen s néjakym pribliznym fesenim. Obecné vypocetni schéma je znazornéno na

obr. 1.1.

Fyzikalni | % | Matematicky |, ©: Diskrétni |, % | Numerické
realita model model vysledky

Y
Y

Y

Obr. 1.1

Protoze zadnd rovnice nepopisuje fyzikalni realitu pfesné, dopoustime se chyby e (tzv. chyba modelu).
Matematické modely jsou casto popsany pomoci nekonecnérozmeérnych problému. Ty se dale aproximuji
koneénérozmérnymi problémy, aby je bylo mozno zpracovat na poéitaci, coz dava dalsi chybu ey (to je
tzv. diskretiza¢ni chyba). Tato chyba muze zahrnovat chybu metody kone¢nych prvkd, chybu numerické
integrace, chybu aproximace kfivo¢aré hranice pomoci polygonu, chybu aproximace ruznych nelinearit,
pocatecnich ¢i okrajovych podminek apod. Konecné chyba es vznika v prubéhu vlastniho vypoctu. Sa-
moziejmé zahrnuje zaokrouhlovaci chyby, ale miize obsahovat i itera¢ni chybu, pokud pouzivame néjakou
itera¢ni metodu k feseni diskretizovaného problému. Poznamenejme, ze numerickd matematika se zabyva
studiem chyb e; a eg, ale nikoliv chyby egp.

Rozdil mezi presnym FeSenim matematického modelu a jeho numerickou aproximaci lze obc¢as od-

hadnout pomoci tzv. aposteriornich odhadt chyby (srov. par. 3.4 a kap. 12 a 13). Tento krok je velice
11



dtilezity, protoze skute¢né technické problémy jsou vétsinou nelinedrni, Spatné podminéné, nestabilni a
velkého rozméru. Maji nasobné feseni, singularity apod. Pokud neprovedeme spolehlivou aposteriorni
analyzu chyby, nevime vlastné, jak daleko je numerické feseni od pfesného fesSeni.

Na zavér poznamenejme, ze nikdy nesmime pieceniovat samu matematiku. Nezapominejme, Ze mate-
matika je pouze ,hra“; i kdyz tato hra ma presné definované pojmy a pravidla. Matematické modely
byly, jsou a budou vyvijeny predevs§im pro lepsi pochopeni svéta. Matematika je tedy U¢inny nastroj
k poznavani ptirody, se kterym je ale tfeba zachazet opatrné. Je dilezité umét citlivé odhadnout, jaké
vlivy do matematického modelu zahrnout a jaké zanedbat. A hlavné, nez se pustime do feSeni néjakého

konkrétniho problému, je dilezité si dobfe rozmyslet, co budeme délat s jeho Fesenim.

1.2. Nékteré modely popsané diferencialnimi rovnicemi

Jednim z nejvétsich fyzikalnich objevi jsou bezesporu Mazwellovy rovnice pro popis elektromagnetic-

kého pole,
(1.1) rot H=J + %—?, (Amperuv zdkon)
rot £ = —%—l:, (Faradaytv zakon)
div D = p, (Poissontiv zakon)
div B =0,
D = &€,
B = uH.

Pfipomenime, ze H je intenzita magnetického pole, & je intenzita elektrického pole, D je elektricka indukce,
B je magneticka indukce, J je proudova hustota, p je hustota ndboje, i je permeabilita, € je permitivita,
9(+)/0t oznaluje ¢asovou derivaci, diferencidlni operatory divergence a rotace jsou klasicky definovany

pro v = (v1,vq,v3) T takto:

3
(1.2) divo=>_ o,
i=1
(13) rot v = (82’03 — 83’02, 83’01 — 81’03, 81’02 — 82’01)T,

kde d;v; = Ov; /Ox; proi=1,2,3,a (-)T ozna¢uje transponovany vektor. Skriptem psané symboly v (1.1)
jsou vyhrazeny pro trojrozmeérné vektory zavisejici na tfech prostorovych proménnych 1, x2, z3 a na case
t, tj. napf. B = B(x1, x2, x3,t). Funkce p je skalarni, zatimco € a p mohou byt skaldry anebo symetrické
matice typu 3 X 3 v pfipadé anizotropniho prostfedi. Mohou navic zaviset i na dalsich veli¢indch (ne jen
na prostorovych a ¢asovych proménnych). Naptiklad p = u(B), coz znamend, ze vztah B = pH muze byt
nelinedrni (srov. (4.17)).

Z (1.2) a(1.3) je patrno, ze soustava (1.1) obsahuje 8 parcidlnich diferencidlnich rovnic a 6 algebraickych

rovnic. Protoze divrot = 0, rovnice v (1.1) nejsou nezévislé. Matematickd teorie elektromagnetického
12



pole se zabyva hleddnim FeSeni téchto rovnic. K tomuto i¢elu se predepisuji jesté jisté pocatecni a okrajové
podminky.

Piedpokladejme nyni, ze viechny funkce v soustavé (1.1) jsou ¢asové nezavislé. Tuto skutecnost budeme
oznacovat symboly psané kurzivou, tj. B(z1,x2,x3) = B(x1, 22, x3,t). Pak se (1.1) rozpadne na dvé mensi

vzajemné nezavislé soustavy

(1.4) rot £ =0,
div D = p,
D=c¢ckE
a
(1.5) rot H = J,
div B =0,
B =pH.

Povsimnéme si, ze (1.4) obsahuje jen elektrické veli¢iny E a D, zatimco (1.5) obsahuje magnetické veli¢iny
H a B. Systém (1.5) budeme vysetiovat v kapitole 4. Casové periodickymi Maxwellovymi rovnicemi se

budeme zabyvat v kapitole 8.

Déle predstavime jinou dilezitou rovnici pouzivanou pfi matematickém modelovani mnoha fyzikalnich
jevlt — rovnici kontinuity (spojitosti). Necht S je néjaka fyzikalni veli¢ina, jako napiiklad hmota, naboj

¢i teplo. Potom plati
0 . , . . o
(1.6) g (objemova hustota S)dz = [ (objemova hustota zdroji S) dz
7 7
— / nT (povrchova hustota toku S) ds,
09

kde (2 je oblast s hranici 912 a n je vnéjsi jednotkova normadla (viz obr. 1.2). Levé strana (1.6) pfedstavuje
Casovou zmeénu S. Prvni integral na pravé strané popisuje zdroje veli¢iny S v {2 a druhy integral popisuje

tok veli¢iny S hranici 0f2.

Obr. 1.2
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Uvazujme vySe uvedenou rovnici v pripadé, kdy S je teplo, a ozna¢me symboly @) objemovou hustotu
tepla, f objemovou hustotu tepelnych zdroji a g tepelny tok. Funkce @ a f jsou skalarni, zatimco ¢
je vektorova funkce. Poznamenejme, Ze tepelné zdroje mohou byt zapti¢inény (realizovany) elektrickymi

proudy, stfidavymi elektromagnetickymi poly, chemickymi reakcemi apod. Znama Greenova formule nyni

/ div gdz = / nTqds,
Q o0
coz spolefné s (1.6) implikuje, ze

/8—de:£ Qdx = fda:—/ ands:/fdx—/diqu:r.
o Ot ot Jo Q o0 2 2

Protoze tento vztah plati pro jakykoliv objem {2, dostaneme diferencialni rovnici

(1.7) %—? = f—div g,

dava

kterad se nazyva rovnice kontinuity. Tato rovnice se ve stacionarnim ptipadé, tj.

div ¢ = f,
nékdy také nazyva rovnice rovnovdhy.
Objemové hustota tepla () spliiuje vztah
(1.8) Q = cpu

kde p je hustota, c je specificka tepelna kapacita a u je teplota. Necht jsou tyto skalarni funkce nezavislé na
¢ase. Podle Fourierova zdkona je tepelny tok pifmo timérny gradientu teploty grad u = (dyu, dau, d3u) T,

tj.
(1.9) g =—Agrad u.

Zde A je skalarni funkce pro izotropni prostifedi a v pfipadé anizotropniho prostfedi je to symetrickd
matice typu 3 x 3. Muze také zaviset na teploté, jak uvidime v kapitole 6. V takovém piipadé je Fouriertiv
zédkon nelinedrni. Dosadime-li (1.8) a (1.9) do (1.7), dostavame nésledujici parcidlni diferencialni rovnici

parabolického typu, kterd popisuje nestacionarni vedeni tepla
ou i
(1.10) Pgr div(Agrad u) = f.

V kapitole 7 predepiSeme jisté pocatecni a okrajové podminky pro tuto rovnici.

Pokud vsechny funkce vystupujici v (1.10) jsou ¢asové nezavislé, dostdvame
(1.11) —div(Agrad u) = f.

Tato rovnice je eliptického typu a popisuje staciondrni (ustdlené) vedeni tepla. V kapitolach 3, 5 a 6

predepiseme nékolik riznych okrajovych podminek pro rovnici (1.11).
14



Uvazujme nyni feseni u = u(x,t) rovnice (1.10) pro z € (—oc0,00),c=p=.A=1a f =0. Na obr. 1.3
je znazornéna pocatecni teplota pro ¢ = 0 a odpovidajici teplota pro libovolné maly ¢as ¢ > 0. Vidime,
ze rychlost sifeni tepla modelovana rovnici (1.10) je nekoneénd, i kdyz u je extrémné malé pro |z| > 0.
Abychom tuto obtiz pfekonali, miizeme misto (1.9) uvazovat Cattaneotiv-Maxwelltv zdkon

dq

(1.12) 5

= -7 Y(Agrad u +q),

kde 7 je dana konstanta (tj. 7 ~ 10711 — 10~ [s] pro kovové materialy). Tento vztah je pfesn&jsi nez
Fouriertiv zékon (1.9). Diferenciaci (1.7) vzhledem k ¢ dostaneme pomoci (1.8), (1.12) a opét (1.7) rovnici
hyperbolického typu

0 ou .
(1.13) TE (cpg) +cp— —div(Agrad u) = f + 7—=.

Au of
ot ot

V tomto pFipadé lze ukézat, ze rychlost sifeni tepla je koneénd. Vidime, ze (1.13) pro 7 — 0 pfechazi

v (1.10). Rovnici (1.13) se v8ak v téchto skriptech nebudeme zabyvat (pro jeji numerické feseni viz [29]).

u(x, 0) u(z,t) prot> 0
. L . x
0 . 0 .
Obr. 1.3

Siroky rozvoj polovodicovych technologii ptinasi vzriistajici zdjem o matematické a také numerické
modelovani polovodi¢ovych soucastek. Stru¢né si proto predstavime soustavu polovodicovych rovnic pro
MOS-tranzistor (Metal-Oxide-Semiconductor). Proud mezi kolektorem a emitorem (viz obr. 1.4) je ¥izen
napétim na hradle, coz je Fidici elektroda. Uplny dynamicky systém MOS-tranzistoru je popsan soustavou
10 parcialnich diferencialnich rovnic v trojrozmérném prostoru a ¢ase. Osm z nich jsou Maxwellovy rovnice

(1.1) a zbyvajici dvé jsou rovnice kontinuity (srov. (1.7)) pro proudové hustoty dér a elektront.

Omezme se pro jednoduchost jen na staciondrni pfipad (srov. (1.4) a (1.5)). V tomto piipadé je
vliv magnetického pole zcela nepatrny. Jestlize jej zanedbame, pak chovani MOS-tranzistoru lze popsat

systémem tii parcialnich diferencialnich rovnic. Prvni z nich je pro elektrostaticky potencidl uyg,
(1.14) —div(e grad ug) = q(F + P — N),

a druha, resp. tfeti, rovnice vyjadiuje spojitost proudovych hustot Jp dér, resp. proudovych hustot Jy

elektroni,
(1.15) —div Jp = ¢R,
(1.16) —div Jy = —¢R,

15



hradlo

kolektor emitor

Si

kontakt
substratu

Obr. 1.4
kde Jp, resp. Jy, zavisi na koncentraci P dér, resp. koncentraci NV elektronu, takto:
(1.17) Jp = qupP grad up,
(1.18) JN = —qunN grad uy.
Zde a vyse q oznacuje elementarni ndboj, F' je imérné Cisté hustoté ionizovanych pfimési, € je permitivita,
up, resp. py, je pohyblivost dér, resp. elektrond, up, resp. uy, je elektrochemicky potencial dér, resp.

elektront, funkce R charakterizuje rozdil mezi rychlosti, kterou se pary dira-elektron nesouci naboje

rekombinuji, a rychlosti, kterou jsou v polovodi¢i generovany.

Poznamka 1.1. Vektor £ = —grad ug je elektrické pole, pro néz plati rot £ = 0, coz je jedna ze

staciondrnich Maxwellovych rovnic v (1.4). Ta spolu s rovnici pro divergenci E dava (1.14).

Existuje nékolik modelti popisujicich rozdéleni koncentraci nosicti. Jestlize naptiklad uvazujeme Bolt-

zmannovo rozdéleni (tj. Boltzmannovu statistiku), pak

(1.19) P = Npelvr—u)/U - N = Neluntuo)/U]

kde N; je hustota vnitinich nosi¢t a U je tepelné napéti (viz [36], str. 25, [68]). Nyni z (1.14)—(1.19)

dostaneme néasledujici nelinearni systém pro nezndmé ug, up a uy,

(1.20) —div(e grad ug) = q(F 4 Nyelur=u)/U _ Npelun+uo)/Uy
—div(upNIe(“P*“O)/Ugrad up) = R,
—div(UNNIe(“N+“°)/Ugrad uy) = R.

V kapitoldch 9 a 10 budeme studovat zjednoduSenou verzi soustavy (1.20) se smiSenymi okrajovymi

podminkami.
16



2. STRUCNY UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY

Cilem této kapitoly je v kratkosti pfipomenout nékteré definice a véty z funkcionalni analyzy, které
budeme c¢asto pouzivat v dalsich kapitolach.

Mnozina V' se nazyva linedrni vektorovy prostor, jestlize ma nasledujici vlastnosti: Jsou-li v,w € V
libovolné prvky a « je redlné (nebo komplexni) éislo, pak v+ w a av také pati{ do V; tyto operace navic

spliiuji bézna algebraicka pravidla:

v+w=w+wv, v+ (w+z2)=(v+w)+ z,
alv+w) = av + aw, (a+ B)v = av + P,
O[(ﬁ’l}) = (OZﬁ)’U, 1'1):1},

jestlize v+ w=v+ 2z, pakw=z2.

Linearnimi vektorovymi prostory nad télesem komplexnich cisel se budeme zabyvat v kapitole 8.
Necht V je linedrni vektorovy prostor. Norma na V je realna funkce oznacend symbolem || - ||y, ktera

splnuje nasledujici podminky:

(2.1) [lv+w|lv < |lv||lv + [Jw]ly  (trojihelnikova nerovnost),
(2.2) lewwllv = lall|v]lv,
(2.3) [v]lv #0 prowv#0

pro kazdé v,w € V a kazdy skaldr o (skaldrem rozumime realné nebo komplexni ¢islo). Z (2.1) a (2.2)
snadno plyne, Ze norma je nezdpornd funkce na V', tj. ||v||y > 0 pro kazdé v € V. Linearni vektorovy
prostor, ktery je opatfen normou, se nazyva normovany linedrni vektorovy prostor.

Pripomerime, ze Banachtv prostor V je normovany linearni vektorovy prostor, ktery je uplny, tj. pro

kazdou cauchyovskou posloupnost {v; };’O:I C V existuje prvek v € V tak, ze
[vj —vllv =0 proj — oo.
Definice 2.1. Necht' V, U jsou Banachovy prostory. Rekneme, Ze T je linedrni operdtor z V do U,

jestlize

Tw+w)=T()+T(w)

T(av) = oT(v)

17



pro kaZdé v,w € V a kaZdy skaldar o
Linearni operator T': V — U je proto spojity, jestlize existuje konstanta C' > 0 tak, ze
(2.4) ITolu < Cllolly Vo e V.

Symboly C, C1, Cs jsou nadale rezervovany pro generické konstanty, které jsou kladné. Nemusi byt
stejné pii kazdém svém vyskytu a nezavisi na odhadovanych funkcich ani na diskretiza¢nim parametru,
ktery zavedeme pozdéji.

Necht V je linearni vektorovy prostor a necht a® oznacuje &islo komplexné sdruzené ke komplexnimu
¢islu . Skaldrni (vnitini) soucdin na V x V je komplexni funkce oznacéena (-, )y, ktera spliiuje nasledujici

podminky:

2.5 (v+y,w)v = (v,w)y + (y,w)v

g
=2

N
N

(v,w V= (( )V)C a (v,v)v >0,

(2.5) w)
(2.6) (v, w)y = a(v,w)v,
(2.7) )
(2.8) )

2.8 (v,v)y # 0 pro v # 0,

pro kazdé v,w,y € V a kazdy skalar a. Jestlize V je redlny prostor (tj. prostor nad télesem redlnych
¢isel), pak (-, )y je realnd funkce a symbol (-)€ v (2.7) miize byt vynechan.
Pro tzv. indukovanou normu

(2.9) [ollv = V(v 0)v, veV,

plati znama Cauchyova-Schwarzova nerovnost

(2.10) |(v,w)v| < [lvllv|wlly  Yv,weV.
Navic
v,W)y
lolly = sup [0V
w0 |lwllv

Linedrni operator, jehoz hodnoty jsou skalary, se nazyva linedrni forma nebo linedrni funkciondl.

Banachiv prostor se skalarnim soucinem se nazyva Hilbertuv prostor.

Véta 2.2. (Rieszova véta.) Necht' V' je Hilbertiv prostor. Pak pro kazdy linedrni spojity funkciondl F

definovany na V' existuje pravé jeden prvek u € V takovy, Ze

(2.11) Fw) = (v,u)y YveW.

Dukaz viz [60], str. 245.

Pfipomenime, Ze skaldrni zobrazeni a(-,-) definované na V x V, kde V je linedrni vektorovy prostor,
se nazyva sesquilinedrni forma, jestlize pro kazdé pevné v € V jsou zobrazeni a(-,v) a (a(v,-))® linearni.
Jestlize je navic a(-, -) redlné zobrazeni, pak a(-, -) se nazyva bilinedrni forma. Sesquilinedrni forma a(-, -)

se nazyva spojitd, jestlize existuje konstanta C7 > 0 tak, ze

(2.12) la(v,w)| < Cyllv]lv|lw|ly  Yo,w e V.
18



Lemma 2.3. (Lazovo-Milgramovo lemma.) Necht’ V je Hilbertiv prostor a necht’ a(-,-) je spojitd se-

squilinedrni forma, pro niZ existuje konstanta Cy > 0 takovd, Ze
(2.13) la(v,v)| > Ca|lv|}, Vv €V (podminka V -elipticnosti).
Pak pro kazdy linedrni spojity funkciondl F' definovany na V ezistuje prdvé jeden prvek u € V tak, Ze

(2.14) a(v,u) = F(v) YveV.

Dukaz viz [41], str. 38. Laxovo-Milgramovo lemma nam vlastné ¥ikd, ze /|a(-,-)| je norma na V
ekvivalentni normé || - [|y.

Sesquilinedrni forma a(-, ) se nazyva hermitovskd, jestlize
(2.15) a(v,w) = (a(w,v))¢ Yov,w e V.

Véta 2.4. Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 2.3, necht’ sesquilinedrni forma a(-,-) je hermitovskd

a a(v,v) > 0 pro vsechna v € V. Pak je tloha (2.14) ekvivalentni dloze: Najit uw € V' tak, Ze

(2.16) J(u) = vnel\f/ J(v),

kde J je kvadraticky funkciondl dany vztahem

(2.17) J(v) = %a(v,v) —Re(F(v)), veV.

D 1 k a z . Funkciondl (2.17) zfejmé nabyva jen redlnych hodnot. Necht u je FeSenim (2.14). Potom
z (2.17), (2.15) a ze sesquilinearity a(-,-) dostavame
2.J(v) = a(v,v) — F(v) — (F(v))° = a(v,v) — a(v,u) — a(u,v)
=alv—u,v—u)—alu,u) YveV.
Nyni z (2.13) vidime, ze J nabyvad minima pravé pro v = u, protoze posledni ¢len —a(u, 1) je konstantni.
Necht naopak funkciondl (2.17) nabyva minima v bodé u € V' a necht v € V je libovolné. Na realné

ose definujme redlnou funkei j(t) = J(u + tv). Pak pro ¢t # 0 plati

(2.18) j(t) —4(0) _ J(u+ tv) — J(u)
t t
_a(u,u) +ta(u,v) +ta(v, u) + t2a(v,v) —a(u,u)  Re(F(u +tv)) — Re(F(u)) |
2t .

Limitnim pfechodem pro ¢ — 0 dostaneme
2j'(0) = a(u,v) + a(v,u) — 2Re(F(v)) = a(v,u) — F(v) + (a(v,u) — F(v))¢ =0,
tj.

Re a(v,u) =Re F(v) YveV.
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Pro libovolné w € V nyni polozme v = iw. Potom
Im a(w,u) = —Re ia(w,u) = —Re iF(w) =Im F(w) Yw eV,
a tedy plati (2.14). Ulohy (2.14) a (2.16) jsou tudiz ekvivalentni. O

Poznamka 2.5. Funkciondl (2.17) se nazyva energeticky funkciondl. Poznamenejme, ze v redlném pii-
padé se vztah (2.15) redukuje na a(v,w) = a(w,v) a odpovidajici bilinedrni forma se pak nazyva symet-
rickd.
Necht R? je euklidovsky prostor opatfeny normou
1/2

d
(2.19) lz]| = Zx? , x=(21,...,24)T € R4
j=1

Skalarni sou¢in v R? budeme oznacovat (.,.) nebo pro jednoduchost nékdy jen ,,-“.
Lebesguetiv prostor realnych nebo komplexnich funkei definovanych na oteviené mnoziné 2 C R?, které

jsou integrovatelné s mocninou p € [1,00), oznac¢ime LP({2) a opatfime normou

1/p
(2.20) lvllo,p.2 = (/ |v|? dx) , v €ELP(D).
I7)

Pokud p = 2, budeme pro stru¢nost psét || - |

0,20 = llo,2,2 a definovat skaldrni (vnitini) souéin takto:
(v, w)o,0 :/ vw® dz.
o)

Pfipomerime si jesté znamou Holderovu nerovnost

fm

ktera plati pro kazdé p,q € (1, 00) spliiujici rovnost

< llop.ellwloqe veLP(2), we L),

1 1
-+ -=1
p q
Lebesguetiv prostor méfitelnych a skoro viude (s.v.) ohrani¢enych skaldrnich funkci na {2 je oznacen

L*°({2) a opatfen normou

[0]l0,00,2 = €58 supzeelv(z)].
Je-li 2 ohraniéend, pak pro kazdé p, q € [1, 0], p < g, plati nasledujici algebraické vnoteni
L) C LP(N)
a také topologické vnoreni, které lze charakterizovat takto: Existuje C' > 0 tak, ze
lolloge < Cllvloqe Vo e LUR).
Symbolem {2 oznacime uzavér 2 a necht 9f2 oznacuje hranici §2. Pak ziejmé
N=000R, 0N2=10nR\N).
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Pfipomeiime, ze oblast {2 je oteviena a souvisla mnozina v R?. Symbol d € {1,2,...} bude nadéle
vyhrazen pro dimenzi R?.
Jestlize je §2 ohrani¢ena oblast, pak prostor spojitych skaldrnich funkei na §2 oznac¢ime C(£2) a opatiime

normou

2.21 V|| ~=, = max |v(z)].
(2.21) vl = maxfo(a)

Evidentné plati
lollo = Ivlos.a Yo € C(@).

Symbol C*(£2), k € {0,1,...}, je vyhrazen pro prostor skalarnich funkci, jejichz klasické derivace az do

fadu k jsou v 2 spojité rozsifitelné az do hranice, tj. patii do C'(£2). Navic klademe
C*(@) = () C* ()
k=1

a itkdme, ze C°°({2) je prostor nekonecné diferencovatelnyjch funkci na 2. Koneéné symbolem C§°(2)

oznacime prostor nekonecné diferencovatelnych funkci s kompaktnim nosicem v {2, tj.
Ceo(02) = {v e C>(R2) | supp v C 2},

kde

(2.22) supp v = {z € 2 | v(z) # 0}.

Slaba fesSeni fady tloh v elektroinzenyrskych a jinych problémech jsou definovana v Sobolevovych
prostorech. Nejprve si stru¢né pfipomenime nékteré zakladni vlastnosti Sobolevovych prostortt H”(2),
k € {0,1,2,...}, tj. t¥id redlnych nebo komplexnich funkci definovanych na oblasti 2 C R?, jejichz
zobecnéné derivace az do fadu k véetns patii do L2(£2). Budeme se zabjvat pouze Sobolevovymi prostory,
které jsou definovany na ohranicenych oblastech s lipschitzovsky spojitou hranici, coz je dostate¢né siroka

tfida oblasti pro praktické problémy. Nésledujici definice pochédzi od Mazji (viz [37], str. 22).

Definice 2.6. Rekneme, Ze ohranicend oblast £2 C R pro d > 1 md lipschitzovsky spojitou hranici,
jestlize pro kazdé z € 052 existuje okoli U = U(z) takové, Ze mnozina UNS2 miZe byt vyjddiena v néjakém
kartézském soutadnicovém systému (x1,...,2q) nerovnosti xqg < F(x1,...,24-1), kde F je lipschitzovsky
spojitd funkce.

Oznacme L mnozinu vSech ohranicenych oblasti s lipschitzovsky spojitou hranici.

Podle [41], str. 88, vn&jsi normaéla k lipschitzovsky spojité hranici existuje skoro vsude. Tuto vlastnost

vyuzijeme napf. pfi pouziti Greenovy véty nebo pii zadavani Neumannovych okrajovych podminek.

Necht tedy nadédle £2 € L. Pro kazdé v € C*(£2) a tzv. multiindex m = (mq,...,mq) definujeme

m-tou klasickou derivaci
olmly
o 0Pt 0l
21
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kde mz, ..., mg jsou nezdporné prirozena cisla a
|m|=mq + -+ mg.

Rekneme, 7e funkce v € L2(§2) ma m-tou zobecnénou derivaci v L2({2), jestlize existuje z € L2(12)
tak, ze

/ zwdz = (—1)‘m|/ vD™Mwdx Yw € C§°(£2).
2 Q

Pak se funkce z nazyva m-td zobecnénd derivace funkce v a klademe D™v = z. Snadno se muZzeme
presvédcit (viz napf. [32], str. 7), ze symbol D™v je dobie definovén.
Sobolevovy prostory H*(£2) pro k = 0,1, ..., se nyni definuji takto:
H*(02) ={v e L*(2)| D™v e L*(2), |m|<k}.
Lze ovéiit, ze H*(§2) se skalarnim soucinem

(2.23) (v, W)k, = Z /QD’”U(me)Cdx, v,we H (D),

Im|<k

je Hilberttiv prostor, kde symbol (-)¢ oznacuje komplexné sdruzené é&islo. Dale zavedme indukovanou

normu
1/2
(2.24) [olee={ Y / |D™|? da: . ve HRD),
Im|<k” ¢
a seminormu
1/2
(2.25) o= > / |D™v|? dz . ve HNN).
[m|=k "~ £
Dolni index (, budeme ¢asto vynechavat, tj.
Code=0dmes - lle=11lke, k=1l

Specialné plati

[0l = llvllg + llgrad ],
kde grad v = (01v,...,04v)" je gradient funkce v. Ziejmé

[v]lk—1 < |lvllx Vv e H*Q), k=1,2,...

L*(2)=H°(2) > H (2) > H*(2) D - .
Poznamenejme, ze kazda klasicka derivace je zaroven derivaci zobecnénou, a proto mame
C*) c H*(), k=0,1,....

Pro jednoduchost bude norma vektorové funkce oznacovana stejnym symbolem jako norma skaldrni

funkce, tj.
q 1/2
[oll = (Z |Uz||i> pro v = (v1,...,v,)" € (H*(£2))1.
=1
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Definice 2.7. MnozZina I' C 32 se nazjvd relativné oteviend v 92, jestlize pro kaZdé x € I existuje

oteviend koule B C R? obsahujici x tak, e BN O C I'.

Lebesguetv prostor meétitelnych funkci integrovatelnych s kvadratem na relativné oteviené mnoziné

I' C 892 ozna¢ime L?(I") a opatiime standardni normou

1/2
l[ollo.r = (/ Kl dS) , we LX(I).
I

Dale si pfipomenme nékteré dulezité vlastnosti Sobolevovych prostori.

Véta 2.8. (Véta o stopdch.) Predpokladejme, Ze 2 € L. Pak existuje pravé jeden linedrnd spojity operdtor
YH(2) — L*(002) takovy, Ze
= Vv € C™(02).
W= W (£2)

Funkce yv pro v € H*(£2) se naz§va stopou v a my ji budeme pro jednoduchost znacit v e Véta 2.8

nam vlastné 1iké, ze existuje konstanta C' > 0 tak, ze
(2.26) lvllo.oe < Cllvllie Yve HY ().
Véta o stopach nam umoznuje definovat prostor
Hy(2) ={ve H' () |v=0na 002} .

Poznamenejme, Ze prostor Hg({2), resp. H'(£2), mlze byt také definovan jako ziplnéni C§°(2), resp.

C>(£2), v normé || - l1.2, t-

(2.27) Hy(2) = Cgo (), HYN) =C>=(0).

Oznac¢me symbolem H'/2(942) prostor stop véech funkci z H*(§2). Pak plati nasledujici tvrzeni o hustoté
(viz [41], str. 87)

(2.28) L*(00) = H/2(02),

kde uzavér je v normé || - ||0,5¢-

Véta 2.9. (Rellichova véta.) Necht 2 € L. Pak identické zobrazeni z H(£2) do L?(£2) je kompaktni (tj.
kazdd ohranicend posloupnost v H'(£2) obsahuje podposloupnost konvergujici v L2(12)).

Véta 2.10. (Greenova véta.) Necht' 2 € L. Pak pro kazdé i € {1,...,d} plati

(2.29) /w@ivdx—l—/ v@iwdx:/ nivwds Y, w € HY($2),
o) 2 a0

ov
8171' ’

kde n; jsou slozky vnéjsi jednotkové normdly n = (ny,...,nq)T k hranici 02 a O;v =
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Véta 2.11. (Sobolevova véta o vnofeni.) Necht’ 2 € L a necht’ k je pFirozené éislo takové, ze 2k > d.
Pak

(2.30) H*(Q) c 0(0)
a existuje konstanta C' > 0 tak, Ze

(2.31) lolle > Cllollo, Vo € HH ().

Dtikazy vét 2.8-2.11 lze nalézt napf. v [34], [41].

Poznamka 2.12. Spojitost vyjadiend inkluzi (2.30) mize byt jesté zlepsena. Kupiikladu jestlized = 1 a
v € H((0,1)) je libovolné, pak (2.30), Cauchyova-Schwarzova nerovnost (2.10) aplikovana na L?((0,1))

a (2.25) dévaji
/ v'(z) dx
y

coz znamena, ze v je holderovsky spojita funkce s exponentem %

z 1/2
lo(2) — v(y)| = < |z -y (/ lv’<x>l2dx> < Iolalz =y,
Yy

Yy, z € (0,1),

Véta 2.13. (Friedrichsova nerovnost.) Jestlize 2 € L a I' # () je relativné oteviend podmnoZina hranice
012, pak
lolls < C(olF + [[0lI§.0)'/? Vo e H(92).

Specidlné
(2.32) lolli < Cloly Vv € HY ().

Struéné si jesté pfipomelime Sobolevovy prostory funkci Wf(!?), jejichz zobecnéné derivace az do fadu

ke {0,1,...} patii do LP(£2), p € [1,00]. Pro p < oo jsou opatieny normou

1
P

olena = 3 [10mlrar] . vewi@.
Im|<k ¥
a seminormou )
P
[0]kp.2 = Z/|Dmv|pdx , veE W),
|m|=k £

a pro p = o0

lvllk,00,0 = max [[D™v[l0,00,2,  [V]k,00,2 = max [ D™v]l0,00,0-
Im|<k |m|=Fk

Opét budeme psat

Ik =1 lkp2s [k = | lkp.2-
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Sobolevitv prostor W) (£2) je ztplnéni C*(£2) v normé || - ||x,,. Sobolevovy prostory jsou Banachovy

prostory a pro p = 2 se stavaji Hilbertovymi prostory, tj.
H*(2) = Wk().
Sobolevova véta o vnofeni pro p € [1,00] a k € {1,2,...} mé tvar
W]f(Q) C C(2) propk >d.

Poznamenejme, ze podminka pk > d je pouze postacujici, ale nikoliv nutna. Napriklad pro d = 2 plati,
ze W2(02) C C(92) (viz [34], str. 300), kdy podminka pk > d neni splnéna. Na druhé strané lze ukazat,
ze W4 (82) ¢ C(02) pro d > 2. Je-li d = 2, staci vySetiovat funkci (viz obr. 2.1)

z(x1,29) = (—lm/x% + x%) v

na kruhu 2% + 23 < 1. Tato funkce neni spojitd, protoze ma pél v bodé 0, ale patii do H*(£2) = W3 (£2)
(viz [32], str. 10).

Vice detailii o Sobolevovych prostorech W) (£2) lze najit v monografiich [37] nebo [41].

25



3. METODA KONECNYCH PRVKU

Kromé osmé kapitoly se budeme nadéle vyhradné zabyvat pouze redlnymi funkcemi. V této kapi-
tole stru¢né popiseme nékteré zakladni myslenky metody koneénych prvké. Podrobnéjsi popis je napr.

v monografiich [3], [8], [29].

3.1. Zakladni myslenka metody kone¢nych prvku

Omezime se pro jednoduchost jen na feSeni Poissonovy rovnice
(3.1) —Au=f v
s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami
(3.2) u=0 mna 02,

kde 2 je polyedricka oblast v R? (d > 1) s hranici 92, Au = dy1u + - - - + dgqu je Laplacetiv operator a
f € L*(£2) je dan4 funkce. Analytické feseni tohoto problému obecné neni znadmo, a proto je tfeba pouzit
pfibliznych metod. Metoda koneénych prvkt (MKP) pro Feseni tlohy (3.1)—(3.2) je zalozena na jeji slabé

(varia¢ni) formulaci. K tomu ucelu zavedeme prostor testovacich funkct
V=H}(2)={ve H' ()| v=0na0R}.

Vynésobime-li (3.1) libovolnou funkci v € V| pak integraci pfes {2 dostaneme pomoci (3.2) a Greenovy

véty 2.10, ze plati
(3.3) (grad u,grad v)o = (f,v)o Vv €V,

kde (-,-)o je standardni skaldrni soucin na (L?(£2))", » = 1,2,.... Podle Laxova-Milgramova lemmatu
2.3 zjistime, ze existuje pravé jedno slabé feseni u € V' splitujici (3.3).
Nekoneénérozmérny problém (3.3) nyni nahradime kone¢nérozmérnym pomoci Galerkinovy metody.

Necht V;, C V je neprazdny konecnérozmérny podprostor. Hledejme uy, € V}, takové, ze
(3.4) (grad up, grad vp)o = (f,vn)o Yo € Vi.

Protoze V}, je zfejmé Hilbertiv prostor, existence pravé jednoho feSeni uj, € Vj, opét plyne z Laxova-
Milgramova lemmatu 2.3.
Budeme-li hledat u;, € V}, jako linearni kombinaci bazovych funkei v, ..., vV prostoru V3, (N = dim V},),

N

(35) Up = ZCj’Uj,

j=1
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pak z (3.4) a (3.5) dostaneme soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro nezndmé ci,...,cy € R,

N
(3.6) (grad v*, grad v/)o ¢; = (f,v")o, i=1

j=1

..., N,

jejiz matice je symetrickd a pozitivné definitni. Av8ak obecné je tato matice plna.
Metoda konecnych prvku mize byt charakterizovana jako specialni pfipad Galerkinovy metody, pfi niz
je zvolen prostor V;, a jeho bazové funkce tak, ze matice

. . N
(3.7) A= ((grad v*, grad vj)o)

ij=1

soustavy (3.6) je 7idkd, tj. jen O(N) prvkl A je nenulovych. To ndm pak umoziuje vyFesit soustavu
(3.6) mnohem rychleji nez v pfipadé plné matice. Navic mfizeme uchovat matici (3.7) s mnohem mengimi
naroky na pamét poéitace nez pro plné matice, které maji obecné O(N?) nenulovych prvkii.

Poznamenejme, ze matice (3.7) se v metodé kone¢nych prvkd tradiéné nazyva matice tuhosti. Problémy
linearni statiky, k jejichz feSeni byla metoda koneénych prvki prvné pouzivana, vedou totiz na matice,
které vyjadiuji ,,tuhost® — vztah mezi zatizenim a odpovidajici deformaci télesa.

Ridkosti matice tuhosti se dosahuje v nésledujicich tiech krocich:

(i) Vytvoii se triangulace 7;, uzévéru oblasti {2 na jednodussi uzaviené podoblasti. Ty se nazyvaji

prvky a jsou to obvykle tGsecky, trojuhelniky, ¢tyfahelniky, ¢ty¥stény, pétistény (trojboké hranoly,

pyramidy) nebo Sestistény (kvadry). Na obr. 3.1 vidime triangulaci 1,2,3-rozmérné oblasti na prvky.

-- £

Obr. 3.1

(ii) Prostor V}, se voli tak, ze kazda funkce vy, € V3, ma velice jednoduchy tvar (vétdinou polynom) na

kazdém prvku. Takovy prostor se nazyva prostorem konecnych prvki.

(iii) Zvoli se baze vl,..., v ve Vj, tak, Ze viechny bazové funkce v' maji ,malé“ nosice (tj. mira

5 . 4 - ‘v vnAng . '
mnoziny, kde v* je nenulova, musi byt mala orovnani s mirou {2
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Pro ilustraci krokd (i)—(iii) pfedstavime nejbéznéjsi prostor spojitych a po ¢astech linedrnich funkei
pro d = 2. V tomto pifipadé bude triangulace 7} kone¢na mnozina trojihelnikii takovych, ze

n=J K

KeT,
a ze kazdé dva riazné trojuhelniky z 75 maji pravé jednu spole¢nou stranu nebo jeden spoleény vrchol nebo
nemaji zadny spoleény bod. Symbol h (tzv. diskretiza¢ni parametr) charakterizuje maximalni primér
prvku v triangulaci 7p,.

Abychom splnili pozadavek (ii), polozime
Vi={vp €V | ’Uh|K € P(K) VK eT,},

kde P;(K) je prostor linearnich polynomt na trojthelniku K. Poznamenejme, ze funkce z V}, jsou spojité

(viz vétu 3.1). Obr. 3.2 ukazuje piiklad takové funkce v, € V4 nad triangulovanou oblasti.

AVAVAS
DL
SRR
</

S
N
=

Obr. 3.2

vvvvvv

Abychom splnili nejdtlezitéjsi pozadavek (iii), oznac¢ime By, ..., By € {2 vnitini uzly (tj. vrcholy

1

trojihelniku) v triangulaci. Pak existuje baze v!, ..., v" prostoru Vj, tak, ze

1 pro i = j,

. " (Kroneckeriv symbol).
0 proi#j,

(3.8) v'(Bj) = bij = {

Tyto funkce spliiuji (iii) a nazyvaji se Courantovy bazové funkce. Typicky tvar v¢ odpovidajici uzlu B;
pro d = 2 je znazornén na obr. 3.3. V tomto piipadé je nosi¢ v* Sestitihelnik slozeny ze 8esti trojuhelniki

z Ty,. Je patrno, ze kdyz B; a B; (i # j) nejsou vrcholy stejného trojuhelnika, pak
(3.9) (grad v*, grad v)y = 0,

coz zarucuje Fidkost matice tuhosti (3.7). Oc¢islujme uzly B; na obr. 3.3 po fadcich. Pak z (3.7) a (3.8)
miizeme snadno odvodit (podrobnosti viz napf. [32], str. 64), ze matice tuhosti odpovidajici jednoduché

uniformni triangulaci z obr. 3.3 je symetricka tvaru
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4

-1 4 s

0 -1 4 y

0 0 -1 4 m

-1 0 0 0 4

0-1 0 0-1 4

0 0-1 0 O0-1 4

0o 0o 0-1 0 0-1 4

0 0 0 0-1 0 0 0 4

0 0o 0 0 0-1 0 0-1 4

0o 0 0 00 0-1 0 0-1 4

o o 0 o 0 O 0-1 0 0-1 4

o o 0 o 0 0O O O0-1 0 0 0 4

0o 0o 0o o 0 00 0 0-1 0 0-1 4

0o 0o 0o o 0o 00 00 0-1 0 0-1 4

0o 0o 0o 0o 0 00 00 0 0-1 0 0-1 4
Ze vztaht (3.5) a (3.8) navic vyplyva

N
(3.10) un(Bi) =Y cjv!(Bi) =¢;, i=1,...,N,
j=1

tj. FeSenim soustavy (3.6) pfimo ziskdme hodnoty pfiblizného feseni uy v uzlovych bodech.

"H

Obr. 3.3

Jak jiz bylo Feceno, Fidkost matice A soustavy (3.6) snizuje naroky na pamét pocitade a pocet
provadénych aritmetickych operaci. Na jednoduchém piikladu si nyni ukazme, pro¢ je velmi dutlezité
vénovat zv14stni pozornost vybéru vhodné metody pro Feseni soustavy (3.6).

Uvazujme rovnici (3.1) s homogenni okrajovou podminkou u+ du/dn = 0 na krychli, kterou rozdélime
jen na 2 x 2 x 2 = 8 mensich krychli a pouzijme jednoduché trilinearni kone¢né prvky. P¥islusné polynomy
maji na kazdém prvku tvar

p(x1, T2, x3) = o + @121 + Qa2 + 33 + UT1T2 + A5T123 + QeT2x3 + QL1 T2T3,
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kde redlnd éisla ag, ..., a7 jsou jednoznaéné uréena hodnotami p ve vrcholech (uzlech) kazdé krychle.
Tim ziskdme 3 x 3 x 3 = 27 uzlovych bodi, tj. N = 27 neznamych.

Pokud nevyuzijeme fidkosti matice tuhosti a k feseni piislusné soustavy linearnich algebraickych rovnic
pouzijeme nevhodnou metodu, nemusime vitbec dojit k hledanému vysledku. Resme vyslednou soustavu
N = 27 rovnic napf. Cramerovym pravidlem a pfislusnych N+ 1 determinanti pocitejme p¥imo z definice.

Na kazdy z nich je tfeba provést N! nasobeni N ¢isel. Pomoci Stirlingova vzorce (viz [49])

k!m\/ﬂ(ﬁ)k

e

snadno nalezneme nasledujici dolni odhad pocétu potrebnych aritmetickych operaci
N 4+ 1\ N+1 28+ 28
(N + 1) (NN ~ /27(N + 1)(—+) N = 5677(—8) 27 > 13- 10% - 27 > 10%.
e e

Protoze dnesni pocitace provadéji zhruba milion aritmetickych operaci za sekundu, potfebovali bychom
k vypoctu alespoii 1024 sekund. Uvazime-li viak, ze celkové staii vesmiru je ,,jen“ 5-10'7 sekund ~ 15
miliard let, zjistime, Ze i na pouhych 8 kone¢nych prvki jsou nékteré metody naprosto nevhodné.

Naproti tomu znamé Gaussova eliminace, kterd vyuzije Fidkosti matice, potfebuje zhruba %N M?
operaci, kde M = 14 je sife polopasu matice. Vypocet feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic se
tak zvladne za nepatrny zlomek sekundy.

Pro soustavy linearnich algebraickych rovnic o tisicich neznamjch se vétsinou pouzivaji itera¢ni metody
typu sdruzenych gradienti, které jsou nendro¢éné na pamét pocitace (viz kapitolu 8). Metodu sdruzengch
gradientd poprvé publikovali M. R. Hestenes a E. Stiefel v roce 1952. Tato metoda konverguje k feseni
(3.6) v N krocich algoritmu. Dlouho z@istavala nepoviimnuta, protoze vyzadovala provedeni piiblizné 2V3
operaci pro ,plné“ matice. Pozdéji se zjistilo, ze metoda sdruzenych gradient konverguje velice rychle
(viz napf. [33]), pokud je matice A pozitivné definitni, coz je splnéno nejen pro uvazovanou soustavu
(3.6), ale i v fadé dalsich technickych aplikaci.

Protoze pfi pouziti metody konecnych prvki je matice A fidka, metoda sdruzenych gradientt potiebuje
fadové jen N pamétovych bunék pocitade. Vyhodou také je, ze se v prubéhu celého vypoctu matice A

nemeéni, zatimco pii eliminaci se matice soustavy méni a pro d > 1 se ztraci jeji ridkost.
3.2. Slaba formulace a jeji feSeni metodou koneénych prvku

Uvazujme klasickou linearni eliptickou tlohu se smiSenymi okrajovymi podminkami

—div(Agrad u) = f v {2,
u=u nalj,
nTAgradu=g na Iy,
kde 2 € L, n je vnéjsi jednotkova normala, A je stejnomérné pozitivné definitni symetricka matice, jejiz
prvky jsouv C1(2), I # () a I'; jsou disjunktni relativné oteviené mnoziny v 92 takové, ze I'1UI'y = 992,

a f,u a g jsou spojité funkce.
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Pokud oblast {2 neni konvexni, klasické feseni u € C2?(2) této tlohy nemusi existovat. Rovnéz pro
smiSené okrajové podminky klasické feSeni vétsinou neexistuje. Z tohoto divodu predstavime slabou
formulaci. Jeji vyhodou oproti klasické formulaci je to, ze feSeni ve vhodnych prostorech existuje a je
jediné. Veskeré integraly vystupujici ve slabé formulaci maji dobry smysl a jsou kone¢né, i kdyz koeficienty
maji skoky (coz je z praktického hlediska velice ¢asty ptipad). Proto budeme déle pfedpokladat, ze prvky
matice A jsou v L>®(£2) a ze f € L*(2), u € H*(2) a g € L*(I%). Navic slab4 formulace obsahuje jen
prvni derivace, které se z numerického hlediska mnohem lépe aproximuji nez derivace druhé (jako napf.
pii pouziti zndmé metody koneénych diferenci).

Slaba formulace klasické tlohy spociva v nalezeni u tak, ze

u—uevV

a(u,v) = F(v) Y eV,
kde
V={ve H(2)|v=0na I}

je prostor testovacich funkeci a

a(v,w) = / (grad v)* Agrad wdz, v,w € H'(R),
2

F(U):/vad:v—i—/FgUdS, ve HY ().

Forma a(.,.) je zfejmé bilinearni a spojitd a F' je linedrni spojity funkciondl. Z Friedrichsovy nerovnosti
(viz vétu 2.13) plyne, ze a(.,.) je V-eliptickd forma. Existenci a jednoznacnost feSeni u dostaneme
snadno z Laxova-Milgramova lemmatu 2.3. Protoze je forma a(.,.) linedrni v obou proménnych, piseme
z tradi¢nich divodd opac¢né poradi proménnych u a v, nez jak uvadi Laxovo-Milgramovo lemma. Tento
zplusob zapisu budeme pouzivat ve vSech kapitolach kromé kapitoly 8, kde se vySetiuje komplexni pripad.

Reseni pfedchoziho problému metodou konecnych prvki spoc¢iva v nalezeni uy, takového, ze

uh—EGVh

(3.11) a(uh,vh) = F(’Uh) Yy, € Vy,
kde

Vh:{vh€V|vh|K€PK VKE’]}I}
je prostor kone¢nych prvku a kde Pk je néjaky kone¢nérozmérny prostor funkci definovanych na prvku
K. Poznamenejme, ze up, nemusi byt ve V},. Nicméné predchozi problém miize byt ekvivalentné vysloven
takto: Nalézt u% € Vy tak, ze

a(ud,vn) = F(vp) — a(@,vy)  Vop € Vi,
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Z Laxova-Milgramova lemmatu 2.3 dostaneme jediné fesen{ u9, a pak polozime uj, = u$ + .

V tomto paragrafu dale stru¢né popiseme, jak konstruovat podprostory V;, prostoru V. Pokud plati

inkluze V}, C V, fikdme, Zze metoda koneénych prvki (3.11) je konformni.

Nejprve stanovime triangulaci T;, na mnozing 2. Rozdélime {2 na koneény pocet podoblasti (nazy-
vanych pruky) tak, ze plati nasledujici podminky:

(1) 2 =Uger, K

(2) kazdé K € T, je uzaviend mnozina, jejiz vnitfek K je neprazdny,

(3) pro kazdé dva rtzné prvky Ki, Ko € 7, plati K9 N K9 =0,

(4) kazdé K € 7}, mé lipschitzovsky spojitou hranici OK.

Triangulace se také nékdy nazyva rozklad, déleni, sit, prostorova diskretizace ¢i miiz.

Nadale se budeme zabjvat prvky, které jsou konvexni. Pro d = 2,3 je pak {2 mnohothelnik nebo
mnohostén. V tomto pripadé pridame dalsi dva predpoklady:

(5) kazda strana, popf. sténa, K € 7, je bud podmnozinou hranice 92 nebo stranou, popf. sténou,

jiného prvku K’ € 7y,
(6) vnittek kazdé strany, popt. stény, K € 7, je disjunktni s I’y N Ia.
Z predpokladu (5) je patrno, Ze situace z obr. 3.4 se neptipousti. Pfedpoklad (6) se nazyva podminka

konzistence pro smisené okrajové podminky (viz obr. 3.5).

<= R

Obr. 3.4 Obr. 3.5

I kdyz jsou prvky uzaviené oblasti, budeme pro jednoduchost psat H*(K) misto H*(K?). Déle

uvedeme jednu velice dilezitou vétu.

Véta 3.1. Necht' Ty, je triangulace 2 C RY, kterd se sklddd z konvexnich prvki. Necht Vi, je podprostor
L2(0) takovy, Ze

PK = {vh|K | Vp € Vh}

obsahuge polynomidlni funkce pro kazdé K € T;,. Potom
Vi C HY(2) <=V}, C C(0),

tj. po cdstech polynomidini funkce je z H(£2) prdvé tehdy, kdyZ je spojitd.

Dtikaz zalozeny na Greenové vété lze nalézt v [32], str. 27. Skutecnost, ze v, € Vi, C H(£2) je spojita

funkce, presnéji feceno znamena, ze tiida ekvivalence v, obsahuje spojitou funkci mezi vsemi svymi prvky.
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Abychom zajistili spojitost funkci z V}, pouzijeme koncept kone¢nych prvka. Konecny prvek je trojice
(K, Px,Yk), kde K je uzaviend mnozina R? s neprazdnym vnitikem a lipschitzovsky spojitou hranici,
Pg je m-rozmeérny prostor funkci definovanych na K a ¥k je mnozina m linedrné nezavislych linearnich
funkcionélt definovanych na prostoru, ktery obsahuje Px. Tyto funkciondly se nazyvaji stupné volnosti
(nebo parametry) kone¢ného prvku.

Déle budeme pouzivat zejména Lagrangeovy konecné prvky, pro néz je odpovidajici prostor Py tvofen
polynomy definovanymi na konvexni mnoziné K C R?. Jejich stupné volnosti jsou tvaru p +— p(B) pro
p € Pk a B € K. Bod B se nazyva uzel. Predpokladejme nyni, ze By, ..., B,, jsou dané uzly v K. Pak
Lagrangetv koneény prvek (K, Pk, Y i) se nazyva Pg-unisolventni, jestlize pro dané (aq, ..., ) € R™,

m = dim Pk, existuje pravé jeden polynom p € Pk tak, ze
p(Bi))=q;, i=1,...,m.

Na obr. 3.6 vidime pfiklad kvadratického ¢tyrsténného koneéného prvku s 10 stupni volnosti.
Chceme-li napojit sousedni mnohothelnikové (mnohosténné) prvky (K1, Pk,, Xk, ) & (K2, Pk,, XKk,),

potfebujeme navic, aby platilo

(3.12) {p'ls | p' € Px,} ={p’ls | p* € Px,},

kde S = K; N K> je jejich spoleéna strana ¢i sténa. Uzly musi byt zvoleny tak, ze kdyz uzly obou prvki
na S splyvaji (viz obr. 3.7), pak je rovnost (3.12) splnéna (srov. (3.13)).

Obr. 3.6 Obr. 3.7

Necht Pg oznacuje prostor polynomiélnich funkci z Px zUzeny na stranu, popf. sténu, S prvku K a

necht’ Ns je mnozina uzlti na S. Navic pfedpokladejme, Ze

(3.13) pEPs, p(B)=0 VBeNg = p=0 nas.
Polozme
No= | N
KeTy,
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kde pro kazdy koneény prvek (K, Pg,Y k) symbol Nk oznafuje mnoZinu uzli. Odpovidajici prostor

kone¢nych prvki je dan vztahem
X ={v, €C(2) | vp|x € Pk VK €Ty}.
Tudiz funkce vy z prostoru X je jednozna¢né uréena mnozinou
¥y = {vn(B) | B € Ni},

kterd se nazyva mmoZina stupriti volnosti prostoru Xj. Pro spojitou funkci v € C(§2) nyni mizeme

definovat interpolaci mpv € X}, vztahem
(3.14) (mpv)(B) = v(B) VB € Nj.

Pomoci véty 3.1 a podminky konzistence (6) mtzeme definovat podprostor koneénych prvki prostoru

V ={ve HY()|v=0na I} rovnosti
Vi ={vn € Xp |vn(B) =0 pro B N, NI}

Toto je skuteéné podprostor prostoru V', nebot v, = 0 na I7, jak plyne z (3.13).
Abychom splnili pozadavek (iii) z paragrafu 3.1, zvolime bazi {v*}}; C V}, podobné jako v (3.8) tak,
aby Ui(Bj) = 517‘, 1, = 1,...,N, kde N = dith, B; GNh a B; ¢ Tl.

A= (a(v',0"))]]

ij=1

je regularni. Protoze je forma a(,-) bilinedrni a V-elipticka, plati

(A8,6) = 3 a(v',v)&i&; = (Z &v', Z@-vﬂ') = a(v,0)

]

>Collu|} >0 VE=(&,....én)T €eRY, €40,

kde v = Y. &' a v # 0, protoze {v'} je baze a & # 0. Tudiz homogenni rovnice A¢ = 0 nemfize mit
netriviélnil feSeni £ # 0.

Je-li a(-,-) symetrickd, pak je A Gramova matice, protoze je tvofena skaldrnimi souciny bézovych
funkci. Tato matice je evidentné symetrickd a také pozitivné definitni, nebot’ (A&, £) > 0 pro vSechna
£#0.

Ptiblizné feseni uj, definované (3.11) je ziejmé nezavislé na volbé bazovych funkei v, ...,vN € Vj,
nebot je jediné. Na druhé strané struktura matice A na volbé v!,...,v"N podstatné zavisi.

V knizce [32] jsou uvedeny dva algoritmy pro sestaveni matice tuhosti. Zde lze také najit formulky pro

numerickou kvadraturu k p¥ibliznému vypoctu integrali a(v?, v7).
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3.3. Apriorni odhady chyby
Uvazujme problém: Najit u € V tak, ze
(3.15) a(u,v) = F(v) YoeV,

kde V, a, F spliuji pfedpoklady Laxova-Milgramovalemmatu 2.3. Pro kazdy netriviadlni koneénérozmérny

podprostor V;, C V je odpovidajici pfiblizné feseni uy € V}, definovano rovnici
(3.16) a(up,vp) = F(uvp) Yoy, € V.

Piedpokladejme, ze existuje systém podprostorti {V};,} takovy, ze

(3.17) Jim [l — unlly = 0.
kde || - ||v je norma Hilbertova prostoru V. Pak fekneme, Ze odpovidajici mnoZina priblizngch problémi

je konvergentni.

Lemma 3.2. (Céovo lemma.) Necht jsou splnény predpoklady Lazova-Milgramova lemmatu 2.3. Pak
ezistuje konstanta C > 0 nezdvislda na podprostorech V, takovd, Ze

3.18 U —u <C inf ||lu—w ,

(3.18) Ju=unlly <€ int Jju—wnlly

kde w, resp. up, je teseni ulohy (3.15), resp. (3.16). TudiZ postacujici podminka konvergence je ta, Ze

existuje systém {Vy} podprostori prostoru V takovy, Ze pro kazdé v € V

li inf - =0
iyt v =wally

(tj. sjednoceni |J,~ o Vi je husté ve V vzhledem k normé || - [|v ).
D ik az . Necht wy, je libovolny prvek ve Vj,. Z (3.15) a (3.16) plyne, ze
a(u — up,wp) = 0.
Tudiz z V-elipti¢nosti a spojitosti a(-, -) pro kazdé vy, € V3, (wp, = up — vp,) plati
Collu —unll? < alu — up,u — up)

= a(u — up,u —up) + alu — up, up, — vy)

= a(u —up,u—vp) < Ciflu = upllv[lu—vnllv
a (3.18) tak plyne pro C' = C1/Cs. O

Jednoduchd nerovnost (3.18) ukazuje, ze problém odhadu chyby ||u — up||v se redukuje na nasledujici

tlohu z teorie aproximace: Odhadnout vzdalenost
dist(u, V3) = inf ||u— vp|lv
VR EVR

mezi funkci v € V a podprostorem V;, C V. Pokud je pfesné feseni dostatecné hladké, vzdalenost
dist(u, V4) budeme umét odhadnout pomoci konstanty nisobené h? pro néjaky exponent ¢ > 0 a

dostatecéné malé h > 0.
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Definice 3.3. Mnozina triangulaci F = {T;,} uzdvéru 2 se nazjvd systémem triangulaci, jestlize pro
kazdé € > 0 existuje T, € F s h < ¢.

Necht’ navic existuje hg > 0 a pfirozend ¢isla k,q tak, Ze pro kazdé Ty, € F s h € (0, ho) plati, Ze
lu = unl[e < C(u)h? ,
kde C(u) nezdvisi na h. Pak fekneme, Ze fdd konvergence je ¢ v normé || -||x. Neékdy pro struénost piseme
[u = unllx = O(h?) pro h — 0.

Abychom dokézali konvergenci nebo dokonce ¥ad (rychlost) konvergence metody koneénych prvki,

budeme navic pozadovat dalsi vlastnost systému {7,}.
Definice 3.4. Systém triangulaci F = {7}, } se nazgvd reguldrni, jestliZe existuje konstanta k > 0 tak, Ze
pro kazdou triangulaci T, € F a pro kaZdy prvek K € Ty, je

mh% < meas K ,

kde hy = diam K. Jestlize kh? < meas K, pak se systém triangulaci nazjvd silné reguldrns.

Poznamka 3.5. Ziejmé je kazdy silné regularni systém triangulaci regularni. Neni obtizné ukéizat, ze
regularita systému triangulaci {7} sklddajicich se z trojihelnikovych prvka je ekvivalentni Zldmalove

podmince na minimdlni uhel: Existuje konstanta «q tak, ze
ag > ag >0

pro v8echny trojthelniky K € 7}, a vSechny triangulace, kde ax oznacuje nejmensi thel K.

Véta 3.6. (Véta o interpolaci.) Necht' F = {T},} je requldrni systém triangulaci 2 a necht v € H*T1(£2)
pro néjaké prirozené éislo k > d/2— 1. Pak existuji konstanty hg, C > 0 takové, Ze pro kaZdou triangulaci

Tn € F s h€(0,ho) plati
(3.19) lv = mpolly < CR* oy

kde mpv je interpolace funkce v definovand vztahem (3.14).

Dukaz této véty lze nalézt napf. v [8]. Ze Sobolevovy véty o vnofeni 2.11 je v spojitd funkce, a proto

je interpolace v korektné definovana.

Véta 3.7. (Véta o rychlosti konvergence.) Necht' u, resp. up, je fesend dlohy (3.15), resp. (3.16), a necht’
jsou splnény predpoklady véty o interpolaci 3.6 pro v = u. Pak existuji konstanty hg, C' > 0 takové, Ze pro
kazZdou triangulaci T, € F s h € (0, hg) plat?

(3.20) lu —upl < ChF |u|kJrl .
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D ik az.Ze Céova lemmatu 3.2 a véty o interpolaci 3.6 ihned plyne, ze

v —un|ls < C'|lu— mhullr < C’hk|u|k+1. O

Pokud prvky matice A vystupujici ve formé a(.,.) jsou po ¢astech konstantni funkce, slabé Feseni u
obecné neni po ¢astech z H? na piislusnych podoblastech. Nasledujici véta viak udava postacujici pod-
minku pro konvergenci metody konec¢nych prvkt bez jakychkoliv dodatecnych predpokladi na hladkost
slabého Feseni u € V C H'(£2) tilohy (3.15). Toto feSeni mtize mit singularity, a piesto metoda kone¢njch

prvki konverguje v normé ||.||1, tj. hodnoty i véechny prvni zobecnéné derivace konverguji v normé L2(£2).

Véta 3.8. (Véta o konvergenci.) Necht' {T;,} je requldrni systém triangulaci £2 a necht prostor C>(2)NV

je husty ve Vv normé || - ||v = || - ||1. Pak
lim |lu —upl1 =0 .
h—0
Dtk az. Necht € > 0 je ddno. Z predpokladu o hustoté existuje w € C*°(£2) NV spliujici nerovnost

lu — w1 <

N ™

7 véty o interpolaci 3.6 pro mpw € V}, plati
€
lw =l < 5
Ze Céova lemmatu 3.2, trojuhelnikové nerovnosti a obou predchozich nerovnosti plyne, ze
lu—unll < Cllu— mpwlly < € (lu—wly + o = myuwlly) < Ce

kde C' zavisi jen na bilinedrni formé a(-, -). O

Poznamenejme, ze predpoklad o hustoté v pfedchozi vété je splnén napt. pro d = 2 (viz [11], str. 618).
Piipad d = 3 se zde také uvazuje za jistych podminek na mnozinu I'y N I'y. Je-li V. = H'(§2) nebo
V = H}($2), pak predpoklad o hustoté plati pro libovolné d.

Déale budeme vysetifovat rychlost konvergence metody koneénych prvki v normé L2?(£2). K tomuto
ucelu predstavime Aubintv-Nitschetuv trik, pfi némz se chyba metody koneénych prvka u — uy klade na

pravou stranu jisté adjungované tlohy.

Véta 3.9. (Aubindv-Nitschedv trik.) Necht' plati predpoklady véty 3.7, d < 3, slabé fesent z idlohy
a(v,z) = (e,v)g Yv eV
patii do H*(£2) pro kazdé e € L?(82) a necht

(3.21) |2[2 < clle]lo,
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kde ¢ > 0 nezdvist na e. Pak

lu—unllo < CR* s -

D 1 k a z . Podle vztahu (2.30) je feSeni z spojitd funkce pro d < 3. Polozime-li v adjungované tloze

v =e =u — up a odetteme-li (3.16) od (3.15) pro v = v, = 7z, pak
alu — up,z) = (U — up, u — up)o,
a(u — up, mp2z) = 0.

Odectenim obou téchto rovnic, ze spojitosti af.,.), véty 3.6 o interpolaci a z pfedpokladu o regularité

(3.21) dostaneme

lu = unllg = a(u —up, 2 = m2) < Cillu—upl1llz = maz|ls
< Callu — unll1h|zl2 < Cshlju — up|1]lu — unlo.
Cili
lu—unllo < Cshllu — unll1.
Zbytek dtikazu nyni plyne z (3.20). O

Poznamenejme, ze piedpoklad o regularité (3.21) je splnén napf. pro konvexni oblasti a Dirichletovu

ulohu s Laplaceovym operatorem. Odhady z vét 3.7 a 3.9 pak lze napsat dohromady takto:

lu = unllo + Allu = unlly < CH** s -

3.4. Aposteriorni odhady chyby

V minulém paragrafu jsme naznadéili, jak odvodit apriorni odhady chyby (srov. (3.20))
Hu - uh”l < C(”? h)v

kde prava strana je vétsinou tvaru C(u, h) = Ch*|upy1, k € {1,2,...}. Takové odhady ukazuji asymp-
totické chovani chyby pro h — 0. Nicméné vétsinou nezname realisticky odhad konstanty C, ktera
zalezi na nékolika dalsich konstantach vystupujicich v Céové lemmatu 3.2, vété o stopach, Friedrichsové
(Poincarého) nerovnosti, Brambleové-Hilbertové lemmatu (viz [33]), regularité pouzitych triangulaci atd.
Velikost seminormy |u|i41 pFesného FeSeni také neni zndma. Navic v pfipadé nekonvexnich oblasti,
smigenych okrajovych podminek, skocich v koeficientech neni fegeni u z prostoru H?({2), a tedy tato semi-
norma neni dobfe definovdna (je ,nekoneéno*). Tudiz nejsme vlastné schopni odhadnout, ,jak daleko*
je priblizné feSeni u;, od presného feseni u pro danou triangulaci.

Cilem tohoto paragrafu je predstavit tzv. aposteriorni odhady chyby, které nam davaji jistou informaci
o velikosti chyby po vypoctu. Vétsina aposteriornich odhadi je tvaru

[ = unlly < C(un, h),
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kde uy, je ptiblizné feSeni. V nasem piipadé bude prava strana jesté zaviset na dal§im priblizném feSeni
(srov. (3.38)). K tomuto tcelu pouzijeme soucasné primarni a dualni metodu kone¢énych prvki pro feseni
nasledujici tlohy
(3.22) —div(Agrad u) = f v £,
u=0 na df,

kde f € L?(f2) a A = (a;j) je symetrickd a stejnomérné pozitivné definitni matice, jejiz prvky jsou
z L ().

Varia¢ni formulace ulohy (3.22) (v oznaceni zavedeném v paragrafu 3.2) spo¢iva v minimalizaci kvadra-

tického funkcionalu (viz vétu 2.4)

1
(323) J(’U) = 50/(”7 ’U) - (fvv)O
na prostoru V = H}(£2), kde
a(v,w) = (Agrad v, grad w)o.

Jak uvidime pozdéji, soucasné pouziti primarni a dudlni (rovnovazné) metody koneénych prvkii ndm
umoziuje ziskat aposteriorni odhady chyby, dvoustranné odhady chyby a navic pouzit metodu hyperkruhu
(viz [57]).

Nejprve opatieme prostor (L2(£2))? skalarnim souc¢inem

(3.24) b(g:q) = (A 'q,q)o, 4.4 € (L*(2))".
Podle [26], str. 46, jsou prostory

(3.25) Q={qe (L*(2)" | (ggrad v)o =0 Vv eV},
(3.26) Q ={¢d c(L*()? | eV : ¢ =Agrad v}

uzavienymi podprostory v (L2(£2))?. Nyni ukézeme, ze Q' je ortogonalnim doplitkem Q ve (L2(£2))¢

vzhledem ke skaldarnimu soucinu b(-, ).
Lemma 3.10. (L?2(2)?=Q & Q'

Diakaz.Necht g€ Q aq € Q' jsou dany. Pak existuje v € V takové, ze ¢’ = Agrad v a plati
(3.27) b(g:q") = (A~ 'q, Agrad v)o = (¢, grad v)o = 0.

Ozna¢me (Q')1 ortogonélni doplnék Q' v (L2(£2))? vzhledem k b(-,-). Vyuzijeme-li (3.27), vidime, ze
QL@ atak QC (Q)*
Necht naopak ¢ € (Q')*. Pak

(3.28) b(g,Agrad v) =0 Vv eV,
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coz implikuje, ze
(¢g,grad v)p =0 Yv eV,
tj. ¢ € Q. ]
Duélni varia¢ni formulace tlohy (3.22) spoc¢iva v nalezeni p € Q(f), které minimalizuje funkcional

(3.29) I(q) = %b(q,Q)

na mnoziné (afinni varieté)
Q(f) = {a € (L*(2))"[ (¢, grad v)o = (f,v)o Vv €V}
Véta 3.11. Dudlni variacni formulace md prdvé jedno teseni p € Q(f) a plati

(3.30) p = Agrad u,

(3.31) J(w)+1I(p)=0.

D i k a z . Dudlni varia¢ni formulace mtize byt ekvivalentné formulovana takto: Najit p® € Q = Q(0),

které minimalizuje kvadraticky funkcional

1 —
1(q) = 5b(q, ) + b(a. )
na prostoru Q(0), kde (tzv. partikularni feseni) p € (L2(£2))¢ splituje rovnici
(3.32) (P, grad v)o = (f,v)0 Yv eV

a plati Q(f) = p+ Q(0). Pfedpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 2.3 pro bilinedrni symetrickou formu
b(.,.) a linearni formu b(.,p) jsou splnény. Tudiz podle véty 2.4 existuje Feseni p° v prostoru Q(0), a proto
miizeme polozit p = p® + P. Jednoznacnost p okamzité plyne z ryzi konvexity I a konvexity Q(f).

Definujeme-li |g|| = \/m, pak pomoci (3.29) a lemmatu 3.10 miizeme psat
21(q) = b(a.q) = lall* = lla — Agrad ul* + [ Agrad ul* Vg€ Q(f),
protoze
b(q — Agrad u, Agrad u) = (g, grad u)o — (Agrad u, grad w)o = (f,u)o — (f,u)o = 0.

Tudiz I nabyva minima pravé v bodé A grad u, coz implikuje (3.30).

Z (3.23), (3.29), (3.24) a (3.30) dostavame
J(u) + I(p) =J(u) + I[(Agrad u) = %(Agrad u, grad w)o — (f,u)o + %(A_lAgrad u, Agrad u)o

=(Agrad u, grad u)o — (f,u)o = 0. O

Poznamka 3.12. V dusledku rovnosti (3.31) se funkciondl I nazyvé funkciondlem dopliikové energie.
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Slabé feseni okrajové eliptické tlohy neni mnohdy tak zajimavé jako jeho kogradient Agrad u, napf.
Kogradient u;, muzeme pocitat diferenciaci up. Ziskdme tak gradient, ktery jesté pfendsobime matici A.
Jinou cestou miize byt pfimé pouziti dualni metody koneénjch prvkd.

Necht Vj, C V a Qp C Q jsou prostory koneénych prvki. Primdrni, resp. dudlni, metoda konecnych
prukd pro problém (3.22) spoéivd v nalezeni uy, resp. pp, které minimalizuje funkciondl J, resp. I, na
Vi, Tesp. B+ Qn, kde p € (L?(£2))¢ splituje rovnici (3.32). Z Greenovy véty 2.10 pro dostate¢nd hladké p
plyne, ze (P, grad v)g = —(div P, v)o, coz dava rovnici rovnovahy div p+ f = 0. K ziskdni partikuldrniho

feSeni P stacl tedy napf. polozit
z1
p(xla"'axd):(_/ f(§7x27"'7xd)d§707"'70)7 (l’l,...,l’d)eg,
0

a rovnice rovnovahy bude splnéna. Jind moznost je volba p = grad z, kde z € V' je jediné TeSeni rovnice

(grad z,grad v)o = (f,v)o pro vsechna v € V.

Poznamka 3.13. Necht 2 C R? je jednoduse souvisla oblast, 2 € L,
W = HY(92),

{w'}™ , je baze n&jakého prostoru koneénych prvka Wy, C W, ¢* = curl w' = (dow', —01w")T,i = 1,...,m,

a necht aq,...,a, € R jsou takové, ze
m .
(3.33) dawt =1 v
i=1
Potom pro kazdé k € {1,...,m}, pro néz ay, # 0, tvofi mnozina
(3'34) {q17""qk717qk+17""qm}

bazi prostoru

Qn = curl Wy, = {q1, € (L*(2))?| 3wy, € Wy, = g, = curl wy}.

Aplikujeme-li totiz operdtor curl na obé strany rovnice (3.33), dostaneme

Pro ay, # 0 tedy muzeme psét
1 .
qk = o Z a;q".
k itk

Pro libovolné g € @y, proto existuji f1,...,Bn € R tak, ze

q= Zﬁz‘qi + Brg” = Z(ﬁi - 5kz—;)qi.

i#k i#k
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Vidime, ze mnozina (3.34) generuje prostor Q. Protoze v jidfe operatoru curl jsou pouze konstantni
funkee, je dim W, = dim Qj + 1. Cili (3.34) je baze. Jestlize navic w’ maji maly nosi¢, pak také ¢ maji
maly nosic.

Ze vztahu (viz [31])
Q=curl W= {qge (L*(2))?*|3IweW:q=curl w}

plyne, ze Qn C Q. V (4.14) pfedstavime jiny typ operatoru rotace ve dvou prostorovych dimenzich, ktery
vektorovym funkcim pfifazuje funkce skalarni.

Predpokladejme na okamzik, ze A je konstantni. Pak z rovnosti

1 a —a
-1 _ 22 12
AT = det A (—azl ai )

dostaneme
(3.35) b(g',¢’) = (A71q', ¢7)o = (A eurl w', curl w?)g
= (Agrad w', grad w’)o/ det A = a(w’,w’)/ det A.
Tento vztah znacné zjednodusuje sestavovani matice tuhosti, resp. poddajnosti, pro primarni, resp. dualni,

metodu koneénych prvka. Je-li systém prostortt {W;,} husty ve W v normé || - |1, je {@Qn} husty v Q

v normé || - ||o, coz zaru¢uje konvergenci dudlni metody koneénych prvki. Vice o tomto postupu je v [32].
Pripomenme, ze
(3.36) lall = Vb(g,9) Vg € (L*(2))".

Tato norma je ekvivalentni s normou || - ||o, protoze A~! je stejnomérné pozitivné definitni a jeji prvky

patti do L°°(£2), tj. existuji kladné konstanty c; a co takové, ze
(3.37) cillgllo < llall < e2llallo Vg € (L*(£2))7.

Véta 3.14. (Aposteriorni odhady chyby.) Necht' u, resp. p, jsou teSeni primdrni, resp. dudlni, variaéni
formulace problému (3.22). Necht’ uy,, resp. pn, jsou odpovidajici pribliznd feseni. Pak existuji konstanty
C1,Cy > 0 nezdvislé na Vi, a Qy tak, Ze

(3.38) Cillu = unlly < || Agrad un — pallo,

(3.39) Callp — pullo < [l Agrad upn — prlo-

D 1 k a z . Dudln{ variaéni formulace tilohy (3.22) spoé¢ivd v minimalizaci funkciondlu I pfes afinni
varietu Q(f). Necht tedy ¢ € Q(f) je libovolné. Pak pomoci (3.30) dostaneme Agrad v —q € Q = Q(0)
a ziejmé Agrad (up, —u) € Q'. Z lemmatu 3.10 vime, Ze prostory @ a @’ jsou b(-, -)-ortogonélni, a proto
(3.40) | Agrad uj, — q||* = | Agrad us — Agrad u + Agrad u — g||?

= | Agrad (up —u)|* + | Agrad u — qf]*.

Polozime-li ¢ = py,, potom z (3.30) a (3.37) vidime, ze (3.39) je splnéno.
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Z (3.40), (3.36), (3.24) a V-elipti¢nosti a(-,-) dostaneme
lAgrad un —pall* > | Agrad (u —un)|* = a(u — up,u —up) = C'flu —unl3.

Tudiz (3.38) plati v diisledku ekvivalence (3.37). O

Poznamka 3.15. Pokud aplikujeme jak primérni, tak dudlni metodu koneénych prvkia k feseni tulohy
(3.22), pak je prava strana nerovnosti (3.38) a (3.39) zndma a muze byt pouzita k odhadim chyby.

Poznamenejme, ze Co = 1 v pfipadé Laplaceova operatoru, protoze ¢; = co = 1 v (3.37).

Véta 3.16. (Metoda hyperkruhu.) Za predpokladi véty 3.14 plati

(3.41) I Agrad u — 5 (Agrad un + pp)|| = 3l Agrad up — pal.

D kaz. Vektory p—pr € Q a Agrad (u — up) € Q' jsou b(-, -)-ortogonélni podle lemmatu 3.10.
Tudiz ze vztahu p = Agrad u (srov. (3.30)) dostaneme

I2Agrad u — Agrad uj, — pu||* = |[Agrad u — Agrad us + Agrad u — pu?
= [ Agrad (un — w)|* + [ A grad u — py |

= | Agrad uj, — Agrad u + Agrad u — pu||* = || Agrad uj, — pr|?. O
Poznamka 3.17. Kogradient Agrad u pfesného feseni u lezi na hyperkruznici (viz obr. 3.8) o stiedu

sn = 3(Agrad up + pp) a poloméru 3| Agrad uj — pp||. Pokud povazujeme primér £ (Agrad up, + pr) za

priblizné Feseni, pak norma chyby je pfesné rovna poloméru hyperkruhu. (viz (3.41)).

Agradu

P, A grad u

Obr. 3.8

Véta 3.18. (Dvoustranné odhady energie.) Za piedpokladi véty 3.14 plati

(3.42) —I(pn) < J(u) < J(un),
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(3.43) a(un, up) < a(u,u) < [lpuf?.

D d k az.Protoze Q, C Q, vidime, ze p+ Qn C D+ @, a tedy ze vztahu J(u) + I(p) = 0 méme
—I(pn) < —1(p) = J(u) < J(un).

Proto plati (3.42).

Ze symetrie a(-,-), slabé formulace a (3.11) dostaneme tzv. podminku ortogonality
alu —up,vp) =0 Yoy € Vy,

ktera fikd, ze chyba u — uy, je kolmé na prostor V;, vzhledem ke skaldrnimu souéinu af.,.) — viz obr. 3.9.

Protoze a(u — up, up) = 0, plati
0 <a(u—up,u—up) =a(u,u) —2a(u,up) + 2a(up, up) — alup, up) = a(u,uw) — a(up, up),

a prvni nerovnost v (3.43) je tak dokdzana.

A

.\ueV

\\ 7
uh
Obr. 3.9
Ze slabé formulace a definice J méame
1 1 1
(344) J(U) = 50’(”7“) - (fa U)O = Ea(ua u) - CL(’U,, u) = _ia(uvu)'

Na druhé strané podle (3.42) je
—J(u) < I(pn).
Odtud a z (3.44) vyplyva, ze

Sa(u,) < Im),

a tak dostaneme druhou nerovnost z (3.43),
a(u,u) < 20(pn) = llpal®. O

Poznamenejme jesté, ze dvoustranné odhady chyby jsou velice prospésné pro testovani spolehlivosti
programu — viz [33]. Zde jsou také uvedeny aposteriorni odhady chyby pro smisené okrajové podminky.

Jiny pfistup k aposteriornim odhadtim si ukdzeme v kapitolach 12 a 13 (viz téz [29]).
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4. VYPOCET NELINEARNIHO STACIONARNIHO MAGNETICKEHO POLE
4.1. Uvod do teorie monoténnich operatorii

V soucasnosti lze linearni modely ruznych fyzikalnich poli celkem tspésné numericky implementovat.
Situace je ponékud odlisnd u nelinedrnich modeld, protoze neexistuje obecnd metoda pro jejich feSeni.
Proto kazda tiida nelinearnich problémt musi byt vySetfovana individudlné a v uvahu se berou jeji
specialni vlastnosti. V této kapitole se budeme zabyvat teorii monoténnich operatorid, kterd predstavuje
velice uzitecny nastroj k vysetfovani Siroké tiidy nelinearnich operatort.

Necht V je Hilbertiv prostor se skaldrnim soucéinem (-, -) (viz kap. 2). Uvazujme operator A : V — V|

ktery je obecné nelinedrni. Budeme se zabyvat problémem nalezeni v € V' takového, ze
(4.1) Au=1b

pro dané b € V.

Poznamenejme, ze rovnice (4.1) mize byt ekvivalentné zapsana takto:
(4.2) (Au,v) = (b,v) YveV.

Okamzité je vidét, ze (4.1) implikuje (4.2). Pro dikaz obracené implikace polozme v = Au — b. Pak
z (4.2) a (2.5) dostaneme (Au — b, Au — b) = 0 a ze vztahu (2.8) mame Au = b.

Definice 4.1. Operdtor A : V — V se nazyva

(i) monotonni, jestlize
(4.3) (Avy — Avg,v1 —w2) >0 Voug,ug €V,
(ii) ostre monotonni, jestlize
(4.4) (Avy — Avg,v1 —w2) >0 Yup,va €V w1 # vg,
(iii) silné monotonni, jestlize existuje konstanta C > 0 takovd, Ze
(4.5) (Avy — Avg,v1 — v2) > Cllug — U2H%/ Yu1,v9 €V,

kde || - ||v je indukovand norma (||v||v = /{v,v)).
Povsimnéme si, ze (iii) = (i) = (i).
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Priklady 4.2.
a) Necht V = R! a necht f:R! — R! je neklesajici funkce. Pak vidime, ze

(f(z1) = flz2)) (@1 —22) 20 a1,22 €RY,
tj. f pfedstavuje monoténni operator. Pro rostouci funkci f pomoci (4.4) zjistime, ze f je ostfe monoténni
operator.

b) Necht V = RY a A je symetrické4 pozitivné semidefinitni matice typu N x N. Potom linearni zobrazeni,

jez je definovano vztahem A : z € RY — Az € RV, je monoténni operator, protoze
<AI1 — AIQ,Il — I2> = (Il — IQ)TA(.Il — .IQ) > 0 VIl,{EQ S RN,

kde (-, -) je bézny skalarni sou¢in v RY. Jestlize A je pozitivné definitni, potom je odpovidajici operator A
zfejmé silné monoténni. Pokud je ale A monoténni matice (tj. A~! existuje a A= > 0), pak odpovidajici

operator nemusi byt nutné monotdénni.
¢) Necht V je Hilberttv prostor a necht a(-,-) je spojitd V-eliptické bilinedrni forma (kterd ptislusi napf.
linedrnimu problému z paragrafu 3.2). Potom je odpovidajici operator A dobfe definovan vztahem

(4.6) (Aw,v) = a(w,v), v,we V.

Tato definice je korektni, nebot pro dané pevné w € V je prava strana (4.6) linedrni spojity funkciondl,
(-,-) je skaldrni sou¢in ve V, a proto z Rieszovy véty 2.2 plyne existence jediného prvku Aw € V.

Z podminky V-elipti¢nosti (2.13) zjistime, Ze A je silné monotdénni,
<A’U1 — A’Ug,’l)l — ’U2> =<A’U1, v — ’U2> — <A’U2,’U1 — ’U2>
=a(vi,v1 — v2) — a(va, v1 — v2)
=a(vy — vg,v1 —v2) > Clvy — v2||%, Yoi,v9 €V
pro néjaké C' > 0.

d) Necht f € L?((0,1)). Uvazujme nelinearni tilohu

(4.7) —u"+e*=f v (0,1),
(4.8) u(0) =u(l) =0.
Problémy podobného typu vznikaji napf. pfi simulaci chovani polovodi¢ovych soudastek (srov. (9.1)).

Slab4 formulace (4.7) a (4.8) zni:
Najit u € V = H((0,1)) tak, aby

<A’U,, ’U> = (fu U)O Vv € ‘/7
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kde
(4.9) (Au,v) = (u/,0")o + (e, v)o
a kde

(z,v) = (z,v)1

je standardni skalarni sou¢in v H*((0,1)) — viz (2.23).

Nejprve se presvédcime, ze je operdtor A dobfe definovan. Povsimnéme si, ze ¢len (e*,v)q je konecny
pro libovolnd u,v € V, nebot podle (2.30) jsou funkce v a v spojité na [0, 1]. Funkce v — (u’, v")o+(e*, v)o
tak predstavuje spojity linearni funkciondl na V' a existence prvku Au € V opét plyne z Rieszovy véty
2.2.

Protoze je exponencialni funkce rostouci, plati

(4.10) (e —e®)(6 — &) 20 V&, & ERY
Diky vztahim (4.9), (4.10) a Friedrichsové nerovnosti (2.32) existuje konstanta C' > 0 takov4, ze

(Avy — Avg,v1 — ve) = (V] — vh,v] — vh)o + (e — e, v1 — v2)o
> [loy = wall§ = Cllor — w27 Vor,v2 € V.
Podle (4.5) je tedy operator A silné monoténni.
Véta 4.3. Rovnice (4.1) md nejvyse jedno teseni u € V, pokud je operdtor A ostie monotdnni.

Dikaz. Jestlize Au; = Aug = b pro néjaké uy, ug € V, pak (Auy —Aus, ug —us) = (b—b, u; —ug) = 0.
Z (4.4) tak dostaneme u; = us. O

Véta 4.4. Necht A : 'V — V je silné monotonni operdator, ktery je lipschitzovsky spojity, tj. existuje

konstanta Cp, > 0 takovd, Ze
(411) ||A’U1 — A'UQHV < CL”'UI — ’U2||V Yy, vg € V.

Potom pro kazdé b € V. md rovnice (4.1) prdvé jedno fesend.

D 1 k a z . Budeme hledat pevny bod zobrazeni T, : V. — V definovaného vztahem
T.(v)=v—e(Av—0), veV,
pro né&jaké € > 0, které stanovime pozdé&ji. Podle (4.5) a (4.11) pro kazdé v1,ve € V plati

7= (v1) = Te(v2)l[3 = [[(v1 = v2) — e(Avr — Ava) [}
= ||’Ul — 1)2”%/ — 2€<A’Ul — AUQ,Ul — ’UQ> + E2||A1)1 — AUQ”%/

< (1—2eC+€2C3) oy — va|3 .
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Zvolime-li nyni
ee (0 ¢
’ C% ’

(1-2:C+£2C2)7 < 1.

vidime, ze

Tudiz zobrazeni T, je kontraktivni a podle Banachovy véty o pevném bodé existuje pravé jeden prvek
u € V takovy, ze

u—e(Au—-0)=u,
coz bylo dokazati. (Il

Poznamenejme, ze C < Cf,, protoze podle (4.5) a (4.11) méme

OH’Ul — UQH%/ S <A’Ul — AUQ,’Ul — ’UQ>
< HA’Ul — A'UQHV”Ul — UQHV < C’L||v1 — 'UQH%/ V’Ul,’Uz eV.
Jestlize A je silné monoténni operator a (4.11) neplati, feseni (4.1) nemusi existovat pro kazdé b € V.
Abychom se o tom pfesvédéili, stadi polozit napiiklad V = R!, Au = u +signuprou € V a b= %

Jestlize A : V' — V je linearni operdtor (ne nutné symetricky), potom podminka (4.5) se redukuje na

standardni podminku V-elipti¢nosti

(Av,v) > OH’U”%/ YveV,
a (4.11) vede na béznou spojitost A,

Av]lv < Crllv|lv YoeV .

Definice 4.5. Necht’' V, C V je neprdzdny konecnérozmeérny prostor. Pak se funkce up € Vi nazyvd

Galerkinovo tesent problému (4.2), jestlize (viz [19])

(4.12) (Auh,vh> = <b, ’Uh> Yop € V.

Postacujici podminky pro jednoznacnost a existenci feSeni uj, jsou stanoveny ve vétach 4.3 a 4.4. Dale
predstavime analogii Céova lemmatu 3.2, které ndm umoziiuje pfevést otdzku konvergence ||u—up|v — 0

pro h — 0 na studium aproximad¢nich vlastnosti systému {V},} ve V (viz par. 3.3).
Véta 4.6. Necht’ A : V. — V je silné monotonni a lipschitzovsky spojity operdtor. Necht Vi, # 0 je
konecnérozmeérny podprostor V. Pak existuje konstanta C' nezdvisld na prostoru Vy, tak, Ze

(4.13) lu—wuplly <C inf |ju—wvslv,
vpEV]

h

kde u, resp. up, je fesent (4.1), resp. (4.12).
48



D ik a z . Podle véty 4.4 feSeni u a uy, existuji a jsou jedina. Vztahy (4.2) a (4.12) tedy implikuji
(Au — Aup,up —vp) =0 Yo, € V.
Odtud, ze (4.5) a (4.11) vidime, ze
Cllu — unl|? < (Au— Aup,u — up) + (Au — Aup, up, — vp)
< [[Au— Auplv|u —onllv

<CNu—wunllvlu—wnllv Yo €V O

4.2. Aplikace

Vysledky predchoziho paragrafu 4.1 mohou byt pouzity k vypoc¢tu magnetického pole v nelinedrnim
prostiedi celé fady elektromagnetickych zafizeni (jako jsou napfiklad elektromagnety, transformatory a
jejich magnetické obvody ¢i stinéni, synchronni a asynchronni toc¢ivé stroje, indukéni civky, magnetické
hlavy magnetofont, magnetické ¢ocky v elektronovych mikroskopech, magnetické pasti v tokamacich,

linedrni akceleratory).

1Bl [T]

[ H]| [A/m]

10000 20000 30000
Obr. 4.1

Necht (2 € L je jednoduse souvisla oblast. Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze £2 C R?, tj. budeme
uvazovat jen fezy elektromagnetického zarizeni. Pfipomenme si systém Maxwellovych rovnic popisujici

staciondrni magnetické pole (viz (1.5))

(4.14) rot H=f v {2,
(4.15) div B=0 v {2,
(4.16) n-B=0 na 012,

kde f € L?(£2) proudova hustota, rot H = 0; Hy — 02 H;, vztah mezi magnetickou intenzitou (tj. mg.
polem) H = (Hy, H2)T a magnetickou indukci B = (By, B2)T je obecné nelinearni (viz obr. 4.1) skrze
skalarni spojitou funkci v,

(4.17) H(z) = v(z, | B(®)||*)B(z) pros.v.z € £,
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kde || - || je euklidovskd norma a v je tzv. magnetickd reluktivita, kterou lze vyjadiit takto:
Jestlize n > 0, pak polozime
o pro x € {2,

(4.18) v(z,n) = {

v1(n) pro x € {2,

kde £2y a £2; jsou disjunktni a méFitelné ¢asti £2, 2 = U2, 21 odpovida feromagnetickému materidlu a
2y ostatnim materidlim (médéné ¢ hlinikové vodice, izolace, vzduch, ... ), vo = 1/puo, po je permeabilita

vakua a v; € C*([0,00)) je neklesajici funkce takovd, ze

(4.19) Co < 11(n) < Ch,

(4.20) [ri(n)] < Cs

pro vSechna 1 > 9 > 0 a né&jaké kladné konstanty Cp, Cy a Csy. Predpoklady (4.19) a (4.20) jsou splnény

napf. pro funkci (viz obr. 4.2)

n) = = (a+ -0,

ktera charakterizuje reluktivitu statorovych plecht v elektromotoru pro o = 0.0003 a 8 = 16 000 (srov.
[23], str. 59). V okoli po¢atku jsou jeji hodnoty velice malé, le¢ odrazené od nuly.

Predchozi situace odpovida izotropnimu prostiedi. V piipadé anizotropniho prostfedi je v maticova
funkce. Naptiklad u velkych transformatort se k vyrobé magnetického obvodu pouzivaji tzv. superorien-
tované zelezné plechy, které maji velmi malou reluktivitu podél indukénich ¢ar a naopak velkou reluktivitu

napfic. Jednd se o ortotropni material, kdy v(z,-) je maticova funkce s nulovymi prvky mimo diagonalu.

Vo

Obr. 4.2

V dtisledku (4.15) existuje tzv. proudové funkce v € H'(2) (uréend jednozna¢né az na konstantu) tak,

ze (viz [21], str. 37)
(4.21) B = curl u,
kde curl u = (92u, —O1u). Funkce u se nazyva skaldrni magneticky potencidl. Vidime, ze

[1B(@)|| = [[curl u(z)]| = [lgrad u(z)],
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a tedy
(4.22) v(z, | B(@)[|*) = v(z, |lgrad u(z)|)
pro s.v. z € 2. Podle (4.14), (4.17), (4.22) a (4.21) tudiz formalné plati

f=rot H=rot (v(-,|B|*)B) = rot (v(-,||curl u||*)curl u)

= —div(v(-, ||grad u||*)grad u).

Z (4.16) a (4.21) pro jednotkovy teény vektor ¢t = (—nz,n1) k 942 dostdvame

0:n-B:n~curlu:t-gradu:%,

coz znamena, ze u je konstantni na hranici (mtzeme napt. zvolit u = 0 na 9¢2). Takto ziskdme nésledujici

nelinearni Dirichlettv elipticky problém

2
0 Ju
— — d Hh— | = N
o > g (vl @) =5 v o,
u=0 na 0f2.
Pro jednoduchost nebudeme obvykle explicitné vyznacovat moznou zavislost v na x. Slaba formulace

problému (4.23) zni takto:

Nalézt u € V tak, ze

(4.24) aww,v) = (f,0)0 Yo EV,
kde
V= Hy(R)
a
(4.25) a(y;w,v) = (v(||lgrad y||*)grad w, grad v)o, v,w,y € V.

Povsimnéme si, ze skaldrni souin dany integralem pies (2 je diky (4.18) a (4.19) koneény.
Abychom vysetfili Fesitelnost problému (4.24) a jeho aproximace pomoci metody koneéngch prvkd,
pouzijeme vysledky o monoténnich operdtorech z vét 4.4 a 4.6. K tomuto ucelu definujme (podobné jako

v (4.6)) operédtor A : V — V vztahem
(4.26) (Aw,v) = a(w;w,v), veYV,
kde (-,-) je standardni skaldrni sou¢in v H'(£2). Pro kazdé w € V pevné piedstavuje a(w;w,-) linedrni

spojity funkcional na V. Tudiz Aw € V existuje a je jediné podle Rieszovy véty 2.2.
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Nyni provérime, zda je operator A lipschitzovsky spojity a silné monoténni. Nejprve ovérime podminku

4.11). Uvazujme funkci F : R? — R? definovanou vztahem
]

(421 PO = (RO RO -n@+&) (§), =@ er
Matice prvnich parcidlnich derivaci F' je symetrickd tvaru
or _ < 26801 (& + €3) + i (&f +&3) sym. )
¢ 26611 (€7 + &) 26301 (&7 + 63) +m (€ + &)
Polozime-li n = €2 + &2 a 9 = £2 v (4.19) a (4.20), dostaneme
8F1

‘25 (& +&3) |+|V1 & +§2)|<202+C1

Podobné

3F
— ‘2§1§2V1 &§+8) | |§1V1 | + |§2V1 ‘ <20,

atd. Parcidlni derivace F jsou tedy spojité a ohranicené, a proto je F' lipschitzovsky spojitd funkce. Pak

podle (4.27) a (4.18) méme

(4.28) [v(2, €17 = v(@, 1P| < CllE = ¢Il V€, € R?, @ € f2.

Opét vypoustime proménnou z. Polozme £ = grad v1(z), ( = grad va(x) pro libovolné vi,v € V a

umocnéme (4.28) na druhou. Potom integraci pfes {2 a zp&tnym odmocnénim obdrzime
Hu(||grad U1H2)grad v1 — v(||grad U2H2)grad v2||0 < C'lgrad (vi —v2)g -

Odtud, z (4.26), (4.25) a Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (2.10) koneéné dostaneme

vt — Avll =  sup (Avy — Avg, w) — sup a(vy; v, w) — a(ve; ve, w)
w0 w1 w#0 [[wll1
weEH($2) weH (2)

<0 sup lEFad (v —va)loflgrad wilo
w70 llw|ly
weH ()

< Cllvr — v2l|1,

tj. (4.11) plati.

Déle ukazeme, ze A je silné monoténni. Necht vy,ve € V jsou libovolné funkce. Definujme

w = V1 — V2

o(t) = / v (llgrad (vz + tw)||?)(grad (vz + tw), grad w) dz, ¢ € [0,1].
21
Protoze o funkci v; pfedpokladame, ze je spojité diferencovatelna a neklesajici, jeji derivace je nezaporna

a podle (4.19) plati

(4:29) 0= [ [rllerad (2 +t0)?) erad wl?

+ 20 (||lgrad (ve + tw)||*)(grad (vs + tw), grad w)?| dz

> Collgrad w3 o,
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kde Cp > 0 nezavisi na t € [0,1]. Navic vidime, ze ¢’ je spojitd. Ze vztaht (4.26), (4.25), (4.18) a (4.29)

pak dostaneme

(Avy — Ava, w) = (v(||grad v1]]?)grad vy, grad w)0,90u91

_ (I/(ngad v2||2)grad vg, grad w)o,nounl

= (vpgrad vy, grad w)o o, — (vograd ve, grad w)o, o, + ©(1) — ©(0)
= 1p(grad w, grad w)o, o, + ¢ (to) > min(vy, Co)||grad w3

> Cllvy — w213,

kde pozitivnost C plyne z Friedrichsovy nerovnosti (2.32) a existence ¢y € (0,1) je zarufena vétou o
stfedni hodnoté. Proto (4.5) plati a vétu 4.4 lze pouzit.
Existuje tedy pravé jedno slabé feseni u € V problému (4.23) a prévé jedno feseni problému:

Nalézt u;, € Vj, tak, aby
(4.30) a(up;up,vp) = (f,on)o Yop € V.

Funkce uy, je Galerkinovou aproximaci feseni tlohy (4.24), jak plyne z (4.12) a (4.25). Problém konvergence
up k w v normé || - ||; mize byt nyni pfeveden pomoci véty 4.6 na problém vysetfeni aproximaénich
vlastnosti systému {V,,} ve V. Je-li feseni u dostatecné hladké, lze dokonce ocekavat jistou rychlost
konvergence. Diikaz je stejny jako v paragrafu 3.3.

Existuje nékolik zptisobtl, jak Tesit diskrétni problém (4.30) pro pevné h. Jedna z moznosti je pievést
tento problém na posloupnost lineadrnich tloh pomoci metody postupnich aproximact:

Necht yg € V}, je libovolné. Predpokladejme, ze yr € Vi, k € {0,1,...}, je zndmo. Pak yry1 € V}, je

jednoznacné definovano pomoci Laxova-Milgrama lemmatu 2.3 jako feSeni linedrniho problému

(4.31) a(yr; Ye+1,vn) = (fon)o  Yop € Vi,

Tato metoda se nékdy také nazyva Kacanovova metoda nebo metoda secnych modulid nebo metoda
zamrzlych koeficientti. Konvergence yi — up pro k — oo je vySetfovana v [43].
V [23] nebo [32], str. 212, se problém (4.30) transformuje na minimalizaci nekvadratického ryze kon-

vexniho funkciondlu (srov. téz vétu 5.13)

J(v) = %/ﬂ/\f(w,”grad ’UHQ)dCC—/Q fvdz

na prostoru V,, kde N (z,-) je primitivni funkce k v(z,-) pro kazdé pevné = € (2. Minimum lze hledat
Newtonovou metodou, zobecnénou metodou sdruzenych gradient nebo relaxacni metodou. Lze téz opét
pouzit Kac¢anovovu metodu, kterd mé v tomto pfipadé péknou geometrickou interpretaci (viz obr. 4.3).
Podle véty 2.4 1ze pievést linedrni problém (4.31) na minimalizaci kvadratického funkcionalu

Tuly) = 5almo) — (F.9)o — zalesye ve) + (F o + T(w)
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Obr. 4.3

na prostoru Vj,. Posledni tfi konstantni ¢leny, které nemaji vliv na feSeni, jsou voleny tak, ze

Ji(yg) = J(yx) proke{0,1,...}.

(V paragrafu 5.1 zavedeme tzv. smérovou derivaci. Snadno lze ovéfit, ze v bodé yj, je smérova derivace

pro oba funkciondly Ji a J stejnd — srov. obr. 4.3.)

4.3. Hlavni véta o monoténnich operatorech

Opét se budeme zabyvat fesenim rovnice (4.1). Tentokréat vsak budeme ignorovat silné predpoklady na
silnou monotonii a lipschitzovskou spojitost (viz vétu 4.4), které nemusi byt splnény. V tomto paragrafu
budeme predpokladat, ze A je monoténni operator z Hilbertova prostoru V' do sebe. Necht V' je vybaven
skalarnim sou¢inem (-, -) a indukovanou normou || - ||y .

Monoténni operatory v Banachovych prostorech se vysetfuji napt. v [16], [17], [19]. Symbol (v*,v)
v tomto pripadé oznacuje hodnotu linedrniho spojitého funkciondlu v* v bodé€ v. Poznamenejme ale, ze
v Hilbertovych prostorech lze podle Rieszovy véty kazdy linearni spojity funkcional jednoznacné vyjadrit
pomoci skalarniho soucinu. Proto misto hodnoty linearniho spojitého funkcionalu v bodé piseme skalarni

soudin (viz téz [19]).
Definice 4.7. O posloupnosti {vi}7>, C V fekneme, Ze slabé konverguje kv € V (piSeme vy — v),
jestlize

(4.32) (vg, w) — (v,w) Yw € V.

Poznamka 4.8. Podle Rieszovy véty 2.2 je vztah (4.32) ekvivalentni
F(vg) — F(v) VYFeV*

kde V* je prostor v8ech spojitych linearnich funkcionali definovanych na V. Prostor V* se nazyva dudini
prostor. Je opatfen normou

[F|lv+ = sup |F(v)]
veV
lollv=1
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aplati [|[F|ly+= = |lw|v, kde F(v) = (v, w) pro kazdé v € V diky Rieszové vété 2.2. Navic rovnost V = V**
tika, ze kazdy Hilberttv prostor je reflexivni.

Jestlize V. C L%(£2), pak zfejmé V* D (L?(£2))* (specidlné pro V = H}(£2) se dudlni prostor V*
oznacuje H~1(£2)).

Déle poznamenejme, ze (silnd) konvergence vy — v implikuje slabou konvergenci vy, — v. Obrécend
implikace obecné neplati. Uvazujeme kuptikladu posloupnost {sinkz}?2, v L?((0,7)), jez konverguje
slabé k nulovému prvku prostoru L?((0, 7)), ale nekonverguje v normé || - ||o.2, protoze vzhledem ke

vztahu
™
/ (sinkz —sinjz)’de=n prok#j
0
neni tato posloupnost cauchyovska. V konecnérozmérnych prostorech vsak ze slabé konvergence plyne
silné.
Nez dokédzeme nékolik pomocnych lemmat o monoténnich operatorech, predstavime dva dutlezité

disledky Banachovy-Steinhausovy véty:

Véta 4.9. (Princip stejnomérné ohranicenosti.) Necht’ {vi.} C V je posloupnost takovd, Ze {(vi,w)} je

ohranicend pro kazdé w € V. Pak posloupnost norem {||vg|lv} je také ohranicend.
Dukaz viz [60], véta 4.4-C.

Véta 4.10. Posloupnost {vy} C V konverguje slabé k prvku v € V prdvé tehdy, kdyz je posloupnost
{|lvellv} ohranicend a

lim (v, w) = (v, w)

k—o00

pro vsechna w z mnozZiny, kterd je hustd ve V.
Dukaz viz [67], véta V.3.

Lemma 4.11. KaZdy monotonni operdator A : V. — V je lokdlné ohraniceny, tj. pro kaZdé v € V existuji

konstanty § >0 a C > 0 tak, Ze ||Az||ly < C proz €V allz—v|yv < 0.

D 4 k a z. Necht A je monoténni operator, ktery neni lokidlné ohraniceny. Pak existuje v € V a

posloupnost {vi} C V takova, ze

(4.33) v — v a  |JAug|ly — .

Z monotonie A mame

(4.34) (Alv+w) —Avg,v+w—v,) >0 YwelV.
Pro kazdé k =1,2,... polozme

(4.35) a = 1+ [[Avglv[lv — vk v
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Pak podle (4.34) a (4.35)

i<Avk,w> i((Avk,vk —v) + (A(v + w),w+ v — o))

Qg af

IN

IN

1
Lt lla+wlv(lwly + o —velv) < G vw eV,
kde C; zavisi na v, w, ale nezavisi na k. Podobny odhad plati také pro (—w). Tudiz
. 1
lim sup —(Avk,w>‘ <oo YweV
k—oo! Ok
7 véty 4.9 potom vyplyva, ze
1
(4.36) — [[Av|lv < C,
Qg
kde C > 0 je konstanta nezavisla na k. Z (4.36) spole¢né s (4.35) nyni dostaneme
(4.37) [Av|lv < Cag = C(1+ [|Avk v [lv = vk[lv)-
Zvolme prirozené cislo ko tak, ze pro kazdé k > ko plati
Cllv—wllv < 3.

Pak podle (4.37)
[Avelv < C+ 5[ Avglv.

Tedy ||Avk|lv < 2C pro v8echna k > ko, coz odporuje (4.33). O

Lemma 4.12. Necht' A : V — V je monotonni operdtor a necht’ U C V je takovd podmnoZina, Ze
(4.38) vy <C1 a (Av,0) <Cy VYvel.
Pak existuje konstanta C > 0 takovd, Ze

lAv|y <C Vo eU.

D i k a z . Pomoci pfedchoziho lemmatu 4.11 je operdator A lokalné ohraniceny. Tedy je specialné

ohranifeny v nule, tj. existuje § > 0 a C3 > 0 tak, ze
(439) HA’U”V <Cs YwevV, H’U”V <.
Z monotonie A a ze vztahti (4.38) a (4.39) dostaneme, ze pro vsechna v € U plati
1 1
lAclly = sup S(Avw) < sup S ((Av,v)+ (Aw,w) — (Aw,v))
Jwllv=5 0 ol =5

1
< 5(02—1-603-‘1-0301). O
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Lemma 4.13. Necht vi,v,wi,w € V a necht vy, — v a wy — w pro k — oco. Potom

(vg, wi) — (v, w).

Dt k az. Podle véty 4.10 je posloupnost ||vg||v ohranifend, jakmile v, — v. Dtikaz nyni plyne pfimo

z trojihelnikové nerovnosti, Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (2.10) a z (4.32)

{0k, wi) = (v, )| < [(vr, wk) = (Vk, )| + [{vr, W) = (v, W)

< lvg|lv |wg — wlv + [{vg, w) — (v,w)| — 0 pro k — oo. O

Poznamenejme, Ze skaldrni souciny dvou slabé konvergentnich posloupnosti nemusi konvergovat ke

skalarnimu soucinu jejich slabych limit. Abychom se o tom presvédcili, staci polozit napiiklad
vg () = wi(z) = sinkz pro x € (0, 7).

Pak vy =0, wpy =0 a

(g, wi) = /O7T v (z2)wg (x) de = g

Definice 4.14. Operdtor A : V — V' se nazyvd demispojity, jestlize

(4.40) v —v = Avy— Av  (slabé).

Véta 4.15. Necht' A :'V — V' je monotonni a demispojity operdtor. Pak mnoZina reseni rovnice Au = b

je konvezni a uzaviend pro kazdé b € V.

D i k a z . Nejprve ukdzeme, ze

(4.41) (b—Av,u—v)>0 YoeV = Au=h.
Necht tedy w € V je libovolné a necht
(4.42) vs =u—sw, s>0.
Potom podle pfedpokladu v (4.41) plati

(b— Avs,u—wvg) >0
a (4.42) implikuje, ze 0 < s(b — Avg, w), tj.

0 < (b— Avs,w) = (b — A(u — sw), w).

Jelikoz A je demispojity, plati

A(u— sw) = Au  pro s — 0.
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Tudiz podle lemmatu 4.13
0<({b—Au,w) YweV.

Protoze w bylo zvoleno libovolné, dostavame rovnost Au = b.
Pokud je mnozina feSeni prazdné nebo obsahuje jen jeden bod, je zfejmé konvexni. Pfedpoklddejme

tedy, ze uy,us € V jsou dvé riiznd feseni (4.1), a necht
up = tug + (1 — t)ue
pro néjaké t € (0,1). Protoze A je monoténni, plati
(b—Av,uy —v) = t{(Aug — Av,ug — v) + (1 — t)(Aug — Av,ug —v) >0

pro kazdé v € V. Podle (4.41) je proto Au; = b.
Déle ukdzeme, ze mnozina feseni je uzaviend. Necht tedy {ux}32,; C V je posloupnost feseni (4.1) a

necht’ up — w pro néjaké u € V. Pak z lemmatu 4.13 a z monotonie A pro kazdé v € V dostaneme

(b—Av,u—v) = lim (b — Av,up, —v) = lim (Aur — Av,up —v) > 0.

k—oo o k—o0

Uzijeme-li opét implikaci (4.41), zjistime, ze Au = b. O

Definice 4.16. Operdtor A : V. — V' se nazyvd koercivni, jestliZe

(4.43) lim (ALY

ollv—oco ]y

Poznamka 4.17. Pokud je operdtor A spojity (nebo lipschitzovsky spojity), pak je demispojity, ale
obracené implikace obecné neplati. Také je snadno vidét, ze kazdy silné monoténni operator je koercivni,
nebot z (4.5) mame

(Av - A0,0) > Clo|2 W eV,

kde C' > 0 nezavisi na v. Tudiz

(Av,v) < (A0, v)
lollv: — vllv

+ Cllvllv = =[|AO[lv + Cllv]ly — oo pro [[v]lv — oo.

Abychom ilustrovali zdkladni myslenku pojmu ,koercivni operator”, omezime se nejprve na koneéné-

rozmérné prostory.
Véta 4.18. Necht A : R¥ — RF je spojity koercivni operdtor. Pak je rovnice Az = b Tesitelnd pro kazdé
b e R”.

Diikaz tohoto tvrzeni bude podan pozdéji. Je zalozen na nasledujicich dvou vétach:

Véta 4.19. (Brouwerova véta o pevném bodé). Necht’ B C X je neprdzdnd uzaviend koule v normovaném
konecénérozmérném prostoru X . Necht’ S je spojity operdtor, ktery zobrazuje kouli B do sebe, tj. S(B) C B.

Pak existuje x € B takové, Ze Sx = x.

Dukaz viz napf. [17], str. 252-253.
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Véta 4.20. Necht' r > 0 je ddno, necht (-,-), resp. || - ||, je standardni skaldrni soucin, resp. euklidovskd

norma, v R* a necht' B : R¥ — R¥ je spojity operdtor takovy, Ze
(4.44) (Bz,z) >0 VzeRF |z =r

Pak existuje v € R* tak, e Bx =0 a ||z]| < r.

D i k a z . Pfedpoklddejme naopak, ze Bx # 0 pro vSechna = z uzaviené koule
B, = {z e R¥| ||z|| < r}.

Potom je operator
Bz

S:x— —r——-
Bz ||

spojité zobrazeni z B, do B,. Podle Brouwerovy véty 4.19 existuje bod x € B, takovy, ze

Bz

(4.45) xr=—r—-.
Bzl

Ziejmé ||z|| = r a podle (4.45) je
(Bz,z) = (Bx, —rBz/|Bz|)) = —r|Bz|| <0,

coz odporuje (4.44). O

Poznamka 4.21. Geometrické znazornéni podminky (4.44) je takové, ze thel mezi vektory Bz a 2 neni
vétsi nez pravy thel na povrchu koule B, tj. vektory Bz maji na povrchu ,centrifugdlni orientaci“ (viz

obr. 4.4 pro k = 3).

Obr. 4.4

Dikaz véty 4.18.7Zkoercivity (4.43) pro dané b € R* existuje dostatecné velké r > 0
takové, ze
(hz—b,2) > (Az,2) — |bll|z] >0 Vz € R, [lo] =r.

Zbytek dukazu plyne z véty 4.20 pro Bx = Az — b. O
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Nyni aplikujeme piedchozi vysledky z R* také na nekoneénérozmérné separabilni prostory, abychom
dokézali hlavni vétu o monotdénnich operatorech. Pripomenme, ze Hilbertiv prostor se nazyva separabilni,
jestlize obsahuje spocetnou hustou podmnozinu. Néasledujici vé€ta je ve skuteCnosti modifikaci znamé
Mintyovy-Browderovy véty (viz napf. [19], par. I111.2.1), kde se misto ,radidlné spojitého“ operdtoru
uvazuje operdtor demispojity. Jeji ditkaz je konstruktivni, uzivajici Galerkinovy aproximace (viz (4.52)).

To pfedstavuje zaklad fady numerickych metod.

Véta 4.22. (Hlavni véta o monotdnnich operdtorech.) Necht' V je separabilni Hilbertiv prostor a necht
A 'V — V je monotonni demispojity a koercivni operdtor. Pak mmnoZina teSeni rovnice Au = b je

neprdazdnd konvexni a uzavrend pro kaZdé b € V.

D 4 k a z . Diky vété 4.15 staci jen dokéazat, ze existuje alespoii jedno feSeni.
Nejprve zkonstruujeme Galerkinovy aproximace problému (4.2). Protoze V je separabilni, existuje

tplny systém (koneény nebo nekoneény spocetny) linearnich nezavislych vektort {vi} C V (tzv. Schaud-

erova baze), tj. linearni obal {v'} je husty ve V. Pro k = 1,2,... polozme
Vi = span(v', ..., 0").
Pak
k .
(4.46) x:(xl,...,xk)»—»uk:invl
i=1

definuje spojité linedrni vzajemné jednoznaéné zobrazeni I prostoru R* na Vj,
(4.47) Fx = uy.

Z ekvivalence norem v kazdém kone¢nérozmérném prostoru dostaneme, ze podle (4.47) existuje konstanta

C > 0 takova, ze
(4.48) [zl < CllFzllv = Cllugllv-

Definujme operator B : R¥ — RF vztahem

(449) BJI - (y17 o 7y7€)7
kde
(4.50) yi = (AFx — b,v").

Jestlize 27 — x pro j — oo, pak ziejmé Fz/ — Fx a z demispojitosti A mame, ze
(AFz? — b, 0"y — (AFz —b,v"), i=1,.,k.

Tudiz je B spojity.
60



Z koercivity A pro dostatec¢né velkd r1 > 0 plyne

(Auk,uk>
l[ullv

(4.51) ( bl )l =0 pro fuxlly = 1.
7Z (4.49), (4.50), (4.46) a (4.51) nyni vidime, ze pro kazdé = € R* spliujici (viz (4.48))
lz]| = r = Cr,
plati
k k _
Bz, ) = > ayi = »_ zi{Auk —b,v") = (Aug,up) — (b, ux)
i=1 i=1

> ((Auk,uk>

HukHV - ”b”V)”uk”V > 0.

Podle véty 4.20 tedy existuje x € R* takové, ze
Bx = 0.

Z (4.49) a (4.50) pro uy = Fz obdrzime nasledujici Galerkintv systém

(4.52) (Aug,v") = (b0, i=1,... k.
Specialné
(4.53) (Auk, uk> = <b, uk>,
coz dava
<Auk,uk>
i < lbllv.
l[urllv

Tudiz z koercivity A dostaneme, ze posloupnost {uy} je ohranicend,
(4.54) [lukllv < Ch.

Navic z (4.53) a (4.54)

(4.55) (Aug, ur) < Cy

nezdvisle na k. Nyni z lemmatu 4.12, (4.54) a (4.55) dostaneme

(4.56) JAug|ly < C  pro vsechna k =1,2,....

Necht' v € |J, Vi je dano, tj. existuje prirozené ¢islo ko(v) tak, ze v € Vj pro viechna k > ko(v). Podle
vztahu (4.52) je

(Aug,v) = (byv) Vk > ko(v),
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a tedy plati

(4.57) lim (Aug,v) = (b,v) Vv eV
k

k—o0

Tudiz z lemmatu 4.10, (4.56) a (4.57) plyne, ze
(4.58) Aup —=b veV.

Vztah (4.54) implikuje, ze existuje podposloupnost {uy,} C {ur}, ktera slabé konverguje k nékterému
prvku u € V. Pro jednoduchost ozna¢me tuto podposloupnost opét {ux}. Ukdzeme, Ze toto u je FeSenim
problému Au = b.

Z (4.53) obdrzime

lim (Aug,ug) = klim (b, ug) = (b, u).

k—o0

Odtud a z (4.58) dostaneme pro kazdé v € V

(b— Av,u—v) = (b,u) — (b,v) — (Av,u — v)

= klim (Aug, ug) — klim (Aug,v) — klim (Av,u — v)

klim (Aug, — Av,up, —v) >0,

kde posledni nerovnost plyne z monotonie A. Nyni (4.41) implikuje, ze Au = b. (Il

Pfiklad 4.23. Vratme se k problému z paragrafu 4.2. Jestlize napf. (4.20) neplati, pak nejsme schopni
dokézat, ze operator A je lipschitzovsky spojity. Nicméné muzeme provérit, zda jsou vsechny predpoklady
véty 4.22 splnény.

Poznamenejme jesté, ze prostor H'(§2) je separabilni. Piiklad spoéetné mnoziny, kterd je husta v tomto

prostoru, je mnozina v8ech polynomu s racionalnimi koeficienty.

Vice o Teseni eliptickych problémt monoténniho typu metodou koneénych prvkt se mutizete docist ve

[14], [33], [69)].
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5. STACIONARNI ULOHA SALANI TEPLA
5.1. Gateauxuv a Fréchetuv diferencial

V paragrafu 5.2 ukdzeme, ze staciondrni tlohu salani tepla lze pfevést na minimalizaci hladkého ne-
kvadratického funkcionalu J na konvexni a uzaviené podmnoziné Banachova prostoru V. K tomuto tcelu
nejprve kratce pfipomeneme nékteré zakladni definice tykajici se diferencovatelnosti J, protoze ty se
obcas v literatufre lisi.

Necht V' je Banachiv prostor, v,w € V' a necht J je funkcionél definovany na otevieném okoli bodu
v. Pfedpokladejme, Ze limita

(v w) = }iII(l) J(v+ tu;) — J(v)

existuje a je kone¢nda. Pak ¢islo J'(v;w) nazveme (smérovou) derivaci funkciondlu J v bodé v ve sméru
w. Necht operator J'(v;-) : w € V +— J'(v;w) € R! je navic linedrni a spojity. Pak se nazyva Gateauriiv
diferencidl funkciondlu J v bodé v. Poznamenejme, Ze néktef{ autofi (viz napf¥. [12], str. 23) uvazuji
predchozi limitu jen pro ¢ — 0+, coz dava jinou definici smérové derivace.

Necht af.,.) je spojité bilinedrni V-eliptickd forma a F' linedrni spojity funkcional na V. Potom se lze
snadno presvédéit, ze Gateauxiv diferencial kvadratického funkciondlu J(v) = La(v,v) — F(v) je dén

vztahem (srov. (2.18))

J' (v;w) = a(v,w) — F(w), v,we V.
Pokud existuje linearni spojity operator J'(v)(:) : V. — R! takovy, ze

o @) = I0) = P @) w)

w0 [[wllv

:0,

pak se tento operator nazyva Fréchetiv (nebo totdlni) diferencidl funkcionlu J v bodé v.
Je znamo, ze existence Fréchetova diferencidlu v néjakém bodé v € V' implikuje existenci Gateauxova
diferencidlu ve v a oba diferencialy se v tomto pfipadé rovnaji, tj. J'(v)(w) = J'(v;w) pro viechny sméry

w € V. Abychom se pfesvédéili, ze obracend implikace neplati, sta¢i polozit V = R? a

21| — /T2 pro s < 422 a x9 > 22,
J(z1,22) = 2¢/Z2 — |z1| Dpro z2 < 22 axQZ%xi
0 jinak.

Graf tohoto funkciondlu je znazornén na obrazku 5.1.
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Obr. 5.1

Vidime, ze J je spojity a ze jsou vSechny smérové derivace J v pocatku nulové (srov. obr. 5.2). Tedy

Gateauxtv diferencial v 0 existuje a J'(0;-) = 0. Na druhé strané Fréchettv diferencial v 0 neexistuje,

protoze pro wy = (1, 7z), k = 1,2,..., dostaneme
wr — 0 pro k — oo

|J(we) = J(0) — J"(O3wy)| _ [k=1 —0—0]

[[we CVE kT

— 1 prok — oo.

v 8

-4 0 4
Obr. 5.2

Snadno nahlédneme, ze existence Fréchetova diferencialu J ve v € V implikuje spojitost J ve v. To
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ale nemusi platit pro Gateauxtv diferencidl. K tomu sta¢i mirné modifikovat predchozi piiklad. Polozme

- J(x1,x2)/|21| pro xy #0,
J(:vl, ,Tz) =
0 pro z; = 0.
Pak je funkcional .J roven 1 na parabole x5 = 22 kromé bodu 0, kde je nespojitost .J, protoze .J(0) = 0.

Avsak viechny smérové derivace J v bodé 0 existuji a .J'(0;-) = 0.
5.2. Klasicka a varia¢ni formulace

7Z fyziky je znamo, ze t€leso ztraci tepelnou energii ze svého povrchu elektromagnetickym zafenim.
Tento jev se nazyvé salani. Tepelné ztraty jsou Gmérné ¢tvrté mocniné povrchové teploty (Kirchhoffav
zdkon). Sélani je velice malé p¥i pokojové teplots, ale nemélo by byt zanedbdvéano, kdyz je povrchova
teplota vysokd (napf. pfi vypoétu rozlozeni teploty u suchych transforméatort, které nejsou chlazeny

olejem, nebo u rota¢nich elektrickych stroji). Je charakterizovano nelinedrni okrajovou podminkou
a(u —up) + nT Agrad u + B(u* — ug) = g,

kde a > 0 je koeficient konvektivniho pfestupu (pfenosu) tepla, u je teplota vySetfovaného télesa, ug

vevs

nitn{ matice tepelnych vodivosti, 3 = 0 fem, ¢ = 5.669 x 1078 Wm~2K~*] je Stefanova-Boltzmannova
konstanta, 0 < fem <1 je relativni funkce emisivity a g je hustota povrchovych tepelnych zdroji.
Uvazujme nasledujici klasickou formulaci problému salani tepla se smiSenymi okrajovymi podminkami:

Nalézt u € C%(82), u > 0, tak, aby
(5.1) —div(Agrad u) = f v £,
w=u nali,
au+nTAgrad u+ fut =g na I,

kde pro jednoduchost predpokladame, ze vSechny funkce jsou hladké, {2 € L je dvojrozmérna oblast, I}

a Iy jsou neprazdné mnoziny, f je hustota objemovych tepelnych zdroji, @ > 0 je pfedepsana teplota a
g =3+ aug + Bug.

Podminka na I'» se nazyva Stefanova-Boltzmannova okrajova podminka.
Protoze klasické fesené tlohy (5.1) nemusi existovat, uvedeme jeji slabou formulaci. K tomu tcelu
budeme piedpokléddat, ze prvky matice A patii do L>=(R2), f € L3*(2),u € H (), a, B € L®(I%) a

g € L?(I). Zavedme si prostor testovacich funkci
V={ve HY(N)|v=0naI}},

konvexni mnozinu

U={veH'(2)|v>0v 2, v=unal}},
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symetrickou bilinedrni formu
a(v,w) = / (grad v)T Agrad wdz +/ avwds, v,we H (1),
0 I

a linedrni spojitou formu
F(v) :/ fvdac—i—/ gvds, ve€ HY ().
0 I

Pfipomenime, ze podminka V-elipti¢nosti formy a(-,-),
(5.2) a(v,0) = Clol} VeV,

plyne z Friedrichsovy nerovnosti (2.32).
Necht v € U je libovolné a necht feseni u € U tlohy (5.1) existuje. Vynasobime-li prvni rovnici v (5.1)
funkci v — u € V, pak integraci pfes {2 a z Greenovy véty 2.10 dostaneme nasledujici varia¢ni rovnici
/ (grad u)T Agrad (v — u) dx — / nT(Agrad u)(v —u)ds = [ f(v—u)dz Vv eU,
Q o0 Q
a tedy

a(u,v—u)+ [ But(v—u)ds=F(v—u) Vvel.
I

Odtud plyne, ze u také spliiuje variac¢ni nerovnici
(5.3) a(u,v —u)+ [ But(v —u)ds > F(v—u) VYveU.

I
Funkce u € U spliiujici (5.3) se nazyva slabé resend klasického problému (5.1). Je jasné, ze kazdé klasické
feseni je zaroven slabym FeSenim. Vztah mezi klasickym a slabym Fesenim je diskutovan v [38]. Pomoci
teorie potencidlu pozdé&ji ukazeme, ze existuje préavé jedno slabé feseni u € U varia¢ni nerovnice (5.3).

Definujme funkcional potencialni energie
1 1 5 1
(5.4) J(v) = Ea(v,v) + R fv’ds — F(v), veH ().
I

Podle véty o stopach [41], str. 84-86, pro d = 2 a ¢ € [1,00) existuje jediné linedrni spojité zobrazeni
Z : HY(02) — L9(092) takové, ze pro kazdé v € C>°(£2) plati Zv = v na 942, tj.

(5.5) [vllog.oe < Collvlhee Yoe H ()

(srov. (2.26)). Tudiz je hrani¢ni integral v (5.4) kone¢ny a funkciondl J je tak dobfe definovan.

Pomoci (5.4) mtizeme snadno vypoéitat smérovou derivaci J v bodé v € H(£2) ve sméru w € H(£2),
1
(5.6) J (v;w) = %ir% g(J(v + tw) — J(v))

1/1 1 1
= ,}EI(I) 7 (ga(v,v) + ta(v,w) + §t2a(w,w) - ia(v,v)

. 1 1
+ / ﬁ(gvz + tvtw + 2t203w? 4 283070 + trow? + 3t5w5 - 51}2) ds — tF(“’))
I

=a(v,w) + [ Aviwds — F(w).
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Podobné nalezneme vyjadfeni pro druhou smérovou derivaci J,

(5.7) J (v;w,w) = a(w,w) +4 [ BoPw?ds, v,we HY(N).
I

Lemma 5.1. Funkciondl J je spojity na H'(£2) v normé || - |1 a je ryze konvezni na mnoziné U.

D 4 k a z . Abychom provérili spojitost J, stac¢i dokazat, ze Gateauxuv diferencial J je Fréchetuv

diferencial, tj. ukdzeme, 7e pro kazdé v € H*(12)

[/ (v +w) = J(v) = J'(v; w)|

(5.8) lim =0.
w—0 [[wllx
weH ()
Ze vztahti (5.4), (5.6), spojitosti a(-,-), Holderovy nerovnosti, rovnosti [[w’(os/500 = |wl} 5 a0 Pro
j=1,...,5 az nerovnosti (5.5) dostdvame
(5.9)
, 1 1 1
0+ w) — J(0) (3 0)] = a(v,0) + alv,w) + a(w,w) — Sa(v,v) - afv,u)
1 1 1
+ / 5(305 + vtw + 20302 + 20%w3 4 vwt + gw5 - gv5 —v'w) ds — F(w) 4+ F(w)
I

IN

1 1
ia(w, w) + [ B20v3w? + 20w 4 vw? + gw5| ds
I

8,5,69)

Jw|F + C2(HU||(3),5,09Hw||(2),5,(m + [|v] (2),5,6_(2Hw||(3),5,8.0 + ||U|\0,5,8r2”w||3,5,09 + [Jw]

<cC
< Clwllf + ol3lwl + ol llwli + [lollllwli + w]?) < C)llwll3,

kdykoliv ||w||; < 1. Tedy (5.8) plati a J je spojity.

Z (5.7) a (5.2) vidime, Ze existuje konstanta C' > 0 takova, ze
(5.10) J" (v;w,w) > Cllw||i YveUVweV.

To znamend, ze funkcional J je ryze konvexni na U, coz zavrsuje dikaz. ]

Poznamka 5.2. Funkcional J neni konvexni na celém prostoru H'(£2) diky ¢lenu £ [, Bv®ds. Proto
2

jsme se omezili jen na mnozinu nezapornych funkci. To je v souladu s fyzikou, nebot teplota nemuze

klesnout pod 0 [K]. Tak ale dostdvdme dvé nelinearity. Prvni je obsazena ve Stefanové-Boltzmannové

okrajové podmince a druhé vznikd z omezeni v > 0 v definici konvexni mnoziny U.

Véta 5.3. Existuje prdve jedno teseni variacniho problému: Nalézt u € U tak, Ze

(5.11) J(u) = Jrellfj J(v).

D ik az. Zevztahi (5.4), (5.2) a spojitosti F' existuji kladné konstanty C1,Cy takové, ze

1 1
J(v) = za(v,v) + R Bv®ds — F(v) > Cl|\v||% —Csolv|h Vv e,

27 I
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nebot integral pres I je nezdporny. Tedy funkciondl J je koercivni na U, tj.
(5.12) J(v) = 00  pro ||v|ly — o0, veU.

Necht ¢ € U je libovolné. Pak podle (5.12) existuje r > 0 tak, ze pro kazdé v € U, pro néz |[v||1 > r,

plati
J(0) < J(v).

Proto je minimaliza¢ni problém (5.11) pfes neohrani¢enou mnozinu U ekvivalentni minimalizaci J pfes

ohrani¢enou uzavienou mnozinu

U={velU]l|v|; <r}
Zbytek dtikazu plyne z lemmatu 5.1 a déle je tfeba pouzit néasledujici véty (viz [17], str. 199). O

Véta 5.4. Necht' U je meprdazdnd konverni uzaviend a ohranicend podmmoZina v H'(§2). Necht J je
spojity a konvexni funkciondl definovany na U. Potom
(a) inf J(v) > —o0;
velU 5
(b) existuje alespori jedno uw € U takové, Ze

J(u) = Jrelsz J(v);

(c) jestlize J je navic ryze konvexzni funkciondl na U, pak existuje prdvé jedno u s vlastnosti (b).

Poznamka 5.5. Jediné feSeni problému (5.11) se nazyva variacni (zobecnéné) feseni. Je zndmo (viz
[7], str. 118), ze minimalizace konvexniho gateauxovsky diferencovatelného funkcionalu J na konvexni

podmnozing U C H'(2) je ekvivalentni feseni nasledujici varia¢ni nerovnice: Nalézt u € U tak, ze
(5.13) J(wv—u)>0 Yvel.

Podle (5.6) nerovnost (5.13) vede na tvar (5.3). Tudiz existuje také pravé jedno feseni variaéni nerovnice

(5.3).

5.3. Konvergence metody koneénych prvku

V tomto paragrafu budeme pro jednoduchost predpokladat, ze {2 € L je polygonélni. Budeme pouzivat
bézné linearni trojuhelnikové prvky. Necht triangulace 7, vysSetfované oblasti spliuji standardni pod-
minku konzistence, tj. ty body, ve kterych se méni jeden typ okrajové podminky na jiny typ, patii do
mnoziny vrcholtt véech K € 7;, (viz par. 3.2). Necht F je systém triangulaci uzavéru £2. Pro danou

triangulaci 7, € F polozme

Wy, = {v, € HY() | vn|x € P1(K) VK € Tp,}.
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Pfipomenime, ze funkce @ (viz (5.1)) je nezdpornd a ze funkce z W), jsou spojité (viz vétu 3.1). Pro

jednoduchost déle predpokladejme, ze
(514) Jho > 0 Vh € (O,ho) u € Why.
Pak bude mnozina

U,=UnW,

neprazdna.
Podobné jako ve vété 5.3 mizeme dokazat, ze pro dostatecné malé i > 0 existuje jediné feseni diskre-

tizovaného problému: Nalézt uy € Uy, takové, ze

(5.15) J(up) = inf J(vg),

vp €U

kde J je definovano vztahem (5.4).
Abychom dokéazali konvergenci u;, — u pro h — 0 bez dodate¢nych pfedpokladt na hladkost u, budeme

potfebovat nasledujici lemma.

Lemma 5.6. Necht’ F je systém triangulaci 2 spliujici podminku mazimdlniho thlu, tj. viechny thly

véech trojuhelniki v triangulaci jsou ohraniéené shora danou konstantou mensi nez w. Pak |J Uy je
he(0,ho)
hustd v U v normé || - ||1.

Dtikaz viz [38]. Poznamenejme jesté, ze podminka na maximdlni hel je slabsi nez Zlamalova podminka

na minimélni thel (viz poznamku 3.5).

Véta 5.7. Necht' F je systém triangulaci uzdvéru 2 spliugici podminku mazimdiniho tihlu. Pak
|lu—upllt =0 proh— 0,

kde u, resp. up, je jediné vesent (5.11), resp. (5.15).

D d k a z . Podle lemmatu 5.6 existuje posloupnost {vy,} takové, ze vy, € Up, a

(5.16) |lu —wvplli — 0 pro h — 0.
Ziejmé
(5.17) J(u) < J(up) < J(vp).

Podle lemmatu 5.1 je funkcional J spojity, a proto vztahy (5.16) a (5.17) davaji

(5.18) %11% J(up) = J(u).

Tayloriv rozvoj J v bodé v mé tvar (viz [7], str. 52)

(5.19) J(up) = J(u) + J' (u;up, —u) + %J”(u + Op(up, — u);up — u,up —u),
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kde 0y, € (0,1). Z (5.13), (5.10) a (5.19) méame

(5.20) Cllu —unl? < Cllu—up|)? + J' (u; up, — u)
1
< EJN(U + 0 (up — u);up — w,up —u) + J (u; up — u)

= J(Uh) - J(“’)v

kde C' > 0 je nezéavisla na h. Odtud a z (5.18) vidime, ze ||u — up|ly — 0, kdyz h — 0. O
Pokud je varia¢ni feSeni u dostateéné hladké, dostaneme dokonce linearni rychlost konvergence v normé
I [l
Vé&ta 5.8. Necht plati predpoklady véty 5.7, u € H?(§2) a necht existuje konstanta C,, tak, Ze u > Cy, > 0
v (2. Pak
lu—wuplls <Ch proh— 0.

Dtkaz.BudweVNC>®(N) libovolnd funkce takovd, ze Hw||c(5) < Cy.Paku+w, u—wel.
Polozime-li v = w + w v (5.13), shleddme, ze J'(u;w) > 0 a J'(u;—w) > 0. Nyni z linearity J'(u;-) a

hustoty V N C%(£2) ve V (viz [11], str. 618) dostaneme zndmou nutnou Eulerovu podminku pro extrém:
(5.21) J'(u;v) =0 YoveV.

Protoze u € H?({2), ze Sobolevovy véty o vnoteni 2.11 plyne, Ze je funkce u spojita. Z (5.14) vidime,

ze mpu € Uy, kde mpu je standardni linearni interpolace u. Tedy
(5.22) J(up) < J(mpu),

jak plyne z (5.15). Pouzijeme-li nyni (5.20), (5.22), (5.21), (5.9) a standardni interpolacéni vlastnosti (viz
[33], str. 72), mame

Cullu —unllf < J(un) = J(u) < J(mhu) — J(u)

= J(mpu) — J(u) — J' (w; mhu — u) < C(u)||u — mhul|3 < Czh?,

kde C7, C3 > 0 jsou nezavislé na h (a Cs zavisi na u). O
Veskeré vysledky tohoto paragrafu mohou byt modifikovany na p¥ipad It = 0, pokud a > 0 nebo
B > 0 na néjaké mnoziné kladné miry. Jako priklad mizeme vypocitat rozlozeni teploty v fezu spojky

transformatoru — viz obr. 5.3. V (5.1) polozme f = 15000 [W/m?], up = 70[°C], § =0 a

10
A‘(o 10)'

V dtsledku symetrie lze teplotu pocitat jen v pravé poloviné prufezu. Na obrazku 5.4 jsou znazornény
prislusné po castech konstantni hodnoty koeficientu a: a pouzita triangulace. Obrazek 5.5 ukazuje vrstev-
nice teploty pro 5 =0 a 8 = 0. Vidime, ze rozdil numerickych vysledkt pro linedrni problém (s 5 =0) a

nelinedrni problém (s 8 = o) je dosti velky.
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Obr. 5.5

Pri formulaci trojrozmérnych problémt vznika potiz s defini¢nim oborem funkcionélu J, protoze stopy

funkei z H'(£2) obecné nemusi byt z L3(912) (viz nasledujici piiklad).

Priklad 5.9. Na mnoziné

Q={(v1,22,23) eR* |2} + 23 + 25 <1, 2, >0, i =1,2,3}
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uvazujme funkci G(x1,x2,23) = (/2% + 23 + 23)*, kde « je redlny parametr. Jeji funkéni hodnoty ve
standardnich sférickych soufadnicich (r, ¢, ) nezavisi na thlech ¢ a 6, coz znamené, ze G(r, p,0) = r®,

kde G(r,,0) = G(z1, 2, 73) a

x1 =rcospsind,
ZTo = rsingsinb,

T3 = 1Ccosb.

Podle véty o substituci je

IGII?,Q—/Q(G2+(3—2)2+(§—Z)2+(3—2)2) dx_/ol/f A%(GQ+(%—f)2)r2sin9 46 dg dr

a pro a > —% tedy dostavame

L r3 r% 1 r3
lr|3 = / / / (r2* + a*r2°=2)r2sinf df dp dr = ﬁ/ / (2 + a?r?*72)r2 gin @ df dr
o Jo Jo 2 Jo Jo
1 2
_T 2a+2 2,20 g — W( 1 - )
=2 =2 € (0,00).
2/0(T o) dr=o\5a73 T 2071/ 0
Trojity integral neni kone¢ny pro o € (—oo, —3]. (Vidime také, ze pro o € (—3,0) funkce 7 neni spojita,

i kdyz patii do H(£2).)
Nyni ukdzeme, ze stopa funkce r® je v L°(952), pouze kdyz o > —%. Ziejmé staci vySetfovat stopy jen

na jednom ze tii ¢tvrtkruht, které jsou obsazeny v 9(2. Oznac¢me S ten ¢tvrtkruh, pro ktery 6 = 7, tj.
S = {(1'171'2,0) S R3 | :vf—i—:v% <1, 1 >0, 20 > 0}

Potom

1 Z T
a5 — S5a dodr = 0
HT ||O,5.,S /O /O rrdedadr 2(5a ¥ 2) € ( 700)

pravé tehdy, kdyz o > —%. Jestlize tedy a € (—%,—%], pak r® € H'({2), ale stopa této funkce neni
v L5(092). O

Pro d = 3 plati, ze stopy funkci z H'(£2) jsou v L*(942), tj. existuje konstanta C' > 0 takova, Ze (viz
[41], str. 84)

(5.23) [lv]

04,00 < C|v|12,0 Yoe H(R).

Pokud bychom defini¢ni obor funkcionalu (5.4) omezili na H?(£2) (nebo W3 (£2)), pak by J nebyl koercivni
na nezapornych funkcich z téchto prostori vzhledem k normém || - |2 (nebo || - ||1,3). Pro d = 3 se proto
funkcional J definuje na specidlnich Banachovych prostorech — viz [33].

Poznamenejme jesté, ze podminka podobna Stefanové-Boltzmannové okrajové podmince také vznika

pfi matematickém modelovéni elektrolytickych procest — viz [15].
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5.4. Monoténni potencialni operatory

Na zaveér této kapitoly si jesté ukdzeme, jak spolu souviseji monoténni operatory a konvexni funkcionéaly.

Symbolem V oznac¢ime Hilberttiv prostor se skaldrnim souéinem (., .).

Definice 5.10. Operdtor A : V. — V se nazjvd potencidlni, jestlive existuje funkciondl J : V — R!

takovy, Ze

(5.24) (Av,w) = J' (v;w) Yo,weV .

Piiklad 5.11. Na intervalu 2 = (0,1) uvazujme nelinedrni diferencialni rovnici

—u" +Y(u) = f
s okrajovymi podminkami u(0) = u(1) = 0, kde f € L?(2) a ¢ : R! — R! je funkce lipschitzovsk4 nebo
ohranicend a spojitd. Odpovidajici operator A je dan vztahem

(5.25) (Av,w) = /o (W' +Y()w)de, v,weV,

kde (-, ) je skaldrni souc¢in na prostoru V = Hg (£2). Integréal v (5.25) zfejmé existuje diky pfedpokladiim
na 1. Necht ¥ je primitivni funkce k 1. Polozime-li

1 (U/)2
(5.26) J(v) = / (T + W(v)) de, veV,
0
potom z definice Gateauxova diferencidlu, (5.25) a (5.26) vidime, ze odpovidajici operdtor A je potencidlni,

7 (v ) = tim 20T = I @) /1 lim (W +tw)? - () Yot tw) - ‘I'(U)> da
0

t—0 t - t—0 2t t
1
= / (W'w' + Y (v)w)dz = (Av,w) Vo,weV .
0
Limitu a integrél lze ziejmé zameénit (viz [49]), nebot funkce ¥ je spojita.

Nyni uvedeme dilezitou vétu, ktera nazorné geometricky ilustruje pojem ,,monoténni potencialni ope-

rator”.

Véta 5.12. Necht' J : V — R md Gateauztiv diferencidl a necht operdtor A je definovdn vztahem (5.24).

Pak je funkciondl J konvexni pravé tehdy, kdyzZ A je monotonni operdtor.

D dkaz. Necht J je konvexni, v1,v3 € V jsou libovolné, w = v; — v5 a necht
(5.27) j(t) = J(va +tw), teR".
Potom pro kazdé X € [0,1] a t1,t5 € R! plati
Aj(t1) + (1 = N)j(t2) = A (ve + tiw) + (1 — A)J(v2 + taw)

Z J()\(’UQ + tlw) + (1 — )\)(’02 + tQUJ))

=Jj(AtL+ (1= Nta)
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coz znamena, ze funkce j je také konvexni. Tudiz jeji derivace
(5.28) J'(@) = J (va + tw; w)
je neklesajici, a proto
0<4(1)—4'(0) = J'(vi;v1 — v2) — J' (va;v1 — v2) = (Avy — Avg,v1 — v3) .

Necht' naopak A je monoténni, vy,vy € V libovolna, w = v; — v9 a necht funkce j je opét definovana

vztahem (5.27). Z monotonie pro kazdé t2 > ¢; dostaneme, ze
(A(vg + taw) — A(vg + t1w), (b2 — t1)w) >0 .
Odtud, z (5.24), (5.27) a (5.28) vidime, ze j’ je neklesajici,
J'(t2) = J'(v2 + taw; w) > J' (vg + trw;w) = §'(t1) .
Tedy j je konvexni,
JA) < A1) + (1 =A)j0)  vAelo,1],

coz vede k nerovnosti

JAvr + (1= Nw2) < AJ(v1) + (1 = AN)J(ve) .
Odtud plyne, ze také J je konvexni. O

Véta 5.13. Necht’ plati predpoklady véty 5.12. Pak je funkciondl J ryze konvexni prdveé tehdy, kdyz je A

ostre monotonni operdtor.

Dukaz je podobny pfedchozimu diikazu se ziejmymi modifikacemi. Uvazuji se jen vy # ve, A € (0,1),
t1 # t2, neostré nerovnosti se zaméni za ostré atd.

Pfipomenime, ze minimum ryze konvexniho funkciondlu na konvexni mnoziné nemusi existovat. (Staci
uvazovat funkciondl J(v) = e’ pro v € R!.) K existenci minima je tieba navic predpoklddat napt.

koercivitu, tj. J(v) — oo pro ||v]|y — .
Véta 5.14. Necht’ plati predpoklady véty 5.12. Pak J je ryze konverni a koercivni, je-li A silné€ monotonni.

D 1 k a z . Protoze kazdy silné monoténni operator je ziejmé ostfe monotdénni, je podle véty 5.13
funkciondl J ryze konvexni. Staci tedy dokazat jen jeho koercivitu.

Necht v,w € V jsou libovolné. Protoze J je konvexni, plati
J(w+ v —w)) < J(w) + A(J(v) = J(w)), A€ (0,1],

coz dava




a tedy pro A — 0 mame J'(w,v —w) < J(v) — J(w). Odtud a ze vztahu (5.24) plyne tzv. véta o opérném
bodé funkcionédlu (kde Aw je opérny funkcional pro J)

J(v) > J(w) + J'(w;v —w) = J(w) + (Aw, v — w).

v

Polozime-li w = 5 a w = 0, dostavame

Se¢tenim obou téchto nerovnosti a ze silné monotonie (viz (4.5)) mame
J(v) = J(0) + (A0, 3) + (A5, §) = J(0) = Chllv]lv + Callvlf5,

kde Cq,C2 > 0. Tedy J(v) — oo pro ||v||y — oo. O

Poznamka 5.15. Obracend véta neplati, tj. ryzi konvexita a koercivita J jesté nezarucuji silnou mono-

tonii potencialniho operatoru A. Sta¢i napf. uvazovat funkcional J(v) = vv2 + 1 pro v € R

Piiklad 5.16. Necht funkce ¢ z piikladu 5.11 je neklesajici. Pak z (5.25) a Friedrichsovy nerovnosti

plyne, ze operator A je silné monoténni,

1 1
(Avy — Avg, v —vg) = / (v] — vh)(v] — vh) dx +/ (¥(v1) — ¥(v2)) (01 — v2) dw
0 0
1
> / (v —vy)?dz > Cllvy — w2}, Ve, u2 €V .
0

Piislusny funkcional (5.26) je tedy ryze konvexni a koercivni.

Podle [7], str. 56, je kazdy konvexni funkcional, jehoz Géteauxiv diferencidl existuje, slabé zdola
polospojity. Navic kazdy koercivni a slabé zdola polospojity funkciondl nabyva svého minima na V' (viz
[7], str. 62). Odtud a z ryzi konvexity J pak plyne existence pravé jednoho minima funkciondlu (5.26).

Snadno lze ovéfit, ze operator A definovany vztahem (5.25) je lipschitzovsky spojity, jestlize funkce 1)
je lipschitzovsky spojita. Existence a jednoznac¢nost slabého feseni Dirichletovy okrajové tilohy z prikladu

5.11 pak plyne pfimo z véty 4.4.
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6. NELINEARNI ANIZOTROPNI VEDENI TEPLA
V MAGNETICKEM OBVODU TRANSFORMATORU

6.1. Nemonotonie a nepotencionalita problému

V této kapitole se budeme zabyvat kvazilinearni eliptickou tlohou, jejiz klasicka formulace zni:

Naleznéte u € C(12) tak, ze u|) €C?(2) a

(6.1) —div(A(-,u)grad u) = f v £2,
(6.2) u=u mna I,
(6.3) ou+nTA(,u)grad u=g na I,

vz

kde 2 € L, n = (n1,...,nq4)T je vngjsi jednotkova normala k 992, d € {1,2,...}, Il a I jsou relativné
oteviené mnoziny vzhledem ke hranici 002, I'1 UTy = 002, ' NI =0, A= (aij)‘iiyj:l je stejnomérné
pozitivné definitni matice a & > 0. Necht prozatim jsou funkce A, «, f, T a g dostateéné hladké (pfesné
predpoklady na tyto funkce uvedeme pozdéji). Podminka (6.3) se nazyva Newtonova okrajovd podminka.

Tato kapitola je vénovana problému ustéleného vedeni tepla definovaného (6.1)—(6.3), ktery popisuje
rozlozeni teploty ve velkych transformétorech. Jejich magneticky obvod (sestdvajici ze zeleznych plechi)
je tvoren nelinedrnim ortotropnim materidlem, jehoz tepelnd vodivost mize byt vyjadfena pomoci di-
agondlni matice A = A(u).

Uvazujme nejprve nasledujici specidlni ptipad tlohy (6.1)—(6.3), ktery popisuje staciondrni vedeni tepla

v homogennim a izotropnim prostfedi v oblasti {2,

—div(A(u)grad u) = f v £,
u=0 nali,

nTA\(u)grad u =0 na I,
kde X : R! — R! je méfitelna ohranicend funkce takova, ze
(6.4) M >C0>0 VeEeR.

Poznamenejme, ze tento nelinedrni problém miize byt pfeveden pomoci znamé Kirchhoffovy transformace
(viz [19])

U
K(U) = /0 e de, U R,
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na linedrni problém

—Az=f v

)
z=0 naly,

nTgrad z=0 na I},

kde z(z) = K(u(z)). Derivovanim totiz formalné dostaneme, ze grad z = A(u)grad . Navic divgrad = A.

7Z (6.4) vidime, ze K je rostouci funkce, tj. jeji inverze KX~ existuje a plati u(z) = K~ (2(z)).

window —|

h I} — outer leg
<& < ] HiN ]

Obr. 6.1

Kirchhoffova transformace ale nemiize byt pouzita v pfipadé anizotropniho nelinedrniho prostfedi.
Napiiklad pfi vysSetfovani teplotnich poli v magnetickém obvodu transformétoru (viz obr. 6.1) se ne-
linearni tepelné vodivosti napii¢ a podél zeleznych plechti podstatné lisi. To je typicky ptipad ortotropniho
materiadlu. Prislusna matice A typu 3 x 3 tepelnych vodivosti je diagonalni a takova, ze a11 # a2 = ass.
Teplotni zavislosti diagonalnich prvka jsou znazornény na obr. 6.2 a 6.3. Vidime, ze typ nelinearity je

v kazdém sméru jiny (a navic zévisi na pouzitém Zzeleze pro konstrukei transformétorovych plechtt).

Protoze Kirchhoffova transformace nemize byt pouzita, je tieba najit jiny zpisob feseni tohoto prob-
lému. V poznamce 6.2 ukdzeme, ze rovnice (6.1)—(6.3) obecné nevedou na tlohu s monoténnim operétorem

(viz kap. 4). Také ukézeme, ze teorii potencidlnich operatort z kapitoly 5 nelze pouzit.
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Obr. 6.3

Abychom stanovili slabou formulaci problému (6.1)—(6.3), budeme pfedpoklddat, ze A = A(-,-) a

a = «f-) jsou ohranifené a métitelné funkce,
(6.5) ess Supg. ¢4 jlaij(z,8)| < C, ess supsla(s)| < C,

kdex € 2,6 € R, 4,5 €{1,...,d} as € Iy. Necht jsou prvky a;; lipschitzovsky spojité funkce vzhledem
k posledni proménné, tj. existuje konstanta Cr, > 0 takova, ze pro vSechna (,& € R! a skoro vSechna

x € (2 plati

(6.6) laij(z,¢) — aij(z,&)| < CLIC =&, 4,j=1,...,d
Navic predpokladame, ze existuje Cy > 0 tak, ze pro skoro vSechna x € 2
(6.7) Con™n < T A(z,€)n V¢ € R'Vny e R

a

0 < a(s)
pro skoro viechna s € I'5. Koneéné predpokladejme, ze f € L?(02), w € H*(12), g € L*(I2) a necht
V={ve HY(N)|v=0naI}}.
Pro jednoduchost nebudeme nadale vétsinou explicitné vyznacovat moznou zavislost A na x. Polozme

(68) a(y; w, ’U) = (A(y)grad w, gra'd U)O,Q + <awa 1)>01p2, Y, w,v € Hl(Q)v

(69) F(U) = (f?U)O,.Q + <97U>07F27 CAS Hl(‘g)v
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kde (-,-)o.r, oznacuje bézny skalarni sou¢in v L2(I3). Protoze A a « jsou ohranidené, vidime, Ze oba

¢leny v (6.8) jsou kone¢né, tj. a(-;-,-) je dobfe definovéno.

Definice 6.1. Funkce u € H*(£2) se nazjvd slabym vesenim problému (6.1) — (6.3), jestlifZe u —uU €V a

a(u;u,v) = F(v) YveV.

Poznamka 6.2. Pro diikaz existence slabého feseni u € V' nemtizeme pouzit hlavni vétu o monoténnich
operatorech (viz vétu 4.22), nebot vySetfovana tloha obecné nevede na monoténni operator. Abychom
toto ukazali, polozime napiiklad d = 1, 2 = (0,1), I1 = 0, a = 1/50 a definujeme (neklesajici funkci A
— viz obr. 6.4)

1 pro v < 2,
A(z,v) = Alv)=¢ v—1 pro v € (2,4),
3 pro v > 4.

y A

\4

0 2 4
Obr. 6.4

Definujme déle nelinearni operator A : V. — V vztahem
(6.10) (Aw,v) = a(w;w,v), v,w eV,

kde (-,-) je H'(§2)-skaldrni soucin. Vidime, ze funkce v(z) = 2z a w(x) = = + 4 porusuji podminku

monotonie (4.3) pro operator A, protoze

(Av — Aw,v — w) = a(v;v,v — w) — a(w; w,v — w)

1
= ‘/0 (A(’U)'Ul _ A(w)u}/)(v/ _ w’) dx + % . (’U — w)2 ds

= /O (1x2-3x1)(2-1)dz+ 5—2(@(1) —w(1))* + (v(0) — w(0))?)

1
:—1 —
+2<0,
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kde v’ oznacuje derivaci vzhledem k x. Abychom ukézali, ze problém (6.1)—(6.3) miZze vést na nemonoténni
operator také pro d > 1, staéi polozit 2 = [(0,1)]¢, a11(v) = A(v), a;;j = 0 pro i # j, a;; = 1 pro
t = 2,...,d, a uvazovat funkce v(z1,...,zq4) = v(z1) a w(x1,...,24) = w(z1) pro (z1,...,24) € 2,
a(s) = ap pro dostateéné mald ag € (0,1) a opét I = 0.

Pokud by byl operator A definovany vztahem (6.10) potencidlni (viz definici 5.10), pak by podle véty
5.12 byl pfislusny funkcional nekonvexni. Jak zndmo, minimaliza¢ni tlohy s nekonvexnim funkcionalem
se Tesi velice obtizné. V nasledujici poznamce ale ukdzeme, ze operator piislusny vySetfované nelinedrni

tloze vedeni tepla nemusi byt ani potencialni.

Poznamka 6.3. Problém z definice 6.1 nelze pfevést na minimalizaci redlného funkcionélu, protoze
piislusny operédtor A obecné neni potencidlni. Abychom to zjistili, sta¢i polozitd = 1, 2 = (0,1), It = {0},
a=0,

A(z,v) = Alv) =v+1 prowv e (0,1)

a A(v) mize byt definovéno libovolnym zpiisobem mimo interval (0, 1) tak, aby platily vatahy (6.6), (6.7)
a ohranicenost A. Podle [19], Lemma III.4.1, demispojity operator A (viz definici 4.14) je potencidlni pravé
tehdy, kdyz

(6.11) /1<Atv,v> dt — /1<Atw,w> dt = /1<A(w +tlv—w)),v—w)dt

pro v8echna v,w € V.
Necht tedy wyp — w ve V pro k — oco. Pak z ohranicenosti a lipschitzovské spojitosti A (viz (6.6)),

Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti (2.10) a (2.31) dostaneme
|a(wi; wi,v) — a(w;w, v)] < Ja(we; we — w,v)| + a(wi; w, v) = a(w;w, v)|
< Cllwk — wllalfvlly + Crlwk — wlollwllol|v'llo.cc — 0 pro k — oo

pro libovolné v € V N C*(]0,1]). Nyni z (6.10) a z hustoty V =V N C1([0, 1]) vidime, ze Awy — Aw, coz

znamena, ze A je demispojity.

Polozime-li v(z) = 2% a w(z) = x, dojdeme k rovnostem

/01<Atv’v> d¢ = /01 /01 A(tv)(tv) v dz dt =

= / / (1 4 tz?)(2tx) 2z dr dt = —,

o Jo 15
1 1,1 1 1 9
/ (Atw, w) dt = / / A(tw) (tw) w' de dt = / / (I +tx)tdedt = =,
0 o Jo o Jo 3

/0 (A(w + v = w)),0 — w)dt =
1 1
:/0 / Alw + (v — w))(w + v — w)) (v — w)' dzdt =

_/0 /0(I—I—t(xQ_x)+1)(1—|—t(2:17—1))(2:17—l)dxdt_%,
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tj. (6.11) neplati, a proto A neni potencialni.
Jiny zptlisob je provéfit, ze zndmé nutné podminky symetrie z [42], str. 41, nejsou splnény. To, ze
pro operator A neexistuje potencial, znamend, ze neexistuje funkcional J : V — R!, jehoz Gateauxtiv

diferencidl spliiuje vztah (viz definici 5.10)

(Av,w) = J'(v;w) VYv,w e V.

6.2. Existence slabého a diskrétniho feSeni

V dalsim budeme pro jednoduchost predpokladat, ze
de{2,3} a I1=0,

coz je prakticky pifpad z technické praxe (viz par. 6.5). Budeme hledat slabé feseni u € H'(£2) takové,
ze (viz definici 6.1)

(6.12) a(u;u,v) = F(v) Vv e H(9).

Abychom zaruéili existenci takového u, budeme navic predpokladat, ze existuje konstanta oy > 0 a

neprazdna relativné oteviend podmnozina I's C I'» = 0f2 takovéa, ze plati
a(s) > ag
pro skoro vSechna s € I's. Pak existuje konstanta Cy > 0 tak, ze
(6.13) C'0||v||f <a(y;v,v) Vy,ve HY().
Tato nerovnost je pfimym dusledkem (6.7), (6.8) a nasledujici Friedrichsovy nerovnosti (srov. (2.32))

[vllf o < Cllgrad vll§ o + Ivl[ r,) Vv € H'(£2).

Poznamka 6.4. Pomoci (6.8), (6.9), ohranicenosti A, o (viz (6.5)) a véty o stopach 2.8 neni tézké se

presvédcit, ze

(6.14) la(y; w, )| < Cllwllvlly Yy, w,0 € HY(2),
(6.15) IF(v)| < Clvlx Yo € HY(0).

Diive, nez ukazeme, ze problém (6.12) m4 feseni, uvedeme jednu dtlezitou vétu.
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Véta 6.5. Necht' V), C C(£2) je neprdzdny konecnérozmérny podprostor prostoru V. Pak

(1) existuje Galerkinova aprozimace uy, € Vj, tak, Ze
(6.16) a(up;up,vp) = Fvy) Yo, € Vg,

(ii) jestlize je konstanta Cr z (6.6) dostatecné mald, pak existuje jedind Galerkinova aproxzimace up,.
Navic uy, lze ziskat pomoci metody postupnych aprozimaci (Kacanovova metoda) takto:

Necht y° € Vi, je libovolné. Pokud je y* € Vi, zndmo, pak y**1 € Vj, definujeme vztahem

(6.17) a(y®;y" 1 up) = F(un) Yun, €V

|lun —ykﬂl —0 prok — .

Dt kaz. (i) Uvazujme zobrazeni

S:Vh—>Vh

definované vztahem
(6.18) a(y; Sy,v) = F(v) Yv € V.

Toto zobrazeni je uréeno jednoznacéné, jak plyne z (6.13)—(6.15) a Laxova-Milgramova lemmatu 2.3.

Polozime-li v = Sy v (6.18), mizeme pomoci (6.13) a (6.15) psat
CollSyll? < aly; Sy, Sy) = F(Sy) < C||Syl|x-
Tudiz
(6.19) ISyl < C/Co Wy € Vi

Déle ukazeme, ze zobrazeni S je lipschitzovsky spojité, tj. existuje konstanta C's > 0 takova, ze Cs je

nezévislad na Cr, a
(6.20) ISy — Sz||l1 < CrCslly — z|l1 Vy,z € Vj.

Necht tedy y,z € V}, jsou libovolné a necht v = Sy — Sz € Vj,. Ze vztaht (6.13), (6.18), (6.19), (6.6) a

ekvivalence vSech norem ve V}, dostaneme

Collvll} < aly;v,v) = aly; Sy,v) — aly; Sz,v) = F(v) — a(y; Sz,v)
= a(z; Sz,v) — a(y; Sz,v) = ((A(2) — A(y))grad (Sz),grad v)o
< Crd?||lz = yllooollSz[allvlls < CLCllz =yl lvll,

kde C je nezavisld na Cp, tj. (6.20) plati.
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Existence pevného bodu y = Sy nyni plyne z (6.19), spojitosti S a Brouwerovy véty 4.19 o pevném
bodé. Polozime-li uj, = y, ziskdme Galerkinovu aproximaci splitujici (6.16).

(ii) Jestlize C,Cs < 1, zobrazeni S je podle (6.20) kontraktivni a zndma iteraéni procedura
W0 € Vi, Yl = Gyt
vede k jedinému pevnému bodu y, protoze
ly* =yl < (1 = CLCs) " (CLCs)"|ly® = 5y°Ix

(viz napf. [43], par. 11.7). Tedy (ii) plati. O
Ve vété 6.6 dokdzeme existenci Fesen{ u problému (6.12) jako slabou limitu Galerkinovych aproximaci
up, za nasledujiciho predpokladu:

Necht {Vi,}1—o je systém kone¢nérozmérnych podprostortt H1(£2) N C(£2) takovych, ze

(6.21) Vo e C*(2) Hvn}n—o : vn €V, |lv —vplls — 0 pro h — 0.

Tato podminka je splnéna pro fadu prostorii kone¢nych prvka (viz napf. [8]).

Véta 6.6. Necht' (6.21) plati a necht’ {up}n—o je posloupnost Galerkinovych aprozimaci spliiujicich
(6.16). Pak existuje podposloupnost {u;} C {un} a prvek u € H'(12) tak, Ze

(6.22) uj, ~u (slabé) v H'(2)  pro h—0

a u je fesent problému (6.12). Navic kazdy hromadng bod posloupnosti {up} je Tesenim (6.12).

D i k a z . Nejprve dokazeme ohranicenost {uy,} v H*(£2). Pomoci (6.13) a (6.15) miizeme psit

(6.23) Collunll? < aunun, un) = Fun) < Cllu s
Tudiz
C
6.24 < —.
(6:21) Junlh < &

Podle Eberleinovy-Schmulyanovy véty (viz [67], kap. V) lze z kazdé omezené posloupnosti v reflexivnim
Banachové prostoru vybrat slabé konvergentni podposloupnost. Tedy existuje prvek u € H*({2) a pod-
posloupnost {u;} C {un} tak, ze (6.22) plati. Pro jednoduchost budeme nadéle psat i misto h.

Uk4Zeme, Ze u je feSenim (6.12). Protoze uj, € H'({2), slaba limita u také pati{ do H'(2). Zbyva tedy
dokazat rovnost (6.12).

Necht v € C(£2) je libovolné le¢ pevné. Potom z (6.6) dostdvame

(6.25) |a(u; un, v) — aun; un, v)| < Z/ |aij(u) — aij(un)||Oiunl|0jv| dx
i 79

< CLC()|lu — unllol|unl1-
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Déle necht {vy}r—o je posloupnost splitujici (6.21). Potom z (6.16), (6.25), (6.14), (6.15), (6.22), (6.24),
z Rellichovy véty 2.9 a z (6.21) dostaneme

la(u; u,v) — F(v)| < la(u;u — up,v)| + |a(u; un, v) — alup; un, v)| + a(un; un, v — op)| + | F(vp — )]
<la(uw;u —up,v)| + Ctrl|u = upllollunllr + Calunlli]|v — vallr + C3llv — vp |1 — 0,

jakmile h — 0. Tedy
a(u;u,v) = F(v) Yv e C®(0).

7 nerovnosti
la(u; u, w) — F(w)| < |a(u;u,w) — a(u;u,v)| + |F(v) — F(w)] Yw € HI(Q)7

z hustoty C>°(£2) v H'(£2), z (6.14) a (6.15) zjistime, 7e u je Feseni problému (6.12). O
Nésledujici dtsledek ndm umoziuje odhadnout normu |Ju|; pomoci ,dat“. Jednozna¢nost feseni tak

dostaneme pro nulova data.

Dusledek 6.7. Ezistuje konstanta C > 0 (nezdvisld na datech f,g) takovd, Ze

[ully < C([l fllo.2 + llg]

0,002)-
Duakaz.Z(6.13), (6.12), (6.9) a véty o stopach 2.8 plati

Collullf < alusu,u) = (f,u)o,2 + (9, w000 < C(|fllo,e + lglose)uli. O

6.3. Jednozna¢nost a nejednoznacénost slabého Feseni

Existuje fada ptikladti na nejednoznaénost feseni (viz napf. [20], str. 209), kdy eliptickd rovnice neni
v divergentnim tvaru (6.1). Nejednozna¢nost feseni naseho problému (6.1)—(6.3) v divergentnim tvaru
miZeme ale dostat, jestlize podminka (6.6) neni splnéna. Abychom toto ukézali, uvedeme jednorozmérny
ptiklad pochézejici od J. Malého. Necht d = 1, £2 = (0,1) a necht us, us jsou dvé pevné hladké realné
funkce takové, ze u; < ug na (0,1), u1(0) = wu2(0), ¥} (0) = u5(0), u1(1l) = w2(l), ui(1) = uhH(1),

1<uj <3al<u,b <3 (viz obr. 6.5). Definujme redlnou funkei A na grafech uy a ug takto:

A(x’g):ﬁ pro x € [051]5 gzul(z), 1 =1,2.

Pak pomoci Tietzeovy véty o rozsifeni (viz napf. [50], str. 422) existuje spojité rozsifeni, které pro

jednoduchost ozna¢me opét A, takové, ze A(-,-) : 2 x R — R! a plati vztahy (6.5) a (6.7). Vidime, ze
—(A(z,ui)ul) =0 proi=1,2,

tj. u1 a ug jsou FeSeni (6.1) s nehomogennimi okrajovymi podminkami a f = 0. AvSak v tomto p¥ipadé
se lze presvédiit, ze funkce A neni lipschitzovsky spojitd (vzhledem ke druhé proménné) v téch bodech,

kde u; a ug bifurkuji. Podminka (6.6) je proto podstatna.
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Obr. 6.5

Jednoznac¢nost slabého feseni pro smisené nelinearni okrajové podminky je dokdzéna v [27]. V tomto
paragrafu opét pro jednoduchost predpoklddejme, ze It = 0, d € {1,2,...} a ze existuje konstanta ag > 0

a neprazdnd relativné oteviend podmnozina I'3 C Iy = 92 takova, ze
(6.26) a> oy nals.

Pod rovnosti, resp. nerovnosti, budeme v dal§im rozumét rovnost, resp. nerovnost, az na mnozinu miry

nula.

Véta 6.8 (srovnavaci princip). Necht (6.5) — (6.7) a (6.26) plati a necht u; € H*(2) je slabé Feseni
problému (6.12) odpovidagici f; € L*(2) a g; € L?(092) pro i = 1,2. Predpoklddejme, Ze

fizfa v2

g1>g2 nadfl.
Pak uy > ug v £2. Navic problém (6.12) md nejvyse jedno fesent.
D & k a z . Uvazujme nésledujici mnozinu
o ={x € 2| u(z) <ux)}
a predpokladejme, ze
(6.27) meas {29 > 0.

Pro dané £ > 0 definujeme (viz obr. 6.6)

(628) 2. = {I € 2 | UQ(I) — ul(x) > E},
(6.20) v — { min(e,ug —uy) v {2,
0 A\ Rd \ .Q().
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Obr. 6.6
To znamend, ze v. = e v 2,0 <v. <ev X\ av.=0v 2\ .

Nejprve ukdzeme, 7Ze v. lze pouzit v (6.12) jako testovaci funkci. Necht V = H(§2). Protoze uz —u; €
V, kladna ¢ast (ug — u1)™ rovnéz lezi v V. To plati z toho divodu, ze v — vt je spojité zobrazeni z
H(2) do H'(£2) — viz napt. [22], str. 29. Jestlize tedy v € V, pak |v| = vT + v~ také patii do V pro
v € V. A tak rovnost min(a,b) = 2 (a + b — |a — b|) implikuje, Ze

(6.30) v. = min (g, (up —u1) ") € V.

Tudiz v. mize byt pouzita jako testovaci funkce ve slabé formulaci (6.12),

(6.31) (A(u;)grad i, grad v:)o,0 + (o, ve)o,00 = (fi,ve)o,0 + (9i, Ve)o,00, ©=1,2.
Protoze v > 0 a a > 0, plati

(6.32) a(u; —uz)ve <0 na 912

Z (6.7), (6.31) a (6.32) vyplyva

(6.33) Collgrad ve|[§ o < (A(u1)grad ve, grad v.)o,

< (A(ua)
= (A(u)grad (uz — u1), grad v:)o, 0.\ 2.

= (A(uq1)grad ug — A(uq)grad vy, grad ve)o 2

= (A(uq1)grad ug — A(ug)grad ug, grad ve)o 2

+ (a(ur — u2),ve)0,00 + (f2 — f1,v)0,2 + (92 — 91, V<)0,00

< ((A(u1) — A(uz))grad uz, grad ve), (, -

Posledni skalarni sou¢in mtize byt dale odhadnut pomoci (6.28), (6.29), Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti
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a (6.6) nasledujicim zptisobem

(6.34) ((A(ur) — A(uz))grad ug, grad ve)o,20\ .
< [I(A(ur) = A(uz))grad uzlly o\ o, llerad velly o\ o,

< @ maxlags () ~ as ()] 52 2 oo llrad vl

U2
< O max s — o] [ 92 ‘H0,0o\Qs lerad velo, o0\
J 'rj

< eCrd® ||grad u2||07QO\QE [lgrad Ua“o,no\gs .
Kombinaci (6.33) a (6.34) dostaneme
(6.35) [|grad Ua”o,rz <eC | grad “2”0,90\95 :
Podle (6.29) a (6.26) je
0<we <(ug—u)" =ug—uy < i(omg —auy) mna I3N 2,

a tedy (protoze v. = 0 na I3\ £2) plati

S

6.36 2 <
(6:36) v

(aug — aup)ve. na I3.
Navic z (6.33) je také patrno, ze
—(au1 — aug,ve)o,00 + Collgrad vel|§ o < ((A(u1) — A(uz))grad us, grad ve)o, 0.
Tudiz Friedrichsova nerovnost (viz véta 2.13), (6.36), nerovnost
(qug — auy,ve)o 00\, > 0,
(6.34) a (6.35) implikuji, ze

[0ell5.0 < C1 (llvellf,ry + llgrad vel[§ o)
({quz — aug, ve)o,r, + ||grad v8||0 o)
< (4 ( (aug — auy, ve)o,00 + Collgrad U;._-||O Q)
((A(u1) — A(uz))grad uz, grad ve)g
< eCyllgrad us|lo, 20\ 0. lgrad vello, o\ .

< &2Cs|lgrad us|[§ o0\ .

Dale ukazeme, ze

meas 2. — meas {29 pro & — 0.
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Protoze ziejmé plati
meas {2y = meas {2. + meas (29 \ (2.),
staci ukazat, ze

meas (20~ §2.) - 0 pro e— 0.

Piedpokladejme, ze tomu tak neni. Pak existuje neprazdnd (pevnd) mnozina 02 tak, ze
QC 0y~ N Ve>0.
Je-li z € 2, potom ug(z) — ug (z) > 0, protoze 2 C 2. Avsak
ug(z) —ui(z) <e Ve >0,

tj. ug(z) — u1(x) = 0, coz je spor. Tedy 2 = 0.

Odtud, z (6.29), ze skutecnosti, ze uy je pevné (jediné), a z inkluze 2. C 2 vyplyva, ze

meas (2, = 5*2/ e2dr < 5‘72H05||(2)7Q < Csl|grad UQH(%)QO\QE — 0 proe—0,
02

kde Cs > 0 je konstanta nezavisld na e. Toto je vSak v rozporu se vztahy (6.27) a (6.28), jelikoz plati
meas 2, — meas §2y. Cili meas 20 =0 a u; > ug v 2.

Jednoznacnost slabého feseni dostaneme snadno z jiz dokdzaného srovnavaciho principu nasledujici
uvahou. Jestlize f1 = f2 a g1 = g2, pak zfejrné fl Z f2, g1 Z gz, ale i f2 Z f1 a gz Z gi, a tedy Ul Z U2 a

zaroven us > uy v §2, odkud plyne jednoznacnost slabého feSeni. O
6.4. Konvergence Galerkinovych aproximaci

Z (6.22) a kompaktnosti operdtoru vnofeni H'(£2) — L?(£2) lze snadno dokazat konvergenci Galerki-
novych aproximaci v normé || - |jo. Abychom jesté dokazali (silnou) konvergenci v normé || - |1, budeme

navic pozadovat, aby
(6.37) Vi CWi(2), |onlha < C(v) Vh,

kde vy, splituje (6.21) a C(v) je konstanta nezavisld na h.

Poznamka 6.9. Pomoci standardni interpola¢ni teorie mizeme snadno ovérit (6.21) a (6.37) pro fadu
systému prostorti koneénych prvki (viz napf. [8]). Funkei vy 1ze definovat napiiklad jako Vj,-interpolaci
v. Pak dostaneme

lvall1.a < [lv = vnlla +[[v]l1e < Cv).

Véta 6.10. Necht’ predpoklady véty 6.6 jsou splnény a necht’ (6.37) plati. Pak je konvergence (6.22) silnd,
t.

(6.38) lu—ujlli — 0 pro h — 0.
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Jestlize navic existuje pravé jedno tesent problému (6.12), pak (6.38) plati pro celou posloupnost {up}.

D i k a z . Uvazujme posloupnost {u;} z (6.22). Pro jednoduchost opét budeme psét jen h misto h.

Protoze u € H*(2), existuje posloupnost {w™}_, C C*°(12) tak, ze
lu —w™|y = 0 prom — oc.
Podle predpokladi (6.21) a (6.37) existuji posloupnosti {w}"}n—0, m =1,2,..., tak, ze w)* € Vj,

(6.39) lw™ —wi*|ls — 0 pro h — 0,

(6.40) lwptllie < Cw™) YhV¥m.

Pro struc¢nost polozme
upt = up —wp' € V.
Pomoci (6.13) a definic (6.12), (6.16) mzeme psét
Collv'llF < aluns vy, vi') = alun; un, vi') — aup; wy', vy
= a(u;u,vp") — alup; wp', vp")

= a(u;u — wi',vpt) + [a(u; wit, vpt) — alup; wi',vpt)] = Er + Eo.

Z (6.14), Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

1PQI2 = /Q P%fdx# /Q P%V /Q Qde = | P[2.41QIE..

nerovnosti (6.40), lipschitzovské spojitosti a ohrani¢enosti A plyne, ze

[Ex] < Cllu = wi []lop [l
| E2| < [((A(u) — A(un))grad wy', grad vy")o|
< [[(A(u) — A(un))grad wj ollgrad vj o
<d max [|ag; (u) — ai; (un)llo.all 0wy’ lo.allvi' 1

< Cllu = unlloallwylvallvr’ (-
Kombinaci pfedchozich odhad@ méme
Collvg'lle < llu — wi[lx + [lu — unllo.allwy 1,4,
kde Cj > 0. Odtud a z (6.40) dostaneme

Colloptlly < llu = w™ [l + [Jw™ — witly + C(w™)lu = unlfo,a-
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Pomoci vztahti (6.39), (6.22) a kompaktnosti operdtoru vnofeni H'(£2) — L*(£2) pro d € {2,3} (tj.

[lv]lo,a < C||lv]l1,2 — viz [41], str. 84, 86) zjistime, ze

(6.41) limsup ||vpt|l1 < Cllu —w™||1 ¥Ym € {1,2,...},
h—0
kde C = 2/C} je nezavisla na m. Protoze w}* — u, = —v}’, mizeme psét

l[u = unlly < flu = w™[1 + 0™ = wi' |1 + [[og" |1
Piechodem k limsup pro h — 0 dostaneme pomoci (6.41) a (6.39), ze

limsup [[u —upl[s < (1 +CO)|lu —w™|1  Vm.

h—0

Silnou konvergenci (6.39) ziskdme limitnim pfechodem pro m — oo.
Pokud je slabé feseni jediné, pak je podle véty 6.6 kazdy hromadny bod posloupnosti {u,} totozny se

slabym fesenim. Tudiz cel4 posloupnost konverguje k u v H'(2). O

Poznamka 6.11. Jednoznac¢nost uj FeSeni tlohy (6.16) dostaneme jen za pomérné silnych predpokladi
(viz vétu 6.5). Na druhé strané jednoznac¢nost slabého feseni u plyne z relativné slabych pfedpokladi (viz
vétu 6.8). Jednoznacnost uj, nelze bohuel dokdzat podobnym zptisobem jako jednozna¢nost u, protoze
testovaci funkce (srov. (6.30))

vep, = min(e, (ugp — uip)™)

nepatii obecné do Vj,. I kdyz nemame obecnou vétu pro jednoznacnost Galekinovych aproximaci (je to

zatim otevieny problém), vidime, Ze u;, musi byt blizko u v normé H* pro mal4 h v dtsledku konvergence

(6.38).

6.5. Priklad aplikace

Magneticky obvod (jadro) velkych olejem chlazenych transformatort (viz obr. 6.1) se skldd4 z nékolika
pravouhlych polyedrickych oblasti, které jsou vzajemné oddéleny chladicimi kanaly. Ty lze 1épe vidét na
obr. 6.7, ktery ukazuje prifez vnitfnim sloupkem transforméatoru.

Je vhodné pocitat rozlozeni teploty v kazdé oblasti samostatné. Pro jednoduchost feSme jen dvo-
jrozmérny pripad. Diky symetrii se mtizeme zabyvat jen pravou dolni ¢tvrtinou, jez se sklada ze tfech

polygonélnich oblasti (z technologickych diivodt hranice vysetfovanych oblasti nejsou zakfivené).

Uvazujme kuptikladu stiedni oblast, kterou oznac¢ime symbolem (2. Na levé ¢asti hranice 02 = I5
predepiSeme homogenn{ Neumannovy okrajové podminky symetrie (tj. « = 0 v (6.3)) a necht a =
100 [Wm~!K~1] je hodnota koeficientu piestupu (pienosu) tepla na zbyvajici ¢4sti hranice. Necht g = au,
(srov. (6.3)), kde u, = 55 [°C] je teplota chladiciho oleje. Pfedpokladejme déle pro jednoduchost, ze

hustota tepelnych zdroji f = 10000 [Wm~2] je konstantni v celé oblasti 2 (tepelné zdroje vznikaji
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chladici kanaly izolatni valec

Obr. 6.7

v dtsledku stiidavého elektromagnetického pole). Kone¢éné necht matice A tepelnych vodivosti (viz (6.1)
a (6.3)) je diagondlni a nezavisld na x € §2. Na obrézcich 6.2 a 6.3 vidime teplotni zavislost koeficientl
tepelnych vodivosti a1 (1) a age (1) napfi¢ a podél transformatorovych plecht. Definiéni obor téchto funkci
miize byt rozsiien na R tak, ze (6.5)—(6.7) stale plati.

Prostor V}, v (6.16) generujme pomoci bilinedrnich kone¢nych prvki. Pouzijeme Kac¢anovovu metodu
(6.17) k aproximaci uy. Pro konstantni poc¢ateéni teplotu 90 [°C] je odpovidajici teplotni pole uvedeno
v [33]. Diskretiza¢ni parametr volen tak, ze zvyseni dimenze prostoru V}, jiz nezptsobi zddné podstatné
kvalitativni zmény diskrétniho feSeni. Po péti iteracich Kacanovovy metody byl ziskdn ,numericky pevny
bod“ a maximalni teplota 133 [°C] v oblasti {2 (po prvni iteraci byla maximalni teplota jen 128 [°C]).

Poznamenejme, Ze podrobnd znalost rozlozeni teploty je dtilezitd, abychom se vyhnuli lokdlnimu pie-
hrati. Jakmile totiz teplota pfesdhne predepsané hodnoty dané normou, chladici olej zac¢ne viit a ztrati

dobré izolac¢ni vlastnosti. To pak obvykle zptsobi elektricky zkrat a destrukci celého transformatoru.

Poznamka 6.12. Necht I' je ¢ast hranice 912, kterd je chlazena olejem. Polozime-li v = 1, pak z (6.8),
definice 6.1 a (6.9) dostaneme

/ auds = / auds = a(u;u,1) = F(1) = (f,1)o.2 + {9, 1)0,00
r o1

:/fda:—!—/auods.
2 r

Odtud je patrno, ze stfedni nartst teploty ¥ na I' viibec nezavisi na typu nelinearity koeficientt tepelné

vodivosti,
1

1
Yyr=—— U—Uy)ds = ——— dz,
r meas g_11" /F( ) a‘Fmeas dfllj/gf

je-li o] . konstantni.
Na zavér jesté poznamenejme, ze nestaci pocitat jen teplotu na povrchu magnetického obvodu, protoze
chladici olej miize pronikat nepatrnymi mezerami mezi plechy dovnitf.
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7. NESTACIONARNI VEDENI TEPLA VE STATORU TOCIVYCH STROJU
7.1. Klasicka a slaba formulace

V této kapitole popiSeme metodu vypoctu trojrozmérného nestacionarniho vedeni tepla ve statoru
asynchronnich (indukénich) a synchronnich toéivych stroji. Stator elektromotortt mé dosti komplikovany
geometricky tvar. Sklada se navic z rozmanitych izotropnich a anizotropnich materiald, jejichz tepelné
vodivosti se zna¢né lisi, napf. 332.8 [W/mK] pro médéné vodice a 0.2 [W/mK] pro jejich izolaci. To
zpusobuje obrovské skoky v koeficientech prislusné rovnice vedeni tepla a ¢ini tak potize pri praktickém
numerickém vypoctu teplotniho pole.

Stator velkych rotacnich strojt je obvykle délen radidlnimi ventila¢nimi kanély (viz $ipky na obr. 7.1)

na nékolik tzv. pakett. Obr. 7.1 ukazuje stator z bo¢niho pohledu.

Prtfez takovym paketem rovinou kolmou na osu rotace rotoru je znazornén na obr. 7.2.

V disledku ,symetrie” se pfi nagich tvahdch mizeme omezit jen na mensi ¢ast paketu (viz obr. 7.3).
Oznacme tuto oblast symbolem 2. Rovina xsx3 z obr. 7.3 je tou rovinou symetrie paketu, jez je kolmé na
osu rotace rotoru. S ni je rovnobézna rovina symetrie chladiciho kandlu, kterou prochazi 2 x 5 médénych
(¢i hlinfkovych) vodi¢t obalenych izolaci. Rovina x125 je tou rovinou symetrie paketu a téz vodiéi, kterd
prochazi osou rotace. Konecné posledni rovina symetrie prochazejici osou rotace odpovidd horni ¢asti
oblasti {2 z obr. 7.3, kde zaroven vidime prufez zeleznymi transformatorovymi plechy, z nichz je paket

sestaven.
Nestacionarni vedeni tepla v oblasti {2 budeme popisovat parcidlni diferencidlni rovnici parabolického

typu s pod¢ate¢nimi a okrajovymi podminkami. Rovnice vedeni tepla je ddna (viz (1.10))

(7.1) cp% —div(Agrad u) = f v 2 x1,
92



kde t € I = (0,T) je ¢asova proménnd, T > 0, p = p(x) > 0 je hustota, ¢ = ¢(x) > 0 specifickd tepelnd

kapacita, u = u(x,t) je teplota, A = (a;; (x))ﬁjzl je symetrickd a stejnomérné pozitivné definitni matice
tepelnych vodivosti a f = f(z,t) je hustota objemovych tepelnych zdroju.
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Na hranici 02 budeme uvazovat Newtonovy okrajové podminky, které charakterizuji prestup tepla

z oblasti {2 do svého okoli,

(7.2) oau+nTAgrad u=g nadf xI.

vevs

12, kogradient A grad u ptedstavuje tepelny tok, nT.A grad u se nazyva normalova slozka tepelného toku a
g = g(s,t) je hustota povrchovych tepelnych zdroji (vznikajicich napt. v disledku skin efektu). Koeficient
« je roven nule na téch ¢astech hranice 92, které odpovidaji néjaké roviné symetrie. Na ostatnich ¢astech
je kladny.

Dale budeme uvazovat pocateéni podminku
(7.3) u(z,0) = ul(z), =€,

kde u° odpovida rozlozeni teploty v {2 v ase t = 0.

Abychom uvedli slabou formulaci problému (7.1)—(7.3), budeme v dalsim pfedpokladat, ze ¢ € L>°({2),
p€LX(2),cp>C>0,a; € L(),i,7=1,...,d,a € L>®(002),u’ € HY(Q)NC(N), f € C(I,L*(12))
a g € C(I, L*(012)), kde symbol C(I, L*(-)) oznacuje prostor spojitych zobrazeni z I do L?(-). Necht

V =HYN)

je prostor testovacich funkci. Jestlize klasické Feseni u = wu(zx,t) tlohy (7.1)—(7.3) je dostateéné hladké,

pak pro u = u(-,t), t € I pevné, dostaneme (srov. kap. 6)
(7.4) (cpv,u/(t)o + a(v,u) = F(t;v) Yo eV,
kde u' = du/dt je ¢asové derivace,

a(v,w) = (A grad v, grad w)o,n + (@v,w)o,.00

F(t; v) = (f( at)vv)O,Q + <g( at)vv>0,8(2-

Slabéa formulace klasické tlohy (7.1)—(7.3) spo¢iva v nalezeni u € L?(I, V) takového, ze u' € L2(1,V),
(7.4) je splnéno pro skoro viechna pevna t € I a (7.3) pro s.v. z € £2. Zde symbol L?(I,V) oznacuje

prostor viech zobrazeni t € I — v(t) € V takovych, ze existuje integral

/0 ()|l dt.

Ten existuje tehdy a jen tehdy, kdyz existuje tzv. Bochneriiv integral z abstraktni funkce (viz monografie

[19], [48]).
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Vice podrobnosti o téchto prostorech lze nalézt v [67]. Existence a jednoznacénost slabého feseni je

studovéna napf¥. v [35], kap. 3, [48], kap. 11.

7.2. Metoda koneénych prvku

Pro d = 3 rozdélme §2 na trojboké a ¢tyiboké hranoly (viz obr. 7.4), coz umoziiuje respektovat detailni
geometrii statoru, termofyzikalni vlastnosti vSech pouzitych materidlti a prostorovou hustotu tepelnych

ztrat. Specidlné budeme predpokladat, ze funkce c, p, a;;, f jsou konstantni na kazdém prvku.

Obr. 7.4

Prostory konecnych prvki se skladaji ze spojitych a po ¢astech polynomidlnich funkci z V', které jsou
tvaru

Co + c1x1 + coxo + C3T3 + cpx102 + C5X1X3

na trojbokych prizmatickych prvcich (viz obr. 7.4 vlevo) a
Co + C121 + Coxg + C3T3 + C4T1T2 + C5T1X3 + CeT2X3 + CTT1T2X3

na ¢tyfbokych prizmatickych prvcich (kvadrech).
Numericka analyza mutze byt zfejmé provedena i pro jiné konecné prvky. V tomto paragrafu budeme

tedy predpokladat, ze d € {1,2,...}, 75, je triangulace mnohosténu (mnohothelniku) 2 € RY a necht
VhZ{’UhEV|’Uh|K€PK VKE'T;I},

kde P;(K) C Pk pro viechna K € 7.
Semidiskrétni Galerkinova aproximace spojité Glohy (7.4) spo¢iva v nalezeni up = up(-,t), které patii

do V}, pro kazdé t € I a spliuje rovnici

(7.5) (cpvn,up(t)o + a(vn,up) = F(t;vp) Yo, € Vi,
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pros.v.t € I. To znameni, Ze jsme zatim provedli diskretizaci pouze v prostorovych proménnych, zatimco

Casova proménnd zatim zistava spojitd. Pocateéni podminku (7.3) lze aproximovat napiiklad takto:
(7.6) (cpun(0),vn)o = (cpu’,vn)o  You € Vi,

Budeme uvazovat pouze Lagrangeovy prvky. Necht Zi,...,Zy jsou uzlové body prvkt prostorové

diskretizace odpovidajici prostoru Vj,, tj. N = dim V3. Pak funkce v* € V}, takové, ze
v'(Z;) =0;; proi,j=1,...,N,
tvori bazi ve V},. Budeme-li hledat u; ve tvaru
N
up(z,t) = Zzi(t)vl(:v), reN tel,
i=1

dostaneme pomoci (7.5) soustavu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho faddu

N N
(7.7) Z cpv’, 0! ;(t)—FZa(vi,vj)zj(t):F(t;vi), i=1,...,N,

j=1
pro nezndmé funkce z1, ..., zn. Odpovidajici poc¢ateéni podminky pro z; = z;(t) mohou byt stanoveny

feSenim soustavy

(7.8) (epv’,v7)02;(0) = (cpv’,u’)o, i=1,...,N,

Mz

j=1

kde u° je pocate¢ni podminka z klasické formulace (viz (7.3)). Oznaéime-li £(t) = (&1(t), ..., En(t)T

N
ij=1

vektor nezndmych, M = ((cpv®,v9)g) hmotnostni matici (angl. mass matrix), A = (a(v’,v?)));_,
matici tuhosti, F(t) = (F(t0!),...,F(t;v"))T pravou stranu a &0 = ((cpvt,u)o, ..., (cpv™¥,u®))T

pocateéni podminku, tloha (7.7)—(7.8) muze byt ekvivalentné pfepsdna do maticového tvaru

(7.9) M (t) + AE(t) = F(t), tel,
(7.10) ME(0) = £°.

Poznamka 7.1. Snadno nahlédneme, ze hmotnostni matice M je symetricka a pozitivné definitni. Tudiz
pomoci Choleského rozkladu (viz napt. [32], str. 89, [47], str. 446) existuje dolni trojuhelnikova matice L
takova, ze

M=LL".
Zavedeme-li novou proménnou y(t) = LT¢(t), 1ze soustavu (7.9)—(7.10) ekvivalentné prepsat na poéatecni
tlohu pro obycejné diferencidlni rovnice
(7.11) y'(t)+ By(t) =q(t), tel,

(7.12) y(0) =4,
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kde B = L~YAL~7T je symetrickd a pozitivné definitni matice, L=T = (L™1)7T, ¢ = L71F a ¢y° = LT¢O.
Podle [9], par. IIL.4, je jediné FeSeni (7.11)—(7.12) explicitné ddno vztahem

t
(7.13) y(t) = e Bty0 4 / e BUTg(r)dr, tel,
0

protoze (7.11)—(7.12) je linearni soustava a B je konstantni matice (nezévisla na ¢ase). Poznamenejme,

ze e~ Bt je definovano pomoci Taylorova rozvoje
Bt=1-tB+3t°B* - i’B® +

kde I je jednotkova matice.
Protoze tloha (7.5)—(7.6) je ekvivalentni tloze (7.11)—(7.12), dostdvame nésledujici tvrzeni.
Diisledek 7.2. Uloha (7.5) — (7.6) md prdvé jedno vesens.

Lemma 7.3. Necht’ {73} je silné reguldrni systém triangulaci. Pak existuji kladné konstanty Cy a Cs

takové, Ze pro kazZdou funkci

N
vp = vai eVi
i—1

plati
C1a?|nl* < l|vnllg < Cah?ln)|*  pron = (m,...,nn).

Dt k a z . (Podrobné viz [29], str. 142.) Necht A; € K,i=1,...,r, jsou uzlové body referen¢niho
Lagrangeova kone¢ného prvku (K , Pr, X ). Pak pro libovolné © € Py plati

o= 0(A)i

kde o' € Pg,i=1,...,r, jsou standardni bazové funkce takové, ze ﬁi(flj) =0;,4,j=1,...,r. Tedy
(Do) (D adnet) =% <r Y 62(A) (')
i— j= i=1

Zintegrujme tuto nerovnost pres K. Protoze Gramova matice (6%, 99 )o iz je pozitivné definitni, existuje

konstanta C' > 0 tak, ze

CZ Z (A)o(A;) (0 A]) —HU|| <TZ’U

Necht nyni v, € Vj,, K € Tj, a vg = vp|k. Uvazujme vzajemné jednoznacné linedrni afinni zobrazeni
Fr: K — K, kde Fx € (P (K))d Pfi tomto zobrazeni pfejdou uzlové body Ai,..., A, na Aq, ..., A,

Pro kazdé vk € Px a & € K polozme #(2) = v (x), kde & = Fi (). Pak z véty o substituci méme

a ZUK '3k < llvkll x < CQZvK (A0 113 -

=1
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Podle definice 3.4 je systém triangulaci silné regularni, jestlize se mira K chova jako h%. Odtud plyne, ze
eshd < Hvi”aK < c¢4h?a
T T
C1h®> 03 (Ai) < [lonllf e < Coh™ Y~ vi(Ay).
i=1 i=1

Pozadovany odhad nyni pfimo plyne sumaci pies vSechny prvky K € 7p. 0

Poznamka 7.4. Ulohu (7.9)—(7.10) nebo (7.11)—(7.12) miizeme fesit pomoci standardnich numerickjch
metod pro pocatecni problémy se silnym tlumenim typu stiff, protoZe plati Amin(B) < Amax(B) pro malé
h, kde Amin(B), resp. Amax(B), oznacuje nejmensi, resp. nejvétsi, vliastni ¢islo matice B.

Dale dokazeme, Ze ¢islo podminénosti B je ekvivalentni x(B) = O(h~2) za piedpokladu, Ze systém
{7} triangulaci je silné reguldrni. Abychom toto vidéli, vySetfujme nejprve chovani ¢isel podminénosti

k(A) a k(M) pro h — 0.

Pro spektralni maticovou normu, jez je indukovana euklidovskou vektorovou normou || - ||, budeme
pouzivat stejny symbol || - ||. Protoze matice A je symetricka a pozitivné definitni, podle [47], par. 9.4 a

9.8, a Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti plati

IAIl = Ammax(A) = max ™ An < max || An|| = [|A]l

pro vSechna 7 na kouli ||n]] = 1. Nerovnost v pfedchozim vztahu tedy piejde v rovnost. Odtud plyne, ze
A TA
4] = masx A _ T8 — Amax(A).
w0l w0 Inll

Silnd regularita systému {75} implikuje (viz [8])
lonlly < Ch™onllo Yon € Vi

Tato nerovnost se nazyva inverzni nerovnost pro prostory koneénych prvki. Pomoci véty o stopach 2.8 a

inverzni nerovnosti mame

a(vp,v) = (A grad vp, grad vg)o.o + (Qvn, Un)o,00

< Chlonlf o + Collvnl

0,00 <C'lopllf <CR2|unll§  Vop € Vi

Odtud pro
N

vy = Z mvi

=1

dostaneme nésledujici vztah pro matici tuhosti A,

ntAn  a(vp,vn) < On-? l|vnll§

= < < Coh®% W= (m,...onn)t € RV {0},
lIm11? |71 112

kde posledni nerovnost vyplyva z lemmatu 7.3.
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Z V-elipti¢nosti bilinedrni formy a(-,-) a lemmatu 7.3 navic plyne, ze

TA 2
n 277 _ a(vhvgh) > C||vhH20 > Olhd Vn 7& 0.
il il il
Tudiz

C'lhd < )\min(A) < HAH = )\max(A) < CZhd_2

pro dostatecné mala h. Odtud dostavame

A A
K(A) = &() =0(h™?).
)\min(A)
Povsimnéme si, ze prava strana nezavisi na dimenzi d.
Pro matici M z lemmatu 7.3 mame

n"Mny _ (cpon,vn)o _ o llonlls

[Inl? Il = Il

< Coh® Wy #£0,
a podobné zjistime, ze
n*tMn
l[m11*
Proto opét existuji dveé kladné konstanty C1 a Csy tak, ze

> Chd Y #0.

Clhd S )\min(M) S HMH - Amax(j\4) S OZhd;

a tedy

Pro inverzni matici plati
TM -1
MY = (min 1 2") = O~
w0 [l

Protoze podobnostni transformace LBL ! neméni vlastni &isla matice B, dostaneme pozadovany vztah

|B| = |LBL Y| = |LL AL~ "L

< JAIILTELTH = [AfIIM T = O(h ™).
Nezli dokdzeme konvergenci pfibliznych feseni uy, uvedeme si jesté jedno lemma.

Lemma 7.5. Necht' T je libovolnd indexovd mnoZina a necht’ By, t € I, je mnoZina symetrickych pozi-

tivné semidefinitnich matic. Pak existuje konstanta C takovd, Ze
[Bre || < ©
plati pro vsechna t € T.

Dtk az. Vlastni ¢isla symetrické matice B,e B jsou tvaru e kde Mg je vlastni ¢islo matice B;.
Protoze B; je pozitivné semidefinitni, mame \; € [0, c0). Redln4 funkce e~ realné proménné A € [0, 00)
vSak nabyva svého maxima v A = 1. Odtud plyne tvrzeni lemmatu. (]

Naésledujici véta udava rychlost konvergence Galerkinovych feseni u;, definovanych v (7.5)—(7.6) ke
slabému feseni u. Jeji dikaz je zalozen na dimyslnych postupech obsazenych v [29] a [65]. V zavéru

dtkazu pouzijeme Aubintiv-Nitschetv trik (viz vétu 3.9).
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Véta 7.6. Necht {T,} je silné reguldrni systém triangulaci uzdvéru 2 C R pro d € {1,2,3} a necht
u(t) € H?($2) pro kazdé t € I. Necht slabé reseni z tlohy

a(z,v) = (0,v)g Yv eV
patri do H*($2) pro kazdé 6 € L*(2) a necht
|2]2 < Cl10]o-
Pak existuje konstanta C' > 0 tak, Ze

T
- < Ch? ’ —’ .
r&a;c”u(t) up(t)]o < Ch (1 +|In % > I?glx|u(t)|2

D 4 k a z . Uvazujme nésledujici dudlni problém pro neznédmou funkci oy, : (0,t) — Vp,, t € 1,

(7.14) —(cpvn, ©1,(T))o + alvp, n(T)) =0 Yop € Vi, 7 € (0, 1),
(7.15) en(t) = en(t),
kde

en(7) = un(r) — Un(7)
a kde (1) € V4 je tzv. eliptickd projekce presného Feseni u(7), kterd je jednoznaéné definovand pod-

minkou ortogonality
(7.16) a(vp,u(t) —ap(7)) =0 Yo, € Vp, 7€ I

Pro jednoduchost polozme

Pouzitim (7.4), (7.5), (7.6) a (7.3) dostaneme, ze
(cppn, up)o + alen, un) = (cpon, u')o + alen, u),
(cpun(0), on(0))o = (cpu(0), ¢n(0))o.

Odtud a z definic ey, a 6 vyplyva, ze

(7.17) (cponsen)o + alpnsen) = (cppn, 0')o + alen, ),
(7.18) (cpen(0), ©n(0))o = (cpf(0), wr(0))o.
Polozme vy, = ep(r) v (7.14) a (7.16). Integraci per partes v (0,¢), vyuzitim symetrie formy a(-,-),

(7.14), (7.15), (7.17), (7.18), a pak opétovnou integraci per partes a uzitim vztahu (7.16) dostaneme
(7.19)

(cpen(t). en(t))o = / [ (cpen(r), & (7))o + alen (), @n ()] d7 + (cpen(t), on(6))o
- / (epon el )o + alions en)] d7 + (cpen(0), o (0))o
- / [(cpen, 8o + alion, 0)] dr + (cpB(0), 91 (0))o

_ / (cpb, £ )o AT + (cpBi(2), on ())o-
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Déle odvodime odhady pro ¢, a jeho ¢asovou derivaci (srov. (7.28) a (7.29)). Uloha (7.14)—(7.15) lze

prevést na FeSeni soustavy homogennich obycejnych diferencialnich rovnic s koncovou podminkou

—ME (1) + A&(t) =0, T €(0,1),
ME(t) = €°,

coz je podobné jako v poznamce 7.1 ekvivalentni tloze

(7.20) —y'(1)+ By(r) =0, 7€ (0,1),

kde B = L7YAL™", M = LLT, y(7) = LT¢(7) a y° = LTEC. Reseni soustavy (7.20) je ddno vztahem
(srov. (7.13))

(7.21) y(r) = e =By (1),

—(t—7)

Matice e B je symetricka a jeji vlastni ¢isla jsou rovna e~ (=7 § =1 ... N, kde \; jsou vlastni

¢isla matice B. Protoze B je symetrickd a pozitivné definitni, plati A; > 0, a proto zadné vlastni ¢islo

matice e~ (t=7)B

neni vétsi nez jedna pro 7 € (0,t). Tudiz
le= "D <1
a podle (7.21) plati, ze

(7.22) Iy < ly@®] 7 € (0,).

Derivujeme-li (7.21) podle 7, dostaneme

1

t—T

y(r) = Be Py (1) = ——(t = )Be Ty (0.

Odtud a z lemmatu 7.5 vidime, ze

(7.23) Iy () < o)l

Zejmé

(7.2 [w@nar= [ e [ e

Prvni élen na pravé strané mtzeme odhadnout pomoci (7.23),

(7.25) AhﬁnyvmdfscmuWW£hﬁ =

t
| = Clly(®)]|1n 55].
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Abychom odhadli druhy ¢len pravé strany rovnosti (7.24), pouzijeme (7.20) a (7.22),

(7.26) | Ww@nar= [ iBylar < w1sly) <l

kde posledni nerovnost plyne ze skute¢nosti, ze | B|| = O(h~2), viz poznamku 7.4. Dosadime-li (7.25) a

(7.26) do (7.24), dostaneme

¢ t
(7.27) [ ienar < e (1+ w5
Protoze y(t) = LT¢(t), podle poznanmky 7.4 plati

lE@I? = IL"Fy@))1” = (M~ 1y(t), y(8)) < Ch™|ly(®)||?
= Ch™(LT¢(t), LTE(t)) = Ch(&(t), ME(1)) < ClIE)]1*.

Odtud a z lemmatu 7.3 plyne existence kladnych konstant Cy, ..., Cy tak, ze

(7.28) Crlly@)* < Coh?Jl€@®I < llen®§ < Csh?lly®)1? < Cally®)1,

Cully'(n)II* < Coh? |l (T)II* < e ()5 < Csh €' (DI < Cully' ()]
Uzijeme-li (7.28) a (7.27), obdrzime
’ t
[ 1ellodr < clontito(1+ | ).
0
A tedy podle (7.15)
k t
(7.20) [ il dr < Clea@lo (14 n 5]
0
Nyni jsme jiz téméf hotovi. Z (7.19), (7.15) a Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti plyne, ze

len(®)I§ < Clepen(t), en(t))o

< Cl|\9(t)||o||€h(t)|\o+Cz/0 10(T)llollph (7)o d-

Tudiz podle (7.29) a ze spojitosti 0

t
Jen(® < Callenolo 1+ €(1+ |1 5] ) ) s 166

a proto

t
(7.30) Jen(®)o < €1+ |1 ] ) ma 167l
Piseme-li diskretiza¢ni chybu u — up, ve tvaru

u—up=u—Up +a, —up, =0 —ep
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a uzijeme-li (7.30), dostaneme

(7.31) )~ un(®)lo < €1+ |1 25| ) ma o)

Nyni jiz sta¢i odhadnout normu funkce . Definujme z € V' rovnici (srov. vétu 3.9)
(7.32) a(z,v) = (0,v)g YveV.
Potom podle piedpokladi véty je z € H?(£2) a
(7.33) |2l2 < C1|fo-

Necht 7,z € Vj, je Vi, -interpolace funkce z. Diky Sobolevové vété o vnofeni 2.11 je dobfe definovana pro

d < 3. Ze standardnich aproximacnich vlastnosti 7, (viz vétu o interpolaci 3.6) a z odhadu (7.33) mame
(7.34) llz = mnzll1 < Chlz]a < C'R|6]o.

Protoze 6 = u — 4, pomoci (7.16) déle plati, ze
(7.35) 1011 = [lu — @nllx < Chlulz,

kde posledni nerovnost plyne ze Céova lemmatu 3.2 a véty 3.7, nebot elipticka projekce @y je definovana
pomoci podminky ortogonality. Tudiz § € V = H'({2) miize byt pouzita jako testovaci funkce v (7.32) a
podle (7.16) vidime, ze

(7.36) a(mpz,6) = 0.
Vyuzijeme-li (7.32), (7.36), spojitost formy a(-,-), (7.34) a (7.35), dostaneme
(7.37) 10112 = (0,0)0 = a(z,0) = a(z — 74z, 0)

< Cullz = mnzl1[|0]ln < Cahl|0floh|ul2.

Tato nerovnost a (7.31) vedou k tvrzeni véty. O

Poznamka 7.7. Pfedpoklad H?2-regularity z véty 7.6 neni splnén pro problém vedeni tepla ve statoru,
protoze odpovidajici termofyzikalni koeficienty jsou nespojité (po ¢astech konstantni). Pro Sobolevovy
prostory s neceloc¢iselnou derivaci 1ze dokazat konvergenci uy, k u za slabsich hladkostnich predpokladi.
Necht tedy € € (0,1) a necht u(t) € H'T¢(2) pro kazdé t € I. Pfedpokladejme, Ze slabé feseni z rovnice

(7.32) splituje nerovnost (srov. (7.33))
(7.38) |21+ < Cl10]lo-
Pak z aproximaénich vlastnosti 7, (viz [13]) dostavame

Iz = mhzlly < C%|zl14e < C'°|Bllo
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(srov. (7.34)), a tak (7.37) lze pfepsat takto:
10115 < Cillz = mnzll1]16ll < C2h®[10]loh=[ul1+e.
Odtud a z (7.31) kone¢né dostaneme
max |[u(t) — un(®)]lo < Ch2 (14 ‘mz‘ ma [u(t)|:
tel - h21) ter +e
za predpokladu, ze {7} je silné reguldrni.

H'*¢_regularita piesného feseni tilohy (7.38) se vySetiuje napt. v [41].

Poznamka 7.8. Konvergence metody koneénych prvkii po ¢asové diskretizaci problému (7.5)—(7.6) je

studovdna napft. v [8] ¢ [29)].

Poznamka 7.9. Problém (7.1)—(7.3) mtzeme také nejprve diskretizovat v ¢ase. Takovy piistup je zalozen

na Rotheové metodé (viz napt. [48]).

7.3. Numericky priklad

Pokud teplota na povrchu vodic¢t presdhne jistou mez, jejich izolace zac¢ne horet. Izolaci také nesvédci,
je-li rozdil teplot na jednom jejim milimetru vétsi nez jistd predepsand mez (napt. 30 [° C]). Proto je
znalost detailniho rozlozeni teploty velice dilezita pfi navrhu elektrickych rotacnich stroja.

Pouzijme navrzenou metodu z predchoziho paragrafu k vipoctu teplotniho pole ve statoru ¢tyfpélového
tfifdzového asynchronniho motoru o vykonu 4000 kW. Tento motor mé 96 drazek (viz obr. 7.2) a 12
radialnich ventila¢nich kanala sirokych 0.01 m. Sitka kazdého paketu je 0.046 m. Na obr. 7.5 je znézornén

prifez drazkou, ktery obsahuje 10 slozenych vodi¢i obalenych izolaci.

DEN

Obr. 7.5

Koeficient pfestupu tepla a se rovna 0 na ¢tyfech rovindch symetrie (dvé z nich obsahuji osu rotace
rotoru a dalsi dvé jsou kolmé k této ose — viz obr. 7.1-7.3). Rozlozeni koeficientu piestupu tepla « ve
ventila¢nich kanélech je ponékud komplikované, lezi v intervalu od 44 do 179 [W/m?2K]. Termofyzikalni
vlastnosti médénych vodi¢d (Cu), zeleznych plechii (Fe) a izolace (Iz) jsou nésledujici: specifické teplo
ccu=386 [J/kgK]|, cre=451 [J/kgK], c1,=856 [J/kgK], hustota pc,=8890 [kg/m3], pre=7850 [kg/m3],
p1,=2300 [kg/m3], tepelné vodivosti ac,=332.8 [W/mK], ape=40 [W/mK] podél statorovych plechii a

ape=1.1 [W/mK] napfi¢ plechy, ar,=0.5 [W/mK] podél izolaénich vrstev a af,=0.2 [W/mK] napiié izolaci.
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Vypocet hustoty tepelnych zdroji f (a g) je zalozen na specidlnich programech, které vyuzivaji informace
o stfidavych elektrickych proudech a magnetickém poli. Déle predpokladame, ze f = 0 v izolaci vodic¢a.
Pocate¢ni podminka u° je volena konstantni na celé oblasti 2 a rovna pokojové teploté 20 [°C].
Abychom ulohu zdisktretizovali v ¢ase, pouzijeme znamé Crankovo-Nicolsonové schéma. Oznacme
symbolem At pevny ¢asovy krok (nap¥. At=5 [s]). Necht £" je hodnota F na r-té ¢asové vrstvé. Budeme

aproximovat (7.9) symetricky vzhledem k (r + £)At. Pak obdrzime

Zr+1 _ Z’I" Z’I"+1 + ZT fr+1 + fr
M + A = ,
At 2 2
kde vektor z" oznacuje ptiblizné hodnoty z = (21, ..., zny)T na r-té asové vrstvé. Proto mtizeme vypocitat

z"t1 7 rekurentni rovnice

(M + 3AtA)z" ! = (M — LAtA)z" + LAL(E T +£7), r=0,1,...,

2’ = (21(0),...,zn(0)T.
Pokud na pocatku vypoctu provedeme Choleského rozklad
LLT = M + 3 AtA,

kde L je dolni trojuhelnikova matice, pak snadno vypocteme aproximaci feseni z" na kazdé ¢asové vrstveé.
K dosazeni numericky stacionarniho stavu z pocatecni konstantni pokojové teploty je zapotiebi asi
t = 20 minut.

Na obr. 7.6 vidime stacionarni teplotni pole na horni ¢asti oblasti z obr. 7.3.

e, L

rovinasymetrie

¥/
— 50—

Obr. 7.6
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8. RESENI CASOVE PERIODICKYCH MAXWELLOVYCH ROVNIC
8.1. Klasicka formulace

V této kapitole budeme pouzivat prostory komplexnich funkci. Z kapitoly 2 jiz vime, ze takové pro-
story jsou definovany podobné jako v redlném piipadé. Pfipomenme, ze standardni skalarni soucin je

v komplexnim prostoru L?({2) definovan vztahem
(v, w)o :/ vw®dz | v,w e L*(02)
7

kde w® = Re w — iIm w je ¢islo komplexné sdruzené s w.

V tomto paragrafu nejprve ukazeme, ze feSeni Casoveé periodickych Maxwellovych rovnic s realnymi
koeficienty mizeme pievést na feSeni ¢asové nezavislych parcidlnich diferencidlnich rovnic s komplexnimi
koeficienty.

Uvazujme Maxwellovy rovnice (srov. (1.1))

JD
(81) E—I‘OtH—j,
%—l: = —rot &,

v trojrozmérné oblasti {2 € £, kde D = €& je elektricka indukce, B = pH je magnetickd indukce, & je
intenzita elektrického pole, H je intenzita magnetického pole, € je permitivita, p je permeabilita, 7 = o€
je proudova hustota a o je redlnd matice elektrickych vodivosti typu 3 x 3. Predpokladejme, ze £ a H

jsou ¢asové periodické funkce s thlovou rychlosti w > 0, tj.

(82) 5(I1,I2,$3,t> = RG(E(Il,IQ,Ig)eth),

H(x1, 22, 3, 1) = Re(H (21, 22, 23)e™"),
kde E a H jsou komplexni funkce nezavislé na c¢ase a
Re(vl, 1)2,’03) = (Re V1, Re V2, Re ’03).

Navic budeme pfedpokladat, ze 9D/0t = 0 a ze p je kladnd konstanta v celé oblasti. Permeabilita
médénych ¢i aluminiovych vodici, izolace, oleje, vzduchu apod. je témér rovna permeabilité vakua. Na
druhé strané matice elektrickych vodivosti o se miize dost znacné ménit.

Pfedchozi pfedpoklady ndm umoziiuji pfevést soustavu (8.1) — (8.2) na nésledujici soustavu, kde se

Cas jiz nevyskytuje
(8.3) rot H=oF v {2,

rot £ =—iwuH v 2.
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Odtud vidime, ze H miuze byt pfimo vypocitano ze znalosti E,

I — _rf)t E,
iwp
a pro E dostaneme rovnici
(8.4) rot rot F 4+ iwpucE =0 v (2.

Poznamenejme, ze H formalné splituje tutéz rovnici v téch ¢astech 2, kde je o konstantni,
rot rot H +iwucH = 0.
Okrajové podminky mtzeme pfedepsat kuprikladu takto:
(8.5) nxE=nxE nadfn.

Zde n = (n1,n2,n3) je vnéjsi jednotkova normala k hranici 842 a E je zadané vektorové funkce, kterou
je obvykle vhodné definovat na celém uzavéru 2.
Protoze divrot = 0, prvni rovnice v (8.3) dava div(cE) = 0 v £2. Hled4 se tedy komplexni vektorova
funkce u = F — F tak, ze
rot rot v + iwpou = —rot rot E — iw,uUE’ v {2,
div(ou) = —div(cE) v £,
nxu=0 na 0f2.
Zde predpokladame, 7e u, E € (C?(2))® a o € (C1(12))**3 je realnd symetrickd stejnomérné pozitivné
definitni matice. Slaba formulace této trojrozmérné tlohy a jeji numerické feseni se podrobné vysetiuje

v [33]. V nésledujicim paragrafu se pro jednoduchost budeme zabyvat jen dvojrozmérnou tlohou.
8.2. Galerkinova metoda

Poznamka 8.1. Ve dvojrozmérném prostoru se definuji dva operatory rotace, které se obvykle oznacuji

(8.6) curl E = (0E, -0, E)T,
(87) rot H = 61H2 — 62H1,
kde E, resp. H = (Hy, Hs), je skaldrni, resp. vektorova, funkce definovani na dvojrozmérné oblasti

(2. Vidime, ze curl prevadi skalarni funkci na vektorovou, zatimco rot udéla z vektorové funkce skalarni.
Jestlize vztah (1.3) uvazujeme pro polarizované elektrické pole E(x1, zo, 3) = (0,0, E(z1, 22))T nezévislé
na x3, pak operdtor curl definovany vztahem (8.6) vlastné odpovida prvnim dvéma slozkidm rotace ze
vztahu (1.3). Na druhé strané operétor rot definovany vztahem (8.7) je vlastné tfeti (posledni) slozka
standardniho operédtoru rotace ze vztahu (1.3). I kdyZz se operatory rot pro dvojrozmérny a trojrozmérny

ptipad oznacuji stejné, nemutize dojit k nedorozumeéni.
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Daéle budeme vySetifovat nasledujici soustavu vznikajici napf. pfi vypoc¢tu stinéni civek v transforma-

toru (viz [33]) nebo v geofyzice (viz [32]).

(8.8) rot H=0F v 2,
(8.9) curl F = —iwpH v 2,
(8.10) E=FE na 012 ,

kde je o skalarni funkce charakterizujici elektrickou vodivost, i je opét magnetickd permeabilita, w > 0 je
tihlova frekvence, £2 C R? je ohraniené oblast s lipschitzovsky spojitou hranici a E je zadana dostateéné
hladka komplexni funkce definovana na (2.

Poznamenejme, ze Casové proménné funkce
iwt\T
E(x1,x9,23,t) = (0,0,Re E(x1,xz2)e")" |

H(x1,22,23,t) = (Re Hl(xl,xg)ei“’t, Re Hy(x1, :Eg)ei“’t, 0)T

pak splituji standardni ¢asové zavislé Maxwellovy rovnice v R3.
Necht p je kladna konstanta v celé oblasti {2. Na druhé strané vodivost o > 0 se miize podstatné

ménit. Jestlize E je dostateéné hladkd funkce, potom z (8.8) a (8.9) vyplyva, ze
(8.11) rot curl F = —iwpurot H = —iwuckE .

Povsimnéme si predné, ze rot curl E = —AE. Zavedeme-li novou nezndmou u = E — E, pak z (8.11) a

(8.10) dostaneme Helmholtzovu rovnici

(8.12) —Au +iwpou = AE — iwucE v 2
s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami

(8.13) u=20 na 0f2 .

Varia¢ni formulace tlohy (8.12)—(8.13) spo¢iva v nalezeni funkce u € Hg (£2) takové, Ze

(8.14) a(v,u) = F(v) Yo € Hy(R2),

kde

(8.15) a(v,u) = (grad v, grad u)g — iwp(v, ou)o
a

(8.16) F(v) = —(grad v, grad E)q + iwu(v,0E)o .

Nadale budeme predpokladat, ze E € H'(£2) a 7e ¢ > 0 je realna funkce z L>®(£2).
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Nyni ovéfime, zda jsou splnény piedpoklady Laxova-Milgramova lemmatu 2.3 pro tlohu (8.14). Forma
(8.16) je ziejmé linedrni na prostoru V. = H}(§2), protoze skalarni souéin (-,-)o je linedrni v prvni
slozce (ale ne ve druhé slozce). Protoze (-, -)o je sesquilinedrni, forma a(-,-) definovand (8.15) je rovnéz

sesquilinedrni. Z (8.15) vidime, ze

|a(v, w)| < |lgrad v]ollgrad wllo + wpllo || L (2)llvlloflwllo
(8.17)
< Cloliflwl - Yo,w eV,

tj. sesquilinedrni forma a(-, -) je spojitd. Podobné zjistime, ze F je linedrni spojity funkciondl. Déale vidime,
ze a(-,-) je V-elipticka

la(v,v)| > Re a(v,v) = ||grad v||2 > C|v||? YoeV ,

kde posledni nerovnost plyne z Friedrichsovy nerovnosti (2.32) pro C' > 0. Tudiz podle Laxova-Milgramova

lemmatu 2.3 existuje prave jedno feseni
(8.18) u € Hy(92)

ulohy (8.14).
Lemma 8.2. Necht’ 2 C R? je ohranicend konverni oblast a E € H?(0). Pak pro Feseni lohy (8.14)
plati, Ze

(8.19) u € H*(12)

(tj. druhé derivace funkce u jsou v L*(£2), i kdyZ md funkce elektrické vodivosti o skoky).

D ik az . Prepidme (8.12) a (8.13) pro redlnou a imaginarni ¢ast nasledovné

(8.20) —Auy = wpous — AE) + wpoEy v 2,

—Aug = —wpoug + AEy — wuaE’l v {2,

(8.21) up =uz =0 na 02 ,

kde u = uq + iup a E = E1 +iE5. V tomto dikaze se budou v8echny prostory skladat z redlnych funkci.
Podle (8.18)

llousllg < loll7(olluill§ < Cllugllf <00 proj=1,2,

a tak wuou; € L?(£2). Protoze E; € H?(£2), vidime, Ze obé pravé strany soustavy (8.20) patii do L?(£2).
Tedy kazdé u; splituje Poissonovu rovnici s pravou stranou v L?({2) a homogennimi Dirichletovymi

okrajovymi podminkami. Protoze {2 je konvexni, plati podle [30], ze u; € H?(£2), j =1,2. O
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Poznamka 8.3. Jestlize {2 je obdélnik a I je sjednoceni jeho dvou protilehlych stran, pak feseni u tilohy

(8.12) patif do H?(§2) také pro smiSené okrajové podminky
u=20 nal",

Opu =0 na O\ I,

za predpokladu, 7e E € H?(12).
Pii Galerkinové metodé pro tlohu (8.14) se hleda uy, € Vj, tak, ze

(8.22) a(vh, uh) = F(Uh) Yup, € V, R

kde V}, je kone¢nérozmérny podprostor prostoru Hy(f2). Podle Laxova-Milgramova lemmatu 2.3 opét
vidime, Ze existuje pravé jedno feseni uj, € Vj,. Navic HZ2-regularita presného feseni (viz (8.19)) nam
umoziiuje ziskat konvergenci fadu O(h) Galerkinovych feseni uj, k presnému Feseni v v normé || - ||1.

K tomu staéf silna regularita systému {7;,} triangulaci konvexni uzaviené oblasti {2 a splnéni podminky
P O P (K) VK € T .

Necht {v7 }é\le je baze ve V. Hleddme-li feSeni up tlohy (8.22) jako linedrni kombinaci bazovych

funkci, dostaneme soustavu

N
(8.23) > a@ W)y =F@?) | j=1,...,N,
k=1
pro komplexni nezndmé ci. Podle (8.15) matice A = (a(vj,vk));vkzl neni nikdy hermitovska. Tudiz

standardni metoda sdruzenych gradientt pro soustavu (8.23) obecné nekonverguje. Rovnéz superrelaxacéni
metoda nemusi konvergovat, i kdyZz relaxacéni parametr w # 1 je blizko 1 a je obecné komplexni. Z (8.15)

je patrno, ze matice tuhosti A bude symetricka, jestlize zvolime bazové funkce v!,..., vV

realné. To je
ziejmé vzdy mozné. V tomto piipadé koeficienty c ztistavaji komplexni a Gaussova-Seidelova iteracni
metoda konverguje (viz [62], str. 73). Jind moznost je pouzit pfimé metody, napt. Gaussovu eliminaci.
Abychom Setfili pamét’ poéitace, je pro Fedeni (8.23) lepsi pouzivat pfimo komplexni aritmetiku, nez fesit
diskrétni analogii redlné soustavy (8.20)—(8.21). V komplexnim piipadé totiz vychazi pocet rovnic i sife

pasu A polovi¢ni. Rovnéz pocet nenulovych diagonal je mensi nez pfi rozkladu na redlnou a imaginrni

¢ast. Navic komplexni aritmetika je béznou soucasti mnoha programovacich jazyki.

Poznamka 8.4. Necht
A=A +iAy

je regularni matice takova, ze A; jsou realné ¢tvercové matice. Jestlize A; je také reguldrni, pak zfejmé
plati

(A1 +ido)(I —iA7 A) = Ay + As AT Ay,
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a tedy
A= (A 4+ AyAT A (T — AT Ap) 7

Odtud snadno nahlédneme, ze

A7l = (A] + A AT AS) T — AT AR (AL + A AT AL

8.3. Metoda bikonjugovanych gradientu

V tomto paragrafu stru¢né predstavime metodu bikonjugovanych gradientti — BCG (angl. biconjugate

gradient method) pro FeSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic

(8.24) Ax = b,
kde A je dan4 komplexni regularni matice typu N x N, x = (z1,...,2x5)7T je vektor komplexnich nezna-
mych a b = (by,...,by)T je zadany vektor pravé strany s komplexnimi slozkami. Metoda BCG je velice

efektivni zejména tehdy, je-li matice A idka a velkd (srov. (8.23)).

C

Pfipomeiime, ze o oznacuje &islo komplexné sdruzené ke komplexnimu &slu a. Podobné A€ je matice

komplexné sdruzena k A. Déle necht
AH — (AC)T,
tj. A" je komplexné sdruzena k transponované matici AT. V tomto piipadé iikdme, ze matice A" je

hermitovsky sdruzend k A. Podobné pro sloupcovy vektor r ozna¢ime symbolem r = (r¢)T fadkovy

vektor, ktery je komplexné sdruzeny k r.

Metoda bikonjugovanych gradienti pro soustavu (8.24) je definovéana néasledujicim zptisobem. Necht
Zo je pocatedni pfiblizeni k FeSeni soustavy (8.24) a necht 7y je libovolny N-rozmérny sloupcovy vektor

takovy, ze Py Apo # 0 a 7lrg # 0, kde
(825) Po =T = b — A,T(), ]5() = f().

Pak polozime

FH’I’k
(8.26) ar = =,

P Apx
(8.27) Tkl = Tk + QkPk,
(8.28) Th41 = Tk — axApg,
(829) Fk-‘rl :fk—oggAHﬁk, k:(),l, .

~H

Ther1Th+1
(8.30) = L

kk

(8.31) Pk+1 = Tk+1 + BrDks
(8.32) Prt1 = Tt + By Drs
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Necht
(8.33) M =inf {k € {1,2,...,} | pfApx =0 nebo 71, =0},

tzn., ze algoritmus metody bikonjugovanych gradientii (8.25)—(8.32) neselZe béhem M iteraci.

Jestlize xq,...,xp a 1o, ..., 7ra jsou definovany vztahy (8.25)—(8.32), pak lze dokdzat (viz [33]), ze
T;CZb—ACL'k, kZO,...,]W7
tj. 7o, - . ., "as predstavuji koneénou posloupnost rezidui. Déle 1ze ukazat, ze BCG algoritmus kon¢i béhem
nejvyse N iteraci a ze posloupnosti vektori {r}, {7} jsou biortogondini

7:?7”1 =0

a posloupnosti vektort {py}, {pr} jsou bikonjugované
Pr Api =0,

kde k,1€{0,.... M} ak#1.

Poznamka 8.5. Jestlize rp; = 0, pak xs je presné feeni soustavy (8.24). Jestlize ale rj; # 0, pak
z (8.33) plyne, ze pi, Apyr = 0 nebo 7L ry = 0, coz znamend, Ze algoritmus selhal. Tento piipad vsak
nastava vzacné pii praktickém pocitani. Pokud k selhdni dojde, pak musime zacit znovu s jinou poc¢atecni

hodnotou (napf. z¢g = xpr).
Poznamka 8.6. Necht A je hermitovska matice, tj.
A= A",

Jestlize 7o = 19, pak BCG algoritmus (8.25)—(8.32) vede na standardni metodu sdruZenijch gradienti

s realnymi koeficienty ay, Or a vektory
Pk =Dk, Th=Tk, k=0,...,M—1,

které jsou obecné komplexni (redlné jsou, kdyz A je redlna).

Poznamka 8.7. Problém (8.24) lze transformovat na tlohu
AR Az = AMp,

kde A" A je pozitivné definitni hermitovska matice. Snadno nahlédneme, ze v tomto piipadé metoda
sdruzenych gradientu teoreticky nemuze selhat. AvSak rychlost jeji konvergence je ptilis pomald, protoze
z&visi na &isle podminénosti matice AT A, které je obecné mnohem vétsi nez ¢islo podminénosti matice A

(viz [33]).
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Pro komplexni symetrickou matici se BCG algoritmus (8.25)—(8.32) redukuje na tvar

(8.34) po =10 =b— Axo,
TT’I”k
(8.35) ap = k"R
P Apk
(8.36) Tpt1 = Tp + QkPk,
(8.37) s = 1% — apApr, ¢ K =0,1,... .
T
Tt Th+1
(8.38) = o
LTk
(8.39) Pk+1 = Tk+1 + BrPks

Povsimnéme si, ze v tomto ptripadé provadime jen jedno nasobeni matice vektorem v kazdém iteracnim
kroku (ostatni operace jsou ,levné“). Navic sta¢i v paméti pocitace uchovéavat jen ¢tyfi vektory b, p, r,
x (kromé A). Vektory Apy, k = 0,1,... , vyskytujici se v (8.35) a (8.37) se mohou v pribéhu vypoctu
uklédat do b. Oproti pozndmce 8.6 jsou koeficienty oy a (B obecné komplexni a rirj nereprezentuje
v komplexnim pfipadé skalarni souc¢in. Tudiz tato verze BCG algoritmu muze opét selhat dvéma zpisoby
(viz (8.35) a (8.38)). Urychleni konvergence metody BCG pomoci rozliénych predpodminovacich technik
je popsano v [33].
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9. STACIONARNI ROVNICE PRO POPIS POLOVODICE
9.1. Klasicka formulace

Stacionarni chovani polovodi¢i se modeluje napiiklad pomoci systému tii nelinedrnich parcidlnich
diferencialnich rovnic eliptického typu. Takovy systém pro transport nosi¢ti naboje byl poprvé popsan
Van Roosbroeckem v roce 1950. Existuje fada modelt, které se lisi ve vybéru nezndmych, rtiznych typi
nelinearit, méfitek apod. (viz napf. [18], [24], [36]).

V této kapitole budeme vysetfovat nésledujici systém rovnic (srov. (1.20)) v omezené oblasti 2 € L,

2 cR? d=1,2,3, s lipschitzovsky spojitou hranici,

(9.1) —div(e grad ug) = f + e1(ug, u1) — e2(ug, ug),
(9.2) —div(per(uo, ur)grad ur) = k(e (uo, u1), e2(ug, uz))(1 — e**42);
(9.3) —div(uzes(uo, uz)grad us) = k(e1(ug, u1), ea(uo, ug))(1 — e*1742),

kde u = (ug, u1,u2) je vektor neznamych,

(94) e = el(uo,ul) — eu1*u07 €9 = €2(U0,’U,2) _ eu2+u07

ug je elektrostaticky potencidl, u; a us jsou elektrochemické potencidly dér a elektrond, f € L°°((2) je ¢ista
hustota ndboju ionizovanych pfimési (tzv. doping), k je spojita kladna funkce, kterd vyjadfuje rychlost
generovani dér a elektrontl, € € L™ (f2) je dielektrickd permitivita, u1, 2 € L°(£2) jsou pohyblivosti dér
a elektroni. Necht navic

EZmoa ,Uime 7::1527

pro néjakou kladnou konstantu my.

Podle pozndmky 1.1 je (—grad wg) elektrické pole odpovidajici potencidlu ug, ktery vystupuje v (9.1).
Vysoce nelinedrni rovnice (9.2) a (9.3) vznikly z rovnic kontinuity pro diry a elektrony. Rovnice (9.4)
predstavuje specidlni pfipad Boltzmannovy statistiky, viz (1.19).

Uvazujme nasledujici smiSené (kombinované) okrajové podminky

(9.5) u=u mnaly,
8’&0 8’(1,1 8’(1,2
* —_— - —_— = — = F
(9.6) aug + o o o 0 mnaly,
kde I'} # ) a I, jsou relativné oteviené mnoziny v 042, measy_1(I'1 N 1) =0, 'y Ul = 912, n je vndjsi
jednotkova normadla k hranici Iy, @ = (Uo,u1,U2) € (H'(2) N L®°(£2))? je dand funkce, a € L>=(I%) a

a > 0. Hranice I'y odpovida kovovym kontakttim polovodice, kde je predepsano napéti.
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Poznamka 9.1. Groger v praci [24] vySetfuje model s nelinedrnimi okrajovymi podminkami, kde po-
hyblivosti dér a elektronti p;, ¢ = 1,2, obecné nelinearné zaviseji na grad up a grad u; takovym zptisobem,

ze odpovidajici operator je silné monoténni.

9.2. Existence slabého reSeni

V tomto odstavci dokdzeme existenci slabého FeSeni problému (9.1)-(9.6). K tomu pouzijeme jedno-
duchy trik, ktery je zalozen na vété o pevném bodé.

Definujme prostor testovacich funkeci

V={:€H"(2)|2=0nal}}

a formy
(9.7) a(wp,vg) = / e grad wy - grad vo dx + / awgg ds,
(0} I
2
(9.8) Aly; w,v) = Z/ wiyigrad w; - grad v; de,
i=17%
(9.9) Fly,z;v) = / E(y)(1 —€*)(v1 + vo) du,
Q

kde vo,wo € V, y = (y1,y2) € (L=(2))%, v = (v1,v2) €V XV, w = (wy,w2) €V xV,z€L®(2) a,-“
je standardni skalarni sou¢in v R¢.

Vysetfujme slabou formulaci problému (9.1)—(9.6): Najit u = (ug, u1,us) tak, ze

(9.10) u—1e (VNL®02))?>,
a(ug,vg) = / (f +e1—e2)vgdx Vg €V,
Q
Ale; i, v) = Fle,us +ug;v) Yo eV XV,

kde e = (e, e2) je definovano v (9.4) a

u= (ul,u2).

Reseni u problému (9.10) se nazyva slabé 7esend. Jestlize u je dostateénd hladké, pak neni t&7ké ukazat,
ze u Fesi (9.1)—(9.6) pravé tehdy, kdyz Fesi (9.10).

Abychom ukézali, ze (9.10) méa alespoii jedno FeSeni, polozime

(9.11) K = max [[i|o,0c
a zvolime
(9.12) M = |[o]lo,c
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tak, aby

(9.13) fHef™M MK <

freM-K _oK-M >

platilo skoro vsude.
Dale pro R > 0, x € 2 a z € L?(§2) definujeme ,ofezévaci“ funkci
—R proz(z) < —R,
(Prz)(x) =< z(x) pro —R<z(z)<R,
R pro R < z(z).
Pomoci této funkce definujeme modifikovanou slabou formulaci alohy (9.1)—(9.6): Najit u = (ug, u1,us2)

tak, ze

(9.14) u—ueV XV XYV,

a(’U,(),’U()) = / (f + E1 — E2)U() dz Yy €V,
2
A(E;G,v) = F(E, Pkui + Pxug;v) Yo eV xV,

kde E = (E1, E2) je takové, ze
(915) F, = El(uO, Ul) = ePKU‘l_PMUD7 Ey = EQ(UO,UQ) _ ePKUZ"FPM’uO'

Povsimnéme si, ze prostor V x V x V v (9.14) je Hilberttv, zatimco prostor (V N L>(§2))® v (9.10)

Hilbertv neni.
Lemma 9.2. KaZdé feseni u problému (9.14) je také fesenim problému (9.10).

D 1 k a z . Pfedpokladejme, ze u je Feseni (9.14). Lemma dokdzeme pomoci vhodné volby testovaci
funkce (srov. (6.30)) tak, abychom dokdzali, ze ||ug|lo,c0 < M a |Juillo,c0 < K proi=1,2.

Nejprve necht vy = (ug — M)*. ProtoZe ug — ug = 0 na I'j, vidime pomoci (9.12), Ze ug — M < 0 na
I, a tak vg = 0 na I';. Podobné jako v ditikazu véty 6.8 zjistime, ze vy € V. Navic podle [20], str. 145,
mame

grad w prow >0

grad wt = { Yw € HY(0),

0 prow <0
a tedy

grad ug - grad vy = grad (ug — M) - grad vo = grad (ug — M)™ - grad vy = ||grad v ||*.
Odtud, z (9.14) a (9.15) obdrzime

(9.16) /5||grad v0||2dx—|—/ auovods—/(f—kepf‘“l*PM“O—ePK“2+PM“°)vod:1::O.
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Protoze vy = (uo — M)7, vidime, ze pokud ug(x) > M (> 0) pro néjaké = € (2, pak je

a(x)uo(z)vo(w) > 0,
ePKul(I)*PM“U(I)vO(x) < eKﬁMvo(iZ?),

ePKuz(:E)-‘rP]\/[uo(:E)vo(x) 2 eiK+M’U0(fE)7
v opa¢ném piipadé jestlize ug(x) < M, pak vo(z) = 0, a proto

a(z)ug(w)vo(x) =0,
ePKul(ac)—PMuo(w)UO(x) =0 = eK_MU()(ZC),

ePruz(@)+Pauo(@)y, () =0 = e KFMy ().
Tudiz augve > 0 s. v. na I, hraniéni integral v (9.16) je nezdporny a podle (9.13) plati
(f 4 ePKulpr'u.o _ ePKU2+PNIu0)vO S (f + eK*M _ e*K"rM),UO S 0

Z (9.16) tedy mame
mo/ llgrad vol|? dz < 0,
2

z ¢ehoz vyplyva, ze grad vop = 0, a tedy vg = 0, protoze vy € V. Jinymi slovy, up < M. Podobné
dostaneme, ze ug > —M pro testovaci funkci vg = (ug + M)~ pomoci vztahu (9.13).

Za druhé necht v; = (u; — K)T pro i = 1,2. Jestlize u;(x) — u;(z) = 0, pak z (9.11) vyplyva, ze
ui(r) — K <0, a proto v;(x) = 0. Tedy opét zjistime, ze v; € V a také grad u, - grad v; = ||grad v;]|?.
Podle (9.14), (9.8) a (9.9) dostaneme

2

(9.17) Z/ (1:Fi||grad vi||? — k(E)(1 — ePrurtPruz)y ) dz = 0.
=178

Jelikoz k je kladné funkce a v; = (u; — K)™, plati

E(E)(1 — efxurtPruzy,, <

a ziejmé
‘LLZEl Z moefoM > 0.
Z (9.17) tedy vyplyva
2
(9.18) Zmoe_K_M/ |grad v;]|? dz < 0,
i=1 2

coz opét implikuje, ze v; = 0 pro ¢ = 1,2, tj. u; < K pro ¢ = 1,2. Podobné dostaneme, ze u; > —K pro
testovaci funkce v; = (u; + K)7, i = 1,2. O
Dale uvedeme jisté zobecnéni Brouwerovy véty 4.19 o pevném bodé, které se nékdy nazyva Schauderova

véta.

117



Véta 9.3. Necht' B je neprdzdnd konvexni a kompakini podmnozina Banachova prostoru a necht’ zobra-

zeni S : B — B je spojité. Pak existuje x € B tak, Ze Sx = .
Dukaz je uveden v [61].
Véta 9.4. Problém (9.10) md alespoti jedno Fesent.

D 14 k a z . Nejprve prevedeme problém existence feSeni v na problém hledani pevného bodu, a pak
aplikujeme vétu 9.3 podobné jako v [24].
Polozme H = (L2(£2))® a necht @ = (fig, @iy, Giz) € H je dano. Definujme E = (Ey, Ey) € (L (£2))?

pomoci

(9'19) El — ePri1—Purio E, = ePrtz2+Purio
a stanovme ug € H'(£2) jako jediné feseni linedrniho problému
(920) ug — Ug €V,
G(UQ,’UQ) = / (f + El - Ez)’l)o dz Yoy eV.
Q

Déle uréeme (u1,us) € (H'(£2))? jako jediné feseni jiného linearniho problému

(9.21) u;—u; €V o proi=12,
A(E;ur,uz,v) = F(E, Priiy + Priig;v) YveV x V.
Nyni definujme operator S : H — H pomoci vztahu
St = u,

kde v = (ug,u1,uz). Jestlize toto u je pevny bod zobrazeni S, potom snadno nahlédneme, ze u Fesi
problém (9.14).

Nyni provéime, ze pfedpoklady véty 9.3 jsou splnény. Pomoci (9.20) a (9.21) dokdzeme, ze S : H — H
je spojité. Nejprve ukazeme, ze zobrazeni
(9.22) @€ H s ug € HY(R),
které je ddno problémem (9.20), je lipschitzovsky spojité.

Necht tedy @ = (fg, @1, U2) a @ = (if, 4}, ) z H jsou ddny. Oznaéme ug, uy € H(£2) jejich obrazy.

Necht E} a EY odpovidaji @’ jako v (9.19). Pak pomoci Friedrichsovy nerovnosti, (9.7) a (9.20) dostaneme

(9.23) Clluo — b2 < / ellgrad (uo — )| de
(93
< / egrad (up — ug) - grad (ug — ug) dz
(93

+ / a(ug — ug)(ug — ug) ds
I

= a(ug, up — ug) — a(ug, uo — ug)

/ (Br — By — B + B)(uo — uh) da

(93

< (I1Ex — E1llo + |1 B2 — Ejllo)lluo — g1
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Ziejmé
(9.24) (€€ [-M M= le¢ —e| <eM|¢ —¢|.
Tudiz podle (9.19) a (9.24) méme

(9.25) | By — Efflo = e e Prrio — Pt Purto
— ||ePK711 (efpj\/jﬁ() _ e*PMﬁ()) + (ePKﬂl _ ePKﬁ,l)efpj\/jﬂé)HO
< eK”efPMﬂo _ efPMﬂBHO + eM”ePKﬂl _ ePKvl’l ||0

< eKeM(H — Pytg + P]\/ﬂ]&”() + ||PK’I~Ll — PKﬂ/1||())

< MM (||aig — agllo + |1 — @ lo),

kde posledni nerovnost plati, protoze Pk je projekce. Podobné miizeme odhadnout ¢len || Ey — Ej||o. Tedy

podle (9.23) a (9.25) dostaneme
Clluo — ug|lx < 4e"*H|ja — @[,

coz znamend, ze zobrazeni (9.22) je lipschitzovsky spojité.

Podobnym zptsobem mutizeme pro linedrni problém (9.21) dokézat, ze
Jui — willy < Clla—@'llo, i=1,2.

Operator S : H — H je tedy spojity.
Déle podle (9.20) plati

Clluo —Toll7 < a(uo — o, uo — To)
= / (f + B1 — Es)(uo — o) dz — a(To, uo — To)
Q

< C'(IIfllo,c0 + 2™ + [0 11)llwo — Tol|x

a podobné pomoci (9.8), Friedrichsovy nerovnosti (2.32) a (9.21)

2
Ce™ ™ MN " lu; — w1} < A(E;ur — T, ug — T, uy — T, i — )
i=1

= F(E, Priiy + Prciig; uy — Uy, ug — U2) — A(E; W1, Ua, uy — 1, up — Ua)
2 2
< C1(1 +e*F) Z lui — @)1 + Ca ZGK+M||ﬂi”1HUi — g1,
i=1 i=1
kde C; zé&visi na maximu funkce k na étverci [0,eX+M] x [0,eX+M]. Odtud vidime, ze norma |lul|; je
ohrani¢ena nezavisle na 7. A tak S zobrazuje cely prostor H do uzaviené koule v (H!(£2))3. Tato koule

je zfejmé neprazdna a konvexni a z Rellichovy véty 2.9 plyne, 7e je kompaktni v H = (L?(£2))3. Podle
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véty 9.3 m4 zobrazeni S pevny bod, ktery je fesenim problému (9.14). Podle lemmatu 9.2 toto Feseni téz

splituje rovnice (9.10). O
9.3. Jednoznacnost a nejednoznacénost slabého Feseni

Opét budeme vysetfovat problém (9.10) za predpokladii uvedenych v paragrafu 9.1. Nasledujici véta
zarucuje jednoznacnost slabého feSeni za predpokladu, ze fidici sily pro toky jsou nulové na hranici I}
(viz [24]). Funkce g, ktera uréuje okrajové podminky pro elektrostaticky potencial ug na hranici I7,

muze byt libovolna.

Véta 9.5. Necht
(9.26) graduy = graduzs =0 a T +7us =0.

Pak md problém (9.10) jediné teseni u = (ug, u1,uz). Toto TeSend spliuje vztah w; = a; pro i = 1,2.
D ik a z . Budiz u slabé Teseni (9.10), viz vétu 9.4. Necht déle v; = u; — u; pro i = 1,2. Pak z (9.8),
(9.9) a (9.26) vyplyva

0= A(e; u1,u2, ur — U1, ug — U2) — Fe;ur + ug, w1 — U1, Uz — Ua)

2
B / (Z wie; grad u; - grad (u; — ;) — k(e) (1 — e“1+“2)(u1 — Uy + us — Ez)) dz
2 %=1

= /Q(i pieillgrad ul|* — k(e) (1 — e +2) (ug + u2)) da.

i=1
Obé &asti integrandu jsou nezadporné, protoze (1 — e)¢ < 0 pro kazdé ¢ € RY. Tudiz grad u; = 0 pro
i =1,2, a tak dostaneme u; =u; pro: =1,2.
Nakonec ukéazeme, Ze existuje nejvyse jedno ug, které splituje nelinearni problém: Najit ug € H(£2)

tak, aby
(927) Uy — Uy € VﬂLOO(.Q),
a(ug, vg) = / (f 4 elruo _ eﬂﬁuo)vo dz Yuyy € V.
Q

Piedpoklddejme, ze dvé feseni ug a uf sphituji (9.27). Pro kazdé y € R! jsou funkce ¢ — —e¥=¢ a

€ — e¥*¢ rostouct, a tedy (srov. (4.10))

(—eVS e %)(& — &) >0 V&, & €RY,
(eV+E — vtea)(¢) — £) >0 VEy, 6 € R

Odtud, z (9.27) pro vo = ug — ug € V a z elipti¢nosti bilinearni formy a(-,-) mame

(928) 0= Q(UJO — ué)’uo _ ué) _|_/ (_eﬂ1fuo + eﬂ1fu6 4 elztuo _ eﬂz+u6)(uo _ 'Ulé)) dx
2

> a(uo — ugp, uo — up) > Cllug — up 1.
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Tedy wp = uy. O
Dalsi véty o jednoznac¢nosti feseni jsou uvedeny napt. v [24], [36]. Poznamenejme ale, ze rovnice popi-
sujici polovodiGe mohou mit obecné i vice feseni (viz [36], str. 43) a ze nékteré polovodiCové soucastky

(napf. tyristor) pfipoustéji nékolik riznych stacionarnich stavii pro jisté pevné okrajové podminky.
9.4. Aproximace metodou koneénych prvku

Necht 7;, je triangulace polyedrické oblasti £2 C RY, d = 1,2, 3, a necht
Xy =A{v, € Hl(Q) | vn|lk € Pk VK € Tp,},

kde Pk je prostor polynomii definovanych na K takovy, ze Px D P (K).
Funkce w € (H'(£2) N L>(£2))? nemusi byt podle [33], par. 3.3, spojitd pro d > 1. Pfedpoklddejme

proto navic, ze U € (C(£2))3, a polozme

kde 7,7 je (Xp)3-interpolace funkce .
Definujeme prostor testovacich funkci

Vi, =V N X,

Pak muzeme formulovat aproximaci problému (9.10) pomoci metody koneénych prvkd nasledujicim zpt-

sobem: Najit up = (uon, u1n, usp) tak, ze

(9.29) up —up € Vi X Vi X Vy,

a(uon, von) = / (f +e1n —ean)vondz Yoo € Vi,
(93

Alen; Un,vn) = F(en, uih + uan;vn)  Yop € Vi X Vi,

kde ap, = (u1p,uzn) a

en = (e1n, ean) = (e 7Mon euantron),

Poznamka 9.6. Bohuzel nelze dokazat existenci u;, podobnym zpisobem jako existenci u, protoze tes-

tovaci funkce (srov. ditikaz lemmatu 9.2)
von = (uon — M), win = (uin — K)F, i=1,2,

obecné nepatii do V},. Pokud bychom uvazovali pfedchozi vztahy jen v uzlovych bodech triangulace a vop,
dodefinovali v {2 tak, aby vo, € Vi, pak bychom zase obecné méli potize se splnénim rovnice, které je

analogicka rovnici (9.16).

Abychom zkonstruovali pfiblizné feseni, které spliiuje rovnice (9.29), miizeme postupovat nésledovné:
Necht Hj, = (X3)% a necht pocéatecni aproximace iy, = (fop,@1p,li2n) € Hp jsou dany. Polozme
€n = (€1n, €2n), kde

Uyp—T
= elth—ton
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a definujme ugy, € X}, jako jediné feseni linedrniho problému

(9.30) uon — TUon € Vi,

a(uon, von) = / (f + é1n — €an)von dz Yugp € Vi,
Q

Daéle definujme (u1p,usp) € Xp, X X, jako jediné feseni dalsiho linedrniho problému
Uip — Uip € Vi proi=1,2,
(9.31) ~ o ~
A(En; uin, uan,vn) = F(En, U1p + Uon;vn) Yo € Vi X V.

Nyni definujme zobrazeni Sy : H;, — Hj, vztahem
Spiip = up,

kde wup, = (uon, u1p, u2p) je uréeno (9.30) a (9.31). Pokud ma toto zobrazeni S;, pevny bod, pak je tento
bod zfejmé Fesenim (9.29).

Existence FeSeni pfiblizného problému, ktery je podobny (9.29), je dokdzana v [68] za podminky, ze
zédny thel v triangulaci neni tupy. Takova podminka implikuje diskrétni princip maxima. Jistd konver-

genéni analyza je provedena v [3.6], par. 5.3.

Véta 9.7. Necht grad Uy = gradta, = 0 a Typ, + Top, = 0. Pak md problém (9.29) nejvgse jedno fesend

up = (Uon, U1h, U2p) a toto Tesent, pokud existuje, spliiuje vztah w;p, = Wi, pro i =1,2.

D i k a z . Predpokladdejme, ze uy, Fesi (9.29). Podobné jako v dikazu véty 9.5 shleddme, ze

0 = A(en; uih, Ugh, U1h — Uik, U2h — Ton) — F(en; Uih + Ugn, U1h — Uik, Uzn — T2h)

2
= / (Zuieihﬂgrad win||* — k(en) (1 — e“» T2 (uyy, + uzh)> dz.
Q

i=1
Protoze obé ¢asti integrandu jsou nezaporné, plati grad u;, = 0 pro ¢ = 1, 2. Tedy u;p, = u;p proi =1,2.
Uvazujme problém: Najit ugp € X, tak, ze ugp — ton € Vi, a

a(uop, von) = / (f + el —uon _ eﬂzh*"‘”‘)v()h dx Yuvon € Vi
Io)

Podobné jako v (9.28) miizeme ukazat, ze existuje nejvyse jediné ugp. (I
Poznamka 9.8. Jednoznacnost ptiblizného feseni jiného (ale podobného) schématu je dokdzana v [68].

P¥iklad 9.9. Uvazujme soustavu (9.1)—(9.3) v piipadé d = 1, 2 = (—r,7) pro r = 0.001, ¢ = 10719,
k = 0 a konstantni u;. Potom plati

(9.32) —euy = f+e1 — ea,
(eru}) =0,
(eauh) =0,
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kde e; a e3 jsou definovany v (9.4). Necht nap¥. f(z) = —3sign(x)/2 a pfedepisme nasledujici Dirichletovy

okrajové podminky

(9.33) up(—r) =1,  uo(r) = —1,
ui(—r) =0.5, wui(r)=0,
uz(—r) =0, uz(r) = 0.5.

Okrajovy problém (9.32)—(9.33) slouzi jako jednoduchy model jednorozmérné PN-diody z obr. 1 (po-
dobnou tlohu lze nalézt napt. v [45], str. 833). K Feseni se pouzivd metoda z pozndmky 9.6. Funkce ug

se zna¢né méni v blizkosti pfechodu P-N, a proto je zde zapotfebi triangulaci patfi¢né zjemrovat.

P - diry N - elektrony

-r 0 r

Obr. 9.1

Poznamka 9.10. Maticova forma problému (9.29) vyzaduje poéitat integraly typu

(9.34) / @) dg,
K

Je-li d =2 a p je linedrni funkce na trojihelniku K € 73, pak miizeme pouzit uziteénou formulku z [46].

Oznacéme p1, p2 a ps hodnoty p ve tfech vrcholech K. Jestlize naptiklad p; # p2 # p3s # p1, pak po jistém

/ P 2meas K (e”3 —eP2 ePs — epl)
e = - .
K P2 —p1 p3 —p2 p3 —p1

vypoctu dostaneme

Z4dna numericka integrace tedy neni zapotiebi k vypoétu integralu (9.34).

Priklad 9.11. Necht {2 je ¢tverec. Pozice mnozin Iy a I je zndzornéna na obr. 9.2. Protoze permitivita
e vystupujici v (9.1) je velice mala (fadové 10719), je rovnice (9.1) mélo ,eliptickd“ a pocitacovéa imple-
mentace problému (9.1)—(9.6) je pak obtiznd. Obr. 9.3 zndzornuje pouzitou triangulaci, kterd respektuje
pfechod P-N. Na obr. 9.4 vidime vrstevnice elektrostatického potencidlu uy dvojrozmérného problému

pocitaného M. Pospiskem.
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1 2
y
P
Q F2
Fl
Obr. 9.2 Obr. 9.3
Ou, _
U= -5 on =0
Qo _ ou,
on =0 on

U,=5
Obr. 9.4
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pravé strany 111
sloupcovy 111
teény jednotkovy 51

196



transponovany 12 line4rni 46

trojrozmérny 12 line4rni afinnf 97

veli¢ina bezrozmérné 130 line4rni spojité 66
elektrickd 13 lipschitzovsky spojité 82, 118, 119
magnetickd 13 spojité 59, 86, 118

véta, Banachova 48 ztrita tepelnd 65
Banachova-Steinhausova 55 ziplnéni 23, 25

Brouwerova o pevném bodé 58, 59, 83, 117
Eberleinova-Schmulyanova 83
Greenova 21, 23, 26, 32, 41, 66
Mintyova-Browderova 60
o interpolaci 36-38, 103
o jednozna¢nosti feSeni 121
o konvergenci 37
o monoténnich operdtorech hlavni 54, 60, 79
o opérném bodé funkciondlu 75
o pevném bodé& 115
o rychlosti konvergence 36
o stopéch 23, 38, 66, 81, 84, 98
o stfedni hodnoté 53
o substituci 72, 97
Rellichova 23, 84, 119
Rieszova 18, 46, 47, 51, 54
Schauderova 117
Sobolevova o vnofeni 24, 25, 36, 70, 103
Tietzeova 84
vnofeni algebraické 20
topologické 20
vodi¢ hlinikovy 50
médény 50
vodivost elektrickd 108
tepelnd 76
tepeln4 nelinedrni 77
vzorec Stirlingiv 30

zékon Ampertv 12
Cattaneotiv-Maxwelltiv 15
Coulombiv 10
Faradaytv 12
Fouriertiv 14, 15
Fourieriv nelinearni 14
Kirchhoffiv 65
Ohmiiv 10
Poissontv 12
sily Newtontv 10

z4vislost spojitd 11

zkouska rozmérové 11

zobrazeni 60
gradientni 177
identické kompaktni 23
kontraktivni 48, 83
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