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Operády jsou, zhruba řečeno, objekty popisuj́ıćı rozličné algebraické struktury. Definoval je
J.P. May v roce 1972 v monografii [13] a jsou vlastně zjednodušenou verźı tzv. PROP̊u (zkratka
za PROduct and Permutation category), které se objevily o deset let dř́ıve v práci [9] S. Mac-
Lanea. Slovo operáda (anglicky operad) je uměle vytvořené označeńı

”
něčeho co operuje“.

Motivaćı pro studium operád byly v té době dva hlavńı a navzájem souvisej́ıćı topologické
problémy – problém rozpoznáńı prostoru smyček (viz část 3) a problém charakterizace homo-
topicky invariantńıch struktur na topologických prostorech. V této souvislosti jmenujme také
pr̊ukopnickou práci J.M. Boardmana a R.M. Vogta [1].

Renesanci operád předznamenal v roce 1994 článek [5] V. Ginzburga a M.M. Kapranova,
který zpopularizoval již dř́ıve tušenou strukturu operády na prostoru modul̊u stabilńıch komp-
lexńıch křivek rodu 0 (viz část 4), a t́ım podńıtil studium operád jako takových, tedy nikoliv
pouze jako prostředku k popisu algebraických struktur. Bouřlivý zájem o operády nepolevil
a trvá dodnes. Jejich aplikace můžeme zhruba rozdělit do následuj́ıćıch skupin.

Komplexńı geometrie. Zejména se jedná o studium modul̊u komplexńıch křivek s aplikacemi
v enumerativńı geometrii, teorii Frobeniových variet, kvantových kohomologíı a kohomologické
teorii pole (o ńı se zmı́ńıme v částech 1 a 4). Systematický výklad najdeme v monografii [10].

Reálná geometrie. Hlavńımi oblastmi aplikaćı jsou kompaktifikace reálných konfiguračńıch
prostor̊u (zmı́ńıme se o nich v části 4) a jejich použit́ı v teorii iterovaných prostor̊u smyček [4],
d̊ukaz Deligneovy domněnky a formality Hochschildových kohomologíı funkćı na hladkých
varietách [7].

Matematická fyzika. Formalita zmı́něná v předchoźım bodu implikuje existenci deformač-
ńıho kvantováńı Poissonových variet, viz opět [7]. Nesmı́me zapomenout ani na konformńı
teorii pole [6] (viz také část 4) a Kreimer̊uv př́ıstup k renormalizaci [2].

Algebra. V části 5 pojednáme o operadických kohomologíıch [3], o homotopicky invariantńıch
strukturách v algebře a interpretaci některých klasických objekt̊u, jako jsou A(∞)-algebry,
z pohledu teorie operád [11].

Modelové struktury. Překotný vývoj podńıtil zájem o vlastnosti kategorie operád. Jmenujme
alespoň výsledky o takzvané uzavřené modelové struktuře a za všechny práce uved’me [14].
Kof́ıbrantńı operády v části 5 souvisej́ı s touto modelovou strukturou.

Ćılem tohoto článku je poskytnout čtenáři základńı informace o operádách a dotknout se
některých aplikaćı. V prvńıch dvou částech uvedeme motivuj́ıćı př́ıklady a nejd̊uležitěǰśı defi-
nice. Ve zbývaj́ıćıch částech probereme vybrané aplikace teorie operád. Tyto části jsou v pod-
statě nezávislé a čtenář si může vybrat pouze ty, které jsou nejbližš́ı jeho matematickému
vzděláńı. Základńı citaćı je monografie [12], ve které je také možné naj́ıt rozsáhlý historický
úvod s odkazy k p̊uvodńım zdroj̊um. K prvńımu seznámeńı se s operádami můžeme doporučit
i přehledný článek [8].

1Práce na tomto článku byla podpořena grantem GA AV ČR A1019203. Článek vycháźı z přednášky
přednesené autorem dne 1.3. 2002 v Matematickém ústavu AV ČR v Praze.
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1. Př́ıklady

Pro zjednodušeńı budeme předpokládat, že všechny algebraické objekty v tomto článku jsou
definovány nad pevně zvoleným tělesem k charakteristiky 0. Mı́sto obecného k je možné si
bez velké újmy na obecnosti představovat těleso R reálných nebo těleso C komplexńıch č́ısel.

Jak je obvyklé, slovo
”
algebra“ bude mı́t dvoj́ı význam. Bud’ bude označovat konkrétńı

algebraickou strukturu (např́ıklad Lieovu algebru), nebo oblast matematiky zabývaj́ıćı se al-
gebraickými strukturami. Uved’me následuj́ıćı př́ıklady.

Asociativńı algebra je vektorový prostor V společně s operaćı µ : V ⊗ V → V , která je
asociativńı v tom smyslu, že

µ(µ(u, v), w) = µ(u, µ(v, w)) pro každé u, v, w ∈ V .(1)

V předchoźı definici symbol ⊗ označuje tenzorový součin vektorových prostor̊u. Pro naše účely
postač́ı ř́ıct, že tenzorový součin vektorových prostor̊u V a W je vektorový prostor V ⊗W
takový, že pro libovolný vektorový prostor U je množina lineárńıch zobrazeńı V ⊗W → U
stejná jako množina bilineárńıch zobrazeńı V × W → U . Zápisem µ : V ⊗ V → V tedy
pouze vyjadřujeme, že µ je bilineárńı zobrazeńı V ×V → V . Pro n-násobný tenzorový součin
V ⊗ · · · ⊗ V (n-krát) budeme použ́ıvat zkrácený zápis V ⊗n.

Operaci µ interpretujeme jako násobeńı a obvykle ṕı̌seme uv mı́sto µ(u, v). Asociativita (1)
se potom zaṕı̌se jednoduše jako (uv)w = u(vw). Nejznáměǰśım netriviálńım př́ıkladem asoci-
ativńı algebry je patrně algebra čtvercových n× n matic Mn(k) s koeficienty v k s obvyklým
maticovým násobeńım.

Asociativńı algebra je komutativńı, jestliže uv = vu pro každé u, v ∈ V . Jako př́ıklad uved’me
algebru k[x1, . . . , xn] mnohočlen̊u v proměnných x1, . . . , xn. Jiným př́ıkladem je algebra funkćı
F (S) := {f : S → k} na množině S s násobeńım

”
bod po bodu“: (fg)(s) := f(s)g(s) pro

s ∈ S.

Lieova algebra je vektorový prostor V s bilineárńı operaćı [−,−] : V ⊗ V → V , která je
antisymetrická, [u, v] = −[v, u], a splňuje Jacobiho identitu:

[[u, v], w] + [[v, w], u] + [[w, u], v] = 0 pro každé u, v, w ∈ V .

Typickým př́ıkladem jsou vektorová pole χ(M) na hladké varietě M s násobeńım Lieovou
závorkou [−,−]. Vektorová pole jsou speciálńım př́ıpadem infinitezimálńıch automorfizmů,
které také obvykle tvoř́ı, alespoň

”
morálně“, Lieovu algebru.

Př́ıkladem struktury s v́ıce operacemi jsou Poissonovy algebry . Poissonova algebra je vek-
torový prostor V se dvěma strukturami, totiž strukturou komutativńı associativńı algebry
s násobeńım u, v 7→ uv a strukturou Lieovy algebry s násobeńım u, v 7→ [u, v]. Tyto dvě
struktury jsou svázány distributivńım zákonem

[uv, w] = u[v, w] + [u,w]v pro každé u, v, w ∈ V .

Kohomologická teorie pole. Uved’me složitěǰśı př́ıklad. Pro každé n ≥ 2 je zadána n-lineárńı
operace (−, . . . ,−) : V ⊗n → V , která je totálně symetrická, tj.

(vσ(1), . . . , vσ(n)) = (v1, . . . , vn),
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pro každou permutaci n prvk̊u σ ∈ Σn. Tyto operace dále splňuj́ı∑
(S,T ) ((u, v, xi; i ∈ S), w, xj; j ∈ T ) =

∑
(S,T )(u, (v, w, xi; i ∈ S), xj; j ∈ T ),(2)

kde u, v, w, x1, . . . , xn ∈ V a (S, T ) prob́ıhá všechny disjunktńı rozklady S ⊔ T = {1, . . . , n}.
Pro n = 0 axiom (2) znamená asociativitu operace (−,−), tedy ((u, v), w) = (u, (v, w)). Pro
n = 1 obdrž́ıme

((u, v), w, x) + ((u, v, x), w) = (u, (v, w, x)) + (u, (v, w), x),

a tak dále. S touto strukturou se znovu setkáme v části 4.

Pokusme se zobecnit uvedené př́ıklady a formulovat, co rozumı́me pojmem algebra. Pro
začátek si povšimněme, že všechny uvedené př́ıklady algeber jsou tvořeny multilineárńımi ope-
racemi (př́ıpadně s jistou symetríı) splňuj́ıćımi axiomy složené z lineárńıch kombinaćı kompozic
těchto strukturńıch operaćı. Operády jsou objekty, které podobné obecné algebry organizuj́ı.

2. Operády

Začněme následuj́ıćım př́ıkladem. Necht’ V je vektorový prostor a pro každé n ≥ 1 označme

EndV (n) := Hom(V ⊗n, V )

prostor všech n-lineárńıch zobrazeńı prostoru V do V . Povšimněme si dvou základńıch operaćı
maj́ıćıch smysl pro libovolná multilineárńı zobrazeńı.

Předně argumenty libovolného multilineárńıho zobrazeńı můžeme permutovat. Formálně to
vyjádř́ıme reprezentaćı symetrické grupy Σn na prostoru EndV (n): pro f ∈ EndV (n) a σ ∈ Σn

definujeme
(fσ)(v1, . . . , vn) := f(vσ(1), . . . , vσ(n)) pro v1, . . . , vn ∈ V .

Druhou operaćı je skládáńı multilineárńıch zobrazeńı. Podrobněji, pro f ∈ EndV (n), g ∈
EndV (m) a 1 ≤ i ≤ n definujeme (f ◦i g) ∈ EndV (m+ n− 1) předpisem

(f ◦i g)(v1, . . . , vm+n−1) := f(v1, . . . , vi−1, g(vi, . . . , vi+m−1), vi+m, . . . , vm+n−1).

Jinými slovy, f ◦i g vznikne vložeńım g na mı́sto i-tého argumentu f .

Snadno ověř́ıme, že operace ◦i splňuj́ı pro každé f ∈ EndV (a), g ∈ EndV (b) a h ∈ EndV (c)
rovnici

(f ◦j g) ◦i h =


(f ◦i h) ◦j+c−1 g, jestliže 1 ≤ i < j,
f◦j(g◦i−j+1h), jestliže j ≤ i < b+ j, a
(f ◦i−b+1 h)◦jg, jestliže j + b ≤ i ≤ a+ b− 1.

(3)

Podstatu rovnosti (3) objasňuje obrázek 1. Multilineárńı zobrazeńı jsou na něm naznačena
trojúhelńıčky s

”
výstupem“ v horńım vrcholu a

”
vstupy“ v základně. Dále si povšimněme, že

pro identické zobrazeńı 1V := idV : V → V ∈ EndV (1) plat́ı

1V ◦1 f = f a f ◦i 1V = f,(4)

kdykoliv f ∈ EndV (n) a 1 ≤ i ≤ n. Tedy 1V je společnou jednotkou operaćı ◦i. Reprezentace
symetrických grup jsou také v určitém smyslu kompatibilńı s operacemi ◦i, ale př́ıslušné rovnice
zde nebudeme uvádět, protože jsou nezaj́ımavé. Systém EndV := {EndV (n)}n≥1 se nazývá
operáda endomorfizm̊u prostoru V . Obecná operáda je abstrakćı tohoto pojmu:
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př́ıpad 1 ≤ i < j : př́ıpad j ≤ i < b+ j:
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Obrázek 1: Rovnice (3) reprezentovaná
”
vývojovými diagramy“.

Operáda je posloupnost vektorových prostor̊u P = {P(n)}n≥1 s reprezentaćı symet-
rické grupy Σn na každé komponentě P(n), jednotkou 1P ∈ P(1) a operacemi
◦i : P(n)⊗P(m) → P(m+ n− 1), které splňuj́ı (3), (4) a které jsou kompatibilńı
s reprezentacemi symetrických grup.

Obvyklým zp̊usobem definujeme homomorfizmus A : S → Q operád S a Q jako posloupnost
lineárńıch zobrazeńı A(n) : S(n) → Q(n) respektuj́ıćıch strukturńı operace. Podrobněji to
znamená kompatibilitu s reprezentaćı symetrické grupy (tzv. ekvivarianci)

A(n)(fσ) = (A(n)f)σ pro každé f ∈ S(n), σ ∈ Σn,(5)

a kompatibilitu s operacemi ◦i, tedy

A(m+ n− 1)(f ◦i g) = A(n)(f) ◦i A(m)(g) pro každé f ∈ S(n) a g ∈ S(m).(6)

Samozřejmě také A(1)(1S) = 1Q. Nyńı jsme připraveni na nejd̊uležitěǰśı definici této části.

Algebra nad operádou P, jinak také P-algebra, je homomorfismus A : P → EndV .

Zhruba lze ř́ıci, že pro každý typ algeber existuje operáda P taková, že algebry daného typu
jsou P-algebry ve smyslu předchoźı definice. Pokusme se to ilustrovat př́ıkladem.

Necht’ Com = {Com(n)}n≥1 je operáda s komponentami Com(n) := k a triviálńı reprezentaćı
symetrické grupy. Všechny strukturńı ◦i-operace jsou dané identickým ztotožněńım

◦i : Com(n)⊗ Com(m) = k⊗ k
∼=−→ k = Com(m+ n− 1)

a 1Com := 1 ∈ k = Com(1). Ukažme, jak homomorfizmus operád A : Com → EndV definuje
komutativńı asociativńı algebru na prostoru V .
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Pod́ıvejme se nejprve na prvńı komponentu A(1) : Com(1) = k → Hom(V, V ) = EndV (1)
homomorfizmu A. Lineárńı zobrazeńı A(1) je jednoznačně určeno svoj́ı hodnotou na 1Com =
1 ∈ k. Protože však A(1)(1Com) = 1V = idV , komponenta A(1) neobsahuje žádnou informaci.

Také zobrazeńı A(2) je určeno svoj́ı hodnotou A(2)(1) ∈ Hom(V ⊗ V, V ). Označme toto
bilineárńı zobrazeńı symbolem µ := A(2)(1) : V ⊗ V → V . Protože A(2) je ekvivariantńı
(viz rovnice (5)) a Com(2) je triviálńı reprezentace grupy Σ2, nutně µ(u, v) = µ(v, u), což je
komutativita µ.

Pod́ıvejme se nyńı na komponentu A(3) : k → Hom(V ⊗3, V ). Rovnice (6) pro m = n = 2
a i = 1, 2 ř́ıkaj́ı, že

A(3)(1 ◦1 1)(u, v, w) = µ(µ(u, v), w) a A(3)(1 ◦2 1)(u, v, w) = µ(u, µ(v, w)).

Z rovnosti 1 ◦1 1 = 1 ◦2 1, která podle definice plat́ı v operádě Com, okamžitě odvod́ıme
asociativitu µ(µ(u, v), w) = µ(u, µ(v, w)). Ověřili jsme tedy, že homomorfizmus operád A :
Com → EndV definuje na prostoru V strukturu komutativńı algebry. Opačná implikaci se
dokáže snadno.

Podobně asociativńı algebry jsou algebry nad operádou Ass = {Ass(n)}n≥1, jej́ıž kompo-
nenta Ass(n) je regulárńı reprezentace k[Σn] grupy Σn. S daľśımi př́ıklady operád se setkáme
v následuj́ıćıch částech.

Poznamenejme, že zdaleka ne všechny algebraické struktury lze popsat pomoćı operád.
Zhruba řečeno, operády popisuj́ı algebry se strukturńımi operacemi typu V ⊗n → V , což
vylučuje např́ıklad Hopfovy algebry s konásobeńım ∆ : V → V ⊗ V . Axiomy algeber nad
operádami nemohou obsahovat opakované proměnné, což vylučuje např́ıklad Booleovy algebry
s axiomem x∨ x = x∧ x = x. Vyloučeny jsou dále axiomy s existenčńımi kvantifikátory, tedy
např́ıklad algebry s axiomy typu

”
∀x ∃y takový že xy = 0“.

Studiem obecných algeber se také zabývá obor univerzálńı algebra. Z jeho pohledu jsou
ovšem algebry nad operádami téměř triviálńı. Právě ve vhodně zvolené obecnosti však spoč́ıvá
kouzlo. Operády totiž zdaleka neslouž́ı pouze k popisu algeber, ale žij́ı sv̊uj vlastńı emancipo-
vaný život, do něhož nahlédneme v daľśıch částech.

3. Klasické obdob́ı

V předchoźı části jsme se zabývali operádami v kategorii vektorových prostor̊u. Podstatné
bylo, že vektorové prostory tvoř́ı symetrickou monoidálńı kategorii , tedy kategorii, v ńıž je,
zhruba řečeno, možné násobit objekty mezi sebou – v př́ıpadě vektorových prostor̊u tenzo-
rovým součinem V,W 7→ V ⊗W . Neńı těžké se přesvědčit, že operády maj́ı smysl i v každé
symetrické monoidálńı kategorii, a nejenom tedy v kategorii vektorových prostor̊u.

Tuto část věnujeme operádám v kategorii topologických prostor̊u s monoidálńı strukturou
danou kartézským součinem X, Y 7→ X × Y . Taková operáda je posloupnost topologických
prostor̊u P = {P(n)}n≥1 se strukturńımi operacemi ◦i : P(n)×P(m) → P(m+n−1) o kterých
se předpokládá, že splnuj́ı axiomy analogické axiomům operád v kategorii vektorových prostor̊u
jak byly uvedeny v části 2.

Operáda endomorfizmů EndZ = {EndZ(n)}n≥1 topologického prostoru Z je tvořena prostory
EndZ(n) := Cont(Z×n, Z) spojitých zobrazeńı z n-té kartézské mocniny prostoru Z do Z.
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Obrázek 2: Vlevo: typický element prostoru Ω(Y ). Vpravo: navazováńı smyček.

Struktura P-algebry na topologickém prostoru Z je dána spojitým homomorfizmem operád
A : P → EndZ .
Připomeňme, že v topologii obvykle ztotožňujeme prostory lǐśıćı se od sebe pouze spojitými

deformacemi. O takových prostorech ř́ıkáme, že maj́ı stejný homotopický typ.

Přenesme se nyńı zpět do sedmdesátých let minulého stolet́ı, do
”
zlatého věku“ algebraic-

ké topologie. Jedńım z hlavńıch problémů byl tehdy problém charakterizace (rozpoznáńı)
prostor̊u maj́ıćıch homotopický typ prostoru smyček. Zopakujme si potřebné definice.

Necht’ Y je topologický prostor (např. euklidovská rovina R2) a b ∈ Y pevně zvolený bod.
Prostor smyček Ω(Y ) je prostor všech spojitých zobrazeńı ϕ : [0, 1] → Y takových, že ϕ(0) =
ϕ(1) = b. Představu o prvćıch prostoru Ω(Y ) dává obrázek 2.

Smyčky lze vzájemně
”
navazovat“. Formálněji řečeno, pro ϕ, ψ ∈ Ω(Y ) definujeme ϕ ∗ ψ ∈

Ω(Y ) předpisem

(ϕ ∗ ψ)(t) :=
{
ϕ(2t) pro 0 ≤ t ≤ 1/2 a
ψ(2t− 1) pro 1/2 ≤ t ≤ 1.

(7)

Geometrický smysl této operace opět vysvětluje obrázek 2. Ukažme, že Ω(Y ) je algebra nad
operádou C1 = {C1(n)}n≥1, která je tvořena prostory

C1(n) := {(a1, b1; a2, b2; . . . ; an, bn) ∈ R2n| 0 ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ an < bn ≤ 1}.

Např́ıklad typický prvek x := (a1, b1; a2, b2; a3, b3) prostoru C1(3) si můžeme představit takto:

x :

a3a2 b3b2b1a1 10

Vid́ıme, že C1(n) je prostor konfiguraćı n
”
malých“ interval̊u v jednotkovém intervalu [0, 1].

Popǐsme nyńı strukturńı operace ◦i.
Necht’ x = (a1, b1; a2, b2; . . . ; an, bn) ∈ C1(n), y = (a′1, b

′
1; a

′
2, b

′
2; . . . ; a

′
m, b

′
m) ∈ C1(m) a 1 ≤

i ≤ n. Potom x ◦i y ∈ C1(m+n− 1) je konfigurace vzniklá
”
vlepeńım“ konfigurace y, lineárně

zmenšené koeficientem bi − ai, na mı́sto i-tého podintervalu [ai, bi] konfigurace x. Veř́ıme, že
vše ozřejmı́ obrázek 3. Operáda C1 se nazývá operáda malých interval̊u.

V úvodu této části jsme vysvětlili, že struktura C1-algebry na prostoru Ω(Y ) je dána opera-
dickým homomorfizmem s komponentami A(n) : C1(n) → EndΩ(Y )(n). Jinými slovy, každému
α ∈ C1(n) muśıme přǐradit spojité zobrazeńı A(n)(α) : Ω(Y )×n → Ω(Y ). Toto zobrazeńı je
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Obrázek 3: Strukturńı operace operády malých interval̊u. Obrázek naznačuje kompozici x◦2y ∈
C1(4) prvk̊u x ∈ C1(3) a y ∈ C1(2).
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Obrázek 4: Stasheffuv asociaedr K5.

dáno předpisem

A(n)(α)(ϕ1, . . . , ϕn)(t) :=

{
ϕi(

t−ai
bi−ai

), jestliže ai ≤ t ≤ bi pro nějaké i ∈ {1, . . . , n}, a
b v opačném př́ıpadě.

Předchoźı definice ř́ıká, že A(n)(α)(ϕ1, . . . , ϕn) : [0, 1] → Y je zobrazeńı, dané na pod-
intervalech [ai, bi] ⊂ [0, 1] reparametrizacemi smyček ϕi : [0, 1] → Y . Všechny ostatńı body
intervalu [0, 1] jsou zobrazeny do bodu b. Navazováńı (7) je zvláštńım př́ıpadem této kon-
strukce: ϕ ∗ ψ = A(α)(ϕ, ψ) pro α = (0, 1

2
; 1
2
, 1) ∈ C1(2).

Operáda C1 má podstatu odlǐsnou od operád z předchoźıho paragrafu. Zat́ımco např. kompo-
nenta Ass(2) parametrizovala jedinou bilineárńı operaci µ : V ⊗ V → V , komponenta C1(2)
parametrizuje čtyřrozměrnou spojitou rodinu operaćı z Ω(Y )× Ω(Y ) do Ω(Y ).

Ukazuje se, že všechny podstatné vlastnosti operády C1 jsou modelovány mnohem menš́ı
operádou asociaedr̊u K = {Kn(n)}n≥1. Jej́ı n-tá komponenta je (n − 2)-rozměrný konvexńı
mnohostěn Kn zvaný asociaedr , viz obrázek 4. Lze ukázat, že prostor Ω(Y ) je automaticky
také K-algebrou. Řešeńı problému charakterizace prostor̊u smyček spoč́ıvá v poznatku, že
naopak každá K-algebra má homotopický typ prostoru smyček:

Souvislý topologický prostor má homotopický typ prostoru smyček právě tehdy, když
je algebrou nad operádou K.

Čtenář si jistě povšiml, že v této části jsme uvažovali operády bez reprezentaćı symetrických
grup. Takovým operádám se ř́ıká non-Σ operády a jsou zjednodušenou verźı operád z části 2.
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Obrázek 5: Struktura operády M = {M(n)}n≥2.

4. Renesance

Operády C1 a K z předchoźı části jsou již značně vzdáleny intuici źıskané v části 2. Napněme
naši představivost ještě v́ıce a vydejme se do světa algebraické geometrie.

Uvažujme prostor M0,n+1 konfiguraćı n + 1 navzájem r̊uzných bod̊u (x0, . . . , xn) na kom-
plexńı projektivńı př́ımce CP1. Jak je obvyklé, ztotožňujeme konfigurace, které se lǐśı pouze
projektivńım automorfizmem. Nekompaktńı prostor M0,n+1 se, pro každé n ≥ 2, vkládá do
kompaktńıho prostoru M(n) ⊃ M0,n+1 stabilńıch označených (angl. marked) komplexńıch
křivek rodu 0. Označená křivka (C;x0, . . . , xn) je tvořená (obecně reducibilńı) algebraickou
křivkou C s nejvýše nodálńımi singularitami (tedy singularitami typu uv = 0) a navzájem
r̊uznými hladkými body x0, . . . , xn ∈ C. Stabilita znamená, že křivka (C, x0, . . . , xn) má pouze
konečně mnoho automorfizmů.

Prostor M(n) je hladká projektivńı komplexńı n − 2 - rozměrná varieta. Systém M =
{M(n)}n≥2 tvoř́ı operádu v monoidálńı kategorii komplexńıch projektivńıch variet. Symetrická
grupa permutuje body (x1, . . . , xn) a strukturńı zobrazeńı ◦i : M(n)×M(m) −→ M(m+n−1)
je definováno předpisem

(C1; y0, . . . , yn) ◦i (C2;x0, . . . , xm) := (C; y0, . . . , yi−1, x0, . . . , xm, yi+1, . . . , yn),

kde C je křivka sestrojená z disjunktńıho sjednoceńı C1⊔C2 identifikaćı bodu x0 ∈ C1 s bodem
yi ∈ C2, jak naznačuje obrázek 5.

Operáda M se nazývá konfiguračńı operáda a jej́ı homologie popisuj́ı kohomologické teorie
pole zmı́něné v části 1. Poznamenejme, že M(1) = ∅, tedy operáda M nemá jednotku 1M
jak ji požaduje naše definice. Tato jemnost však neńı pro náš výklad d̊uležitá. Zobecněńı na
křivky vyšš́ıch rod̊u vede k d̊uležitému pojmu modulárńı operády .

Konfiguračńı operáda má svoji reálnou verzi. Uvažujme prostor
◦
Fk(n) konfiguraćı n navzá-

jem r̊uzných bod̊u v afinńım k-rozměrném euklidovském prostoru Rk. Prostory
◦
Fk(n) se opět

vkládaj́ı do kompaktifikaćı Fk(n) tvoř́ıćıch operádu Fk = {Fk(n)}n≥1 v kategorii reálných
hladkých variet s rohy (anglicky manifolds with corners). Tato operáda hraje d̊uležitou roli
v teorii (iterovaných) prostor̊u smyček. Např́ıklad operáda asociaedr̊u K z části 3 je izomorfńı
s F1, asociaedr K5 na obrázku 4 je tedy varieta F1(5).

Na závěr této části se zmiňme ještě o jedné fyzikálně významné operádě. Necht’ Σ je Rie-
mannova sféra, tedy nesingulárńı komplexńı projektivńı křivka rodu 0. Otvor v křivce Σ je
holomorfńı vnořeńı jednotkového kruhu U = {z ∈ C ; |z| ≤ 1} do Σ. Necht’ M̂0(n) je prostor
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Obrázek 6: Element prostoru M̂0(2).

Riemannových sfér Σ s n+1 disjunktńımi otvory, viz obrázek 6.

Systém M̂0 = {M̂0(n)}n≥1 je operáda v kategorii nekonečně rozměrných analytických variet.
Symetrická grupa permutuje otvory a kompozice Σ◦i∆ je pro Σ ∈ M̂0(n) a ∆ ∈ M̂0(m) dána

”
vlepeńım“ plochy ∆ podél okraje otvoru s indexem 0 do otvoru plochy Σ s indexem i. Algebry
nad operádou M̂0 tvoř́ı část konformńı teorie pole odpov́ıdaj́ıćı Feynmanovým diagramům
beze smyček. Obecnou teorii dostaneme vhodným modulárńım zobecněńım operády M̂0.

5. Homologická algebra

Mnoha věcem lépe porozumı́me z určitého odstupu. V algebře je t́ım odstupem přechod z kate-
gorie vektorových prostor̊u do kategorie komplex̊u. Komplex je vektorový prostor V s dife-
renciálem, což je endomorfizmus ∂ : V → V takový, že Jádro(∂) ⊃ Obraz(∂). Př́ıslušný
pod́ıl

H(V ) := Jádro(∂)/Obraz(∂)

se nazývá homologíı komplexu (V, ∂).

Protože vektorové prostory lze interpretovat jako komplexy s nulovým diferenciálem, kate-
gorie komplex̊u je rozš́ı̌reńım kategorie vektorových prostor̊u. Diferenciály vnáš́ı do nepod-
dajného světa algeber potřebnou ohebnost; v kategorii komplex̊u lze pracovat s deformacemi
a homotopickým typem podobně jako v topologii. Zjednodušeně řečeno, homologická algebra
zkoumá homotopické typy algebraických objekt̊u v kategorii komplex̊u.

Jednou ze základńıch konstrukćı homologické algebry jsou kohomologie algeber. Obvykle
jsou definovány jako homologie jistého komplexu sestrojeného z dané algebry. Kohomologie
obsahuj́ı informace o deformaćıch a o vlastnostech kategoríı modul̊u nad těmito algebrami.
Konstrukćı kohomologíı je mnoho i pro pevně danou kategorii algeber. Teorie operád umožňuje
definovat tzv. operadické kohomologie které, pro takzvané Koszulovy operády , zastřešuj́ı něk-
teré klasické konstrukce. Např́ıklad operadické kohomologie asociativńıch algeber (tedy algeber
nad operádou Ass) jsou Hochschildovy kohomologie, operadické kohomologie komutativńıch
asociativńıch algeber (algeber nad operádou Com) jsou Harrisonovy kohomologie, operadické
kohomologie Lieových algeber jsou Chevalley-Eilenbergovy kohomologie atd.

Přestože je zmı́něná koszulovost operád velmi jemná vlastnost, operády popisuj́ıćı nejběž-
něǰśı algebraické struktury jsou Koszulovy. Tento překvapivý fakt je podle našeho názoru
d̊usledkem antropického principu – algebry nad operádami, které nejsou Koszulovy, projevuj́ı
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podivné vlastnosti a lidé se jimi proto nezabývaj́ı.

Vrat’me se ještě k principu rozpoznáváńı prostor̊u smyček formulovanému na konci části 3.
Zřejmým d̊usledkem tohoto principu je homotopická invariance K-algeber. Ta znamená, že
topologický prostor X je K-algebra spolu se všemi prostory maj́ıćımi stejný homotopický
typ. Operády maj́ıćı tuto vlastnost se nazývaj́ı kof́ıbrantńı a každá topologická operáda má,
v jistém smyslu jednoznačný, kof́ıbrantńı model . Např́ıklad operáda K je kof́ıbrantńım mode-
lem operády malých interval̊u C1; operáda C1 sama kof́ıbrantńı neńı.

V algebře plat́ı něco podobného. Velmi široká tř́ıda operád má minimálńı model , což je
operáda v kategorii komplex̊u, která je v jistém smyslu nejmenš́ım kof́ıbrantńım modelem dané
operády. Minimálńı model Koszulových operád lze popsat pomoćı operadické bar-konstrukce.
Např́ıklad minimálńım modelem operády Ass je operáda popisuj́ıćı tzv. silně homotopicky
asociativńı neboli A(∞)-algebry. Motivuj́ıćım př́ıkladem těchto algeber je singulárńı komplex
prostoru smyček, A(∞)-algebry jsou tedy v jistém smyslu algebraickou analogíı topologických
K-algeber z části 3.

Minimálńı model operády Lie pro Lieovy algebry popisuje silně homotopicky Lieovy neboli
L(∞)-algebry. Strukturu L(∞)-algebry lze pozorovat např. na BRST (Becchi-Rouet-Stora-
Tyutin) komplexu konformńı teorie pole. Obecně se dnes silně homotopickou algebrou rozumı́
algebra nad minimálńım modelem nejaké operády.

Silně homotopické algebry potkáváme v kvantové teorii pole velmi často. Filosofické zd̊uvod-
něńı tohoto fascinuj́ıćıho jevu může být následuj́ıćı. Jestliže je kvantový svět deformaćı kla-
sického, potom se algebraické struktury z klasického světa přenášej́ı do kvantového v podobě
svých homotopicky invariantńıch verźı, tedy silně homotopických algeber.
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