Kapitola 4

Regulovare funkce

4.1 Definice.Funkcef :[a,b] — R se nagvaregulovara na [a,b], jestlize pro
kazde t € (a,b] a kadeé s € [a,b) existuj kon&né limity

f(t=) = lim f(7) a f(s+) = lim f(7),

T—t— T—8+
tj. ma-li funkce f naintervalu[a, b] nespojitosti nejySel. druhu Mnozinu funk-
ci regulovarych naja, b] zn&ime G|a, b].
4.2 Pozramka. Zfejmeé plat BV|a,b]UCla,b] C Gla,b], Gla,b]\ Cla,b] #0
a Gla,b]\BV[a,b] #0.
Nasleduici tvrzen plyne okanZité z lemmati2.22.

4.3 Véta. Kazda funkce regulovaina [a,b] manaa, b| nejyyse spdetré mno-
ho bodi nespojitosti. O

4.4 \/éta. Jestlze posloupnostf,,} regulovarych funkgkonverguje stejnoérné
na intervalu|a, b] k funkci f, potom f € G|a, b].

Dlkaz. Nechtr € [a,b) anecht{z;} C (z,b] je libovolna posloupnost takéy
ze x, >z pro VechnakeN a z;, — 2 pro k— oo. Necht je dano libovolré
e>0. Zvolmeny e N a ky € N tak, aby platilo

IS g o
Hf_fnoH < g a ’fno(xk)_fn()(x@” < 5 prO\’SEChndﬂ,ngo-
Potom budeme ihpro vSechnak, ¢ > k

|f(zr) = f(z0)]
< ’f(xk) - fno(xk)’ + ’fn()(xk:) - fno(‘rf” + ’f(xf) - f?m(mf)’ <ég,

tj. existuje konéna limita f(z+) = klim f(zx). Podobm@ bychom ukzali,ze pro
kazdeé x € (a, b] existuje konéna limita f(xz—). O

Pfipomeime si nyin nékolik pojmil z matematick anayzy.
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64 REGULOVANE FUNKCE

4.5 Definice.Necht KC N. Sysém J ={J,.: k€ K} podmnain J, intervalu

[a,b] se nagva pokryf intervalu [a,b], jestlize [a,b]= | ] Ji. Reknemeze
keK

sysem J je otewené pokryt intervalu [a, b], jestlize jsou ¥echny jeho prvky

otewere mnainy v [a, b]. (Intervaly typu[a, ¢) a (d, b], kdec € (a,b] ad € [a, b)

jsou otevere v|a, b].) Jestlze réjaka cast M pokryti 7 intervalu [a, b] je sama

take jeho pokryim, fikame,ze M je podpokrytm pokryti 7.

Fundamerdlni vyznam v matematice anasleduici tvrzeri. Jeho dikaz Ize
nakezt nap. v [14, véta 70]. (fipome&ime osem ze interval(a, b| pfedpokbdame
stale ohranteny.)

4.6 Véta(HEINOVA-BORELOVA VETA). Z libovolného oteveneho pokrytinter-
valu [a, b] 1ze vybrat jeho korié podpokryit

4.7 Definice.Pro funkci f : [a,b] — R, interval J C [a,b] a cBleri o € 2]a, b]
definujeme

wy(f) = sup [f(z) = f(2")] @ we(f) = max we, (/)

= i=1,2,....m

Cislo ws(f) byva nazvanomodul oscilace funkcg na intervaluJ.
Stezejrim tvrzenm této kapitoly je @sleduici véta.
4.8 Veta. Nasleduijci tfi tvrzen jsou ekvivalentn
(i) feGla,b].

(i) Existuje posloupnostf,} C S[a,b] (jednoduckch skokoych funkg), kte-
ra konverguje stejnoémeé k f na[a, b].

(i) Pro kazce e >0 existuje @&leri o € 2[a, ] takowe,zew,(f) <e.

Dlkaz. a) Implikace (i) (i) je dokazana \etou4.4.
b) Predpokbdejmeze plat (i), a nechtje dano libovolré ¢ > 0. Potom pro kade
x € [a,b] existujed(z) > 0 takow, Ze plat

x — 0(z) >a provsechnar € (a,b], z+4d(x)<bprovsechna € [a,b)

Waa+s(@) () <& we-sm)0)(f) <€ 4.1)
Wia—s(2)w)([) <& Waa+tsw)(f) <e provsechna: e (a,b).
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Intervaly [a,a+d(a)), (x—0d(z),z+0(x)), x €(a,b), (b—3(b),b] tvori otev-
feré pokryi intervalu [a, b], ze kteEho Ize podle Heinovy-Borelovyaty 4.6 vy-
brat pokryt kon&ne, tj. kon&ny sysém intervall

[0, xo + d(x0)), (s —0(x;), xi +0(x;)), i=1,2,...,m—1, (X, — (), Tm ],

takow, ze a=zrg<x1< -+ <z, =b @

m—1

(20, zo+0(x0)) U U (x;—0(x;), xi4+0(x;)) U (2 —0(xp), T | = [a, b].

=1
Zvolmeo;, i=1,2,...,m, tak, aby platilo
g; € (ZE7 — (5(1’,‘),[@;1 +(5(ZEZ_1)) N (xi_l,xi) pro 7= 1, 2, ce, M.
aozndme o = {xo,01,21,...,Tym_1,0m, T, ;. Podle @.1) mame

Wai—8(zs),20) () <E B Wiaj oy (f) <€

proi=1,2,...,m a j7=0,1,...m—1. Tudiz

w($0701)(f> S w($07$0+5(a)) (f) < 87 w(a'mab) (f) S w($nL_6(I'rrz,)7$m)<f) < 87
w(Ui,Ii)(f) < w(ﬂﬁiﬂs(ﬂﬂi)wi)(f) <g, w(xiyﬂwl)(f) < w(xi7$i+6(xi))(f) <e

proi=1,2,....m, tj. we(f) <e.
c) Predpokhdejme ze plat (iii). Necht je danoe > 0 a necht
o={00,01,...,0m} €2]a,b]

je céleri [a,b] takow, Ze w,(f) < . Pro kade i€ {1,2,...,m} zvolme libo-
volné &; € (0;_1, 0;) a definujme

{ f(x) pro z €o,
f(&)  pro z€(oi1,0).

Prok&dé x € [a,b] mame|f(z) — g.(z)| <e, atudz take || f — g|| <e. Jestlze
tedy pro kade n € N definujemef, = gi,,, bude f,, € S{a, b] proka&zde neN a
fn=2f naja,b] pron—oo. a

4.9 Disledek. Kazda funkce regulovana [a, b] je na [a, b] ohranicera.
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Dlkaz. Podle tvrzen(iii) z véty 4.8 existuje @&leri o ={0g,01,...,0.,}
intervalu [a, b] takow, ze

O'jfl +O'j

Fal< (P

)| +1 proze(o;_1,05),j€{1,2,...,m}.

Odtud plyneze | f(z)| < M pro Bechnaz € [a, b], kde

M = max {| (@ 1O, [FEEED) +1,1f(0)] =12, m} < o0,
O

4.10 Disledek. Nechit f € Ga,b] a
O e
fw) = {;& tji i:?a’,b]. *.3)

Potom ol@ funkcef [ fjsou regulova@ nafa,b] a

flxz—) = f(z—), kdyz z € (a,b], f(z+)= f(z+), kdyz x € [a,b), (4.4)

~

fla=) = f(e=), kdyz x € (a,b], f(a+) = f(a+), kdyz x € [a,b), (4.5)

D0 kaz. Buddanoe>0. Vzhledem k ekvivalenci tvrzeén(i) a (i) z vé-
ty 4.8 existuje @leri o ={0y,01,...,0,} intervalu [a,b] takow, Ze nerovnost

|f(t)— f(s)] <§ plati, jakmile jet, s € (c;_1,0;) pro rgjake j € {1,2,...,m}.
Specalné,

€

F(t40) = fls+0)| < 5
plati pro kazde j € {1,2,...,m}, kazdou dvojicit, s € [0;_1,0;) akade 6>0
takowe,zet+0,s+d € (0j_1,0;). Prokade je{1,2,...,m} akadou dvojici

t,s €loj_1,0;) tedy plat take

F(t4) = f(s+)] = Jim |f(t40) — f(s+0)| < 5 <=
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neboli

~t —J(s)| <e
|f(t) = f(s)] 4.6)
prokadeje{1,2,...,,m} akadou dvojicit, s € [o;_1, ;).

Podob®@ bychom ukzali,ze plat

~

ft —f(s)| <e
|f(t) = f(s)] 4.7
prokadeje{1,2,...,,m} akadou dvojicit, s € (c;_1, 0;].

Odtud, vzhledem k ekvivalenci tvrze() a (iii) z vety4.€, plyne,ze ok funkce
f 1 f jsouregulovaé nala,b].

Bud dano libovolré z € [a, b). Existuje pawe jeden indexj € {1,2,...,,m}
takowy, ze x € [0;_1, ;). Potom v disledku tvrzen(4.6) mame

F(8) = fa+)| = |F(t) = f(x)| <e prokadete (z,0;),

tj. lim, .., f(t) = f(z+) a plai tedy drule z tvrzem obsaerych v (4.4).

Analogicky, nechtr € (a,b]. Pak existuje pavé jednoj € {1,2,...,,m} ta-
kove,zex € (0j_1,04]. Nechtt e (0;_1,2) a 0<d < min{z —t,t —o;_1}. Po-
tomxz —6,t+0 € (0;_1,0;) apodle definiceéeri o plat

o =0) = ft+6)| < 5.

To znameaA, ze

[f(z—=) = f(O)] = lim [f(z—06)— f(t+0)| <e

6—0+

neboli f(x—) = f(x—). Plaf tedy plat tedy i prvri tvrzeri z (4.4).
Analogicky bychom do&zali vztahy4.5). O

4.11 Disledek. Pro kazcé ¢ > 0 existuje nejySe konéné mnohar € [a, b] tako-
vych,ze plat
AT f(x)| > e nebo |A™f(z)|>e.
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DUkaz. Podle tvrzeniii) z vétyl4.8 ke kazdemu e > 0 mlizeme ndf déleri
o ={09,01,...,0,} intervalu[a, b] takow, ze

[f(x) = f(y)l<e proz,ye(oj,05), j€{1,2,...,m}.

Specalne |ATf(x)| =|f(z+) - f(z)| <e a A f(z)| = |f(z)— f(z—)[ <e pro
v8echnar € [a,b] \ o. Plaf tedy tvrzetohoto disledku. O

4.12 \eta. Gla,b] je Banacliiv prostor vzhledem k noém||f|lc = ||f]| =
SUPg € [a,b] | f(x)].

D & kaz. Pedpokhdejmeze posloupnost f,,} CGla, b] je cauchyovsh v pro-
storuGla, b]. Jako vEastech a) a b)ltkazu \ety2.20miizeme dokzat ze existuje
funkce f : [a,b] — R takowa,ze lim Il fn— fl| =0. Podle ety4.4je f € Gla,b]
a tim je veta dolazana. o O

4.13 Pozramky. (i) Podle definice2.33 (i) je f €Sla,b] prave tehdy, kdy
existuje eleri o intervalu [a,b] takow, ze f je konstantin na k&dem
podintervalu(o;_;, 0;). Kazda funkce zS|a, b| je kon€na linearri kom-
binace funkc tvaru X(0) @ Xprl; kde («, 3) miize byt libovolny podin-
terval v [a,b] a 7 mlze byt libovolny bod v [a,b]. Plai ovsem x(, 5 =
X(a,b] — X[8,6] Pro libovolra o, B € [a,b], a <3 @ X[ = X[rp] — X(rb] PIO
kazde 7 € [a,b).

Tudiz f €Sla,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je kon€na linéarn kombinace
charakteristiciich funkd intervall [7,b], (7,b], 7 €[a,b] a charakteris-
tické funkce jednobod@ho intervalu[b], tj.

S[CL)b] = Lin(X[T,b]7 X(7,b] TE [a7b)7 X[b]>>

kde Lin (M) zn&i linearri obal mnainy ). Podob@ bychom ukzali,ze
je take

Sla,b] :Lin<x[w], X[a,r)s T € (a,b], X[a)

(i) MnozinaS|a, b] je,vzhledem k ekvivalenci tvrzeéfi) a (ii) z véty 4.8 hust
v G[a,b], tj. Sla,b] = Gla,b], kde S[a, b] zn&i uzavér Sia,b] v G|a, b].

4.14 Cvieni. Necht h(x) =1, je-li x = 1/k pro réjake k€N a h(z)=0 pro
ostatn x € [0, 1]. Rozhodte, zda je funkcé regulova@ nalo0, 1].
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4.15 Lemma. Necht{f,} C G[a,b] a f, = f na|a,b]. Potom plat téz
folz=)= f(z—) a fu(z+)= f(z+) nala,b],
kde f(a—) = f(a), f(b+)=f() @ fula—)= fu(a), falb+)=fu(b) prOnEN.
Dlkaz. ProneN polazme
_ fo(z+), kdyZ z€[a,b),
fn(x) = v
fulb),  kdyz z=b

~ [ [(z+), kdyz x€la,b),
f(x)_{ £(b), kdyz z=b.

Podle disledku4.10jsou &echny funkcef, ﬁ, n €N, regulova® na|a, b].
Bud danoe > 0. Existujen. € N takow, ze je | f,(t) — f(t)| < g pro kazdée
n>n. akadeét € [a,b]. Odtud limitnm pfechodemt — x+ dostanemeze pro

kazde x € [a,b) a kazde n>n. plaf take
Fa@) = J(@)] = Jim |10 = F@)] <e,
tj.
lim ||f. — f]| =0 neboli f,(z+)= f(z+) nala,b].
Podobm@ bychom ukzali,ze plati f,(z—) = f(z—) nala,b]. O

Ve zbyvajici Casti kapitoly uvedemeékolik tvrzen, kterd budou pozéi (zej-
ména v kapitchch6 al7) uzitetna. Nejprve shrnemetlsledky lemmatigt. 15 pro
nékte dilezite podmndiny prostoruGla, b).

4.16 Disledky. Mnoziny

Gila,b] = {f €Gla,b]: f(z—) = f(z) prox € (a,b)}, )
Gila,b] = {f €Gla,b]: f(x—) = f(x) proz € (a,b]},
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(z+) = f(z) prox € (a,b)},
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(z+) = f(x) proz € [a,b)}, (4.8)
Gregla,b] = {f €Gla,b]: f(z—) + f(z+) =2 f(x) prox € (a,b)},
Gregla, b] = {f €Gla,b]: f(a+) = f(a), F(b=)=f(D)

flz=)+ f(z+) =2 f(z) proz € (a,b)} )
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jsou uzaveré v G|a, b], a tudz jsou to tak Banachovy prostory vzhledem k ope-
racim a norn@ indukovagim zG|a, b|.

4.17 Pozramka. Jestlze regulovaa funkce f spliuje na intervalu(a,b) pod-
minku f(z—)+f(z+)=2 f(z), fikame,ze f je regularni na (a,b). O funkdch

z prostoruGyegla, b] pakfikame,ze jsou regurn na uzaverém intervalufa, b].

4.18 Lemma.

GLla,b]NS[a,b] = G [a,b], Gula,b]NSla,b] = Gyla,b],

Grla,b]NS[a,b] = Ggrla,b], Ggla,b] N Sla,b] = Ggla, b],

Gregla, 0] N S[a, b] = Gregla, b].  Gregla, b] NS[a, b] = Gregla, b].

D O kaz. Dolazeme pouze pnira posledntvrzeri. Zbyvajici vztahy se dozou
analogicky.
a) Necht f € G[a,b] ae>0. Podle \ty4.8 (i) existuje ¢ € S[a, b] takowg, ze

[f(@) — (@) <|If —¢l <e prozela,b]. (4.9)
Dale pro kadé z € (a, b) existujed(x) > 0 takowe,zex — j(z)>a a

[f(z) = f@O)] = [f(e=) = f{O)] <& prote(z—i(z) )
Pro k&dé = € (a,b) ate (v — i(z), z] tedy mame

[o(z) — ()] < lo(z) = f(2)] + [f(2) = FO+ [f(E) — ()] < e,
tj.

o(z) — p(z—)[ < 3e.
Polazme

_ () pro = =a nebox =",

Pla) = { o(x—) pro z € (a, b).
Potomy € G [a,b] NS]a, b],

[f() = ()] = |f(x) = p(z)| <&, kdyzz=anebor=b,
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() = ()]
< [f(2) = o(@)] +[o(z) — p(z=)| <4e, kdyzz€(a,b).

Odtud & plyne,ze mn@ina G [a,b]NS[a, b] je husav G [a,b].

oz
(

b) Necht f € Gregla, b]. Nechtje danoe >0 a funkcey €Sla,b] je tako\a, ze
plat (4.9). Potom musbyt take

[f(z—) —p(z—)| <e prozelab), }
a (4.10)
|f(z+) —p(z+)| <e proxe(a,bl.
Polazme
90<a>7 kdy2 Tr=a,
P(x) = %((p(:c—l—) + <p(a:—)>, kdyz x € (a,b), (4.11)
©o(b), kdyz = =b.
Potomg € S[a, b] N G egla, b]. Dale vzhledem k4.10) a (4.11),
f(2) = @(2)] = |5 [flat) + fa=)] = 5 [p(a+) +p(z-)]]
< 3 (If@+) = elah)] + [ fla=) = pla-)]) <
kdyz x € (a,b). Konetné, podle4.9) a (4.11) mame
[f(z) —@(z)| = [f(z) —e(z)| <e, kdyz z=anebor=b.
Odtud & plyne,ze plat Gegla, b] N Sla, b] = Gregla, b]. O

4.19 Lemma.

9 5 X[r] +X(Tvb}7 TE (CL, b)7 X[b})v

1
1, » 5 XIr] + X(rp), TE (a,b)>-
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D Ukaz. Prvintvrzeri je obsaeno v pozamce4.13(i). Dokazeme j&t& naj.
predposlednz uvedegch relag.

Nechttedy f € S[a, b] N Gregla, b]. Potom existjj

meN, cg,¢1,...,Cne1 ER aa':{cro,al,...,am}eﬁ[a,b]

takow, ze
Co, kdyz x=a,
i) ¢, kdyz z € (0j_1,0;) prorgjake j=1,2,...,m,
€Tr) =
StoEl - kdyz x=o0; proréjaké j =1,2,...,m—1,
Cm+1, kdy2 l':b,
tj.

f( )_COXa] +ZCJXUJ 1,0]) )
- (4.12)
<Z ¢j+Cjp XM](Q:)) + Cm1Xp) () Pro € [a, b).
7=1

Pravou stranu vztahi4(12) miizeme upravit takto

m—1
J = ¢0Xjap) — 0 X(ap] + Z G X(oj—1,0] — Z € Xlog,b] = Gm Xt}
j=1 =1
m—1 m—1
+3 Z ¢j Xlo;] F 3 Z Cj+1 Xoy] T Cmt1 X
j=1 J=1
m m—1
= €0 X[ab] = €0 X(ab] T D & X161 = D & (Xoy) + Xioy )
j=1 =1
m—1 m—1
F 3D Xio) 5 Y Gt Xioy) F (st — ) Xy
j=1 J=1
m—1 m—1
= €0 Xfab) — 0 X(ab] + D G+1 Xoy] = D € X(oyb]
=0 =1
m—1 m—1

_%Z ]XUJ +3 ZC]+1XUJ]+<Cm+1 C )X[b}

7j=1 7j=1
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m—1
= coXfap] + (€1 — €0) X(@p) + Y _(Cjs1 — ¢;) <X(0j7b] + %Maﬂ)
j=1

+ (Cm-l—l - Cm) X[b]

= dOX[a,b] + dl X(a,b] + Z dj <X(U]’71,b} + %X[Uj,1}> + dm—l—l X[b]
7j=2
kde
do = ¢y, dj:Cj—Cj_l pro j=1,2,... m+1. (413)

Mame tedyf € Lin(l, X(ab]» 3 X[r] + X(rp]» T € (a, D), X[lﬂ)- Navic vztahy ¢.13
urCuji vzajemreé jednoznanou korespondenci mezi vektofyy, c1, . . ., Cim, Cmt1)
a (d(), dl, R ,dm, derl)' Tudiz

. 1
Greg[a7 b] N S[CL7 b] = L1H<17 X(a,b]> 5 X[7] + X(b T € (CL, b)a X[b]) .

DalSi podrobnostiykajici se regulovagjch funkd Ize najt zejmena v monografivolterra
Stieltjes-Integral Equationgl2, sec.3] Ch. Wniga UZziteCné specalni dodatky (nap.
charakterizace prekompakth mn@in v prostoruG|a, b|, zobecn Hellyovy
véty o Whbeéru) jsou obszeny tale v piaci D. Fraikowe [6].





