
Kapitola 5

Riemannův-Stieltjesův integrál

Odpov̌ed’ na ňekteŕe úlohy zḿıněńe v úvodńı kapitole d́avá integŕal Riemann̊uv-
Stieltjes̊uv, kteŕy je p̌rirozeńym zobecňeńım zńamého integŕalu Riemannova.

5.1 Definice a źakladnı́ vlastnosti

P̌ripoměnme (vizÚmluvy a oznǎceńı (iii)), že mnǒzinu σ= {σ0, σ1, . . . , σm} bo-
dů intervalu[a, b ] naźyvámeděleńım intervalu[a, b ], jestliže plat́ı

a = σ0 <σ1 < · · · < σm = b.

Množinu v̌sech ďeleńı intervalu [a, b ] znǎćıme D [a, b ],

|σ|= max
j =1,2,...,ν(σ)

(σj − σj−1)

a ν(σ) je pǒcet podinterval̊u generovańych ďeleńım σ (zdeν(σ) = m). Řı́káme,
že σ′ je zjemňeńı σ, jestliže σ′⊃σ.

5.1 Definice.Dvojici (σ, ξ)∈D [a, b ]×Rν(σ) nazvemeznǎceńym ďeleńım inter-
valu [a, b ], jestliže plat́ı

σj−1≤ ξj ≤ σj pro v̌sechnaj = 1, 2, . . . , ν(σ).

T [a, b ] je mnǒzina v̌sech znǎceńych ďeleńı intervalu [a, b ]. Řı́káme taḱe, že ξj

je znǎckapodintervalu[σj−1, σj ] a ξ je vektor znǎcek.

Pro dańe ďeleńı σ ∈D [a, b ] znǎćıme symbolemτ(σ) mnǒzinu v̌sechξ∈Rν(σ)

takov́ych, že (σ, ξ)∈T [a, b ].

Abychom zabŕanili záměňe s elementy mnǒzin ρ,σ, . . . či vektor̊u ξ,η, . . . ,
budeme posloupnosti děleńı, resp. znǎceńych ďeleńı zapisovat jako nap̌r. {σn},
resp.(ρn,ηn). Záměna s mocninami zde zajisté nehroźı.

5.2 Definice.Pro dańe funkcef, g : [a, b ]→R a znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu
[a, b ] definujeme

Sf∆ g(σ, ξ; [a, b ]) :=

ν(σ)∑
j=1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)].
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Nebude-li hrozit nedorozum̌eńı, budeme pśat kŕatceS(σ, ξ; [a, b ]), resp.S(σ, ξ)
mı́sto Sf∆ g(σ, ξ; [a, b ]).

5.3 Definice.Necht’ f, g : [a, b ]→R.

(i) Řekneme,̌ze existujeRiemann̊uv-Stieltjes̊uv (δ)-integrál (krátce(δ)RS-inte-
grál) funkcef vzhledem k funkcig

(δ)

∫ b

a

f(x) d[ g(x) ]
(
znǎćıme t́ež (δ)

∫ b

a

f dg
)

a má hodnotuI ∈R, jestliže

∀ ε> 0 ∃ δ > 0 :(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a |σ|<δ

)
=⇒ |S(σ, ξ)− I| < ε.

}
(5.1)

(ii) Řekneme,̌ze existujeRiemann̊uv- Stieltjes̊uv (σ)-integrál (krátce(σ)RS-in-
tegŕal) funkcef vzhledem k funkcig

(σ)

∫ b

a

f(x) d[ g(x) ]
(
znǎćıme t́ež (σ)

∫ b

a

f dg
)

a má hodnotuI ∈R, jestliže

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a σ⊃σε

)
=⇒ |S(σ, ξ)− I| < ε.

}
(5.2)

(iii) Jestliže c∈ [a, b ] a funkcef, g jsou definov́any v boďe c, klademe

(δ)

∫ c

c

f dg = (σ)

∫ c

c

f dg= 0.

Existuje-li integŕal (δ)
∫ b

a

f dg, pak definujeme(δ)
∫ a

b

f dg = −(δ)

∫ b

a

f dg a exis-

tuje-li integŕal (σ)

∫ b

a

f dg, definujeme(σ)

∫ a

b

f dg = −(σ)

∫ b

a

f dg.

5.4 Pozńamka. Pojem (δ)RS-integŕalu odpov́ıdá p̊uvodńı Stieltjesov̌e definici,
zat́ımco (σ)RS-integŕal bývá ňekdy naźyván t́ež Moore̊uv-Pollard̊uv integŕal.

Klasický Riemann̊uv integŕal je specíalńım p̌rı́padem(δ)RS-integŕalu, pokud
g(x)≡ x pro x∈ [a, b ].
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Vyskytne-li se v ňekteŕych tvrzeńıch pojem RS-integŕal bez rozlǐseńı, zda se
jedńa o (δ)RS-integŕal či o (σ)RS-integŕal, bude to znamenat,že dańe tvrzeńı
plat́ı pro oba pojmy. V takov́ych a daľśıch p̌rı́padech, kdy nehrozı́ nedorozum̌eńı,
také nep̌ripojujeme symboly(δ) či (σ) k symbol̊um integŕalů. Funkcef v in-

tegŕalu
∫ b

a

f dg se naźyvá integrand, zat́ımco funkceg se naźyvá integrátor.

5.5 Cvičeńı. Dokǎzte,že pro oba typy RS-integrálu plat́ı:

(i) je-li funkceg konstantńı na [a, b ], pak
∫ b

a

f dg = 0 pro libovolnou funkci

f definovanou na[a, b ],

(ii) je-li funkcef konstantńı na [a, b ], pak
∫ b

a

f dg = f(a) [g(b) − g(a)] pro

libovolnou funkcig definovanou na[a, b ].

Z definice5.3 také snadno usoudı́me, že (δ)RS-integŕal je specíalńım p̌rı́pa-
dem (σ)RS-integŕalu.

5.6 Věta. Je-li (δ)

∫ b

a

f dg = I ∈R, pak plat́ı také (σ)

∫ b

a

f dg = I.

D ů k a z . Pro kǎzdá dv̌e ďeleńı σ′,σ′′ ∈D [a, b ] takov́a, že σ′′ je zjemňeńı σ′,
plat́ı |σ′′| ≤ |σ′|. Věta je tedy p̌rı́mým důsledkem definice5.3. 2

5.7 Pozńamka. Budiž dáno libovolńe δ0 > 0. Potom v definici5.1 (i) můžeme
podḿınku (5.1) nahradit ńasleduj́ıćı trochu zeslabenou podmı́nkou

∀ ε> 0 ∃ δ ∈ (0, δ0) :(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a |σ|<δ

)
=⇒ |S(σ, ξ)− I| < ε.

}
(5.1’)

Podobňe, je-li d́ano σ0 ∈D [a, b ], můžeme v definici5.3 (ii) podḿınku (5.2) na-
hradit podḿınkou

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :

σε⊃σ0 a
(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a σ⊃σε

)
=⇒ |S(σ, ξ)− I|<ε.

}
(5.2’)

5.8 Cvičeńı. Rozmyslete si podrobně, prǒc plat́ı tvrzeńı uvedeńa v pozńamce5.7.

5.9 P̌r ı́klad. Necht’ a = − 1, b = 1 a

f(x) =

{
0, když x≤ 0,

1, když x> 0
a g(x) =

{
1, když x< 0,

0, když x≥ 0.
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Polǒzme σ0 = {−1, 0, 1}. Potom pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [−1, 1], kteŕe je zjem-
něńım σ0 (a tedy0∈σ ), a kǎzdé ξ∈ τ(σ) máme

S(σ, ξ) = f(ξk) [g(0)− g(σk−1)] + f(ξk+1) [g(σk+1)− g(0)] = 0,

kde 0 = σk, ξk ∈ [σk−1, 0], ξk+1 ∈ [0, σk+1] a tedy

f(ξk) = 0 a g(σk+1)− g(0) = 0.

Vzhledem ke druh́e části pozńamky5.7vidı́me,že (σ)

∫ 1

−1

f dg = 0.

Na druhou stranu, pro každé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [−1, 1] takov́e,
že 0 /∈σ, tj. σk−1 < 0 <σk pro ňejaḱe k ∈N, plat́ı

S(σ, ξ) = f(ξk) [g(σk)− g(σk−1)] = −f(ξk) = −




0, když ξk≤ 0,

1, když ξk > 0.

Odtud je žrejmé, že (δ)

∫ 1

−1

f dg nem̊uže existovat.

Následuj́ıćı dvě lemmata platı́ pro oba typy RS-integrálů a jsou p̌rı́mými dů-
sledky definice5.3.

5.10 Lemma. (i) Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a

f dg, pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ ‖f‖ varba g.

(ii) Jestlǐze nav́ıc g ∈BV[a, b ] a existuje integŕal
∫ b

a

f(x) d
[
varxa g

]
, pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f(x)| d[
varxa g] ≤ ‖f‖ varba g.

5.11 Pozńamka. Uvidı́me pozďeji (viz důsledek5.42), že je-li f ohranǐceńa na

[a, b ], pak pro oba typy RS-integrálů plat́ı, že z existence integrálu
∫ b

a

f dg už

plyne,že taḱe integŕal
∫ b

a

f(x) d
[
varxa g

]
existuje.
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5.12 Lemma.Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b ]→R a necht’ existuj́ı integrály :

∫ b

a

f1 dg,

∫ b

a

f2 dg,

∫ b

a

f dg1 a
∫ b

a

f dg2.

Potom pro libovolńa c1, c2 ∈R plat́ı

∫ b

a

(c1 f1 + c2 f2) dg = c1

∫ b

a

f1 dg + c2

∫ b

a

f2 dg

a ∫ b

a

f d[ c1 g1 + c2 g2] = c1

∫ b

a

f dg1 + c2

∫ b

a

f dg2.
2

5.13 Cvǐceńı. (i) Dokǎzte lemmata5.10a5.12.
Dokǎzte,že ńasleduj́ıćı tvrzeńı plat́ı pro oba typy RS-integrálů:

(ii) Jestlǐze g : [a, b ]→R je neklesaj́ıćı na [a, b ] a f : [a, b ]→R je takov́a, že

existuje integŕal
∫ b

a

f dg, pak

(
inf

x∈ [a,b ]
f(x)

)
[g(b)− g(a)] ≤

∫ b

a

f dg ≤
(

sup
x∈ [a,b ]

f(x)
)

[g(b)− g(a)].

(iii) Definice5.3 je korektńı v tom smyslu,̌ze uřcuje hodnotu integŕalu jedno-
znǎcně. Jinakřečeno, jestlǐze I1 ∈R a I2 ∈R splňuj́ı (5.1) (s I1, resp.I2

na ḿısťe I), pak muśı být I1 = I2 (a podobňe pro(5.2)) .

Oba pojmy RS-integŕalu p̌redstavuj́ı jakési zobecňeńe limity posloupnosti inte-
grálńıch soǔctů S(σ, ξ) vzhledem k znǎceńym děleńım. Nep̌rekvaṕı tedy,že plat́ı
následuj́ıćı tvrzeńı analogicḱa klasicḱe Bolzanov̌e- Cauchyov̌e podḿınce.

5.14 Věta (BOLZANOVA -CAUCHYOVA PODMÍNKA ).

Pro dańe funkcef, g : [a, b ]→R existuje(δ)

∫ b

a

f dg právě tehdy, kdy̌z je splňena

následuj́ıćı podḿınka

∀ ε> 0 ∃ δε > 0 :(
(σ, ξ), (σ̃, ξ̃)∈T [a, b ], |σ|<δε a |σ̃|<δε

)

=⇒ |S(σ, ξ)− S(σ̃, ξ̃)|<ε.





(5.3)
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Podobňe integŕal (σ)

∫ b

a

f dg existuje pŕavě tehdy, kdy̌z plat́ı

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :(
(σ, ξ), (σ̃, ξ̃)∈T [a, b ], σ⊃σε a σ̃⊃σε

)

=⇒ |S(σ, ξ)− S(σ̃, ξ̃)| < ε.





(5.4)

D ů k a z . Nutnost splňeńı uvedeńych podḿınek pro existenci p̌rı́slušných in-
tegŕalů je žrejmá z definice5.3.

Dokážeme,̌ze podḿınka (5.4) zarǔcuje existenci integrálu (σ)

∫ b

a

f dg. Necht’

tedy plat́ı (5.4). Potom existuje posloupnost{(σk, ξk)} znǎceńych ďeleńı inter-
valu [a, b ] takov́a, že

|S(σ, ξ)− S(σk, ξk)| < 1

k
pro kǎzdéσ⊃σk a ξ∈ τ(σ) (5.5)

a p̌ritom soǔcasňe

σk⊂σ` a |S(σk, ξk)− S(σ`, ξ`)| < 1

k
pro kǎzdék∈N a `≥ k. (5.6)

Posloupnost{S(σk, ξk)} je cauchyovsḱa posloupnost réalných č́ısel a existuje
tedy réalné č́ıslo I ∈R takov́e, že

lim
k→∞

S(σk, ξk) = I.

Nyńı, necht’ je dánoε> 0. Zvolme kε tak, aby bylo soǔcasňe

1

kε

<
ε

2
a |S(σkε , ξkε)− I| < ε

2
. (5.7)

Potom, d́ıky (5.5) a (5.7), odvod́ıme,že

|S(σ, ξ)− I| ≤ |S(σ, ξ)− S(σkε , ξkε)|+ |S(σkε , ξkε)− I| < ε

plat́ı pro kǎzdé σ⊃σkε a ξ∈ τ(σ). To znameńa, že I = (σ)

∫ b

a

f dg.

Podobňe bychom doḱazali, že podḿınka (5.3) implikuje existenci integŕalu

(δ)

∫ b

a

f dg. 2
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5.15 Cvǐceńı. (i) Dokǎzte v̌etu5.14pro (δ)RS-integŕaly.

(ii) Dokǎzte,že podḿınky (5.3), resp. (5.4) jsou ekvivalentńı s podḿınkami :

∀ ε > 0 ∃ δε > 0 :(
(σ′, ξ ′), (σ′′, ξ′′)∈T [a, b ], |σ′|<δε, σ′′⊃σ′

)

=⇒ |S(σ′, ξ ′)− S(σ′′, ξ′′)|<ε





(5.3’)

resp.

∀ ε > 0 ∃σε ∈D [a, b ] :
(
(σ′, ξ ′), (σ′′, ξ′′)∈T [a, b ], σ′′⊃σ′⊃σε

)

=⇒ |S(σ′, ξ ′)− S(σ′′, ξ′′)| < ε.





(5.4’)

(Návod: necht’ σ, ρ∈D [a, b ] a σ′ = σ ∪ρ, pak σ′ ∈D [a, b ], σ′⊃σ, σ′⊃ρ a
∣∣S(σ, ξ)− S(ρ,η)

∣∣ ≤
∣∣S(σ, ξ)− S(σ′, ξ′)

∣∣ +
∣∣S(σ′, ξ′)− S(ρ,η)

∣∣

pro libovolńa ξ∈ τ(σ), η ∈ τ(ρ) a ξ′ ∈ τ(σ′).)

Následuj́ıćı věta je p̌rı́mým důsledkem v̌ety 5.14. Plat́ı ve stejńem zňeńı pro
oba typy RS-integŕalů.

5.16 Věta. Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a

f dg a jestlǐze [c, d] ⊂ [a, b ], pak existuje

také integŕal
∫ d

c

f dg.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,že integŕal (σ)

∫ b

a

f dg existuje. Podle v̌ety 5.14

existuje ďeleńı σε ∈D [a, b ] takov́e, že

|S(σ, ξ)− S(σ′, ξ ′)| < ε (5.8)

plat́ı pro v̌sechna znǎceńa ďeleńı (σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈T [a, b ] takov́a, že σ⊃σε a
σ′⊃σε. Vzhledem k tvrzeńı obsǎzeńem v pozńamce5.7, můžeme p̌redpokĺadat,
že {c, d}⊂σε a můžeme tedy rozlǒzit σε tak, že bude

σε = ρ− ∪ρε ∪ρ+, kdeρ− ∈D [a, c], ρε ∈D [c, d], ρ+ ∈D [d, b ].

Nyńı, necht’ ρ,ρ ′ ∈D [c, d], ρ⊃ρε, ρ ′⊃ρε a (ρ,η), (ρ ′,η′)∈T [c, d]. Defi-
nujme

σ = ρ− ∪ρ∪ρ+, η = (η−,η, η+) a σ′ = ρ− ∪ρ ′ ∪ρ+, (η−,η′,η+),
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kde η−,η+ jsou takov́e vektory,že (ρ−,η−)∈T [a, c] a (ρ+,η+)∈T [d, b ].
Zřejmě je (σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈T [a, b ], σ⊃σε, σ′⊃σε,

S(σ, ξ) = S(ρ−, η−) + S(ρ,η) + S(ρ+,η+)

a

S(σ′, ξ ′) = S(ρ−, η−) + S(ρ ′, η ′) + S(ρ+,η+).

Podle (5.8) tedy ḿame|S(ρ, η)−S(ρ ′,η ′)|= |S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)|<ε a odtud

podle v̌ety 5.14 plyne existence integrálu (σ)

∫ d

c

f dg. Důkaz tvrzeńı věty pro

(δ)RS-integŕal se provede analogicky a je ponechánčteńǎri jako cvičeńı. 2

5.17 Cvǐceńı. Dokǎzte v̌etu5.16pro (δ)RS-integŕaly.

Také ńasleduj́ıćı tvrzeńı plat́ı ve stejńe podob̌e pro oba typy RS-integrálu.

5.18 Věta. Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a

f dg a c∈ [a, b ], pak existuj́ı také in-

tegrály
∫ c

a

f dg a
∫ b

c

f dg a plat́ı
∫ b

a

f dg =

∫ c

a

f dg +

∫ b

c

f dg.

D ů k a z . Je-lic = a neboc = b, je tvrzeńı věty triviálńı. Necht’ je tedyc∈ (a, b).

Dále p̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dg. Potom existence integrálů

(σ)

∫ c

a

f dg a (σ)

∫ b

c

f dg je zarǔcena v̌etou5.16.

Necht’ ε> 0. Zvolme znǎceńa ďeleńı (σ′, ξ ′)∈T [a, c] a (σ′′, ξ′′)∈T [c, b ]
tak, aby platilo

∣∣∣S(σ′, ξ ′)−
∫ c

a

f dg
∣∣∣ +

∣∣∣S(σ′′, ξ′′)−
∫ b

c

f dg
∣∣∣

+
∣∣∣S(σ, ξ)−

∫ b

a

f dg
∣∣∣ < ε,

kde σ = σ′ ∪ σ′′ ∈D [a, b ] a ξ = (ξ ′, ξ′′)∈ τ(σ).





(5.9)
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Zřejmě plat́ı S(σ, ξ) = S(σ′, ξ ′) + S(σ′′, ξ′′). Tud́ıž

∣∣∣
∫ b

a

f dg−
∫ c

a

f dg−
∫ b

c

f dg
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ b

a

f dg − S(σ, ξ)
∣∣∣ +

∣∣∣S(σ, ξ)− S(σ′, ξ ′)− S(σ′′, ξ′′)
∣∣∣

+
∣∣∣S(σ′, ξ ′)−

∫ c

a

f dg
∣∣∣ +

∣∣∣S(σ′′, ξ′′)−
∫ b

c

f dg
∣∣∣ < ε.

Protǒze ε> 0 bylo libovolné, d̊ukaz je dokoňcen. 2

5.19 Cvǐceńı. Rozmyslete si, prǒc z existence integrálů

∫ b

a

f dg,

∫ c

a

f dg,

∫ b

c

f dg

plyne existence značeńych ďeleńı (σ′, ξ ′)∈T [a, c] a (σ′′, ξ′′)∈T [c, b ] tako-
vých, že plat́ı (5.9).

Implikace obŕaceńa ke tvrzeńı věty5.18se pro(σ)RS-integŕal doḱaže snadno.

5.20 Věta. Jestlǐzec∈ [a, b ] a jestlǐze existuj́ı integrály

I1 = (σ)

∫ c

a

f dg a I2 = (σ)

∫ b

c

f dg,

pak existuje taḱe integŕal I = (σ)

∫ b

a

f dg a plat́ı I = I1 + I2.

D ů k a z . Bud’ dáno ε> 0. Zvolme ďeleńı σ′
ε ∈D [a, c] a σ′′

ε ∈D [c, b ] tak, aby
platilo

∣∣S(σ′, ξ ′)− I1

∣∣ < ε pro (σ′, ξ ′)∈T [a, c] takov́e, že σ′⊃σ′
ε,

a ∣∣S(σ′′, ξ′′)− I2

∣∣ < ε pro (σ′′, ξ′′)∈T [c, b ] takov́e, že σ′′⊃σ′′
ε .

Nyńı, necht’ σε = σ′
ε ∪ σ′′

ε . Protǒze c∈σε, každé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) inter-
valu [a, b ] splňuj́ıćı σ⊃σε můžeme rozďelit

σ = σ′ ∪σ′′ a ξ = (ξ ′, ξ′′)
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tak, že bude platit

(σ′, ξ ′)∈T [a, c], (σ′′, ξ′′)∈T [c, b ], σ′⊃σ′
ε a σ′′⊃σ′′

ε .

Nav́ıc S(σ, ξ) = S(σ′, ξ ′) + S(σ′′, ξ ′′). Vzhledem k definiciσ′
ε a σ′′

ε , tedy pro
každé (σ, ξ)∈T [a, b ], kde σ⊃σε, máme

∣∣S(σ, ξ)− (I1 + I2)
∣∣ ≤

∣∣S(σ′, ξ ′)− I1

∣∣ +
∣∣S(σ′′, ξ′′)− I2

∣∣ < 2 ε,

tj. dokázali jsme tvrzeńı věty. 2

5.21 Pozńamka. Aby mohlo platit analogicḱe tvrzeńı také pro(δ)RS-integŕal, je
třeba p̌ridat p̌redpoklad o pseudoaditivitě funkćı f, g v boďe c, viz cvičeńı 5.34.

Pro existenci(δ)RS-integŕalu máme taḱe ńasleduj́ıćı přirozenou a ĺepe ov̌ěri-
telnou nutnou a postačuj́ıćı podḿınku.

5.22 Věta. Pro dańe funkcef, g : [a, b ]→R integrál (δ)

∫ b

a

f dg existuje pŕavě

tehdy, kdy̌z pro kǎzdou posloupnost{(σn, ξn)}⊂T [a, b ] znǎceńych ďeleńı in-
tervalu [a, b ] takovou,̌ze lim

n→∞
|σn|= 0, má posloupnost{S(σn, ξn)} koněcnou

limitu.

D ů k a z . Nutnost uvedené podḿınky je žrejmá. Zb́yvá doḱazat jej́ı postǎci-
telnost.

P̌redpokĺadejme tedy,̌ze limita lim
n→∞

S(σn, ξn) existuje (a je koněcná) pro

každou posloupnost{(σn, ξn)}⊂T [a, b ] takovou,že lim
n→∞

|σn|= 0.

Necht’ existuj́ı dvě posloupnosti znǎceńych ďeleńı {(σn, ξn)}⊂T [a, b ] a

{(σ̃n, ξ̃
n
)}⊂T [a, b ] takov́e, že limn→∞ |σn|= limn→∞ |σ̃n|= 0 a

lim
n→∞

S(σn, ξn) = I ∈R a lim
n→∞

S(σ̃n, ξ̃
n
) = Ĩ ∈R.

Sestavme nyńı novou posloupnost

{S(ρn,ηn)} =
{

S(σ1, ξ1), S(σ̃1, ξ̃
1
), S(σ2, ξ2), S(σ̃2, ξ̃

2
), . . .

}

Podle nǎseho p̌redpokladu ḿa taḱe posloupnost
{
S(ρn, ηn)

}
koněcnou limitu

J ∈R, a protǒze obsahuje ob̌e posloupnosti

{S(σn, ξn)} a {S(σ̃n, ξ̃
n
)},
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muśı platit I = Ĩ = J. To znameńa, že hodnota limity

I = lim
n→∞

S(σn, ξn)

neźaviśı na volb̌e posloupnosti{(σn, ξn)} znǎceńych ďeleńı intervalu [a, b ], pro
kterou plat́ı lim

n→∞
|σn|= 0.

Nyńı, necht’ {(σn, ξn)}⊂T [a, b ] je libovolná posloupnost taková, že

lim
n→∞

|σn| = 0, lim
n→∞

S(σn, ξn) = I ∈R,

a necht’ (δ)

∫ b

a

f dg 6= I. Pak existujeε̃ > 0 takov́e, že pro kǎzdé k ∈N lze naj́ıt

(σnk , ξnk)∈T [a, b ], pro ňež plat́ı |σnk |< 1/k a |S(σnk , ξnk)− I| > ε̃. Nǎsli

jsme podposloupnost{(σnk , ξnk) : k ∈N}⊂T [a, b ] posloupnosti {(σn, ξn)}
takovou,že lim

k→∞
|σnk |= 0 a p̌ritom neplat́ı lim

k→∞
S(σnk , ξnk) = I. To je ale spor

s nǎśım p̌redpokladem. Platı́ tedy (δ)

∫ b

a

f dg = I. Důkaz v̌ety je dokoňcen. 2

Nyńı naznǎćıme, jakou roli hraj́ı v teorii Stieltjesova integŕalu ohranǐceńe
funkce. Ńasleduj́ıćı tvrzeńı plat́ı pro oba typy RS-integrálů.

5.23 Věta. Necht’ existuje integŕal
∫ b

a

f dg. Potom je bud’ to g konstantńı na [a, b ],

nebo jef ohranǐceńa na mnǒzině [a, b ] \A, kde A znǎćı sjednoceńı všech po-
dinterval̊u [a, b ] otev̌rených v [a, b ], na kteŕych je funkceg konstantńı. 1

D ů k a z . Podle v̌ety5.6stǎćı dokázat tvrzeńı věty pro (σ) integŕal.
Necht’ g neńı konstantńı na [a, b ] a f neńı ohranǐceńa naB = [a, b ] \A. Pak

je mnǒzina B nepŕazdńa a existuje posloupnost{xn}⊂B takov́a, že

lim
n→∞

|f(xn)|=∞.

Necht’ x∗ je libovolný hromadńy bod posloupnosti{xn} v intervalu [a, b ]. P̌red-
pokládejme,že x∗ ∈ (a, b ]. Potom alespǒn jedna z mnǒzin {xn}∩ [a, x∗) nebo
{xn}∩ (x∗, b ] (v přı́paďe, že jex∗ <b) muśı mı́t nekoněcně mnoho prvk̊u. Necht’

1 Otev̌reńym podintervalem v[a, b ] zde rozuḿıme taḱe ceĺy interval [a, b ] a intervaly tvaru
[a, c), (d, b ], kde c∈ (a, b ] a d∈ [a, b) mohou b́yt libovolné.
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je to nap̌rı́klad mnǒzina {xn}∩ [a, x∗). Potom m̊užeme z posloupnosti{xn} vy-
brat rostoućı podposloupnost{xnk

}⊂ [a, x∗) takovou,že plat́ı lim
k→∞

xnk
= x∗ a

lim
k→∞

|f(xnk
)|=∞. Specíalně pro kǎzdé K > 0 existujek0 ∈N takov́e, že

∣∣f(xnp)
∣∣ >K pro kǎzdé p ≥ k0. (5.10)

Na druhou stranu, podle vět 5.14a 5.16 existuje ďeleńı σ∗ intervalu [a, x∗]
takov́e, že je

∣∣S(σ̃, ξ̃)− S(σ, ξ)
∣∣ < 1 (5.11)

pro v̌sechna znǎceńa ďeleńı (σ, ξ), (σ̃, ξ̃) intervalu [a, x∗] takov́a, že je σ⊃σ∗

a σ̃⊃σ∗. Necht’ σ∗ = {τ0, τ1, . . . , τm}.
Protǒze {xnk

}∩A = ∅ a xnk
∈ (τm−1, x

∗) pro v̌sechnak dostatěcně velḱa,
neńı g konstantńı na (τm−1, x

∗). Existuje tedy bodt∗ ∈ (τm−1, x
∗) takov́y, že je

g(t∗) 6= g(x∗).
Nyńı, necht’ σj = τj pro j = 1, 2, . . . ,m− 1, σm = t∗, σm+1 = x∗ a

σ = {σ0, σ1, . . . , σm+1}.
Potomσ ∈D [a, x∗] a σ⊃σ∗. Dále necht’ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm+1) je libovolný
vektor znǎcek takov́y, že (σ, ξ)∈T [a, x∗] a necht’ k0 ∈N je takov́e, že plat́ı
(5.10) pro

K = |f(ξm+1)|+ 1

|g(x∗)−g(t∗)| .

Koněcně, zvolmep≥ k0 tak, abyxnp ∈ (t∗, x∗), a polǒzmeσ̃ = σ, ξ̃m+1 = xnp a

ξ̃ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm, ξ̃m+1). Potom(σ̃, ξ̃)∈T [a, x∗] a σ̃⊃σ∗.
Pro takto konstruovańa rožśıřeńa ďeleńı (σ, ξ), (σ̃, ξ̃) intervalu [a, x∗] plat́ı

∣∣S(σ̃, ξ̃)− S(σ, ξ)
∣∣ = |f(ξm+1)− f(xnp)| |g(x∗)− g(t∗)|
≥ (|f(xnp| − |f(ξm+1)|

) |g(x∗)− g(t∗)|
>

(
K − |f(ξm+1)|

) |g(x∗)− g(t∗)| = 1,

což je ve sporu s (5.11).
Podobňe bychom dovedli ke sporu předpoklad,̌ze f neńı ohranǐceńa naB, i

v přı́padech, kdy mnǒzina {xn}∩ [a, x∗) má koněcně mnoho prvk̊u nebox∗ = a.
2
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5.24 Pozńamka. (i) Necht’ f ∈G[a, b ], x0 ∈ (a, b), c, d∈R a g(x) = c pro
x∈ [a, x0), g(x0) =(c + d)/2, g(x) = d pro x∈ (x0, d]. Dále necht’ f : [a, b ]→R
má jednostranńe limity f(x0−), f(x0+)∈R.

Pro n∈N uvǎzujme posloupnost ďeleńı {σn} intervalu [a, b ] takov́ych, že
|σn|→ 0, přičem̌z pro kǎzdé n∈N existujekn, pro kteŕe plat́ı σn

kn−1<x0 <σn
kn

.
Dále necht’ vektory znǎcek θn, ηn a ζn jsou takov́e, že pro kǎzdé n∈N plat́ı

(σn, θn), (σn,η n), (σn, ζn)∈T [a, b ],

θn
kn

= x0, σn
kn−1 ≤ ηn

kn
< x0 a x0 < ζn

kn
≤ σn

k .

Potom dostanemeS(σn, θn) = f(x0) (d− c), S(σn,ηn) = f(ηn
kn

) (d− c) a
S(σn, ζn) = f(ζn

kn
) (d− c) pro kǎzdé n∈N. Tud́ıž

lim
n→∞

S(σn,θn) = f(x0) (d− c), lim
n→∞

S(σn,ηn) = f(x0−) (d− c),

lim
n→∞

S(σn, ζn)) = f(x0+) (d− c).

Odtud plyne,̌ze k tomu, aby kǎzdá posloupnostS(σn, ξn) takov́a, že

(σn, ξn)∈T [a, b ] a |σn|→ 0,

konvergovala pron→∞ k nějaḱe koněcné (a jednoznǎcně uřceńe) hodnoťe I, je
nutńe, aby platilo

bud’ g(x0−) = c = g(x0) = d = g(x0+), nebo f(x0−) = f(x0) = f(x0+).

Vzhledem k v̌eťe 5.22 lze tedy ǒceḱavat, že pro existenci integrálu (δ)

∫ b

a

f dg

bude nutńe, aby funkcef a g nem̌ely žádńy spolěcný bod nespojitosti.

(ii) Nynı́, necht’ σ0 ∈D [a, b ] je libovolné ďeleńı obsahuj́ıćı x0. Pro kǎzdé jeho
zjemňeńı σ potom existujek = k(σ) takov́e, že x0 = σk. Máme

S(σ, ξ) =





(f(ξk−1) + f(ξk)
d− c

2
, jestliže ξk−1 <x0 <ξk,

(f(x0) + f(ξk))
d− c

2
, jestliže ξk−1 = x0 <ξk,

(f(ξk−1) + f(x0))
d− c

2
, jestliže ξk−1 <x0 = ξk,

f(x0) (d− c), jestliže ξk−1 = x0 = ξk.
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Bude-li tedy funkcef regulovańa na [a, b ], bude mnǒzinaQ hromadńych bod̊u
mnǒziny

{
S(σ, ξ) : (σ, ξ)∈T [a, b ] aσ⊃σ0

}
nejvýšečtyřbodov́a :

Q =
{

(f(x0−) + f(x0+))
d− c

2
, (f(x0) + f(x0+))

d− c

2
,

(f(x0−) + f(x0))
d− c

2
, 2 f(x0)

d− c

2

}
,

kde
d−c

2
= ∆+g(x0) = ∆−g(x0). Pro existenci integŕalu (σ)

∫ b

a

f dg je ov̌sem

nutńe, aby se mnǒzinaQ redukovala na jednobodovou množinu. Snadno nahléd-
neme,̌ze toto nastane právě tehdy, kdy̌z pro funkcef a g bude platit soǔcasňe

∆+f(x0) ∆+g(x0) = 0 a ∆−f(x0) ∆−g(x0) = 0.

5.2 Podḿınka pseudoaditivity a jejı́ důsledky

Podrobňeji vyjasnit vźajemńy vztah mezi(δ)RS a(σ)RS-integŕalem umǒzńı po-
jem pseudoaditivity.

5.25 Definice. Řekneme,̌ze funkcef, g : [a, b ]→R splňuj́ı v boďe x∈ (a, b)
podḿınku pseudoaditivity, jestliže

pro kǎzdé ε> 0 existujeδε > 0 takov́e, že je-li

δ ′, δ ′′ ∈ (0, δε), ξ ∈ [x−δ ′, x+δ ′′], ξ ′ ∈ [x−δ ′, x] a ξ ′′ ∈ [x, x+δ′′],
pak plat́ı∣∣f(ξ) [g(x + δ ′′)− g(x−δ ′)]− f(ξ ′) [g(x)− g(x−δ ′)]

− f(ξ ′′) [g(x + δ ′′)− g(x)]
∣∣< ε.





(PA)

5.26 Pozńamka. Poǔzitı́ podḿınky (PA) může b́yt někdy pohodlňejš́ı, pokud ji
přeformulujeme do ńasleduj́ıćı ekvivalentńı podoby:

pro kǎzdé ε> 0 existujeδε > 0 takov́e, že je-li
x′ ∈ (x−δε, x), x′′ ∈ (x, x + δε), ξ ∈ [x′, x′′], ξ ′ ∈ [x′, x] a ξ ′′ ∈ [x, x′′],
pak plat́ı∣∣f(ξ) [g(x′′)−g(x′)]−f(ξ ′) [g(x)−g(x′)]− f(ξ ′′) [g(x′′)−g(x)]

∣∣ <ε.





(PA’)

5.27 P̌r ı́klad. Necht’

f(x) =

{
0, když x≤ 0,

1, když x> 0
a g(x) =

{
1, když x≤ 0,

0, když x> 0
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a x′ < 0 <x′′, ξ ∈ [x′, x′′], ξ′ ∈ [x′, 0] a ξ′′ ∈ [0, x′′]. Potom

∣∣f(ξ) [g(x′′)− g(x′)]− f(ξ′) [g(0)− g(x′)]− f(ξ′′) [g(x′′)− g(0)]
∣∣

=
∣∣f(ξ)− f(ξ′′)

∣∣ = 1

vždy, kdy̌z budeξ≤ 0 a ξ′′ > 0. Vidı́me,že funkcef, g nespľnuj́ı podḿınku (PA)
v boďe 0.

5.28 Lemma.Jestlǐze funkcef, g : [a, b ]→R splňuj́ı v boďe x∈ (a, b) podḿınku
pseudoaditivity, pak alespoň jedna z funkćı f, g je v boďe x spojitá.

Na druhou stranu, je-li jedna z funkcı́ f, g spojitá v boďe x a druh́a je ohrani-
čeńa na jeho okoĺı, pak funkcef, g splňuj́ı podḿınku pseudoaditivity v bodě x.

D ů k a z . a) Necht’ f, g splňuj́ı podḿınku (PA’) pseudoaditivity v boďe x.
Dosad́ıme-li ξ = ξ ′, dostaneme

∀ ε> 0 ∃ δε > 0 :(
x′ ∈ (x− δε, x), x′′ ∈ (x, x + δε), ξ ′ ∈ [x′, x], ξ ′′ ∈ [x, x′′]

)

=⇒
∣∣f(ξ ′)− f(ξ ′′)

∣∣ ∣∣g(x′′)−g(x)
∣∣ < ε.

Odtud je žrejmé, že neńı-li funkce g v boďe x spojit́a zprava, muśı být v boďe x
spojit́a funkcef. Podobňe, polǒźıme-li v (PA’) ξ = ξ ′′, dokážeme,že neńı-li g
spojit́a zleva vx, muśı být f spojit́a v x.

b) Necht’

x∈ (a, b), x′ ∈ [a, x), x′′ ∈ (x, b ], ξ ∈ [x′, x′′], ξ ′ ∈ [x′, x] a ξ ′′ ∈ [x, x′′].

Potom

∣∣f(ξ) [g(x′′)− g(x′)]− f(ξ ′) [g(x)− g(x′)]− f(ξ ′′) [g(x′′)− g(x)]
∣∣

=
∣∣(f(ξ)−f(ξ ′)

) (
g(x)−g(x′)

)−(
f(ξ ′′)−f(ξ)

) (
g(x′′)−g(x)

)∣∣
≤

∣∣f(ξ)− f(ξ ′)
∣∣ ∣∣g(x)− g(x′)

∣∣ +
∣∣f(ξ ′′)− f(ξ)

∣∣ ∣∣g(x′′)− g(x)
∣∣

≤ (|f(ξ)− f(x)|+ |f(x)− f(ξ ′)|)
∣∣g(x)− g(x′)

∣∣
+

(|f(ξ ′′)− f(x)|+ |f(x)− f(ξ)|)
∣∣g(x′′)− g(x)

∣∣.

Odtud ǔz plyne,že plat́ı i druhé tvrzeńı lemmatu. 2
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5.29 Lemma. Necht’ f, g : [a, b ]→R a necht’ existuje integŕal (δ)

∫ b

a

f dg. Po-

tom dvojicef, g splňuje v kǎzd́em boďe x∈ (a, b) podḿınku pseudoaditivity.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze integŕal (δ)

∫ b

a

f dg existuje a p̌ritom v nějaḱem

boďe x∈ (a, b) neplat́ı (PA’). To znameńa, že existujeε> 0 takov́e, že pro kǎzdé
δ > 0 lze naj́ıt body

x′ ∈ (x− δ, x), x′′ ∈ (x, x + δ), η ∈ [x′, x′′], η′ ∈ [x′, x] a η′′ ∈ [x, x′′]

takov́e, že
∣∣f(η) [g(x′′)−g(x′)]−f(η′) [g(x)−g(x′)]−f(η′′) [g(x′′)−g(x)]

∣∣ ≥ ε. (5.12)

Bud’ dáno libovolńe δ> 0. Necht’ (σ, ξ)∈D [a, b ] je takov́e,žeν(σ)= m, |σ|<δ
a pro ňejaḱe k ∈{1, 2, . . . ,m} je σk−1 = x′ <x < x′′ = σk a ξk = η. Definujme
σ̃ = σ ∪{x} a ξ̃ = (ξ1, . . . , ξk−1, η

′, η′′, ξk+1, . . . , ξm). Podle (5.12) máme

|S(σ, ξ)− S(σ̃, ξ̃)|
=

∣∣f(ξk) [g(σk)− g(σk−1)]

− f(η′) [g(x)−g(σk−1)]− f(η′′) [g(σk)− g(x)]
∣∣

=
∣∣f(η)[g(x′′)−g(x′)]−f(η′) [g(x)−g(x′)]−f(η′′)[g(x′′)−g(x)]

∣∣ ≥ ε.

To znameńa, že neńı splňena podḿınka (5.3’), a tud́ıž podle v̌ety 5.14 a cvǐce-

nı́ 5.15(ii) neexistuje integŕal (δ)

∫ b

a

f dg. 2

Následuj́ıćı tvrzeńı je důsledkem v̌ety5.14a lemmat5.28a5.29.

5.30 Věta. Necht’ f, g : [a, b ]→R a necht’ existuje integŕal (δ)

∫ b

a

f dg. Potom

v kǎzd́em boďe x∈ (a, b) je alespǒn jedna z funkćı f, g spojitá.

Vı́me, že (δ)RS-integŕal je specíalńım p̌rı́padem(σ)RS-integŕalu (viz vě-
tu 5.6). Na druhou stranu, jak ukáže ńasleduj́ıćı věta, pojem pseudoaditivity nám
poskytuje mǒznost objasnit i vztah mezi těmito integŕaly v opǎcném sm̌eru.

5.31 Věta. Necht’ f, g: [a, b ]→R. Pak integŕal (δ)

∫ b

a

f dg existuje pŕavě tehdy,

kdy̌z existuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dg a funkcef, g splňuj́ı podḿınku pseudoaditivity

v kǎzd́em boďe x∈ (a, b).
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D ů k a z . P̌redpokĺadejme nejprve,̌ze existuje(δ)
∫ b

a

f dg. Podle v̌ety5.6potom

existuje i(σ)

∫ b

a

f dg a má stejnou hodnotu. D́ale podle lemmatu5.29muśı funkce

f, g splňovat podḿınku pseudoaditivity v kǎzdém boďe x∈ (a, b). Stǎćı tedy do-

kázat,že kdy̌z existuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dg a funkcef, g splňuj́ı podḿınku pseu-

doaditivity v kǎzdém boďe x∈ (a, b), pak existuje i integŕal (δ)

∫ b

a

f dg.

P̌redpokĺadejme tedy,̌ze integŕal (σ)

∫ b

a

f dg = I existuje aže funkcef, g

splňuj́ı podḿınku pseudoaditivity v kǎzdém boďe x∈ (a, b). Necht’ je dánoε> 0
a necht’ děleńı σε = {s0, s1, . . . , sr}∈D [a, b ] je takov́e, že r≥ 2 a plat́ı

|S(ρ, η)− I| < ε, jakmile ρ⊃σε a η ∈ τ(ρ). (5.13)

Oznǎcme

δ∗ := min{si− si−1 : i = 1, 2, . . . , r}. (5.14)

Protǒze funkcef, g splňuj́ı podḿınku pseudoaditivity na(a, b) , nutňe existuje
δε ∈ (0, δ∗) takov́e, že pro kǎzdé i = 1, 2, . . . , r−1 plat́ı

∣∣f(ξ) [g(s′′i )− g(s′i)]

− f(ξ ′) [g(si)− g(s′i)]− f(ξ ′′) [g(s′′i )− g(si)]
∣∣ <

ε

r− 1
pro

s′i ∈ (si− δε, si), s′′i ∈ (si, si + δε),

ξ ∈ [s′i, s
′′
i ], ξ ′ ∈ [s′i, si], ξ ′′ ∈ [si, s

′′
i ].





(5.15)

Necht’ (σ, ξ)∈T [a, b ], σ = {σ0, σ1, . . . , σm} a |σ|<δε.

Podle (5.14) je pro kǎzdé j ∈{1, 2, . . . ,m} mnǒzina (σj−1, σj)∩σε bud’ jed-
nobodov́a, nebo pŕazdńa. Necht’

U1 je mnǒzina ťechj ∈{1, 2, . . . , m}, pro kteŕa (σj−1, σj)∩σε=∅,
U2 = {1, 2, . . . , m} \U1.

Potom pro kǎzdé j ∈U2 existuje pŕavě jednoi(j)∈{1, 2, . . . , r − 1} takov́e, že
si(j) ∈ (σj−1, σj). Pǒcet prvk̊u mnǒziny U2 tedy neńı věťśı něz r − 1.
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Polǒzme nyńı ρ = σ ∪σε. Potom

|ρ| < δε < δ∗ (5.16)

a pro kǎzdé j ∈U1 existuje pŕavě jednok(j)∈{1, 2, . . . , ν(ρ)} takov́e, že

[ρk(j)−1, ρk(j)] = [σj−1, σj ]. (5.17)

Pokudj ∈U2, pak existuje pŕavě jedno`(j)∈{1, 2, . . . , ν(ρ)− 1} takov́e, že

ρ`(j)−1 = σj−1, ρ`(j) = si(j), ρ`(j)+1 = σj. (5.18)

Zvolme vektorη tak, aby bylo(ρ,η) ∈ T [a, b ] a

ηk(j) = ξj, když j ∈U1, (5.19)

a porovnejme integrálńı soǔcty S(σ, ξ) a S(ρ,η). Máme

S(σ, ξ) =
∑
j∈U1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)] +
∑
j∈U2

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)].

Necht’ V1 = {k(j) : j ∈U1} a V2 = {1, 2, . . . , ν(ρ)} \V1. Pak podle (5.17)–(5.19)

S(ρ,η) =
∑

k∈V1

f(ηk) [g(ρk)− g(ρk−1)] +
∑

k∈V2

f(ηk) [g(ρk)− g(ρk−1)]

=
∑
j∈U1

f(ηk(j)) [g(ρk(j))− g(ρk(j)−1)] +
∑

k∈V2

f(ηk) [g(ρk)− g(ρk−1)]

=
∑
j∈U1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]

+
∑
j∈U2

[
f(η`(j))[g(ρ`(j))−g(ρ`(j)−1)]+f(η`(j)+1) [g(ρ`(j)+1)−g(ρ`(j))

]

=
∑
j∈U1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]

+
∑
j∈U2

[
f(η`(j)) [g(si(j))− g(σj−1)] + f(η`(j)+1) [g(σj)− g(si(j))

]
.

Tud́ıž

S(σ, ξ)− S(ρ,η) =
∑
j∈U2

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]

−
∑
j∈U2

[
f(η`(j))[g(si(j))−g(σj−1)]+f(η`(j)+1)[g(σj)−g(si(j))]

]
,
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tj.
∣∣S(σ, ξ)− S(ρ, η)

∣∣≤
∑
j∈U2

∣∣Wj

∣∣, kde

Wj = f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]

− f(η`(j)) [g(si(j))− g(σj−1)]− f(η`(j)+1) [g(σj)− g(si(j))].

P̌ripoměnme,že vzhledem k (5.16) a (5.18) máme

[σj−1, σj ]⊂ (si(j)− δε, si(j) + δε), ξj ∈ [σj−1, σj],

η`(j) ∈ [σj−1, si(j)], η`(j)+1 ∈ [si(j), σj].

Podle (5.15) je tedy |Wj|< ε

r−1
pro kǎzdé j ∈U2, a tud́ıž (taḱe d́ıky tomu, že

počet element̊u mnǒziny U2 neńı věťśı něz r − 1) dost́aváme,že
∣∣S(σ, ξ)−S(ρ, η)

∣∣ ≤
∑
j∈U2

∣∣Wj

∣∣ < ε.

Koněcně, vzhledem k (5.13) a vzhledem k definiciρ, plat́ı
∣∣S(σ, ξ)− I

∣∣ ≤
∣∣S(σ, ξ)−S(ρ, η)

∣∣ +
∣∣S(ρ,η)− I

∣∣ < 2 ε.

Dokázali jsme tedy,̌ze (δ)

∫ b

a

f dg = I. 2

5.32 Důsledek.Necht’ (σ)

∫ b

a

f dg = I ∈R a necht’ v kǎzd́em boďe intervalu(a, b)

je alespǒn jedna z funkćı f, g : [a, b ]→R spojitá a druh́a je ohranǐceńa na jeho

okoĺı. Potom je taḱe (δ)

∫ b

a

f dg = I.

D ů k a z . Podle lemmatu5.28 splňuj́ı funkce f, g podḿınku pseudoaditivity

v každém boďe x∈ (a, b), a tud́ıž podle v̌ety5.31existuje taḱe (δ)

∫ b

a

f dg a plat́ı

(δ)

∫ b

a

f dg = (σ)

∫ b

a

f dg.
2

5.33 Pozńamka. Specíalně jestlǐze g(x)≡x a f je ohranǐceńa na [a, b ] (tj. pro

Riemann̊uv integŕal), jsou definice integrálů (δ)

∫ b

a

f(x) dx a (σ)

∫ b

a

f(x) dx

ekvivalentńı.
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5.34 Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı:

Necht’ c∈ [a, b ], (δ)

∫ c

a

f dg = I1 ∈R a (δ)

∫ b

c

f dg = I2 ∈R a necht’ f, g spl-

ňuj́ı podḿınku pseudoaditivity vc. Potom integŕal I =(δ)

∫ b

a

f dg existuje a plat́ı

I = I1 + I2.

(Návod: vyǔzijte věty5.20a5.31.)

5.3 Absolutnı́ integrovatelnost

Nyńı uvedeme dalš́ı poťrebńy pomocńy pojem.

5.35 Definice.Necht’ −∞< c< d <∞ a f, g : [c, d]→R. Potom definujeme

Sf∆ g[c, d ] =
{|Sf∆ g(ρ,η)− Sf∆ g(ρ

′, η ′)| : (ρ,η), (ρ ′,η ′)∈T [c, d ]
}

a

ω (Sf∆ g; [c, d ]) = sup Sf∆ g[c, d ].

Plat́ı následuj́ıćı modifikace Bolzanov́ych-Cauchyov́ych podḿınek.

5.36 Věta. Necht’ f, g : [a, b ]→R. Potom :

(i) Integrál (δ)

∫ b

a

f dg existuje tehdy a jen tehdy, když plat́ı

∀ ε> 0 ∃ δε > 0 :
(
σ ∈D [a, b ] a |σ|<δε

)
=⇒

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) < ε.





(5.20)

(ii) Integrál (σ)

∫ b

a

f dg existuje tehdy a jen tehdy, když plat́ı

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :
(
σ ∈D [a, b ] a σ⊃σε

)
=⇒

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) < ε.





(5.21)
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D ů k a z . a) Uḱažeme,že podḿınka (5.20) je ekvivalentńı s Bolzanovou-
Cauchyovou podḿınkou pro existenci(δ)RS-integŕalu.
α ) P̌redpokĺadejme,že plat́ı (5.3). Necht’ ε̃ > 0 je dáno, ε = ε̃/2 a necht’ δε je
určeno podḿınkou (5.3). Mějme ďeleńı σ intervalu [a, b ] takov́e, že |σ|<δε.
Oznǎcme m = ν(σ) a pro kǎzdé j ∈{1, 2, . . . , m} vyberme znǎceńa ďeleńı

(σj, ξj), (σ̃j, ξ̃
j
)∈T [σj−1, σj ] tak, aby platilo

ω (Sf∆ g, [σj−1, σj ]) < Sf∆ g(σ
j, ξj)− Sf∆ g(σ̃

j, ξ̃
j
) +

ε

m
. (5.22)

Definujme

ρ =
m⋃

j=1

σj, ρ̃ =
m⋃

j=1

σ̃j, η = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) a η̃ = (ξ̃
1
, ξ̃

2
, . . . , ξ̃

m
).

Potom

(ρ,η)∈T [a, b ], (ρ̃, η̃)∈T [a, b ], |ρ|<δε a |ρ̃|<δε.

Tud́ıž podle (5.3) a (5.22) dost́aváme

m∑
j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) <

m∑
j=1

[
Sf∆ g(σ

j, ξj)− Sf∆ g(σ̃
j, ξ̃

j
) +

ε

m

]

= Sf∆ g(ρ,η)− Sf∆ g(ρ̃, η̃) + ε < 2 ε = ε̃.

Protǒze ε̃ > 0 mohlo b́yt libovolné, plyne odtud,̌ze podḿınka (5.20) je splňena.
β ) Pro d̊ukaz obŕaceńe implikace p̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (5.20). Dokážeme,̌ze
potom je splňena podḿınka (5.3’).

Mějmeε> 0. Necht’ δε je uřceno podḿınkou (5.20) a znǎceńa ďeleńı (σ, ξ),

(σ̃, ξ̃) intervalu [a, b ] jsou takov́a, že |σ|<δε a σ̃⊃σ. Oznǎcme m = ν(σ).
Pak pro kǎzdé j ∈{1, 2, . . . ,m} existuje(σj, ξj)∈T [σj−1, σj ] takov́e, že

σ̃ =
m⋃

j=1

σj, ξ̃ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm).
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Dı́ky předpokladu (5.20) a s p̌rihlédnut́ım k (5.35) dostaneme

|Sf∆ g(σ, ξ)− Sf∆ g(σ̃, ξ̃)|

≤
m∑

j=1

∣∣f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]− Sf∆ g(σ
j, ξj)

∣∣

≤
m∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) < ε.

Plat́ı tedy (5.3’).

b) Analogicky by se doḱazala ekvivalence podḿınky (5.21) s Bolzanovou-Cau-
chyovou podḿınkou pro existenci(σ)RS-integŕalu. Podrobńy důkaz je ponech́an
čteńǎri jako cvičeńı. 2

5.37 Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı věty5.36pro (σ)RS-integŕaly.

5.38 Lemma.Necht’ f, g : [a, b ]→R a [c, d ]⊂ [a, b ]. Potom

ω[c,d ](f) |g(d)− g(c)| ≤ ω (Sf∆ g; [c, d ]) ≤ ω[c,d ](f) vardc g. (5.23)

D ů k a z . a) Necht’ σ = ρ = {c, d}, ξ, η ∈ [c, d ] a ξ = (ξ),η = (η). Potom
(σ, ξ), (ρ,η)∈T [c, d ] a |f(ξ)− f(η)| |g(d)− g(c)| ∈Sf∆ g([c, d ]) a tud́ıž

ω[c,d](f) |g(d)− g(c)| ≤ sup Sf∆ g[c, d ] = ω (Sf∆ g; [c, d ]).

b) Na druhou stranu, jestliže (ρ,η), (τ , θ)∈T [c, d ] a polǒźıme-li σ = ρ ∪ τ ,
bude σ ∈D [c, d ] a

∣∣Sf∆ g(ρ,η)− Sf∆ g(τ ,θ)
∣∣ =

∣∣∣
ν(σ)∑
j=1

(
f(η′j)− f(θ′j)

)
[g(σj)− g(σj−1)]

∣∣∣,

kde η′j = ηk když [σj−1, σj]⊂ [ρk−1, ρk] a θ ′j = θk když [σj−1, σj]⊂ [τk−1, τk].
Odtud dost́aváme d́ale

∣∣Sf∆ g(ρ,η)− Sf∆ g(τ ,θ)
∣∣ ≤

ν(σ)∑
j=1

∣∣f(η′j)− f(θ′j)
∣∣ ∣∣g(σj)− g(σj−1)

∣∣

≤ ω[c,d ](f) V (g, σ) ≤ ω[c,d ](f) vardc g,

neboli

ω (Sf∆ g; [c, d ]) = sup Sf∆ g[c, d ] ≤ ω[c,d ](f) vardc g.

Dokázali jsme platnost nerovnostı́ (5.23). 2
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5.39 Pozńamka. Je-li vardc g = ∞, pak je ov̌sem druh́a z nerovnostı́ v (5.23)
trivi álńı.

Následuj́ıćı tvrzeńı poskytuje daľśı nutńe a postǎcuj́ıćı podḿınky pro existenci
obou typ̊u RS-integŕalů.

5.40 Věta. Necht’ f : [a, b ]→R, g ∈BV[a, b ] a v(x) = varxa g pro x∈ [a, b ]. Po-
tom:

(i) Integrál (σ)

∫ b

a

f dg existuje tehdy a jen tehdy, když existuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dv.

(ii) Je-li f ohranǐceńa na [a, b ], pak integŕal (δ)

∫ b

a

f dg existuje tehdy a jen

tehdy, kdy̌z existuje integŕal (δ)

∫ b

a

f dv.

D ů k a z . a) Pro kǎzdý interval [c, d ]⊂ [a, b ] máme vardc v = v(d)−v(c). Tud́ıž
podle lemmatu5.38muśı platit

ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
v(σj)− v(σj−1)

]
=

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ])

pro libovolńe ďeleńı σ ∈D [a, b ]. Podle lemmatu5.38tedy d́ale dost́aváme

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf ∆ g; [σj−1, σj ]) ≤
ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f) varσj
σj−1

g

=

ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
v(σj)− v(σj−1)

]
=

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ]).

Nerovnost

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf ∆ g; [σj−1, σj ]) ≤
ν(σ)∑
j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ])

tedy plat́ı pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [a, b ]. Pomoćı věty5.36nyńı už snadno doḱaže-

me,že z existence integrálu
∫ b

a

f dv plyne existence integrálu
∫ b

a

f dg (a to pro

oba typy RS-integŕalu).
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b) P̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dg. Dokážeme,̌ze pak existuje

také integŕal (σ)

∫ b

a

f dv.

Bud’ dánoε> 0. Podle v̌ety5.36existuje ďeleńı σε ∈D [a, b ] takov́e, že

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) < ε (5.24)

plat́ı pro kǎzdé jeho zjemňeńı σ⊃σε. Zřejmě můžeme t́ež p̌redpokĺadat,že taḱe

0 ≤ varba g − V (g, σ) < ε (5.25)

plat́ı pro kǎzdé ďeleńı σ takov́e, že σ⊃σε. (Zdůvodňete!)
Necht’ σ ∈D [a, b ] a σ⊃σε. Potom podle lemmatu5.38máme

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ]) ≤
ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f) varσj
σj−1

g

a d́ale, podle (5.24), (5.25) a lemmatu5.38

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ]) ≤
ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
g(σj)− g(σj−1)

]

+

ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f)
(
varσj

σj−1
g − [g(σj)− g(σj−1)]

)

< ε + ω[a,b ](f)
(
varba g − V (g, σ)

)
< ε (1 + ω[a,b ](f)).

Podle v̌ety5.36můžeme tedy uzav̌rı́t, že existuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dv.

c) Zbývá doḱazat,̌ze je-li funkcef ohranǐceńa na[a, b ], pak z existence integrálu

(δ)

∫ b

a

f dg plyne,že existuje taḱe integŕal (δ)

∫ b

a

f dv ∈R.

Necht’ je tedyf ohranǐceńa na[a, b ] a necht’ existuje integŕal (δ)

∫ b

a

f dg. Po-

tom podle v̌et 5.6a 5.30existuje(σ)

∫ b

a

f dg a funkcef, g nemaj́ı spolěcný bod
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nespojitosti v(a, b). Dále podle lemmatu2.24také funkcef, v nemaj́ı spolěcný
bod nespojitosti v(a, b). Koněcně, protǒze podlečásti b) tohoto d̊ukazu exis-

tuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dv, existence integrálu (δ)

∫ b

a

f dv plyne z d̊usledku5.32.

(Protǒze

g ∈BV[a, b ], jsou funkceg i v ohranǐceńe na[a, b ].) 2

5.41 Věta. Necht’ f : [a, b ]→R, g ∈BV[a, b ] a existuje integŕal
∫ b

a

f dg. Potom

existuje taḱe integŕal
∫ b

a

|f | dg.

D ů k a z . Podle v̌ety 2.14a lemmatu5.12se m̊užeme omezit na p̌rı́pad,že g
je neklesaj́ıćı na [a, b ]. Potom je vardc g = g(d) − g(c) pro libovolńa c, d∈ [a, b ]
takov́a, že c≤ d. Podle lemmatu5.38tedy pro libovolńe ďeleńı σ ∈D [a, b ] plat́ı

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) =

ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
g(σj)− g(σj−1)

]

a
ν(σ)∑
j=1

ω (S|f |∆ g; [σj−1, σj ]) =

ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](|f |)
[
g(σj)− g(σj−1)

]
.

Na druhou stranu, zřejmě
∣∣|f(x)| − |f(y)|∣∣ ≤ |f(x)− f(y)| pro libovolńa x, y ∈ [a, b ].

Máme tedyω[c,d ](|f |) ≤ ω[c,d ](f) pro libovolńy interval [c, d ]⊂ [a, b ]. Tud́ıž

ν(σ)∑
j=1

ω (S|f |∆ g; [σj−1, σj ]) =

ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](|f |)
[
g(σj)− g(σj−1)

]

≤
ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
g(σj)− g(σj−1)

]
=

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]).

Tvrzeńı věty nyńı už plyne okam̌zitě z v̌ety5.36. 2

P̌rı́mým důsledkem lemmatu5.10a vět 5.40a5.41je následuj́ıćı tvrzeńı.

5.42 Důsledek.Necht’ f : [a, b ]→R, g ∈BV[a, b ] a v(x) = varxa g pro x∈ [a, b ].
Potom:
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(i) Jestlǐze existuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dg, pak existuje taḱe (σ)

∫ b

a

|f | dv a plat́ı

∣∣∣(σ)

∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ (σ)

∫ b

a

|f | dv ≤ ‖f‖ varba g.

(ii) Jestlǐze existuje integŕal (δ)

∫ b

a

f dg a funkcef je ohranǐceńa na [a, b ], pak

existuje taḱe integŕal (δ)

∫ b

a

|f | dv a plat́ı

∣∣∣(δ)
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ (δ)

∫ b

a

|f | dv ≤ ‖f‖ varba g.
2

5.4 Substituce

Všechna tvrzeńı tohoto odstavce platı́ ve stejńem zňeńı pro oba typy RS-integrálu.
Začneme daľśım důsledkem definice5.35.

5.43 Lemma. Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a

f dg a (σ, ξ) je libovolńe znǎceńe

děleńı intervalu [a, b ], pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

f dg − S(σ, ξ)
∣∣∣ ≤

ν(σ)∑
j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]). (5.26)

D ů k a z . Oznǎcme m = ν(σ). Bud’ dáno ε> 0. Neźavisle na tom, o jaḱy typ
RS-integŕalu se jedńa, můžeme zvolit znǎceńe ďeleńı (σ̃, ξ̃)∈T [a, b ] tak, aby
bylo σ̃⊃σ a

∣∣∣
∫ b

a

f dg − S(σ̃, ξ̃)
∣∣∣ < ε.

Protǒze σ̃ je zjemňeńım σ, můžeme ho rozďelit tak, že bude

σ̃ =
m⋃

j=1

σ̃j, kdeσ̃j ∈D [σj−1, σm ] pro j = 1, 2, . . . , m.
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Podobňe ξ̃ = (ξ̃
1
, ξ̃

2
, . . . , ξ̃

j
), kde ξ̃

j
jsou réalné vektory takov́e, že

(σ̃j, ξ̃
j
)∈T [σj−1, σj ] pro j = 1, 2, . . . , m.

Máme tedy

∣∣∣
∫ b

a

f dg − S(σ, ξ)
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ b

a

f dg − S(σ̃, ξ̃)
∣∣∣ +

∣∣∣S(σ̃, ξ̃)− S(σ, ξ)
∣∣∣

< ε +
m∑

j=1

∣∣f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]− S(σ̃j, ξ̃
j
)
∣∣

< ε +
m∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]).

Protǒze ε> 0 bylo libovolné, znameńa to,že plat́ı (5.26). 2

5.44 Důsledek. Jestlǐze integŕal
∫ b

a

f dg existuje a[c, d]⊂ [a, b ], pak pro kǎzd́e

ξ ∈ [c, d] plat́ı

∣∣∣
∫ d

c

f dg − f(ξ) [g(d)− g(c)]
∣∣∣ ≤ ω (Sf∆ g; [c, d ]).

Následuj́ıćı specíalńı forma v̌ety o substituci je taḱe d̊usledkem lemmatu5.43.

5.45 Věta (SUBSTITUCE). Necht’ f, g, h : [a, b ]→R, při čem̌z f je ohranǐceńa

na intervalu[a, b ] a integŕal
∫ b

a

g dh existuje. Potom jeden z integrálů

∫ b

a

f(x) d
[ ∫ x

a

g dh
]

a
∫ b

a

f g dh

existuje (ḿa koněcnou hodnotu) pŕavě tehdy, kdy̌z existuje i ten druh́y. V takov́em
přı́paďe pak plat́ı

∫ b

a

f(x) d
[ ∫ x

a

g dh
]

=

∫ b

a

f g dh. (5.27)
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D ů k a z . Nejprve si v̌simňeme,že z existence integrálu
∫ b

a

g dh plyne,že funkce

w : x∈ [a, b ] → w(x) =

∫ x

a

g dh

je definov́ana na ceĺem intervalu[a, b ] a má koněcné hodnoty pro kǎzdé x∈ [a, b ]
(viz větu5.16). Pro libovolńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] máme

|Sfg∆ h(σ, ξ)− Sf∆ w(σ, ξ)|

=
∣∣∣

ν(σ)∑
j=1

f(ξj) g(ξj) [h(σj)− h(σj−1)]−
ν(σ)∑
j=1

f(ξj) [w(σj)− w(σj−1)]
∣∣∣

≤
ν(σ)∑
j=1

|f(ξj)|
∣∣∣g(ξj) [h(σj)− h(σj−1)]−

∫ σj

σj−1

g dh
∣∣∣

≤ ‖f‖



ν(σ)∑
j=1

∣∣∣g(ξj) [h(σj)− h(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

g dh
∣∣∣

 .

Podle d̊usledku5.44dost́aváme d́ale

∣∣Sfg∆ h(σ, ξ)− Sf∆ w(σ, ξ)
∣∣ ≤ ‖f‖

ν(σ)∑
j=1

ω (Sg∆ h; [σj−1, σj ]).

Odtud podle v̌ety 5.36už plyne relace (5.27). (P̌resv̌eďcte se,̌ze d̊ukaz opravdu
uḿıte dokoňcit.) 2

Polǒźıme-li ve v̌eťe5.45h(t)≡ t, dostaneme ńasleduj́ıćı tvrzeńı.

5.46 Důsledek. Je-li f ohranǐceńa na [a, b ], g : [a, b ]→R je riemannovsky in-

tegrovatelńa na[a, b ] a p(x) =

∫ x

a

g(t) dt, pak jeden z integrálů

∫ b

a

f dp a
∫ b

a

f(x) g(x) dx

existuje pŕavě tehdy, kdy̌z existuje i ten druh́y. V takov́em p̌rı́paďe pak plat́ı
∫ b

a

f dp =

∫ b

a

f(x) g(x) dx.
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5.47 Věta (DRUHÁ O SUBSTITUCI). Předpokĺadejme,̌ze funkceφ : [α, β]→R je
ryze monot́onńı a spojit́a na [α, β] a zobrazuje[α, β] na interval [a, b ]. Potom
pro libovolńe funkcef, g : [a, b ]→R plat́ı:

existuje-li
∫ b

a

f(x) d [g(x)], existuje taḱe
∫ β

α

f(φ(x)) d [g(φ(x))]

a

±
∫ β

α

f(φ(x)) d [g(φ(x))] =

∫ b

a

f(x) d [g(x)], (5.28)

kde ,,+“ plat́ı, je-li φ rostoućı a ,,-“ platı́, je-li φ klesaj́ıćı.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme nap̌rı́klad,žeφ je klesaj́ıćı. Potomb=φ(α) a a=φ(β).
Pro dańe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [α, β] položme

ρν(σ)−j = φ(σj) a ην(σ)−j = φ(ξj) pro j = 1, 2, . . . , ν(σ).

Potom (ρ,η), ρ = {ρ0, ρ1, . . . , ρν(σ)}, η = (η1, η2, . . . , ην(σ)) je znǎceńe ďeleńı
intervalu [a, b ]. Ṕıšemeρ = φ(σ) a η = φ(ξ). Zřejmě, je-li σ⊃σ′, pak je
také φ(σ)⊃φ(σ′). Podobňe, protǒze φ je stejnom̌erňe spojit́a na [α, β], plat́ı
|φ(σ)|→ 0, jakmile |σ|→ 0. Nav́ıc

ν(σ)∑
j=1

f(φ(ξj))
[
g(φ(σj))− g(φ(σj−1)

]
= −

ν(ρ)∑
i=1

f(ηj)
[
g(ρj)− g(ρj−1)

]

plat́ı pro kǎzdé (σ, ξ)∈T [α, β]. Ted’ už zajist́e kǎzdý čteńǎr, kteŕy pozorňe pro-
studoval v̌eťsinu d̊ukaz̊u této kapitoly, samostatně dokoňćı důkaz rovnosti (5.28)
pro oba integŕaly (včetňe p̌rı́padu,že φ je nerostoućı). 2

Dalš́ı variantou v̌ety o substituci je ńasleduj́ıćı věta. Jej́ı důkaz m̊užeme pone-
chatčteńǎri jako cvičeńı.

5.48 Věta. Necht’ funkceφ : [a, b ]→ [φ(a), φ(b)] je rostoućı a spojit́a na [a, b ],
ψ : [φ(a), φ(b)]→ [a, b ] je inverzńı k φ a necht’ f : [a, b ]→R. Pak existuje-li je-
den z integŕalů

(σ)

∫ b

a

f(x) dx, (σ)

∫ φ(b)

φ(a)

f(ψ(x)) d [ψ(x)],

existuje i ten druh́y a plat́ı rovnost
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(σ)

∫ b

a

f(x) dx = (σ)

∫ φ(b)

φ(a)

f(ψ(x)) d [ψ(x)].

5.49 Cvǐceńı. Dokǎzte v̌etu 5.48. Zformulujte a dokǎzte analogicḱe tvrzeńı pro
(δ)RS-integŕaly.

5.5 Integrace per-partes

Následuj́ıćı tvrzeńı je zobecňeńım věty o integraci per-partes pro Riemannův in-
tegŕal. Plat́ı ve stejńem zňeńı pro oba typy RS-integrálu.

5.50 Věta (V ĚTA O INTEGRACI PER-PARTES). Existuje-li jeden z integŕalů

∫ b

a

f dg,

∫ b

a

g df,

existuje i druh́y a plat́ı

∫ b

a

f dg +

∫ b

a

g df = f(b) g(b)− f(a) g(a). (5.29)

D ů k a z . a) Bud’ dáno libovolńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu[a, b ]. Polǒzme
m = ν(σ). P̌reorganizov́ańım člen̊u v soǔctu Sf∆ g(σ, ξ) dostaneme

Sf∆ g(σ, ξ) = f(ξ1) [g(σ1)− g(a)] + f(ξ2) [g(σ2)− g(σ1)]

+ · · · + f(ξm) [g(b)− g(σm−1)]

= −f(a) g(a)− [f(ξ1)− f(a)] g(a)− [f(ξ2)− f(σ1)] g(σ1)

−[f(σ1)− f(ξ1)] g(σ1)− · · · − [f(ξm)− f(σm−1)] g(σm−1)

−[f(σm−1)− f(ξm−1)] g(σm−1)

−[f(b)− f(ξm)] g(b) + f(b) g(b)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)− Sg∆f (σ
′, ξ ′)

neboli

Sf∆ g(σ, ξ) = f(b) g(b)− f(a) g(a)− Sg∆f (σ
′, ξ ′), (5.30)
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kde

σ′ = {a, ξ1, σ1, ξ2, σ2, . . . , σm−1, ξm, b},
ξ ′ = (a, σ1, σ1, σ2, σ2, . . . , σm−1, σm−1, b),

(σ′, ξ ′)∈T [a, b ] a σ′ je zjemňeńım σ. (Stane-li se,̌ze ξj = σj−1, resp.ξj = σj

pro ňejaḱe j, muśıme ov̌sem tyto bodyξj v σ′ a jim odpov́ıdaj́ıćı body v ξ ′

vynechat.)

b) P̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal (σ)

∫ b

a

g df.

Bud’ dánoε> 0. Zvolme ďeleńı σε ∈D [a, b ] tak, aby pro kǎzdé jeho zjemňe-
nı́ σ′ a v̌sechna p̌rı́slušńa znǎceńa ďeleńı (σ′, ξ ′)∈T [a, b ] platilo

∣∣∣Sg∆f (σ
′, ξ ′)−(σ)

∫ b

a

g df
∣∣∣ < ε.

Podle (5.30) pro kǎzdé σ⊃σε a p̌rı́slušńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) plat́ı

Sf∆ g(σ, ξ)− f(b) g(b) + f(a) g(a) + (σ)

∫ b

a

g df

= (σ)

∫ b

a

g df − Sg∆f (σ
′, ξ ′),

kde σ′⊃σ⊃σε, a tud́ıž

∣∣∣Sf∆ g(σ, ξ)− f(b) g(b) + f(a) g(a) + (σ)

∫ b

a

g df
∣∣∣

=
∣∣∣(σ)

∫ b

a

g df − Sg∆f (σ
′, ξ ′)

∣∣∣ < ε.

Odtud plyne existence integrálu (σ)

∫ b

a

f dg a relace (5.29). To, že z existence

integŕalu (σ)

∫ b

a

f dg plyne existence integrálu (σ)

∫ b

a

g df a plat́ı rovnost (5.29),

by se dokazovalo analogicky.

c) Tvrzeńı věty pro (δ)RS-integŕaly plyne ze vztahu (5.30) podobňe jako v druh́e
části d̊ukazu pro(σ)RS-integŕaly a detailńı důkaz m̊užeme nechaťcteńǎri jako
cvičeńı. 2

5.51 Cvǐceńı. Dokǎzte v̌etu5.50pro (δ)RS-integŕaly.
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5.6 Stejnoměrná konvergence a existence integrálu

Až na v̌etu5.55a cvǐceńı 5.56všechna tvrzeńı tohoto odstavce platı́ ve stejńem
zněńı pro oba typy RS-integrálu.

5.52 Věta. Necht’ g ∈BV[a, b ], f : [a, b ]→R je ohranǐceńa a necht’ posloupnost

funkćı fn : [a, b ]→R, n∈N, je takov́a, že integŕal
∫ b

a

fn dg existuje pro kǎzd́e

n∈N a

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0. (5.31)

Potom existuje taḱe integŕal
∫ b

a

f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg =

∫ b

a

f dg. (5.32)

D ů k a z . a) Jestliže je varba g = 0, pak podle lemmatu2.13muśı být g konstantńı
na [a, b ] a tvrzeńı věty je evidentńı. P̌redpokĺadejme tedy,̌ze varba g > 0.

Necht’ je dáno ε> 0. Vzhledem k p̌redpokladu (5.31) můžeme zvolitnε ∈N
tak, aby platilo

n≥nε =⇒
(
‖fn − f‖<

ε

varba g

)
a

(
‖fn‖< ‖f‖+ 1

)
. (5.33)

Dále za nǎsich p̌redpoklad̊u je podle lemmatu5.10(i)

∣∣
∫ b

a

fn dg
∣∣ ≤ ‖fn‖ varba g ≤ (‖f‖+ 1) varba g

pro n≥nε. Můžeme tedy vybrat rostoucı́ posloupnost{nk}⊂N a I ∈R tak, aby
platilo

lim
k→∞

∫ b

a

fnk
dg = I.

Specíalně existujekε ∈N takov́e, že

nkε ≥nε a
∣∣∣
∫ b

a

fnk
dg − I

∣∣∣ < ε. (5.34)
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Dále necht’ σε je takov́e ďeleńı intervalu [a, b ], že

(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a σ⊃σε

)
=⇒

∣∣∣Sfnkε
∆ g(σ, ξ)−

∫ b

a

fnkε
dg

∣∣∣ < ε. (5.35)

Protǒze je nkε ≥nε (viz (5.34)), plyne z (5.33), že pro kǎzdé znǎceńe ďeleńı
(σ, ξ), kde σ je zjemňeńım σε, plat́ı

∣∣Sf∆ g(σ, ξ)− Sfnkε
∆ g(σ, ξ)

∣∣ ≤ ‖f − fnkε
‖ varba g < ε.

Vzhledem k (5.34)–(5.35) tedy dost́aváme
∣∣Sf∆ g(σ, ξ)− I

∣∣ ≤
∣∣Sf∆ g(σ, ξ)− Sfnkε

∆ g(σ, ξ)
∣∣

+
∣∣∣Sfnkε

∆ g(σ, ξ)−
∫ b

a

fnkε
dg

∣∣∣ +
∣∣∣
∫ b

a

fnkε
dg − I

∣∣∣ < 3 ε

pro kǎzdé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ), kde σ⊃σε. Odtud okam̌zitě plyne,že plat́ı

∫ b

a

f dg = I.

Koněcně, protǒze podle lemmat5.10a5.12máme

∣∣
∫ b

a

fn dg−
∫ b

a

f dg
∣∣ ≤ ‖fn − f‖ (varba g),

rovnost (5.32) nyńı plyne z p̌redpokladu (5.31). Důkaz byl proveden pro(σ)RS-
integŕal.

b) Důkaz pro(δ)RS-integŕaly je analogicḱy a ponech́aváme ho jako cvǐceńı. 2

5.53 Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı věty5.52pro (δ)RS-integŕaly.

5.54 Věta. Necht’ f ∈C[a, b ] a g ∈BV[a, b ]. Potom existujı́ oba integŕaly

∫ b

a

f dg a
∫ b

a

g df.

D ů k a z . Vzhledem ke v̌et́am 2.14, 5.6 a 5.50 a lemmatu5.12 stǎćı dokázat

existenci integŕalu (δ)

∫ b

a

f dg pro p̌rı́pad,že g je neklesaj́ıćı na [a, b ].
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Necht’ je tedyf spojit́a na[a, b ], g neklesaj́ıćı na [a, b ] a ε> 0 je dáno.

Je-li g(b) = g(a), pak g je nutňe konstantńı na [a, b ], a tud́ıž (δ)

∫ b

a

f dg = 0. Bez

újmy na obecnosti m̊užeme tedy p̌redpokĺadat,že g(b) − g(a) > 0. Dále vyǔzi-
jeme toho,̌ze kǎzdá funkce spojit́a na kompaktńım intervalu je na tomto intervalu
také stejnom̌erňe spojit́a. Existuje tedyδε > 0 takov́e, že

|f(x)− f(y)|< ε

g(b)− g(a)

pro v̌sechnax, y ∈ [a, b ] takov́a, že|x− y|<δε.



 (5.36)

Mějme dv̌e znǎceńa ďeleńı (σ, ξ), (σ′, ξ ′) intervalu [a, b ] takov́a, že |σ| < δε a
σ′⊃σ. Ukážeme,̌ze plat́ı |S(σ, ξ)− S(σ′, ξ ′)| < ε. Podle v̌ety5.14to už bude

znamenat,̌ze existuje(δ)
∫ b

a

f dg. (Viz také cvǐceńı 5.15(ii).)

Necht’ ν(σ) = m. Oznǎcme prvky ďeleńı σ′ a slǒzky vektoruξ ′ tak, že bude

σ′ =
{
σ0, σ

1
1, . . ., σ

1
n1−1, σ1, σ

2
1, . . . , σm−1, σ

m
1 , . . . , σm

nm−1, σm

}
,

ξ ′ =
(
ξ1
1 , . . . , ξ1

n1
, ξ2

1 , . . . , ξm
1 , . . . , ξm

nm

)
.

Potom

S(σ, ξ) =
m∑

j=1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)] =
m∑

j=1

f(ξj)

nj∑
i=1

[g(σj
i )− g(σj

i−1)]

a

|S(σ, ξ)− S(σ′, ξ ′)| ≤
m∑

j=1

nj∑
i=1

|f(ξj)− f(ξj
i )| [g(σj

i )− g(σj
i−1)],

kde klademeσj
0 = σj−1 a σj

nj
= σj pro j = 1, 2, . . . , m. Protǒze

|ξj − ξj
i |< |σ|<δε pro v̌sechnaj ∈{1, 2, . . ., m} a i∈{1, 2, . . ., nj},

odvod́ıme pomoćı nerovnosti (5.36) vztah

|S(σ, ξ)− S(σ′, ξ ′)| < ε

g(b)− g(a)

m∑
j=1

nj∑
i=1

[g(σj
i )− g(σj

i−1)]

=
ε

g(b)− g(a)
[g(b)− g(a)] = ε.

2
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5.55 Věta. (i) Jestlǐze f ∈BV[a, b ] je zleva spojit́a na intervalu (a, b ], pak
pro kǎzdou funkcig ∈G[a, b ] zprava spojitou na intervalu[a, b) existuj́ı
oba integŕaly

(σ)

∫ b

a

f dg a (σ)

∫ b

a

g df.

(ii) Jestlǐze f ∈BV[a, b ] je zprava spojit́a na intervalu[a, b), pak pro kǎzdou
funkci g ∈G[a, b ] zleva spojitou na intervalu(a, b ] existuj́ı oba integŕaly

(σ)

∫ b

a

f dg a (σ)

∫ b

a

g df.

D ů k a z . D́ıky věťe o integraci per-partes (věta5.50) stǎćı v obou p̌rı́padech

dokázat existenci integrálu (σ)

∫ b

a

g df.

Necht’ g ∈G[a, b ] je zprava spojit́a na intervalu[a, b), tj. g ∈ G̃ R[a, b ] (viz

(4.8)). Podle lemmat4.18a4.19máme

G̃R[a, b ] = G̃R[a, b ]∩ S[a, b ] = Lin
(
χ[τ,b ], τ ∈ [a, b ]

)
.

Podle lemmatu5.12 a věty5.52tedy stǎćı dokázat,že integŕal (σ)

∫ b

a

g df exis-

tuje jestlǐze g≡χ[τ,b ] pro ňejaḱe τ ∈ [a, b ].

Je-li g = χ[a,b ], neboli τ = a a g = 1 na [a, b ], pak (σ)

∫ b

a

g df = f(b)− f(a)

(viz cvičeńı 5.5(ii)). Předpokĺadejme tedy,̌ze τ ∈ (a, b ] a g = χ[τ,b ]. Dokážeme,
že je

(σ)

∫ b

a

g df = f(b)− f(τ). (5.37)

Podle pozńamky5.7se m̊užeme omezit na značeńa ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ],
kteŕa obsahujı́ bod τ. Pro kǎzdé takov́e znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) oznǎcme symbo-
lem k(σ) ten indexk ∈{1, 2, . . . , ν(σ)}, pro kteŕy plat́ı τ = σk. (Takov́y index
existuje v̌zdy pŕavě jeden.) Potom pro všechna tato ďeleńı dost́aváme

S(σ, ξ) =

{
f(b)− f(τ) je-li ξk(σ) <τ,

f(b)− f(σk(σ)−1) je-li ξk(σ) = τ
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a tud́ıž

∣∣S(σ, ξ)−(
f(b)− f(τ)

)∣∣ =

{
0 je-li ξk(σ) <τ,

|f(τ)− f(σk(σ)−1)| je-li ξk(σ) = τ.
(5.38)

Dı́ky spojitosti funkcef v boďe τ zleva m̊užeme zvolit ďeleńı σε ∈D [a, b ] ob-
sahuj́ıćı bod τ a takov́e, že plat́ı

|f(τ)− f(σk(σ)−1)| < ε

pro libovolńe jeho zjemňeńı σ. Vzhledem k (5.38) to znameńa,že pak bude platit
∣∣S(σ, ξ)−(

f(b)− f(τ)
)∣∣ < ε pro v̌sechna(σ, ξ)∈T [a, b ] takov́a, žeσ⊃σε.

Odtud plyne,̌ze plat́ı (5.37). Dokázali jsme tedy tvrzenı́ (i).

Druhé tvrzeńı by se dokazovalo podobně. 2

5.56 Cvǐceńı. (i) Pro oba typy RS-integrálu dokǎzte:

Jestlǐze f : [a, b ]→R má koněcnou variaci na[a, b ] a je spojit́a na [a, b ],

pak integŕal
∫ b

a

f dg existuje pro kǎzdou funkcig regulovanou na[a, b ].

(ii) Proved’ te podrobńy důkaz tvrzeńı (ii) v ěty5.55.

5.57 Pozńamka. P̌ripoměnme jěsťe bez d̊ukazu jeden ze zńamých zaj́ımav́ych
existeňcńıch výsledk̊u. Doḱazal ho v roce 1936 jeden z klasiků teorie integrace
L. C. Young (viz [64]).

Jestlǐze funkcef : [a, b ]→R a g : [a, b ]→R splňuj́ı podḿınky

|f(x)−f(y)| ≤ K |x−y|α a |g(x)−g(y)| ≤ L |x−y|β pro x, y ∈ [a, b ],

kdeK,L∈ [0,∞), α, β ∈ (0,∞), α + β > 1, pak existuje integŕal (δ)

∫ b

a

f dg.

5.7 Bodová konvergence

Důkaz v̌ety o konvergenci posloupnosti integrálů
∫ b

a

fn dg, ve kteŕe by nebyla

nutńa stejnom̌erńa konvergencefn ⇒ f, nám usnadńı zavedeńı Darbouxov́ych
horńıch a dolńıch integŕalů.
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5.58 Definice.Necht’ g : [a, b ]→R je neklesaj́ıćı na [a, b ]. Pro libovolńe ďeleńı
σ intervalu [a, b ] a funkci f : [a, b ]→R položme

Sf∆ g(σ) =

ν(σ)∑
j=1

(
sup

x∈ [σj−1,σj ]

f(x)
)
[g(σj)− g(σj−1)]

a

S f∆ g(σ) =

ν(σ)∑
j=1

(
inf

x∈ [σj−1,σj ]
f(x)

)
[g(σj)− g(σj−1)]

a definujme

∫ b

a

f dg = inf
{

Sf∆ g(σ) : σ ∈D [a, b ]
}

a ∫ b

a

f dg = sup
{

S f∆ g(σ) : σ ∈D [a, b ]
}

.

Veličiny
∫ b

a

f dg resp.
∫ b

a

f dg naźyváme horńı, resp. dolńı integrál f vzhledem

ke g.

5.59 Lemma.Necht’ g : [a, b ]→R je neklesaj́ıćı na [a, b ] a f : [a, b ]→R. Potom
plat́ı

∫ b

a

f dg =

∫ b

a

f dg = I ∈R (5.39)

právě tehdy, kdy̌z (σ)

∫ b

a

f dg = I.

D ů k a z . a) P̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (5.39). Protǒze g je neklesaj́ıćı, plyne
přı́mo z definice5.58, že

S f∆ g(σ)≤Sf∆ g(σ, ξ) ≤ Sf∆ g(σ) proσ ∈D [a, b ] aξ∈ τ(σ),

a

σ̃ ⊃ σ =⇒
(
S f∆ g(σ̃) ≥ S f∆ g(σ) a Sf∆ g(σ̃) ≤ Sf∆ g(σ)

)
.
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Pomoćı těchto źakladńıch fakt̊u neńı obt́ıžné ov̌ěrit (proved’ te !), že pro kǎzdé
k ∈N existuje ďeleńı σk ∈D [a, b ] takov́e, že nerovnosti

I − 1

k
< S f∆ g(σ

k) ≤ Sf∆ g(σ
k, ξk) ≤ Sf∆ g(σ

k) < I +
1

k

plat́ı pro kǎzdé ξk ∈ τ(σk). Pro dańe ε> 0 zvolmekε >
1

ε
a polǒzmeσε = σkε .

Potom bude pro kǎzdé σ⊃σε a ξ∈ τ(σ) platit

I − ε < S(σkε) ≤ S(σ) ≤ S(σ, ξ) ≤ S(σ) ≤ S(σkε) < I + ε.

Odtud plyne rovnost(σ)

∫ b

a

f dg = I.

b) P̌redpokĺadejme nyńı, že existuje(σ)

∫ b

a

f dg. Bud’ dánoε> 0. Podle v̌ety5.14

existuje ďeleńı σ takov́e, že nerovnost
∣∣Sf∆ g(σ, ξ)− Sf∆ g(σ, η)

∣∣ <
ε

2
neboli

∣∣∣
ν(σ)∑
j=1

(
f(ξj)− f(ηj)

) [
g(σj)− g(σj−1)

]∣∣∣ <
ε

2

plat́ı pro jaḱakoliv ξ,η ∈ τ(σ). P̌rechodem k suprem̊um a infim̊um na kǎzdém
intervalu [σj−1, σj] źıskáme nerovnost

0 ≤ Sf∆ g(σ)− S f∆ g(σ)

=

ν(σ)∑
j=1

(
sup

x∈ [σj−1,σj ]

f(x)− inf
x∈ [σj−1,σj ]

f(x)
) [

g(σj)− g(σj−1)
] ≤ ε

2
< ε.

Odtud dost́aváme
∫ b

a

f dg ≤ Sf∆ g(σ) <S f∆ g(σ) + ε≤
∫ b

a

f dg + ε a koněcně

také 0≤
∫ b

a

f dg −
∫ b

a

f dg < ε. Protǒze ε> 0 bylo libovolné, znameńa to, že je

∫ b

a

f dg =

∫ b

a

f dg. Podle prvńı části d̊ukazu tedy platı́ (5.39). 2

5.60 Pozńamka. Jestlǐze
∫ b

a

f dg=

∫ b

a

f dg = I ∈R, bývá jejich spolěcná hodnota

I naźyvánaDarboux̊uv-Stieltjes̊uv integŕal. Lemma5.59řı́ká, že tento integŕal je
ekvivalentńı se (σ)RS-integŕalem.
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Nyńı dokážeme dv̌e hlavńı věty tohoto odstavce: Osgoodovu větu o domino-
vańe konvergenci a Hellyovu v̌etu o konvergenci. Ob̌e tyto v̌ety plat́ı ve stejńem
zněńı pro oba typy RS-integrálů.

5.61 Věta (OSGOODOVA KONVERGEŇCNÍ V ĚTA). Předpokĺadejme,že funkce
f : [a, b ]→R a posloupnost{fn} funkćı definovańych na[a, b ] splňuj́ı

lim
n→∞

fn(x) = f(x) a |fn(x)| ≤M <∞ pro x∈ [a, b ] a n∈N. (5.40)

Dále necht’ funkceg ∈BV[a, b ] je takov́a, že integŕaly
∫ b

a

f dg a
∫ b

a

fn dg exis-

tujı́ pro libovolńe n∈N. Potom

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg =

∫ b

a

f dg. (5.41)

D ů k a z . a) Podle d̊usledku5.42integŕal
∫ b

a

|fn(x) − f(x)| d [varxa g] existuje

pro kǎzdé n∈N a plat́ı nerovnost

∣∣∣
∫ b

a

fn(x) d[ g(x) ]−
∫ b

a

f(x) d[ g(x) ]
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|fn(x)− f(x)| d [varxa g]. (5.42)

Stǎćı tedy doḱazat,že tvrzeńı věty plat́ı, jestliže funkcefn jsou neźaporńe, f = 0
a g je neklesaj́ıćı. K tomu poťrebujeme ńasleduj́ıćı tvrzeńı známé z teorie mnǒzin
jako Arzel̀aovo lemma. Jeho důkaz lze naĺezti nap̌r. v [11, lemma II.15.8].

Lemma. (ARZELÀ). Necht’
{ {Jk,j} : k ∈N, j ∈Uk

}
je posloupnost konečných

mnǒzin podinterval̊u [a, b ] takov́ych,že pro kǎzd́e k ∈N jsou intervaly z mnǒziny
{Jk,j : j ∈Uk} navźajem disjunktńı a

∑
j ∈Uk

|Jk,j| > C > 0 pro kǎzd́e k ∈N.

Potom existujı́ posloupnosti index̊u {k`} a {j`} takov́e, že j` ∈Uk`
pro kǎzd́e

`∈N a
⋂

`∈N
Jk`,j`

6= ∅.

b) P̌redpokĺadejme tedy,̌zeg je neklesaj́ıćı na [a, b ] a {fn} je posloupnost funkćı
definovańych na[a, b ] a takov́ych, že

lim
n→∞

fn(x) = 0 a 0≤ fn(x)≤M <∞ pro x∈ [a, b ] a n∈N.
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Dokážeme,̌ze muśı platit

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg = 0. (5.43)

Důkaz provedeme sporem. Necht’ tedy neplat́ı (5.43). Potom, vzhledem k lemmatu
5.59, existuj́ı ε> 0 a rostoućı posloupnost{nk} takov́e, že

∫ b

a

fnk
dg > ε pro v̌sechnak ∈N.

Vzhledem k definici5.58to znameńa, že pro kǎzdé k ∈N existujeσk ∈D [a, b ]
takov́e, že S k(σ

k) >ε, kde znǎćıme S k(σ
k) = S fnk

∆ g(σ
k). Polǒzme jěsťe

mk = ν(σk) a ϕk,j = inf
x∈ [σk

j−1,σk
j ]

fnk
(x) pro k ∈N a j ∈{1, 2, . . . ,mk}. Pro

dańe η > 0 oznǎcme Uk mnǒzinu index̊u j takov́ych, že ϕk,j >η,
zat́ımco Vk = {1, 2, . . . , mk} \Uk. Zřejmě

M
∑

j ∈Uk

[g(σk
j )− g(σk

j−1)] +η
∑
j ∈Vk

[g(σk
j )− g(σk

j−1)] > ε

neboli

M
∑

j ∈Uk

[g(σk
j )− g(σk

j−1)] > ε− η [g(b)− g(a)].

Pro η =
ε

2 [g(b)− g(a)]
dostaneme

∑
j ∈Uk

[g(σk
j ) − g(σk

j−1)] >
ε

2 M
> 0 neboli

∑
j ∈Uk

∣∣Jk,j

∣∣>
ε

2 M
> 0, kde Jk,j = [g(σk

j−1), g(σk
j ) ] pro j ∈Uk. Podle Arzel̀aova

lemmatu tedy existujı́ bod y0 a posloupnosti{k`} a {j`} takov́e, že j` ∈Uk`

pro kǎzdé `∈N a y0 ∈
⋂

`∈N
Jk`,j`

. To znameńa, že y0 ∈ [g(σk`
j`−1), g(σk`

j `
) ] pro

každé `∈N. Protǒzeg je neklesaj́ıćı na [a, b ], existuje pŕavě jeden bodx0∈ [a, b ]
takov́y, že

y0 ∈ [g(x0−), g(x0+) ], x0 ∈ [σk`
j`−1, σ

k`
j`

] a j` ∈Uk`
pro kǎzdé `∈N.

Podle definice mnǒzin Uk to znameńa, že fnk`
(x0) >η pro kǎzdé `∈N. To ale

neńı možné vzhledem k p̌redpokladu lim
n→∞

fn(x) = 0. Plat́ı tedy (5.43).
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c) Podlečásti b) tohoto d̊ukazu a lemmatu5.59máme

lim
n→∞

∫ b

a

|fn(x)− f(x)| d [varxa g ] = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) d [varxa g ]

= lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) d[ g(x) ] = 0,

a tud́ıž ze vztahu (5.42) bezprosťredňe vyplývá, že plat́ı také

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg =

∫ b

a

f dg.

Tı́m je důkaz dokoňcen. 2

Dalš́ı věta o konvergenci posloupnosti integrálů
{∫ b

a

f dgn

}
je dopľnkem

k věťe Osgoodov̌e. Z jej́ıho d̊ukazu bude žrejmé, že plat́ı pro oba integŕaly.

5.62 Věta (HELLYOVA V ĚTA O KONVERGENCI). Necht’ funkceg : [a, b ]→R a
posloupnost{gn}⊂BV[a, b ] jsou takov́e, že

lim
n→∞

gn(x) = g(x) pro x∈ [a, b ] a varba gn ≤ γ < ∞.

Potom varba g≤ γ a lim
n→∞

∫ b

a

f dgn =

∫ b

a

f dg plat́ı pro kǎzdou funkcif spojitou

na [a, b ].

D ů k a z . Necht’ f je spojit́a na [a, b ]. Podle v̌ety 2.44je varba g≤ γ a podle

věty5.54existuj́ı všechny integŕaly
∫ b

a

f dgn, n∈N, a
∫ b

a

f dg . Bud’ dánoε> 0.

Ze spojitosti funkcef na [a, b ] plyne,že existujeσ = {σ0, σ1, . . . , σm}∈D [a, b ]
takov́e, že pro kǎzdé j ∈ {1, 2, . . . , m} plat́ı

|f(x)− f(y)| < ε

3 γ
pro v̌sechnyx, y ∈ [σj−1, σj ]. (5.44)

Pro kǎzdé n∈N máme
m∑

j=1

( ∫ σj

σj−1

f(x) d [ gn(x) ]− f(σj)

∫ σj

σj−1

d [ gn(x) ]
)

=
m∑

j=1

∫ σj

σj−1

(
f(x)− f(σj)

)
d [ gn(x) ],

tj.
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∫ b

a

f(x) d [ gn(x) ]− Sf ∆gn(σ, ξ)

=
m∑

j=1

∫ σj

σj−1

(
f(x)− f(σj)

)
d [ gn(x) ],

kde ξ = (σ1, σ2, . . . , σm). Pomoćı (5.44) a lemmatu5.10tedy dost́aváme

∣∣∣
∫ b

a

f(x) dgn(x)− Sf ∆gn(σ, ξ)
∣∣∣ ≤ ε

3 γ

m∑
j=1

varσj
σj−1

g ≤ ε

3 γ
γ =

ε

3
.

Podobňe odvod́ıme i analogickou nerovnost s funkcı́ g na ḿısťe gn, tj.

∣∣∣
∫ b

a

f(x) d[ g(x) ]− Sf ∆g(σ, ξ)
∣∣∣ <

ε

3
.

Protǒze gn(x)→ g(x) pro kǎzdé x∈ [a, b ], snadno ov̌ěrı́me taḱe rovnost

lim
n→∞

∣∣Sf ∆gn(σ, ξ)− Sf ∆g(σ, ξ)
∣∣ = 0.

Existuje tedyn0 ∈N takov́e, že

∣∣Sf ∆gn(σ, ξ)− Sf ∆g(σ, ξ)
∣∣ <

ε

3
pron≥n0.

Pomoćı posledńıch ťrı́ nerovnost́ı koněcně dostaneme pron≥n0

∣∣∣
∫ b

a

f dgn −
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∫ b

a

f dgn − Sf ∆gn(σ, ξ)
∣∣∣

+
∣∣Sf ∆gn(σ, ξ)− Sf ∆g(σ, ξ)

∣∣ +
∣∣∣Sf ∆g(σ, ξ)−

∫ b

a

f dg
∣∣∣ < ε.

Plat́ı tedy lim
n→∞

∫ b

a

f dgn =

∫ b

a

f dg. 2

5.8 Dalš́ı věty o existenci integŕalu

Nejprve pomoćı vět 5.36a 5.40a lemmatu5.38up̌resńıme pohled na roli ohra-
ničeńych funkćı v teorii Stieltjesova integŕalu, kteŕy nám poskytla v̌eta5.23. Ná-
sleduj́ıćı tvrzeńı plat́ı pro oba typy RS-integrálů.
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5.63 Věta. Necht’ f : [a, b ]→R, g ∈BV[a, b ] a necht’ existuje
∫ b

a

f dg. Potom

je bud’ to funkcef ohranǐceńa na intervalu[a, b ], nebo existuje konečný syst́em
bod̊u αi, βi ∈ [a, b ], i = 1, 2, . . . , k, takov́ych,že plat́ı

(i) a ≤ α1 < β1 ≤ α2 < β2 ≤ · · · ≤ αk < βk ≤ b,

(ii) funkceg je na kǎzd́em intervalu[αi, βi], i = 1, 2, . . . , k, konstantńı,

(iii) funkcef je ohranǐceńa na mnǒzině [a, b ] \
k⋃

i=1

[αi, βi].

D ů k a z . a) P̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal (σ)

∫ b

a

f dg aže funkcef neńı

ohranǐceńa na[a, b ]. Potom podle v̌ety5.40existuje taḱe integŕal (σ)

∫ b

a

f dv, kde

v(x) = varxag pro x∈ [a, b ]. Podle v̌ety 5.36a lemmatu5.38tedy existuje ďeleńı
σ ∈D [a, b ] takov́e, že

ν(σ)∑
j=1

ω[σj−1,σj ](f) [v(σj)− v(σj−1)] =

ν(σ)∑
j=1

ω(Sf∆ v; [σj−1, σj]) < 1.

Specíalně pro kǎzdé j = 1, 2, . . . , ν(σ) muśı platit

ω[σj−1,σj ](f) [v(σj)− v(σj−1)] < 1. (5.45)

Neńı-li f ohranǐceńa na intervalu[σj−1, σj], pak je ov̌sem

ω[σj−1,σj ](f) = sup
x′,x′′ ∈ [σj−1,σj ]

|f(x′)− f(x′′)| = ∞

a (5.45) může platit jenom tehdy, kdy̌z bude0 = v(σj) − v(σj−1) = varσj
σj−1

g.
Podle lemmatu2.13 to znameńa, že funkceg muśı být konstantńı na intervalu
[σj−1, σj]. Nyńı, necht’ J je mnǒzina v̌sech interval̊u [σj−1, σj], na kteŕych je
funkce f neohranǐceńa (a tedy funkceg konstantńı), a necht’ k je pǒcet prvk̊u
této mnǒziny. Důkaz dokoňćıme, oznǎćıme-li krajńı body interval̊u z J symboly
αi, βi, i = 1, 2, . . . , k, tak, aby byly uspǒrád́any jako v podḿınce (i) a soǔcasňe
platilo J =

{
[αi, βi] : i = 1, 2, . . . , k}.

b) Jestlǐze existuje(δ)
∫ b

a

f dg, pak podle v̌ety 5.6existuje taḱe (σ)

∫ b

a

f dg a tvr-

zeńı věty plyne z prvńı části d̊ukazu. 2
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5.64 Pozńamka. Protǒze hodnota integrálu
∫ b

a

f dg se nezm̌eńı, jestliže libo-

volně pozm̌eńıme hodnotu funkcef na intervalech, na kterých je g konstantńı,

vidı́me z v̌ety 5.63, že jestlǐze integŕal
∫ b

a

f dg existuje, pak v̌zdy můžeme naj́ıt

funkci f̃ ohranǐcenou na[a, b ] a takovou,̌ze
∫ b

a

f dg =

∫ b

a

f̃ dg.

5.65 Věta. Jestlǐze integŕal
∫ b

a

f dg existuje pro kǎzdou funkcif spojitou na

[a, b ], pak g má koněcnou variaci na[a, b ].

Důkaz se oṕırá o ńasleduj́ıćı dvě pomocńa tvrzeńı.

Tvrzenı́ 1. Je-li an≥ 0 pro v̌sechnan∈N a
∞∑

n=1

an =∞, pak existuje po-

sloupnost{cn} takov́a, že plat́ı

cn > 0 pro všechnan∈N, lim
n→∞

cn = 0 a
∞∑

n=1

cn an = ∞. (5.46)

D ů k a z . Posloupnost{sn}=
{ n∑

k=1

ak

}
je neklesaj́ıćı a plat́ı

lim
n→∞

sn = ∞. (5.47)

Specíalně pro dostatěcně velḱa n (n≥n0) budesn > 0. Můžeme tud́ıž definovat

cn =





1 pro n < n0,
1

sn

pro n≥n0.

Zřejmě je cn > 0 pro kǎzdé n∈N a limn→∞ cn = 0. Na druhou stranu, pro
libovolná m,n∈N, m > n≥n0 máme

m∑

k=n

ck ak =
m∑

k=n

ak

sk

≥ 1

sm

m∑

k=n

ak = 1− sn−1

sm

.

Vzhledem k (5.47) pro kǎzdé n∈N existujemn > n takov́e, že je
sn−1

smn

<
1

2
, tj.

mn∑

k=n

ck ak >
1

2
.
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To ov̌sem znameńa, že muśı platit (5.46). 2

Tvrzenı́ 2. Necht’ g : [a, b ]→R, x0 ∈ (a, b ] a

varx0
x g = ∞ pro kǎzd́e x∈ [a, x0). (5.48)

Potom existuje rostoucı́ posloupnost{xk} bod̊u v [a, x0) takov́a, že

lim
k→∞

xk = x0 a
∞∑

k=1

|g(xk+1)− g(xk)| = ∞. (5.49)

D ů k a z . α) Nejprve doḱažeme,̌ze plat́ı

sup{varxyg : x∈ (y, x0)} = ∞ pro kǎzdé y ∈ [a, x0). (5.50)

P̌redpokĺadejme opak. Necht’ tedy existuj́ı M ∈ [0,∞) a y ∈ [a, x0) takov́e, že

sup{varxyg : x∈ (y, x0)} ≤ M. (5.51)

Polǒzme M̃ = M + |g(x0) − g(y)|. Potom, vzhledem k (5.48), existuje ďeleńı
y = y0 <y1 < · · · <ym = x0 intervalu [y, x0] takov́e, že

m∑
j=1

|g(yj)− g(yj−1)| > 3 M̃.

Protǒze je

|g(x0)− g(ym−1)| ≤ |g(x0)− g(y)|+ |g(y)− g(ym−1)| ≤ M̃,

máme

m−1∑
j=1

|g(yj)− g(yj−1)| > 2 M̃,

a tedy varym−1
y g > 2 M̃, což je ve sporu s (5.51). Plat́ı tedy (5.50).

β) Zkonstruujeme hledanou posloupnost. Položmeu1 = a a zvolmeu2 ∈ (a, x0)
tak, aby platilou2 >x0− 1 a varu2

u1
g > 1. Máme-li bodyu1, u2, . . . , u` ∈ [a, x0)

takov́e, že plat́ı u` ∈ (u`−1, x0)∩ (x0− 1

`−1
, x0) a varu`

u`−1
g > 1, pak najdeme
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u`+1 tak, aby platilou`+1 ∈ (u`, x0)∩ (x0 − 1

`
, x0) a varu`+1

u`
g > 1. Posloupnost

{u`} je žrejmě rostoućı a

lim
`→∞

u` = x0. (5.52)

Podle definice variace, pro každé `∈N existuje ďeleńı σ` = {σ`
0, σ

`
1, . . . , σ

`
m`
}

intervalu [u`, u`+1] takov́e, že plat́ı

m∑̀
j=1

|g(σ`
j)− g(σ`

j−1)| > 1.

Potom
∞∑

`=1

( m∑̀
j=1

|g(σ`
j)− g(σ`

j−1)|
)
≥

∞∑

`=1

1 = ∞. (5.53)

P̌reč́ıslujme nyńı prvky mnǒzin σ`, `∈N, do posloupnosti{xk} tak, aby platilo

xk+1 = σ`
j+1 je-li xk = σ`

j a j < m`−1

a

xk+1 = σ`+1
0 je-li xk = σ`

m`−1.

Vzhledem k (5.52) a (5.53) má posloupnost{xk} požadovańe vlastnosti. 2

D ů k a z věty 5.65. Vzhledem k v̌eťe5.6se m̊užeme omezit na(σ)RS-integŕal.
P̌redpokĺadejme,že varba g =∞. Dı́ky Heinov̌e-Borelov̌e věťe o koněcném

pokryt́ı (viz větu 4.6) a věťe 2.11 vı́me, že funkceg : [a, b ]→R má koněcnou
variaci na[a, b ] právě tehdy, kdy̌z plat́ı

∀ x∈ (a, b ] ∃ δ1 ∈ (0, x− a) : varxx−δ1
g < ∞

a
∀ x∈ [a, b) ∃ δ2 ∈ (0, b− x) : varx + δ2

x g < ∞.



 (5.54)

P̌redpoklad,̌ze varba g =∞ znameńa,že existujex0 ∈ [a, b ] takov́e,že prox = x0

neńı splňena jedna z podḿınek (5.54). Necht’ tedy nap̌rı́klad x0 ∈ (a, b ] je ta-
kové,že plat́ı (5.48). Podle tvrzeńı 2 tedy existuje rostoucı́ posloupnost{xk} bod̊u
v (a, x0) takov́a, že

lim
k→∞

xk = x0 a
∞∑

k=1

|g(xk+1)− g(xk)| = ∞.
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Dále podle tvrzeńı 1 existuje posloupnost{ck} kladńych č́ısel takov́a, že plat́ı

lim
k→∞

ck = 0 a
∞∑

k=1

ck |g(xk+1)− g(xk)| = ∞.

Polǒzme

f(x) =





0 pro x< x1, resp.x≥ x0, resp.x∈{xk}∞k=1,

ck sign(g(xk+1)− g(xk)) pro x = ξk : =
xk+1 + xk

2

a ve zb́yvaj́ıćıch bodech intervalu[a, b ] dodefinujme funkcif lineárňe a tak, aby
byla spojit́a na[a, b ]. Pro takto definovanou funkcif : [a, b ]→R plat́ı

∞∑

k=1

f(ξk) [g(xk+1)− g(xk)] = ∞.

Specíalně pro kǎzdé M > 0 existujeNM ∈N takov́e, že

NM∑

k=1

f(ξk) [g(xk+1)− g(xk)] > M.

Pro dańe M > 0 oznǎcme

σM = {a, x1, x2, . . ., xNM
, xNM+1, b}, ξM = (a, ξ1, ξ2, . . ., ξNM

, b).

Potom je(σM , ξM)∈T [a, b ] a

S(σM , ξM) =

NM∑

k=1

f(ξk) [g(xk+1)− g(xk)] > M.

(P̌ripoměnme si, že f(a) = f(b) = 0.) To ale znameńa, že integŕal (σ)

∫ b

a

f dg

nem̊uže ḿıt koněcnou hodnotu.
Neńı-li splněna druh́a z podḿınek v (5.54), tj. existujex0 ∈ [a, b) takov́e, že

varxx0
g =∞ pro kǎzdé x∈ (x0, b], je ťreba ḿısto tvrzeńı 2 poǔźıt jeho vhodnou

úpravu. 2

5.66 Cvǐceńı. Zformulujte a dokǎzte analogii tvrzeńı 2 poťrebnou k dokoňceńı
důkazu v̌ety 5.65, jestliže existujex0 ∈ [a, b) takov́e, že varxx0

g =∞ pro kǎzdé
x∈ (x0, b].
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5.67 Věta. Necht’ f ∈G[a, b ] a necht’ integrál
∫ b

a

f dg existuje pro kǎzdou

koněcnou skokovou funkcig. Potomf je spojit́a na [a, b ].

D ů k a z . Op̌et se m̊užeme omezit na(σ)RS-integŕal. Necht’ x0 ∈ (a, b),
c, d∈R, c + d 6= 0 a necht’ funkce g : [a, b ]→R je definov́ana podobňe jako
v pozńamce5.24, tj.

g(x) = c χ[a,x0)(x) +
c + d

2
χ[x0](x) + dχ(x0,b ](x) pro x∈ [a, b ].

Podle pozńamky 5.24 může integŕal (σ)

∫ b

a

f dg existovat pouze tehdy, když

f(x0−) = f(x0) = f(x0+). Podobňe bychom doḱazali, že f muśı být spojit́a
i v bodě a zprava a v boďe b zleva. 2

5.9 Věty o sťrednı́ hodnotě

Věty tohoto odstavce platı́ ve stejńem zňeńı pro oba typy RS-integrálu.
5.68 Věta (O STŘEDNÍ HODNOTĚ). Je-li f spojitá na [a, b ] a g neklesaj́ıćı na
[a, b ], pak existujex0 ∈ [a, b ] takov́e, že

∫ b

a

f dg = f(x0) [g(b)− g(a)]. (5.55)

D ů k a z . V̌eta 5.54 zarǔcuje existenci integrálu
∫ b

a

f dg v obou smyslech.

Protǒze jeg neklesaj́ıćı na [a, b ], pro kǎzdé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ] plat́ı

m [g(b)− g(a)] ≤ S(σ, ξ) ≤ M [g(b)− g(a)],

kde m= minx∈ [a,b ] f(x) a M= maxx∈ [a,b ] f(x). Podobňe jako p̌ri důkazu lem-
matu5.10plyne odtud,̌ze plat́ı také

m [g(b)− g(a)] ≤
∫ b

a

f dg ≤ M [g(b)− g(a)].

Dále protǒze f je spojit́a, nab́yvá v̌sech hodnot z intervalu[m,M ]. Specíalně
existujex0 ∈ [a, b ] takov́e, že plat́ı (5.55). 2
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5.69 Věta (DRUHÁ O STŘEDNÍ HODNOTĚ). Je-li f spojitá na [a, b ] a g nekle-
saj́ıćı na [a, b ], pak existujex0 ∈ [a, b ] takov́e, že

∫ b

a

f(x) g(x) dx = g(a)

∫ x0

a

f(x) dx + g(b)

∫ b

x0

f(x) dx. (5.56)

D ů k a z . Funkcef je riemannovsky integrovatelná na[a, b ]. Polǒzme

h(x) =

∫ x

a

f(t) dt prox∈ [a, b ].

Potom podle v̌ety o substituci (v̌eta5.45a d̊usledek5.46), věty o integraci per-
partes (v̌eta5.50) a věty o sťredńı hodnoťe (věta5.68) existujex0 ∈ [a, b ] tak, že

∫ b

a

f(x) g(x) dx =

∫ b

a

g dh = h(b) g(b)−
∫ b

a

h dg

=
(∫ b

a

f dx
)

g(b)−
( ∫ x0

a

f dx
)

[g(b)− g(a)]

= g(a)

∫ x0

a

f(x) dx + g(b)

∫ b

x0

f(x) dx.

Plat́ı tedy (5.56). 2

5.10 Dalš́ı integrály Stieltjesova typu

Bud’ te d́any funkcef, g : [a, b ]→R a ďeleńı σ intervalu [a, b ]. Polǒzme

SM(σ) =

ν(σ)∑
j=1

f(σj) + f(σj−1)

2
[g(σj)− g(σj−1)],

SCL(σ) =

ν(σ)∑
j=1

f(σj−1) [g(σj)− g(σj−1)],

SCR(σ) =

ν(σ)∑
j=1

f(σj) [g(σj)− g(σj−1)].
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Dosad́ıme-li do definice5.3 SM(σ), resp.SCL(σ), resp.SCR(σ) mı́stoS(σ, ξ),
dostaneme pǒraďe integŕaly sťredov́y resp.levý Cauchẙuv, resp.pravý Cauchẙuv.
Podle zp̊usobu limitńıho procesu se ovšem rozlǐsuj́ı (δ) nebo (σ) varianty. Je
zřejmé, že v̌sechny zobečnuj́ı přı́slušńe RS-integŕaly, pokud jde o ťrı́dy integro-
vatelńych funkćı. Ne v̌zdy v̌sak z̊ustanou zachov́any v̌sechny vlastnosti RS-integ-
rálů. Na p̌rı́klad pro sťredov́y integŕal neplat́ı obdoba v̌ety 5.45o substituci. V́ıce
podrobnost́ı lze naj́ıt v odstavci II.19 monografie [11] T. H. Hildebrandta.

5.11 Cvičeńı na závěr

Neńı-li uvedeno jinak, v ńasleduj́ıćıch cvǐceńıch proved’ te diskusi o existenci, přı́-
padňe uřcete hodnotu pro kǎzdý typ Stieltjesova integŕalu z t́eto kapitoly, tj pro
integŕaly (δ)RS, (σ)RS, sťredov́y, levý Cauchẙuv a prav́y Cauchẙuv.

(i) Necht’ g(x) = sin x pro x∈ [0, π]. Určete hodnotu integrálu
∫ π

0

x d[ g(x) ].

(ii) Necht’ g(x) = exp(|x|) pro x∈ [−1, 1]. Určete hodnotu integrálu

(δ)

∫ 1

−1

x d[ g(x) ].

(iii) Necht’ g(x) =





0 pro x∈ [0, 1
2
),

c pro x = 1
2
,

d pro x∈ (1
2
, 1].

Zkoumejte existenci a hodnotu integrálu
∫ 1

0

f dg pro růzńe funkcef v zá-

vislosti nac, d.

(iv) Necht’ f(x) =

{
0 pro x< 0,

1 pro x≥ 0,
g(x) =

{
0 pro x≤ 0,

1 pro x> 0.

Zkoumejte existenci a hodnotu integrálů
∫ 1

−1

g df,

∫ 0

−1

g df,

∫ 1

0

g df,

∫ 1

−1

g dg,

∫ 0

−1

g dg,

∫ 1

0

g dg.

(v) Určete hodnotu integrálu (δ)

∫ 1

0

x2 [ g(x) ], kde g(x) =





x prox∈ [0, 1
2
],

1
x

prox∈ (1
2
, 1].
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(vi) Definujte exaktňe ǩrivkový integŕal prvńıho druhu zḿıněńy v odstavci1.2
a formulujte jeho źakladńı vlastnosti, kteŕe plynou z v̌et obsǎzeńych v t́eto
kapitole.

V této kapitole jsměcerpali z kapitoly II Hildebrandtovy monografie [11], ve kteŕe je
možno naj́ıt i dalš́ı informace.




