Kapitola 5

Riemanniv-Stieltjestiv integral

Odpoed na réktee Glohy zninéreé v Gvodri kapitole cava integal Riemaniiv-
Stieltjeslv, ktery je pfirozerym zobecgrim zramého integalu Riemannova.

5.1 Definice a Akladni vlastnosti

Pfipomaime (vizUmluvy a oznéer (iii)), Ze mnd@inu o= {0y, 01, ...,0,} bo-
db intervalu[a, b] nazzvamedélerim intervalu|a, b], jestlize plat

a=o0g<0o1< - <0,=0>h
Mnozinu VSech @leri intervalu [a, b] zn&ime 2 [a, b],

o= _max (05— 05)

av(o) je potet podinterval generovajch dlerim o (zde v(o) = m). Rikame,
Ze o’ jezjemrén o, jestlizeo’ Do
5.1 Definice.Dvojici (o,&) € 2[a,b] x R*(®) nazvemenaterym cleriminter-
valu [a, b], jestlize plat

oj-1<&<0; provsechng =1,2,...,v(0o).
7]a,b] je mnazina Vsech znéerych celeri intervalu [a, b]. Rikame tak, Ze &
je zn&kapodintervalujo;_1,0; ] a £ je vektor znéek
Pro da cleri o € 2[a,b] zna&ime symbolemr (o) mnazinu Vdech¢ € R¥(@)
takowech, ze (o, &) € 7|a, b].

Abychom zabanili zaméré s elementy mrion p,o,... Ci vektoti £, 7,. ..,
budeme posloupnostiéter, resp. znéernych céleri zapisovat jako ndp {o"},
resp.(p",m"). Zaména s mocninami zde zajeshehrok

5.2 Definice.Pro da® funkcef, g:[a,b] — R azn&ere Bleri (o, &) intervalu
la,b] definujeme

v(o)

Stag(o, & (a,b]):=> f(&)[g(o;) — g(o1)]-

j=1
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Nebude-li hrozit nedorozuém, budeme pat kratce S(o, &; [a, b)), resp.S(o, &)
misto Sya (0, &; [a, b]).

5.3 Definice.Necht f, g:[a,b] — R.
(i) Reknemeze existujeRiemaniiv-Stieltiesiv (§) -integral (kratce(d) RS-inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig

b b
) [ f@)dlg(w)) (znime ez (5) [ 1 do)
a ma hodnotu/ € R, jestlize

Ve>04d6>0:
(5.1)

((a,g)ey[a,b] a yo—y<5) — [S(c, &)~ | <<

(i) Reknemeze existujeRiemanfiv- Stieltjedv (o)-integral (kratce(o) RS-in-
tegral) funkce f vzhledem k funkcig

b b
@) [ ) digla)] (znime €z (o) [ fdo)
a ma hodnotu/ € R, jestlize

Ve>03do.€ 2]a,b]:
((a,ﬁ)eﬂ[a,b] a 0'30'5> — |9(0,8&) — | <e. } (5.2)

(iii) Jestlize c € [a, b] afunkcef, g jsou definoany v boe ¢, klademe

6 [ 1dg = (o) [ fdg=0.

b /; [ a b

Existuje-li integal (5)/ fdg, pak definujeme{é)/ fdg= —(6)/f dg a exis-
a b

b a b “
tuje-li integial (a)/ fdg, definujeme(a)/ fdg= —(a)/f dg.
a b a

5.4 Pozramka. Pojem (§) RS-integélu odpovda plivodri Stieltjiesoe definici,
zafimco (o) RS-integél byva rekdy nagvan €z Mooreliv-Pollardiv integral.

Klasicky Riemantiv integiél je specalnim pfipadem(§) RS-integalu, pokud
g(x)=z prox € [a,bl.
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Vyskytne-li se v ktefych tvrzench pojem RS-inte@l bez rozlgen, zda se
jedra o (0) RS-integél Ci o (o) RS-integél, bude to znamenake da® tvrzen
plaii pro oba pojmy. V takoych a da$ich pfipadech, kdy nehrénedorozurén,
také negfipojujeme symboly(d) Ci (o) k symbolim integalti. Funkcef v in-

b
tegralu / f dg se nagvaintegrand zaimco funkceg se nagvaintegrator.

5.5 CviCen. Dokazte,ze pro oba typy RS-integlu plat:

b
(i) je-li funkce g konstantinna [a, b], pak/ fdg = 0 pro libovolnou funkci
f definovanou nda, b], ’

b

(i) je-li funkce f konstantina [a,b], pak/ fdg = f(a)[g(b) — g(a)] pro

libovolnou funkcig definovanou nda, b].a

Z definice5.3 také snadno usounhe, ze (§) RS-integal je speclnim pfipa-
dem (¢0) RS-integalu.

b b

5.6 Veta. Je-li (5)/ fdg=1€eR, pak plaf také (0)/ fdg=1.
Dlkaz. Prokada de cleri o',0" € 7a,b] takoa, ze " je zjemrén o,
plat |o”| <|o’|. Véta je tedy imym disledkem definicg&.3. O

5.7 Pozramka. Budiz dano libovolre 5, > 0. Potom v definic/5.1 (i) mizeme
podninku (5.1) nahradit @sleduici trochu zeslabenou podnkou

Ve>035€(0,0): |
((U,E)Eﬂ[a,b] a |a’|<5) — |S(0, &) — 1| <. (5.1)

Podobi, je-li dano oy € Z[a, b], mizeme v definicb.3 (i) podminku (5.2) na-
hradit podninkou

Ve>03do.€%[a,b]:
(5.2)

o.Dop a ((0',5) € 7la,b] aO'Dcr€> = |S(0,€) — I|<e.
5.8 Cviceni. Rozmyslete si podrolin pra plaf tvrzen uveder v pozramces. 7.

5.9 Hiklad. Nechta= —1, b=1a

0, kdyz z<0, 1, kdyz x <0,
flx) =

. a g(z) = .
1, kdyz x>0 0, kdyz x>0.
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Polazme oy ={—1,0,1}. Potom pro kadée celeri o € #2|—1, 1], které je zjem-
nénm o, (atedy0 e o), akade € € 7(o) mame

S(o,€) = f(&) [9(0) = g(on-1)] + [ (&k+1) [9(0k11) — 9(0)] = 0,

kdeO:O'k, fk c [0'1671,0}, €k+1 € [O,O’k+1] atedy

f(&) =0 a g(ok1) — g(0)=0.

1
Vzhledem ke drué¢asti pozamky5.7 vidime, ze (a)/ fdg=0.
—1
Na druhou stranu, pro kdé zn&ere cleri (o, &) intervalu [—1, 1] takow,
ze0¢ o, t. o1 <0<o, pro rejake k € N, plaf
07 kdy2 gk < 07
S(0,8) = f(&) [9(or) — glow-1)] = = f(&) = — .
1, kdyZ &; > 0.

1
Odtud je Zejme, ze (5)/ f dg nenfize existovat.
—1

Nasleduici dvé lemmata platpro oba typy RS-inte@ill a jsou gimymi du-
sledky definices. 3

b
5.10 Lemma. (i) Jestlze existuje integfﬂ/ fdg, pak plat

b
[ 1dd| < ls1vart s

b
(i) Jestlze naic g € BV([a, b] a existuje integil/ f(z)d|var? g], pak plaf

b b
[ 14| < [[156)] dlvarzg] < 17 vart .

5.11 Pozramka. Uvidime pozaji (viz disledek5.42), Ze je-li f ohrantera na

b
[a,b], pak pro oba typy RS-integlli plaf, Ze z existence inte’gtu/ fdg uz

b
plyne,Ze take integal / f(z)d|var? g] existuje.
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5.12 Lemma.Necht f, f1, f2, g, g1, g2: [a,b] — R a nechtexistuj integraly :

/abfl dg, /abfz dg, /abf dg: a /abf dgo.

Potom pro libovol@ ¢, c; € R plati

b b b
/(lelJFCsz)dg:Cl/f1d9+02/f2d9

b b b
/fd[0191+0292]:C1/fd91+02/fd92- 0

5.13 Cvicen. (i) Dokazte lemmat&.10a5.12
Dokazte, ze rasleduici tvrzeri plati pro oba typy RS-inte@il:

(i) Jestlze g:[a,b] — R je neklesdgi na [a,b] a f:[a,b] =R je takoi, ze

b
existuje integal / fdg, pak

(,inf, 7(@) lo) =gta)] < [ 1o < (s £@) o(b) — g(a]

z € [a,b] z € [a,b]

(i) Definicek.3 je korektn v tom smysluze ucuje hodnotu intedlu jedno-
zn&nre. JinakieCeno, jestlte I; ¢ R a I, € R sphuji (5.1) (s 11, resp. I,
na niste I), pak musbyt I, =1, (a podob pro(5.2)).

Oba pojmy RS-inte@lu pfedstavuj jakesi zobecare limity posloupnosti inte-
gralnich so@tl S(o, &) vzhledem k znéerym délerim. Neg‘ekvagp tedy,Ze plat
nasleduici tvrzeri analogicla klasicle Bolzanoe- Cauchyo@ podnnce.

5.14 \eta(BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA ).
b
Pro dare funkcef, g:[a,b] = R existuje(é)/ f dg prave tehdy, kd¥ je spléna
nasledujci podninka ‘
Ve>036.>0:

(“’75)’(5@69[@7“7 lol<d. a |?f|<5e) (5.3)
— [S(0,¢) — S(5,€)| <e.
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b
Podobré integél (a)/ f dg existuje pave tehdy, kdy plaf

Ve>03do.€ 2]a,b]:

((0:€). (.8 e 7labl o50. a 5o0.) (5.4)
= |S(0,&) — S(7,8)| <e.

D U k az. Nutnost spkri uvederych podninek pro existenci fislusnych in-

tegialll je Z'ejma z definiceb. 3
DokaZzeme ze podninka (5.4) zarltuje existenci inte@ilu (o / fdg. Necht
tedy plat (5.4). Potom existuje posloupnogtc™”, ")} znaterych cleri inter-

valu [a,b] takowa, ze

1S(e, &) — S(o*, &%) < % prokadeo >o* a £cr(o) (5.5)

a [fitom solcasre
o co’ a |S(a* e") - S(at &) <% prokazdekeN a (> k. (5.6)

Posloupnost{S(a*, £)} je cauchyovsi posloupnost &nych Cisel a existuje
tedy ralnéCislo I € R takowe, ze

lim S(o*, &%) =

k—o0

Nyni, nechitje danos > 0. Zvolme k. tak, aby bylo sotasré

1 € b ok 3
— < - E7)—I| < - 5.7

Potom, dky (5.5) a (5.7), odvodme, ze
S(0,&) — 1] < |S(0,€) — S(o™, ") +|S(o™, &%) — I| < ¢

b
plafi pro kazde o D o*: a £ €7(o). Toznamea, ze [ = (a)/ fdg.

Podob® bychom dokzali, Ze podninka 5.3) implikuje existenci integalu

(®Avd9 -
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5.15 Cviceri. (i) Dokazte vetu5.14pro (§) RS-integaly.

(i) Dokazte,ze podninky (5.3), resp. b.4) jsou ekvivalentns podmnkami :

3\

Ve>03d0.>0:
(0.6, (0" €") € 7[a,b], |0’ <., 0" D ') (5.3)
— [S(c’,&') — S(0”,€")| <¢ )
resp.
Ve>03o.€2[a,b]: )
((0’, £'),(0",&") e 7a,b], 0" D0’ D o—a) (5.4')

— |S(J/,€/)—S(O'”,£”)| <

J
(Navod: nechto, p € 72[a,b] ac’ =0 Up, pako’ € Z2[a,b], 6’ Do, a'Dp a
}S(O’,g) - S(pa 77)‘ < ‘S<0-7£) - S(O’l,€/>‘ + ‘5(0/75/) - S<p7 77)|

pro libovolma ¢ e 7(o), net(p) at' er(a’).)
Nasleduici véta je gimym disledkem &ty5.14 Plaf ve stejem zrén pro

oba typy RS-integxlll.
b

5.16 \eta. Jestlze existuje inte@l | fdg ajestlize]c,d] C [a,b], pak existuje

d
také integél / fdg.

a

b
D U k a z. Fedpokhdejme,ze integal (a)/ f dg existuje. Podle &ty 5.14
existuje @leri o. € 2[a, b| takowe, ze ’
1S(0.§) = S(e’,&")| < e (5.8)

plati pro VSechna zngera Bleri (o0,&), (0/,&’) € 7 [a,b] tako\a, Zze o Do, a
o' D .. Vzhledem k tvrzehobsaerem v poziamce5.7, miizeme edpokhdat,
ze {c,d} C o. amizeme tedy rozlbit o. tak, Ze bude

o.=p Up.Up", kdep™ € 7[a,c|, p.€ 7c,d], p" € 2[d,b].

Nyni, nechitp, p’ € 7[c,d], pDp., p'Dp. @ (p,n), (p', M) € 7 [c,d]. Defi-
nujme

o=p UpUp' ., m=Mm ,nn")ad=p Up'Up", (n ,n',n"),
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kde n~,n™ jsou takoe vektory,ze (p~,n") € T [a,c] a (p*,n") € T[d,b].
Ziejméje (0,&),(0',€') € T [a,b], o Do, 0/ DO,

S(e,6) =S(p~,n")+S(p,n)+S(p",n")
S(e',&")=S(p~,n)+S(p',n')+S(p",n").

Podle £.6) tedy mame|S(p,n) — S(p’,n')| = |S( £)—S(o',¢')] <e aodtud
podle ety 5.14 plyne existence integfu ( / fdg. Dlkaz tvrzei véty pro

(0) RS-integél se provede analogicky a je ponéoftteréri jako cviceri. a

5.17 Cvicen. Dokazte vetu5.16pro () RS-integaly.

Take nasleduici tvrzen platfi ve stejré podol@ pro oba typy RS-integfu.

5.18 \eta. Jestlze existuje integd / fdg a cela,b], pak existdj také in-

tegraly/fdga/fdg aplau/fdg /fdg+/ fdg.

DlUkaz. Je-lic=a neboc=b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, ).
b

Dale fedpokhdejmeze existuje intedl (o) / f dg. Potom existence integk

c b
(0)/ fdga (0)/ f dg je zariena etou5. 16

Necht ¢ > 0. Zvolme zn&era leri (¢’,¢') € 7 [a,c] a (6”,£") € 7 [c, b]
tak, aby platilo

—/acfdg’+‘50'” " —/bfdg‘
/fdg‘<5 > (5.9)

kde o = aUa’”G@[ab} a = ¢ er(o).

J
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Ziejme plaf S(o, &) = S(a”,&") + S(a”, ¢"). Tudiz

b c b

fdg—/ fdg—/ fdg’

0.€)|+|5(0,€) = S(0",€) — S(o".€")

—1—‘5( /fdg‘ ‘Sa" ) /fdg‘<€

Protdze ¢ > 0 bylo libovolrné, dikaz je dokoien. O
5.19 Cviceri. Rozmyslete si, prbz existence integil

/abfdg, /acfdg, /bedg

plyne existence zi&@rych cleri (o/,¢') € 7 [a,c] a (o”,&") € 7 [c,b] tako-
vych, ze plat (5.9).

Implikace obacera ke tvrzemnvéty5.18se pro(o) RSintegél dokéze snadno.

5.20 \eta. Jestlzec e [a, b] a jestlize existujintegraly

@) fdg a 12=<a>/cbfdg,

b
pak existuje tak integal [ = (a)/ fdgaplat I=1+ L.

Dlkaz. Buddanoe > 0. Zvolme cBleri o’ € Z[a,c] aa” € 7|c,b] tak, aby
platilo

|S(o’,&") — 11| < e pro (¢/,&") € 7 [a, ] takow,Ze o' Do,

|S(a”,&") — I| < e pro (6", &") € 7 [c,b] takow,ze o” Do

Nyni, nechto. =0’ U o. Protcze cc o., kazde zn&ere ckleri (o, &) inter-
valu [a, b] sphujici o > o. mizeme rozélit

o = O_IUO_I/ a E- — (5/’5//)
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tak, ze bude platit
(6',¢" e Ta,d, (6", &) eT[c,b], o' Dol a o"Dol.

Navic S(o,&)=S5(c",&")+ S(o”,&"). Vzhledem k definicio’ a o, tedy pro
kazde (o,&) € 7 |a,b], kde o D o., mame

1S(0,&) — (L + )| < [S(0', &) — 1| +|S(a”,¢&") — L] < 2,

tj. dokazali jsme tvrzenvéty. O

5.21 Pozramka. Aby mohlo platit analogic& tvrzen také pro (6) RS-integal, je
tfeba gidat predpoklad o pseudoaditigétfunkd f, g v boce ¢, viz cvicen 5.34

Pro existenci(§) RS-integalu mame tak rasleduici pfirozenou aépe 0éfi-
telnou nutnou a postajici podminku.
b

5.22 \eta. Pro daré funkcef, ¢g:[a,b] — R integrél (5)/ f dg existuje pave
tehdy, kdg pro k&dou posloupnosf(o™,£")} C 7 [a, b] azna“:erych celeri in-
tervalu [a, b] takovou,ze lim |o"| =0, mé posloupnosfS(a™, £")} kon&nou
limitu.
D U k a z. Nutnost uvedénpodninky je Zejma. Zbyva dokazat jej postai-
telnost.

Pfedpokbdejme tedyze limita lim S(o",£") existuje (a je konénd) pro
kazdou posloupnosf(c™,£")} C 7 [a, b] takovou,ze lim |o"|=0.

Necht existuj dvé posloupnosti zri@nych ®leri {(o",£")} C 7 [a,b] a
{(6",€)} C 7 [a,b] takowe,Ze  lim,_..c |0"| = lim,_« |6"|=0 a
lim S(6™, &) =IcR a lim S(&",€)=1€cR.

n—oo

Sestavme nyimovou posloupnost
~1 <1 —9 2
[S(p", 0"} = {S(c",€),5(",€),5(c%€),8(".€).... }

Podle n&eho fledpokladu ra také posloupnost{S(p™,n")} konenou limitu
J €R, aprot@e obsahuje abposloupnosti

{S(e",€")} a {S(@E",€)},
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mus platit / = I = J. To znamea, 7e hodnota limity

I'= lim S(e",&")

n—oo

nezvid na voltg posloupnostf{ (o™, £")} zn&erych celeri intervalu [a, b], pro
kterou plat lim |o"|=0.
Nyni, necht{(e",£")} C 7 [a, b] je libovolna posloupnost takéy ze
lim " =0, lim S(e", &")=1€cR,
b
a necht(é)/ fdg+# 1. Pak existujes > 0 takow, ze pro kadé k € N Ize najt
(o™, &™) € 7 [a,b], proréz plai |o™| < 1/k a [S(a™, &™) — I| > 2. Nadli
jsme podposloupnost{ (o™, £"*): k€ N} C 7 [a,b] posloupnosti {(c", £")}

takovou,ze klim o™ | =0 a @fitom neplat khm S(o™, &™) =1. To je ale spor
b
s na&im predpokladem. Platedy (5)/ fdg = I. Dlkaz \Bty je dokoten. O

Nyni nazn&ime, jakou roli hrdj v teorii Stieltiesova integdu ohrantere
funkce. Nasleduici tvrzeri plati pro oba typy RS-intedl.
b

5.23 \ta. Nechtexistuje integal / f dg. Potom je budo ¢ konstantina [a, b],

nebo je f ohranicerd na mnairé [a,b]\ A, kde A zn&i sjednocehvSech po-
dintervalll [a, b] otewenych v[a, b], na ktefych je funkcey konstantin *
Dl kaz. Podle &ty5.6 stfi dokazat tvrzenvéty pro (o) integil.

Necht g neri konstantina[a,b] a f ner ohrantera naB ={a,b]\ A. Pak
je mncdina B nep#ézdra a existuje posloupnogt:,, } C B tako\a, ze

lim |f(x,)| = oc.

n—oo

Necht z* je libovolny hromadiy bod posloupnost{z,,} v intervalu[a,b]. Pfed-
pokladejme,ze z* € (a,b]. Potom alespd jedna z mnain {z,,} N[a,x*) nebo
{z,} N (z*,b] (v pfipack, Ze je z* < b) mud mit nekon€né mnoho prvk. Necht

1 Otewerym podintervalem Via, b] zde rozunime take ce¥ interval [a,b] a intervaly tvaru
[a,c), (d,b], kdec€ (a,b] ade [a,b) mohou yt libovolné.
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je to nagiklad mnaina {z, } N [a, z*). Potom ntizeme z posloupnosfiz, } vy-
brat rostout podposloupnos{z,, } C [a,z*) takovou,ze plat lim z,, = z* a
k—o00

klim | f (2, )| =oco. Specalné pro kade K > 0 existujek, € N takow, ze

| f(zn,)|>K prokazde p > k. (5.10)
Na druhou stranu, podleév5.14 a5.16 existuje @&lerd o* intervalu [a, 2*|
takow, ze je

|S(a, &) — S(o,¢)] < 1 (5.11)

pro Viechna znizera leri (o, £), (&, €) intervalu [a, 2*] tako\, ze je o O o*
ao>o*. Nechto*={79,71,...,Tm}

Protae {z,, } NA=0 a z,, € (1,-1,2*) pro vdechnak dostaténé vella,
nen g konstantnna (7,,_1,z*). Existuje tedy bod* € (7,,,_1, z*) takowy, Ze je
g(t") # g(").

Nyni, necht o;=7; proj=1,2,...,m —1, o, =t*, o1 = 2* @
02{007017"'a0m+1}-

Potomo € 2[a,x*] a o Do*. Dale nechté = (£1,&,...,&ny1) je libovolny
vektor zn&ek takoy, ze (o,&) € 7[a,z*] a nechtky,eN je takow, ze plat
(5.10 pro

1
foneéné, zvolmepg ko tak, abyz,,, EN(t*,x*), apoldmeos =o, Emﬂ =T, a
E=(&,8, . &m, Eme). Potom(a,€) € T[a,z*] a 6:3 o*.
Pro takto konstruovanro&ifera Blen (o, &), (o, &) intervalu [a, z*| plaf
15(5,8) — S(0,€)| = [ f(&mi1) = Fln,)| lg(x™) — g(t")]
> (If (@n,| = 1f (Ema1)l) lg(z") — g(£)]
> (K = |f(&ms1)]) l9(=") — g(t")] = 1,

K= f(&mer) |+

coz je ve sporu sH.1]).

Podob®@ bychom dovedli ke sporud@dpokladze f neri ohrantera naB, i
v pfipadech, kdy mnzina {z,,} N [a, z*) ma kon€né mnoho prvk neboz* =a.
O
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5.24 Poziamka. (i) Necht f e Gla,b], o € (a,b), ¢, deER a g(z)=c pro
x € |a,0),9(xo) =(c+d)/2,g9(x)=d pro z € (zo,d]. Dale necht f:[a,b] >R
ma jednostran@limity f(zo—), f(zo+) €R.

Pro n € N uvazujme posloupnostéleri {o"} intervalu [a,b]| takowch, ze
|o”| — 0, priCent pro k&de n € N existujek,, pro ktee plat o} _, <xo <o}, .
Dale nechtvektory zn&ek 8™, ™ a (" jsou takow, Zze pro kadé n € N plaf

(6",0"), (6",n"), (e",¢") € 7[a, b],

Op, =g, o, 1 < <x9 @ 29 < <0y
Potom dostanemeS(o™,0") = f(xo) (d—c), S(e™,n")=f(n;)(d—c) a
S(a",¢") = f(¢,) (d—c) pro kade n e N. Tudiz

lim S(e",0") = f(xo) (d—c¢), lim S(e",n") = f(zo—)(d—c),

n—oo n—oo

lim S(e",¢")) = f(wot) (d—c).

n—o0

Odtud plyneze k tomu, aby kada posloupnost (o™, £") takowa, ze
(o™, &") e 7]a,b] a |o"|—0,

konvergovala pro» — oo k néjaké koné€né (a jednoznéné urtere) hodnog I, je
nutré, aby platilo

bud  g(zo—)=c=g(wg) =d=g(vo+), nebo f(zo—)=f(xo)=f(0+).

b
Vzhledem k &t 5.22 Ize tedy @ekavat, ze pro existenci integiu (5)/f dg
bude nuté, aby funkcef a g nengly zadry spole€ny bod nespojitosti. ‘
(i) Nyni, necht o, € 2[a,b] je libovolné céleri obsahdiici x,. Pro k&dé jeho
zjemreni o potom existujek = k(o) takowk, ze xy = o,. Mame

() + 1060 55

(Floo) + £(6) 55, jestize &y =g <&,

(F(Gn) + f(ao)) ©5 . Jestize gy <=5,
kf(ZE()) (d — C), jestliie gk—l =To= gk

jestlize &,y < xo <&,
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Bude-li tedy funkcef regulovai nala, b], bude mndina Q hromadiych bodi
mnaziny {S(o,&):(0,£) € 7 [a,b]ac Doy} nejwsettytbodowa:

d—rc d—rc
Q = {(f(@o=) + flao)) 5= (f(w0) + Flao+)) 5

2
(Fleom) + 1) T35 2 £ S5
d—c b

) 2 f(l’o)
kde B =A%tg(xg) =A"g(zo). Pro existenci integlu (0)/ fdg je ovsem
nutré, aby se mrzina Q redukovala na jednobodovou mitiou. Snadno nakb-
neme,ze toto nastane aveé tehdy, kdy pro funkcef a g bude platit soGasré

AT f(w9) ATg(zo) =0 a A™ f(wg) A" g(x0) =0.

5.2 Podminka pseudoaditivity a jeji dlsledky

Podrobji vyjasnit vajemry vztah mezi(§) RS a(o) RS-integélem umani po-
jem pseudoaditivity

5.25 Definice.Reknemeze funkce f, g: la,b] = R sphuji v bod® z € (a,b)
podninku pseudoaditivity, jesttie

pro kazdé £ > 0 existujed. > 0 takow, ze je-li )
8',6"€(0,9,), E€z—0",a4+0"], ¢’ € [x—d",x] Al € [x, x+0"],
pak plat (PA)

£(&) [9(z +6") — g(z—d")] = f(§") [9(x) — g(2—0")]
— (€M) gz +0") —g(@)]| <e. )

5.26 Pozriamka. Pouziti podminky (PA) miize byt nékdy pohodlgjsi, pokud ji
preformulujeme do asleduici ekvivalenti podoby:

pro kazdé £ > 0 existujed. > 0 takowe, Ze je-li
¥ € (x—b. ), 2" €(v,x+6:), {€la’, 2], ' el2!,x]al” €[z, 2"],
pak plat

£ lgla”)—g(a)] —F(€") [g(a)—g(a")] — F(€") [g(a") —g(a)]| <.
5.27 Hiklad. Necht
f(w)={(1)’ kayz 2 <0, g@:{L kdyz <0,

(PA)

kdyZz x>0
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ar<0<z2” e, 2", &ela,00 ag” €|0,2"]. Potom

F(©) lg(=") = g(a)] = f(€) [9(0) — g(a)] = F(£") [9(=") — g(0)]]
= |£) - f(€| =1

vzdy, kdyz bude¢ <0 a¢” > 0. Vidime, ze funkcef, g nesphuji podrinku (PA)
v bock 0.

5.28 Lemma.Jestlize funkcef, g : [a,b] — R spliuji v boc x € (a, b) podminku
pseudoaditivity, pak alespgedna z funkic f, ¢ je v bo@ = spojita.

Na druhou stranu, je-li jedna z funk¢, ¢ spojita v bo@® = a druhé je ohrani-
Cera na jeho okdl pak funkcef, ¢g spihuji podmnku pseudoaditivity v baxdz.
DOkaz. a) Nechtf, g sphuji podninku (PA)) pseudoaditivity v bod z.
Dosadme-li ¢ = ¢’, dostaneme

Ve>039.>0:
(xle (x —b.,2), 2" €(x,x+0.), ' el x], "€ [g;)f’])
— |f(&) = f(€")]]9(a")—g(z)| <e.

Odtud je Zejmé, Zze nefirli funkce g v bode x spojita zprava, musbyt v bode x
spojita funkce f. Podobi&, poldime-liv (PA) ¢ = ¢”, dokdzeme,ze nefirli g
spojita zleva va, mus byt f spojitav z.

b) Necht
€(a,b), ¥ €la,x), 2" €(z,b], €2, 2], ¢'ela’,x] a "€z, 2"].
Potom

(&) g’ ) 9(@")] = (") g(x) = g(a")] = F(§") [9(a") — g()]]

= [(f(¢ fé’)( (z)— g(sc’>)—(< " £(€)) (g(a’ ) g(x))]
< |f(&) = f(€N]]9(x) |+!f ") — f(©)]|g(2") — g(z)]
< (1£() = f(@)|+ | f(z ) \g — g(2)|

(
+(1f(€") - (x)|+|f($) &) |9(z") — g(2)].

Odtud & plyne,ze plat i druhé tvrzen lemmatu. O
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b
5.29 Lemma. Necht f, g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (5)/ fdg. Po-

tom dvojicef, g splhuje v k&dem bo@ z € (a,b) podminku pseudéladitivity.
b
D 0 k az. Fedpokhdejme ze integal (5)/ f dg existuje a pitom v néjakem

bock z € (a,b) neplat (PA)). To znamea, 2eaexistujee > () takow, Ze pro kadée
0 >0 Ize najt body

¥ e(x—0d,x), " €(x,x+9), neld’,2"], n’ elz’,z] a n"elx,a"]
takow, ze
|F() [9(&") = g(a")] = f(n') [9(x)—g(z")] = F(0") [9(z") — g(x)]| > &. (5.12)

Bud dano libovolre 6> 0. Necht (o, &) € 2[a, b] je takow,zev(o)=m, |o| <
aprorgjake k€ {1,2,....m} je o)1 =2’ <wx <z" =0y a§ = n. Definujme
oc=0oU {l’} a € = (gla s 76’6—1’ 77/777/17£k+1a s 7§m) Podle \612) mame

1S(0,€) — S(a,8)]
= | (&) [9(on) — g(o3-1)]
— f@') [9(x)—g(or-1)] = F(0") lg(ow) — g(=)]|
= [f(mlg(a")—g(@")]—f (') [g(x)—g(2")]—f (") [9(z") ~g(2)]| > e.
To znamea, Ze nem splréna podrmka (5.3’), a tué podle \ety'5.14 a cvice-

b
ni 5.15(ii) neexistuje integal (5)/ fdg. O

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty5.14a lemmatb.28a5.29

b
5.30 \eta. Necht f, g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (6)/ f dg. Potom
v kazdem bo@ = € (a, b) je alespad jedna z funkic f, g spoijita. ’

Vime,ze (0)RS-integél je specalnim pfipadem (o) RS-integalu (viz vé-
tu5.6). Na druhou stranu, jak @ke rasleduici véta, pojem pseudoaditivityam
poskytuje ma@nost objasnit i vztah mezénito integaly v opa&ném sne@ru.

b
5.31 \eta. Necht f, g: [a,b] — R. Pak integél (5)/f dg existuje paveé tehdy,

b
kdyz existuje intedl (0)/ f dg afunkcef, ¢g splhuji podninku pseudoaditivity

v kazcem bo@ z € (a, b)

a
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b

Dlkaz. Hedpokhdejme nejprveie existuje(d)/ f dg. Podle \éty5.6 potom
b a

existujei(o) | f dg amastejnou hodnotu. &le podle lemmatt.29musd funkce

f,g splﬁovatcbodninku pseudoaditivity v kedem boet x € (a, b). St&i tedy do-

b
kazat,ze kdyz existuje integal (a)/ f dg afunkcef, g sphuji podninku pseu-

b
doaditivity v kazdém boe = € (a, b), pak existuje i intedl (6)/ fdg.

b
Predpokhdejme tedyze integal (a)/ fdg=1 existuje aze funkce f, ¢

spihuji podninku pseudoaditivity v Kedem bod = € (a,b). Nechtje danoe >0

a nechtdéleri o. ={so, s1,..., 5.} € 2[a,b] je takowe,Zer >2 a plat
|S(p,m)—1I| <e, jakmile pD>o. a ner(p). (5.13)
Ozn&me
O :=min{s; —s;_1:1=1,2,...,7r}. (5.14)

Protaze funkce f, g splhuji podminku pseudoaditivity nga, b), nutré existuje
d. € (0,9,) takowk,ze prokade i=1,2,...,r—1 plaf

|£(€) lg(s?) — g(s7)] \
= f(€) [9(s:) = 9(s)] = F(€") [9(s) = g(s)]] < - i 7
oro (5.15)
Sge(si_émsi)? 8;—’6(81',31-—&—55),
56[5275;/]7 5/6[8;731']7 5/,6[31'732/]' J

Necht (o,¢&) € 7 [a,b], o ={00,01,...,0m} & |o| <.
Podle 6.19) je prokade j € {1,2,...,m} mndina(o;_1,0;) No. bud jed-
nobodow, nebo pazdra. Necht

U, je mnazina €chj € {1,2,...,m}, prokte@ (o;_1,0;) No.=0,
UQZ{LQ,...,TI’L}\Ul.

Potom pro kadé j € U, existuje pave jednoi(j) € {1,2,...,r — 1} takow, ze
sij) € (0j-1,0;). Pctet prvik mnaziny U, tedy nefivétsi nez r — 1.
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Polazme nyn p = o Uo.. Potom
lp| < 6. < d. (5.16)
a pro ka&dé j € U, existuje pave jednok(j) € {1,2,...,v(p)} takow,ze
oGy -15 ()] = o1, 05 ], (5.17)
Pokudj € U,, pak existuje pave jednol(j) € {1,2,...,v(p) — 1} takow, ze
Pe(i)—1 = 051, Peg) = Si(4)> PeG)+1 = 0j- (5.18)
Zvolme vektorn tak, aby bylo(p,n) € 7[a,b] a

Mk(j) = gj, kdy2 je Ul, (519)
a porovnejme inte@ini soltty S(o, &) a S(p,n). Mame
o.8) = > [(&)lgloy) —gloj-)]+ D [(&)gloy) — gloj-)].
JjeUy JjeEUs
NechtV, = {k(j):j €U} aVo={1,2,...,v(p)}\ V4. Pak podle’.17)—(5.19
= f(m) 9(pr-1 +Z f(ne) lg(por) — 9(pr—1)]
keVy ke Vs
= flmg — glpr-+>_ () — 9(pr-1)]
jel; ke Vo
=>_ f(&)9(o3) = 9(j-1)
jelr
O [f 9(pei) —9(Peiiy—)]+f (Megiy+1) [9(peciy+1) —9(pes))]
jeUs
=) f(&) l9(o5) — g(05-1)]
jelh
O [f 9(siiy) — 9(oi-)] + f (eyn) [9(o) — g(si))]-
Jje U2
Tudiz
S(a.6) = S(p,m) = Y (&) [9(0;) — g(o-1)]
Jje U2

> [Fo)g(sin)=9(o; )+ F (i) lo(o) =g (si)]]

jeUs
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je U2

= f(&) 9(05) — g(oj-1)]
= Fe)) [9(siz)) — g(oj—0)] = fey1) [9(05) — 9(si))]-

Pfipomeime,ze vzhledem k%.16) a (5.18 mame

i1, kde

[Uj—l,Uj]C(Sz — 0¢, Si(5) +9.), & €loj-1, 04l

Nes) € [Uj—lu Si(j)]a Nei)+1 € [Sz‘(j), Uﬂ-

Podle £.15) je tedy |W;| < % pro kazdé j € U,, a tudz (take dky tomu, ze
r—
pocet element mnaziny U, neri vétSi nez r — 1) dosivame,ze

1S(a,&) = S(p.m)| < > [W)| <e.

JjeU2
Konetné, vzhledem k%.139) a vzhledem k definicp, plat

}S(Uas)_[‘ < }S(Uaf)_S@ﬂ?)‘ﬂL‘S(Pa”?)—]‘ <2e.
b
Dokazali jsme tedyze (5)/ fdg=1. O

5.32 Disledek.Necht (a)/l}" dg =1 €R anechtv kazdem boe intervalu(a, b)
je alesp@ jedna z funklcf,a :[a,b] — R spojita a druta je ohrantera na jeho
okoli. Potom je tak ( /f dg=1.

D Uk az. Podle lemmatt.28 spiiuji funkce f, g podninku pseudoadltlwty

v kazdem boe x € (a,b), a tudz podle \ety'5.31 existuje take (9) /f dg a plat

) [1d9=(0) [ ds. .

5.33 Pozramka. Specalré jestlze g(z) =x a f je ohranteré nala,b] (tj. pro
b b

Riemaniilv integél), jsou definice intedl (5)/ f(z)dz a (a)/ f(z)dz

ekvivalentn. ’ ’
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5.34 Cvien. Dokazte tvrzef:
Necht c € [a, b], / fdg=IeR a / fdg=1,cR anechtf, g spl-

nuji podmnku pseudoaditivity v. Potom integél 7 =(0) / f dg existuje a plat

I=5L+1.
(Navod: vyuijte vety5.20a5.31)

5.3 Absolutni integrovatelnost

Nyni uvedeme da&l potfebry pomocry pojem.
5.35 Definice.Necht—oco <c<d<oo a f, g:[c,d] —R. Potom definujeme

Sragle,d] = {[Stag(p.m) — Sraglp’.n"): (p.m). (p',m") € 7 [c.d]}

w (Srag;le,d]) =sup Gya,le, d].

Plat nasleduici modifikace Bolzanoych-Cauchyoych podnnek.
5.36 \eta. Necht f, g:[a,b] — R. Potom:

b
(i) Integral (5)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdplaf

Ve>030.>0:
v(o)
(a € Z[a,b] a o] <55> — Zw (Stag;loj_1,05]) <e. (5.20)
j=1
b
(ii) Integral (0)/f d g existuje tehdy a jen tehdy, Kdplaf
Ve>0do.€2]a,b]:
(5.21)

(o)
(ae@[a,b] aO'DO'E) = Zw(Sngﬁ[Ujbej]) <E.
j=1
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DUkaz. a) UkZeme,ze podninka (5.20) je ekvivalenti s Bolzanovou-
Cauchyovou podimkou pro existenc{d) RS-integalu.

«) Predpokbdejme,ze plat (5.9. Necht £> 0 je dano,s=2/2 a nechtd. je

ur€eno podrimkou 5.3). Méjme cleri o intervalu [a,b] takow, ze |o| < ..

Ozn&me m=v(o) a pro kade je{1,2,...,m} vyberme znaera celeri

(07,89, (o7, E)eﬂ[a] 1,0; ] tak, aby platllo

0 (S7ag[05-1,05]) < Spag(o?, &) — Spa,(6, &) + % (5.22)
Definujme
p:U :U € E?"'7€m> a ﬁ:(gl’g27"'7’ém)'
=1 =1
Potom

(p,m) € 7 [a,b], (p,1) € 7 [a,b], |p| < alp| <de.

Tudiz podle 6£.3) a (5.22) dosevame

E w (Spagiloj-1,05]) < E : Siag( OJ — Staglo 75])"‘_}
i=1

m
J=1

= Stag(p;m) — Spag(p,m) +e <2e=¢

Protaze £ > 0 mohlo byt libovolné, plyne odtudze podninka 5.20) je splréna.
3) Pro dikaz obacere implikace pedpokhdejme ze plat (5.20). Dokdzeme ze
potom je spl&éna podrinka (5.3").

Méjmee > 0. Necht §. je urteno podrimkou (5.20) a zn&era cleri (o, £),
(&, €) intervalu [a,b] jsou takow, Ze |o| < d. a & D o. Ozn&me m=uv(o).
Pak pro kdde j € {1,2,...,m} existuje(a?,¢’) € 7]o;_1,0;] takow, ze

U =(¢€,... &M
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Diky predpokladu®.20) a s gihlédnutm k (5.35 dostaneme
Srag(0,€) = Stae(a,8)]

< D 1) l9(05) = 9(05-1)] = Spagle’, €)]

<> w(Spagilojr.0]) <e.

j=1
Plat tedy (5.3)).

b) Analogicky by se dokzala ekvivalence podmky (5.21) s Bolzanovou-Cau-
chyovou podrinkou pro existenc{c) RS-integalu. Podrob# diikaz je ponechn
Cterdéfi jako cviceni. O
5.37 Cviceni. Dokazte tvrzemvéty5.36pro (o) RS-integéaly.

5.38 Lemma.Necht f, g:[a,b] =R a [c,d] C [a,b]. Potom

wWiea)(F)19(d) = g(e)] < w (Sgagile d]) < wea)(f) varg g. (5.23)
DlOkaz. a) Nechto=p={c,d}, &, nelc,d] a &€=(&),n=(n
(0.€),(p,m) € Zle.d] al|f(&) — f(n)]|g(d) — g(c)| € Sray([e, d] a

Wie (f) [g(d) — g(c)] < sup Gpagle,d] = w (Spay; e, d]).

b) Nadruhou stranu, jestk (p,n), (7,60) € 7[c,d] a poldime-lic=p UT,
bude o€ 2[c,d] a

). Potom
tud

v(o)

[Sraglom) = Spas(m.0)| = |2 (£0) = (8)) lg() — 9(o51)]

1

<

kde 7]2- =, KAYZ [0j_1,0;] C [pr—1,px] @ 9; =0, Kdyz [0,_1,0;] C[Th_1, Tkl
Odtud doshvame dhle

|Stag(pim) = Sag(T,0)] Z |f () = F(0))] |9(o;) — g(oj-1)]

< Wiea) () Vg, o) < wiea)(f) vard g,
neboli
w (Siag;le,d]) = sup Gya le, d] < wiea)(f)vard g.
Dokazali jsme platnost nerovnagb.23). O
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5.39 Poziamka. Je-li varl g = oo, pak je osem druld z nerovnostv (5.23
trivialni.

Nasleduici tvrzer poskytuje dadi nutré a postéujici podninky pro existenci
obou typl RS-integall.
5.40 \eta. Necht f:[a,b] = R, g€ BV]a,b] a v(z)=var® g pro z € [a, b]. Po-
tom:

b b
(i) Integral (0)/fdg existuje tehdy a jen tehdy, Kdlgxistuje intedl (0)/fdv.
b
(i) Je-li f ohraniteré na [a,b], pak integél (5)/ f dg existuje tehdy a jen

b
tehdy, kd¥ existuje intedal (6)/ fduo.

Dukaz. a) Prokadyinterval [c,d] C [a,b] mame vaf v=v(d) —v(c). Tudiz
podle lemmatib.38mug platit

v(o) v(o)
Zw[ajfl,aj}(f) [v(0y) = v(oj-1)] = Zw (Sfaviloj-1,04])

pro libovolré céleri o € #[a, b]. Podle lemmatib.3&tedy dale doshvame

v(o) v(o)
w(Sragloj1,05]) D wp,_0(f) vary g
J=1 j=1
v(o) v(o)
= Wy o) () [v(05) = v(05-1)] = D w (Spaviloj1,05]).
Jj=1 j=1
Nerovnost
V(O’) y(a-)
(Stagilog-1,05]) < D w(Srawiloj-1,05])
J=1 j=1

tedy plat pro kazdé céleri o € 2[a, b]. Pomodé véty5.36nyni uz snadno dodze-

me, Zze z existence mtegm/ f dv plyne existence integtu f dg (ato pro

oba typy RS-intedilu).
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b
b) Predpokbdejmeze existuje intedtl (o) / fdg. Dokazeme ze pak existuje

b
také integal (0)/ fdv.
Bud danoc > 0. Podle \ety5.36existuje @ler o. € 7[a, b] takowe, ze

v(o)

> w(Siagiloj1.05]) <e (5.24)

j=1
plati pro kazdé jeho zjem@ni o O o.. Zfejmé mizeme & predpokhdat,ze talke
O<var’ g—V(g,o)<e (5.25)

plafi pro kazde cBleri o takow,ze o D o.. (ZdUvodréte!)
Nechto € Z[a,b] a o D o.. Potom podle lemmaitf.38mame

v(o) v(o)
D w(Sraviloj1,05]) <D Wy e (f) varg g
j=1 i=1

a dale, podle£.24), (5.25 a lemmatib.38

v(o) v(o)
ZW (SfAv§ [Uj—h 0j ]) < Zw[ojflyaj}(f> [g(aj) - g(aj—l)}

(o)
+ Zw[ﬂjflﬂjl(f) (varggj_l g — [g(Uj) - g(gj—l)])
<&+ wap(f) (var, g—V(g,0)) < e(l+was(f))-

b
Podle \ety5.36 mlizeme tedy uzait, Ze existuje inted (a)/ fdo.
c) Zbyva dokazat,ze je-lifunkcef ohranteranala, b, pak z existence integlu

b b
(6)/ f dg plyne,ze existuje tak integal (6)/ fdveR.
a a b
Nechtje tedy f ohrantera nala, b] a nechtexistuje integal (6)/ fdg. Po-

b
tom podle &t5.6 a5.30existuje(a)/ f dg afunkcef, g nemaj spol€ny bod
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nespojitosti v(a, b). Dale podle lemmati.24také funkce f, v nemaj spol&ny
bod nespoijitosti v(a,b). Konetné, prot@e podlecasti b) tohoto dkazu exis-
b

b
tuje integal (0)/ f duv, existence integiu (5)/ f dv plyne z disledku5.32.

(Protaze
g €BV]a,b], jsou funkceg i v ohrantere nala,b].) O

b
5.41 \&ta. Necht f:[a,b] = R, g € BV[a, b] a existuje integz’nl/ f dg. Potom

existuje tak |nteg|al/ |f]dg.

DOkaz. Podle&ty2.14a lemmatlb.12se nmizeme omezit naffipad,ze g
je neklesdgi na [a,b]. Potom je vaf g = g(d) — g(c) pro libovolra c,d € [a, b]
takova, ze ¢ < d. Podle lemmatib.38tedy pro libovole céleri o € 2[a, b] plaf

v(o)
Z (Stagloj-1,04]) Zw[oj 1(7]] ( )_g(gjfl)}
=1

v(o) v(o)

Zu) SmAg, Oj— 1,03 Zw[zn 1,04] |f| ( ) (Uj—l)}‘

Na druhou stranu,fejme
1f (@) = fW)l| <|f(z) = f(y)| prolibovolra z,y € [a, b].

Mame tedywi. 4)(| f]) < wieq)(f) pro libovolry interval [c, d| C [a, b]. Tudiz

v(o) v(
Z (S\fIAgﬂ Oj— 170] Zwaj 1,0] |f| 9(o ) (Uj—l)}
7=1

v(o)
< Wiy o () [9003) = g(o5-1)] =D w (Spags loj-1.05)).
j=1 j=1
Tvrzen véty nyn uz plyne okandité z ety 5.36 O

Prfimym diisledkem lemmata.10a vet5.40a5.41 je nasleduici tvrzeri.

5.42 Disledek.Necht f:[a,b] =R, g€ BV]a,b] av(x)=var® g pro z € [a, b].
Potom:
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b b
(i) Jestlze existuje integ (a)/ [ dg, pak existuje tad (a)/ |f] dv a plafi
b b
‘(U)/fdg’ < (o)/ |f]dv < ||f]|var® g.

b
(i) Jestlize existuje integ (5)/ f dg afunkcef je ohranteranala,b], pak

b
existuje tak integaél (6)/ |f| dv a plaf

‘(5)/:1‘“ dg| < (5)/ab!f| dv < |/ var, g.

5.4 Substituce

V8echna tvrzertohoto odstavce plate stejriem zrén pro oba typy RS-inte@iu.
Zatneme ddim dusledkem definicg.35

b
5.43 Lemma. Jestlze existuje integd / fdg a (o,€) je libovolré zn&ere

a

déleri intervalu [a, b], pak plai

b v(o)
[1d9-50.6] <> 0(Spasilor.a) (5.26)
a j=1

Dlkaz. Oznamem=v(o). Bud danoes > 0. Nezavisle na tom, o jaktyp

RS-integalu se jeda, nlizeme zvolit znéere cleri (o, &) € .7 [a, b] tak, aby
bylooe Do a

/abfdg—S(a',g)‘ < e.

Protaze o je zjemrérim o, miizeme ho rozélit tak, Ze bude

=)', kdeg’€2[o; 1,0,] proj=12,...,m.

m
J=1
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Podobig €= (£ ,& ,...,&), kde € jsou realné vektory takoe, e

&, &)e7[0,_1,0;] Proj=1,2,...,m.

Mame tedy

b
[ 1da=50.0)

<

[1d5-56.8]+ |56.8 - s(0.9)

<e+ Y &) lgloy) — gloj)] - S8
j=1
<et Y w(Spagiloj1,05)).
j=1
Protaze > 0 bylo libovolné, znamea to, ze plat (5.26). O

b
5.44 Disledek. Jestlize integél/ f dg existuje ajc, d] C [a,b], pak pro kade
€ € e, d] plati '

| = 1€ latd) - )] < w (Sasile.a):

Nasleduici specalni forma &ty o substituci je tai disledkem lemmat&.43

5.45 \eta (SuBSTITUCE). Necht f, g, h:[a,b] — R, pficent f je ohrantera

b
naintervalu|a,b] a integtz’il/ g dh existuje. Potom jeden z intégti

/abf(x)d[/azgdh] a /abfgdh

existuje (nd kon€nou hodnotu) pavé tehdy, kd¥ existuje i ten drufn V takoem
pripadce pak plat

/abf(x)d[/:gdh} :/:fgdh. (5.27)
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b
D0 kaz. Nejprve siSimmnéme,ze z existence integm/ g dh plyne,ze funkce

w:x € la,b] — w(x) :/xgdh

je defino\ana na cé@m intervalufa, b] a ma kon€né hodnoty pro kadé = € [a, b]
(viz vétu5.16). Pro libovolre zn&ere cEleri (o, £) intervalu [a, b] mame

0,8) — Siaw(o,§)|
(o) v(o)

(&) 9(&) (o) = h(o;-1)] = Y f(&) [w(oy) — w(oj-1)]

1 7=1

&) [o(6) (o) = hioy] = [ gan

< |1/l (ZU 9(6) [h(o) h(0j1>]/j19dh) |

Podle disledku5.44dosivame dle

[Stgan(o

J
u(

3,

<.
||

v(o)

|Stean(0,€) = Saw(e, &) <IFID w (Sean;[0j-1,05]).

j=1

Odtud podle ®ty5.36 uz plyne relaceq.27). (Pres\edite se,ze dikaz opravdu
umite dokorgit.) O

Polazime-li ve VBt 5.45 h(t) =t, dostaneme &sleduici tvrzen.
5.46 Disledek.Je-li f ohrantera nala,b], g:[a,b] — R je riemannovsky in-

tegrovatel@ naja,b| a p(x) :/ g(t) dt, pak jeden z integdll

a

[rav a [1wowa

existuje pave tehdy, kdy existuje i ten druf. V takovem @ipace pak plait

[rv= 1) 5001
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5.47 \eta(DRUHA O sUBSTITUCI). Pfedpokhdejmeze funkces: [a, 3] — R je
ryze mondinni a spojia na [«, 5] a zobrazuje[«, 5] na interval [a,b]. Potom
pro libovolré funkcef, g:[a,b] — R plati:

b B
existuje-li / f(z)d[g(z)], existuje tak / f(9(x)) dlg(e())]

/ 1o / e (5.28)

kde ,,+" plati, je-li ¢ rostoué a ,,-“ plati, je-li ¢ klesajci.

D U kaz. Fedpokhdejme nafiklad,ze ¢ je klesajci. Potomb=¢ () aa=¢(3).
Pro dai zn&ere kleri (o, &) intervalu [«, 5] polozme

pu(cr)szgb(gj) a Ny(o)- ¢(£j) proj:l,Q,...,y(a).

Potom <p7 TI)7 P= {p07 P1y--- 7/01/(0')}7 n= (7717 M2, 77711(0')) je zn&ere ckeleri
intervalu [a, b]. PiSemep = ¢(o) a n = ¢(&). Zfejme, je-li o D o', pak je
také ¢(o) D ¢(o’). Podobm®, prot@e ¢ je stejnongrré spojit na o, f], plaf
|p(o)| — 0, jakmile |o| — 0. Navic

v(o) v(p)

> F6E)) [9(03) — g(bloj)] = =Y fm) [9(ps) — 9(pj1)]

j=1 i=1

plat pro kazdé (o, &) € 7o, §]. Ted uz zajise kazdy Cterdr, ktery pozorré pro-
studoval etSinu dikazl této kapitoly, samostaéndokorti dlikaz rovnosti$.2¢)
pro oba integaly (vCetrgé pfipadu,ze ¢ je nerostoun. O

Dalsi variantou \ety o substituci je asledujci véta. Jdjdikaz mizeme pone-
chatcter#ri jako cviceri.
5.48 \Eta. Nechtfunkce¢: [a,b] — [¢(a), #(b)] je rostoué a spojita na [a, b],

P [p(a),p(b)] — [a,b] je inverza k ¢ a necht f: [a,b] — R. Pak existuje-li je-
den z integalll

b b(b)
o) [ f@dz @) [ r@)die)

¢(a)

existuje i ten druf a plaf rovnost



104 RIEMANN OV-STIELTIESUV INTEGRAL

b ¢(b)
@[ fe)de=() [ i) dlu).

¢(a)
5.49 Cvken. Dokazte wetu5.4& Zformulujte a dokate analogick tvrzen pro
(0) RS-integaly.

5.5 Integrace per-partes

Nasleduici tvrzeri je zobecgrim véty o integraci per-partes pro Riemannin-
tegral. Plat ve stejriem zrén pro oba typy RS-inte@lu.

5.50 \eta(VETA O INTEGRACI PERPARTES). Existuje-li jeden z integlli

/fdg, /gdf,

existuje i druly a plaf

/fdg+/gdf=fwmw»—ﬂ@gm> (5.29)

Dlkaz. a) Buddano libovolre zn&ere cBleri (o, &) intervalu[a, b]. Pola&zme
m=v(o). Pfeorganizoanim ¢lenl v sol&tu Sya (o, €) dostaneme

Sng( &) = f(&)[g(o1) — g(a)] + f(&2) [9(02) — g(o1)]
A+ f(6m) [9(0) — g(om-1)]
= f(a)g(a) [f(&) — f(a)]g(a) — [f(&) — flo1)] g(o1)
flo) = f(&)]glor) =+ = [f(&m) = flom-1)] g(Om-1)

neboli

Syaglo. &) = f(b) g(b) — f(a) g(a) — Seas(e’,€"), (5.30)
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kde
o' ={a,&,01,&,00,...,0m1, &m, b},
5/ - (a)0-170-170-2a0-27 s 70-m—170-m—17b))

(0/,&') € 7]a,b] a o' jezjemrénim o. (Stane-liseze; =o0;_1, resp.§; =o;
pro réjake j, musme oem tyto body¢, v o’ a jim odpovdajci body v £’
vynechat.)

b
b) PFedpokhdejme ze existuje intedl (0)/ gdf.

Bud danoes > 0. Zvolme cBleri o. € 2[a, b] tak, aby pro kadeé jeho zjema-
ni o’ a\sechna fisluSra zn&era célen (o/,¢’) € 7 [a, b] platilo

Seas(o’, &) —(0)/abgdf‘ <e.

Podle £.30) pro kazdé o D o. a [Fislusré zn&ere klen (o, &) plat

b

&aﬁ@&%aﬂ@ﬂ®+fwnmﬂ+0ﬂ/gdf
- <a>/gdf—SgAf<a’,£’>,
kdeo’' Do Do., atudz
b
S1a4(0:) = F(B)g(b) + fla) g(a) + (o) [ 9]

<eE.

= () [ 95 - Spaste )

b
Odtud plyne existence integu (a)/ fdg arelace$.29. To, Ze z existence
b a

b
integralu (a)/ f dg plyne existence integtu (a)/ gdf aplat rovnost 6.29),
by se dokazovalo analogicky. ‘

c) Tvrzern véty pro (9) RS-integaly plyne ze vztahuH.3() podobré jako v drul@
casti dikazu pro(o)RS-integély a detailn diikaz mizeme nechatteréfi jako
cvicer. 0
5.51 Cvicen. Dokazte etu5.50pro (6) RS-integaly.
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5.6 Stejnomérna konvergence a existence integiu

AZ na\etub.55a cviceni 5.56 vSechna tvrzentohoto odstavce plate stejiem

znén pro oba typy RS-integiu.

5.52 \&ta. Nechtg€BV|a,b], f:[a,b]—R je ohrantera a nechtposloupnost
b

funkd f,:[a,b]—R, n€N, je takow, Ze integél / fndg existuje pro kace

neN a

Tim [[f, — fll = 0. (5.31)

b
Potom existuje ta@<integlél/ fdg aplat

n—oo

b b
lim [ f,dyg :/ fdg. (5.32)

DlUkaz. a) Jesthie je vaf g =0, pak podle lemmatd.13mus byt g konstanti
nala,b] atvrzen véty je evidentn Predpokbdejme tedyze var g > 0.

Nechtje danocs > 0. Vzhledem k pedpokladu’$.31) miizeme zvolitn, € N
tak, aby platilo

£
varl g

nzn. = (- fll<

) a (Ifl<fl+1). (5.33)
Dale za naich g'edpoklad je podle lemmat.10(i)
b
[ 52ds] < fullvartg < (171 + vart g

pron > n.. Mlzeme tedy vybrat rostouiposloupnosfn;} CN al € R tak, aby
platilo

b
khm/fnk dg=1.

Specalré existujek. € N takowe, ze

b
/ Jn, dg — I] <e. (5.34)

ng. > Ne a
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Dale nechto. je takowe cBleri intervalu [a, b], Ze

<(a,£)€9[a,b] a 030'5> )ank NG /fnk dg‘ < ¢ (5.35)

Prot@ze je ny. >n. (viz (5.39), plyne z £.33, Ze pro kadé zn&ere celeri
(0,&), kde o je zjemrénim o, plaf

Siag(0,€) = Sp,_agla, &) <|If = fu, |varhg <.

Vzhledem k 6.34)—(5.35) tedy doshvame
‘Sng(O',é) - ]| < |Sng(0-’€) - ankEAg(0-7€>‘

+ ‘anksAg(G,é)—/abfnks dg) +

pro ke&zdé zn&ere kleri (o, &), kde o D o.. Odtud okanzité plyne,ze plat

/abfdgzl.

Konetné, prot@e podle lemmab.10a5.12mame

b b
}/ fndg—/fdg! <\l — 1]l (var’ g).

rovnost 6.32) nyni plyne z gredpokladu'%.31). Dlikaz byl proveden prgo) RS-
integial.

b) Dlkaz pro(§)RS-integaly je analogicl a ponechvame ho jako cvieri. O
5.53 Cviceni. Dokazte tvrzemvéty5.52pro (§) RS-integaly.

5.54 \&ta. Necht f € C[a,b] a g € BV|a, b]. Potom existujoba integaly

/abfdg a /abgdf.

DUkaz. Vzhledem ke &am2.14 5.6 a5.50 a lemmatub.12 stati dokazat
b
existenci integalu (5)/ f dg pro gfipad,ze g je neklesdgi na[a, b].
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Nechtje tedy f spojita nafa, b], g neklesdici na[a,b] ae >0 je dano.

b
Je-lig(b) =g(a), pak g je nutré konstanthna [a, b], a tudz (5)/ fdg=0. Bez

Ujmy na obecnosti izeme tedy pedpokhdat,ze g(b) — g(a) ~0. Dale VyWZi-
jeme tohoze k&da funkce spoji na kompaktim intervalu je na tomto intervalu
take stejnong@rré spojit.. Existuje tedy. > 0 takow, Zze

|f(x) = fy)] < 9(0) — g(a) } (5.36)

pro\Sechnar, y € [a, b] takova, ze |z — y| < J..

Méjme d& zn&era Bleri (o,€), (o', &) intervalu [a, b] takowa, ze |o| < 6. a

o' D o. Ukdzemeze plat |S(o,&) — S(o/,€’)| < e. Podle \ety5.14to uz bude
b

znamenatze existuje(é)/ fdg. (Viz také cviceri 5.15(ii).)

a

Necht v(o) =m. Ozn&me prvky éleri o’ a slazky vektoru¢ '’ tak, ze bude

o = {00, o1, .. .,01111_1, 01,02, . O, O N O'm} ,
€/: (5117 Ty grlzﬁéfa SRR 5?7 cre é;nm)

Potom

S(e.&) =>_ f(&)lg(o) — glom)] =D f(&) D lglad) = g(ol )]

j=1 j=1 i=1

a .

(€)= S(a”, € < DD (&) = F(EDg(o)) - glal-))],

j=1 i=1

kde klademer) =0, 1 agj =o; proj=1,2,...,m. Protdze

& — &l < |o| < 4. provsechng € {1,2,...,m}aie{1,2,...,n;},

odvodme pomocnerovnosti.36) vztah
nj

|5(e,€) = S(a’,€7)] < Z )]

j:l =1

= [g() — glo)] = _



STIELTIESUV INTEGRAL 109

5.55 \Veta. (i) Jestlze f € BV]a,b] je zleva spoji na intervalu (a,b], pak
pro kazdou funkcig € G[a,b] zprava spojitou na intervalda, b) existuj
oba integaly

o[ fag a (o) / odf.

(i) Jestlze f € BV]a,b] je zprava spoji na intervalu[a, b), pak pro k&dou
funkci g € Gla, b] zleva spojitou na intervalda, b| existuj oba integély

0 [ 14 a @) gar

D U k az. Oky vét o integraci per-partes §a/5.50) stai v obou Fipadech
b
dokazat existenci inte@tu (a)/ gdf.

Necht g € G[a,b] je zprava spojé na intervalufa, b), tj. g€ G gla,b] (viz
(4.9). Podle lemmat.18al4.19mame

Grla,b] = Grla,b] NS[a,b] = Lin(xprs), 7 € [a,]).

b
Podle lemmath.12 a vety5.52tedy st&i dokazat,ze integal (a)/ gdf exis-

tuje jestlze g = x(,) pro réjake 7 € [a, b).

b
Je-li g = X[a), N€bOliT=0a a g=1 nala,b], pak (0)/ gdf=f()— f(a)
(viz cviceri 5.5 (ii)). Pfedpokhdejme tedyze 7 € (a,b] a 5: X[-»]- DOkéZeme,
Ze je
b
@[ 9df =1t 1) (5.37)

Podle pozamky5.7 se mizeme omezit na zara Bleri (o, £) intervalu [a, b],

kterd obsahujbod 7. Pro k&dé takoe zn&ere celeri (o, &) ozn&me symbo-
lem k(o) tenindexk € {1,2,...,v(o)}, pro ktely plat 7= oy. (Takowy index
existuje \zdy pravé jeden.) Potom proSechna tato@eri dostvame

fb) = f(7) jeli Euoy <7,
5(07 E) = o
f0) = floney-1)  je-li §poy =7
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(o)~ (£(b) ~ () { O LSO 5 3
| N \f(T) = f(oko)-1)]  je-li &uoy =T '

Diky spojitosti funkcef v boce 7 zleva mizeme zvolit @leri o. € Z[a,b] ob-
sahujci bod = a tako\, Ze plat

(1) = floner1)| <
pro libovolré jeho zjemen o. Vzhledem k|6.39 to znamea, Ze pak bude platit
1S(o,&)—(f(b) = f(1))| < e provdechngo, &) € 7 [a,b] takovg, Zeo D o-..
Odtud plyneze plat (5.37). Dokazali jsme tedy tvrzar(i).
Druhé tvrzen by se dokazovalo podokn O

5.56 Cvicen. (i) Proobatypy RS-integiu dokate:
Jestlze f: [a,b] — R méa kon&nou variaci naja, b| a je spojit. na [a, b],
b

pak integél/ fdg existuje pro kadou funkcig regulovanou nda, b].

(i) Provedte podrobsy diikaz tvrzei (i) veéty5.55

5.57 Pozramka. Pfipomaime j&t bez dikazu jeden ze zAamych zajmawch
exister€nich wsledki. Dokazal ho v roce 1936 jeden z klagilteorie integrace
L. C. Young (viz B4)).

Jestlze funkcef : [a,b] =R a g:[a,b] — R sphuji podninky
[f@)=fy) < K|z —y|* a |g(x)—g(y)| < Llz—y|® pro z,y€a,b],

b
kde K, L €[0,00), a, 8 € (0,00), a+ 3> 1, pak existuje inted (6)/ f dg.

5.7 Bodova konvergence
b
Dilkaz \éty o konvergenci posloupnosti intétji’l/ fndg, ve ktee by nebyla

Ul - - e ’ a 1 ’ e
nutra stejnor@érra konvergencef,, = f, nam usnadnzaveden Darbouxoych
horrich a dolrich integall.
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5.58 Definice.Necht g: [a,b] — R je neklesdgi na [a,b]. Pro libovolre céleri
o intervalu[a,b] afunkci f : [a,b] — R polozme

v(o)

ngg(U') = Z ( sup f(ﬁ)) l9(oj) — g(oj-1)]

z€[0j-1,04]

) —
v(o)
S jaglo) = Z (xe[(ijnifw‘] f(@))[9(05) — g(0j-1)]
a definujme
“rb
/fdg = inf {gmg(a):aeg[a,b]}
a

/abfdg:sup {ﬁng(a):O'e@[a,b]}.

“rb b
Veliéiny/f dg resp./f d g naz/vame horni, resp. dolfiintegral f vzhledem
ke g. ‘ ‘

5.59 Lemma.Nechtg: [a,b] — R je neklesdginafa,b] a f: [a,b] — R. Potom
plati

/abfdg:/;fdg:IGR (5.39)

b
prave tehdy, kd¥ (a)/ fdg=1.

Dlkaz. a) Pedpokhdejmeze plat (5.39. Protdze g je neklesdpi, plyne
prfimo z definiceb.58 Ze

S fag(o) <Spayo,6) < ngg(o') prooc € Z[a,b] a€ € 7(o),

o0 — <§ 7129(8) = S jag(0) @ Spay(d) < ngg(U))
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Pomod téchto Akladrich fakil neri obfizné owit (provedte !), Ze pro kade
k €N existuje @&leri o* € 7[a, b] takowg, Ze nerovnosti
1

_ 1
I—E<§ng(0k)§5ng( &) < Spa <k)<I+E

1

plati pro kazde £* € 7(o*). Pro da ¢ > 0 zvolme k. > - a pol&me o, = o,
g

Potom bude pro ke o D 0. a & € 7(0o) platit

I—e<S(c*) < S(o) < S(o,8) <S(o) <S(o™) < I+e.
b
Odtud plyne rovnos(a)/ fdg=1.

b
b) Predpokhdejme nyn Ze existuje(a)/fd ¢g. Bud danos> 0. Podle \éty5.14
existuje @&leri o takowe, ze nerovnostSya 4(o, &) — Syay(o,n)| < % neboli

v(o)
€

‘Z (f(&) = f(ny)) [g(o) = 9(03'71)]‘ <3

j=1
plat pro jakakoliv ¢, 17 € 7(o). Plechodem k supreém a infinfim na kadem
intervalu [o,_+, 0;] Ziskame nerovnost

0< Sraglo) —Ssaglo)

v(o)

= Z ( sup f(x) — inf f(:)ﬁ)) [Q(O'j) - Q(O'j—l)} <

=1 z€loj-1.04] z€[oj-1,05]

l\DI(‘f)

b b

Odtud dosﬁvéme/f dg < Sya,lo) <§ng(a)—|—€§/f dg+e akon&né
b b -

take Og/f dg —/f dg <e. Prot@ze € > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze je

b b
/f dg :/f dg. Podle prvin ¢asti dikazu tedy pldt(5.39). O

5.60 Pozramka. Jestlze fdg /f dg = I € R, byva jejich spoléna hodnota

I nazZvanaDarbouxiv- Stleltjeav integél. Lemmab.59¥ika, ze tento intedal je
ekvivalentn se (o) RS-integalem.
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Nyni dokdzeme de hlavn véty tohoto odstavce: Osgoodovatu o domino-
varé konvergenci a Hellyovuatu o konvergenci. Gbtyto ety plaf ve stejiem
znéri pro oba typy RS-inte@il.

5.61 Veta (OSGOODOVA KONVERGENCNI VETA). Predpokhdejme,ze funkce
f:la,b] = R aposloupnos{ f,,} funkd definovafgch na|a,b] spluji

lim folx)=f(z) a |fu(z)]<M<oco pro x€la,b] a neN. (5.40)

b b
Dale nechtfunkceg € BV |a, b] je takoa, ze integr'aly/ fdg a / fndg exis-
tuji pro libovolré n € N. Potom ‘ ‘

n—oo

lim fn dg /bf dg. (5.41)

b
DUkaz. a) Podle l‘hisledku5.42integrél/ |fu(x) — f(z)|d|var? g] existuje
pro k&zdé n € N a plat nerovnost ‘

- / f(x)dlg / fua) — f(z)| dvart g). (5.42)

Sti tedy dolazat,ze tvrzem véty plat, jestlize funkcef,, jsou neaporre, f =0
a g je neklesdri. K tomu potebujeme asleduici tvrzeri znamé z teorie mnain
jako Arzekhovo lemma. Jeholkaz Ize nazti nag. v [11, lemma 11.15.8].

Lemma. (ARzELA). Necht{{J,;}:k€N, je€ U} je posloupnost kordeych
mnain podintervall [a, b] takovych,ze pro kade k € N jsou intervaly z mnkiny
{Jrj:j € Uy} navAajem disjunktha

> |Jkjl>C >0 prokazde keN.

JEU

Potom existuj posloupnosti indek {k,} a {j,} takow, ze j, € Uy, pro kazce
/eN a ﬂ J]%jg?é@.

leN
b) Predpokbdejme tedyze g je neklesdginala,b] a{f,} je posloupnost funkc
definovarych nala, b] a takowch, ze

lim f,(x) =0 a 0<f,(z)<M<oo proz€la,b] aneN.

n—oo



114 RIEMANN OV-STIELTIESUV INTEGRAL

Dokézeme,ze mus platit

b
lim fn dg=0. (5.43)
DUkaz provedeme sporem. Néd¢htly neplait(5.43). Potom, vzhledem k lemmatu
5.59 existuj € >0 arostoucposloupnosfn,} takowe,ze

b
/fnk dg > ¢ provsechnak € N.

Vzhledem k definicb.58to znamea, ze pro kadée k € N existujeo* € 2|a, b]
takow, ze S i(o*) >¢, kde zn&ime S (") =S ;, a4(c*). Polazme j&t
my=v(c¥) a ¢p;= inf fnk( ) prokeN a je{l,2,...,mg}. Pro

xe[aj 1 J

dare >0 ozn&me U, mnazinu indexXd j takowch, ze ¢, >n,
zaimco V;, ={1,2,...,my} \ Uy. Zfejmé

MY [g(af) = glof-)l+n Y [9(of) = glo_y)] > e

neboli
M Z )] > e —nlgb) — g(a)).
3 9 .
Pro n:m dostanemez — g( Bl >3 > 0 neboli

JeU
> gl > ﬁ > 0, kde Ji; =[g(c%_,), g(c¥)] pro j € Uy. Podle Arzehova
JjEeUg
lemmatu tedy existiljbod y, a posloupnosti{k,} a {j,} takow, ze j, € Uy,
pro kazde (€N a y, € ﬂ Jr,jo- TO ZNnamea, ze 1y, € [g(o” a5 1), g(aj’?;f)] pro
leN

kazde ¢ € N. Protaze g je neklesdfi na|a, b], existuje pavé jeden bodry€ [a, b]
takowy, ze

Yo € [9(zo—), g(xo+) ], 0 € [ Ojp— 170;?] a jo €Uy, prokade (€N,
Podle definice mn&in U}, to znamea, ze f,, (zo) >n pro kade (€N. To ale
neri mozné vzhledem k fedpokladulim f,(z) = 0. Plaf tedy 5.43).
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c) Podlecasti b) tohoto dkazu a lemmatt.59mame
b b
i [ 17,(0) ~ f(o)] divars g] = lim [ 1, () djvar; g]

= lim fn() dig(z)] =0,

n—oo

atudz ze vztahu%.42) bezprostedre vyplyva, ze plat take

b
lim fndg /fdg.

n—oo

Tim je djkaz dokogen. O
b
Dalsi véta o konvergenci posloupnosti intatir {/ f dgn} je dophkem
k vétt Osgoodog. Z jejho dikazu bude izjme, ze plat ﬁro oba integaly.

5.62 \eta (HELLYOVA V ETA O KONVERGENCI). Nechtfunkceg:[a,b] =R a
posloupnost g, } C BV|a, b] jsou takoe, ze

lim g,(z) = g(z) prox €a,b] a var® g, < v < occ.

b b
Potomvart g <~ a lim / fdg, :/ f dg plati pro kazdou funkcif spojitou

na[a,b].
DUOkaz. Nechtf je spojita nala, b} Podle \éty2.44 je varl g <~ apodle

véty5.54existuj vsechnylntegily/ fdg,, neN, a/ f dg.Bud danoe > 0.

Ze spojitosti funkcef nala,b] plyne Ze existujeo = {0p, 01,...,0m} € Z[a,b]
takowe, ze pro kadeé j € {1,2,...,m} plaf

f(@) = f(y)] < 5 pro vsechnyz, y € [0, 1, 0; . (5.44)

Pro ka&de n € N mame

/Uf aJ/dgn

-y | )= se) digao)

§.
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/ F(2) d[gn()] = Sy g, (0, €)
-y / 7 (F@) — £(0,)) d]gala))

kde &€= (01,09,...,0,). Pomog (5.44) a lemmatib.10tedy doshvame

9
) dgn(z) — Stag. (o ‘<—ZV3%19§§7=3
Podob® odvodme i analogickou nerovnost s furikg na nist g,,, tj.

~ Sya.€)| <

Wl ™

Protdze g, () — g(z) pro kadeé x € [a, b], snadno o&ime take rovnost
lim | Sy g, (07,€) = Spag(o. §)] = 0.

Existuje tedyn, € N takow, ze

™

|Sfag.(0,€) — Spaglo,&)| << pron>n,.

w

Pomodé posledich tfi nerovnostkon&né dostaneme pre > n,

b b b
fdgn _/fdg‘ S fdgn_Sngn(a>€)‘

b
+‘Sngn(0',€) Sng ’—F’Sng E) —/fdg‘ < €.
b b
Plaf tedy lim/fdgn:/fdg. -

5.8 Dalsi véty o existenci integalu

Nejprve pomotvét5.36a5.40a lemmatub.38 upfesrime pohled na roli ohra-
nicerych funkd v teorii Stieltjesova integiu, ktey nam poskytla @ta5.23 Na-
sledujci tvrzeri plati pro oba typy RS-integ@il.
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b
5.63 \eta. Necht f:[a,b] =R, g€BV][a,b] a necHtexistuje/ f dg. Potom

je budto funkce f ohranicera na intervalu|a, b], nebo existujeakortﬁmy sysém
bodl «;, B; € [a, b], i=1,2,. ..k, takowch,ze plat

(i) a<ar<fi<a<f<---<ap<f b,

(i) funkceg je na k&dem intervalu[o,, 5;], i1 =1,2,. .., k, konstanti,

k
(iii) funkcef je ohraniera na mnding [a,b]\ | Jlev, 3.
=1

b
Dlkaz. a) Pedpokhdejmeze existuje intedal (a)/f dg aze funkcef nen
a b

ohranteré naa, b]. Potom podle &ty5.40existuje tale integél (a)/f dv, kde
v(z)=vartg pro x € [a,b]. Podle \ety5.36a lemmatub.38tedy exi%tuje dleri
o€ %[a,b] takow, ze

v(o) v(o)
> Wiy () [0(07) = v(oj)] = Y w(Sravi[oj-1,05]) < L.
j=1

1

q

<.
Il

Specalré pro kadé j=1,2,...,v(o) mud platit

Wio;_1,0,(f) [v(0) —v(oj1)] < 1. (5.45)

Neri-li f ohranteré na intervaluo,_;, 0;], pak je oBem

o)) = s @)~ f@")] = o

II,ZL'” S [Uj—lyoj]

a (5.45 muze platit jenom tehdy, kdybude0 = v(o;) — v(o;_1) = varg:_ g.
Podle lemmati2.13to znamea, Ze funkceg mud byt konstanti na intervalu
[0;_1,0;]. Nyni, nechitJ je mnaina \Bech interval [s,_;,0,], na ktegch je
funkce f neohraniera (a tedy funkcey konstanti), a nechtk je potet prvKi
této mnainy. Dlkaz dokoiGime, ozn&ime-li krajri body intervall z J symboly
o, B, 1=1,2,..., k, tak, aby byly usptadany jako v podrince (i) a sotasre

platilo 3= {[os, 3] :i=1,2,...,k}.
b

b
b) Jestlze existuje(é)/f dg, pak podle ety5.€ existuje tale (a)/f dg atvr-

zen véty plyne z prvin Easti dikazu. O
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b
5.64 Pozramka. Protaze hodnota inte@gdu | fdg se nezrén, jestlize libo-

volné poznérime hodnotu funkcef na intervcélech na ktgch je ¢ konstantin,

vidime z \ety5.63 Ze jestlze mtegal/ f dg existuje, pak Zdy miizeme nd

funkci f ohrantenou nda, b] atakovou,ze/ fdg /fdg

b
5.65 \eta. Jestlize integél [ fdg existuje pro kadou funkcif spojitou na

a
la,b], pak g m& kon€nou variaci naja, b].
Dilkaz se ofra o rasleduici dvé pomoca tvrzen.
[ee)

Tvrzeni 1. Je-li a, >0 pro véechnaneN a ) a, =00, pak existuje po-
n=1

sloupnost{c,} tako\a, ze plat

¢, >0 provéechnmeN, lim ¢, =0 a ch a, = oo. (5.46)
n=1

Dlkaz. Posloupnosts,} ={ Z ar} je neklesdyi a plaf

k=1
lim s, = oo. (5.47)

n—oo

Specalné pro dostaténé velkd n (n >ny) budes,, > 0. Mlzeme tuik definovat

1 pron < ng,
Cp = 1
— Pro n > ny.
Sn
Ztejmeé je ¢, > 0 pro ka&dé neN a lim,, .., ¢, = 0. Na druhou stranu, pro
libovolna m,n € N, m >n>ng mame

m m a 1 m St
k=n k=n k=n
<L . 1 .
Vzhledem k6.47) pro kazdé n € N existujem,, 2 tj.
Smny,

Cr Q —.
k Uk 9
k=n
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To ov8em zname, Ze mus platit (5.46). O
Tvrzeni 2. Nechtg:[a,b] =R, x5 € (a,b] @

vari®g = oo pro kazde z € [a, xo). (5.48)

Potom existuje rostoldiposloupnostx,} bodi v [a, z,) takowa, ze

lim z, = 2o a Z l9(xs1) — g(xg)| = 0. (5.49)

k—o0
k=1

Dlkaz. a) Nejprve dolazeme ze plat
sup{varyg:z € (y,29)} = oo pro kadeé y € [a, xo). (5.50)
Predpokbdejme opak. Nechedy existui M € [0,00) ay € [a, zy) takow, ze
sup{var,g:z € (y, 7o)} < M. (5.51)

Polzme M = M + lg(xo) — g(y)|. Potom, vzhledem k49, existuje @&leri
Y=10<y1 < -+ <ym=x intervalu [y, x¢] takow,ze

Z 19(y;) — g(yj—1)| > 3 M.

Protcze je

—~

19(20) = 9(Ym-1)| < |9(z0) — g(W)| + 19(¥) — 9(Yym—1)| < M,

mame

3

19(y;) — 9(yj—1)| > 2 M,
1

j
atedy vapm—1g>2 J\7, coz je ve sporu s4.51). Plaf tedy 5.50).

() Zkonstruujeme hledanou posloupnost. Paie «; = a a zvolmeu; € (a, xo)
tak, aby platilou; >z —1 a var2g > 1. Mame-li bodyuy, us, ..., u, € [a, 29)

. 1 .
takowe, ze plat u, € (ug_1,x0) N (g — E—_l’xo) a var g>1, pak najdeme
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. 1
upy1 tak, aby platilouy; € (ug, o) N (zo — 7 zp) a var,t'g>1. Posloupnost

{u,} je Z'ejmeé rostouca
elim Uy = Tp. (5.52)

Podle definice variace, pro k& (€N existuje @&leri o‘= {0}, 0t,... 0" }

» Yy

intervalu [uy, ugy1] takowe, ze plat

my

> lglaf) — glof )] > 1.

j=1
Potom

[e'e] my

> (D19l — glol)l) =

(=1 j=1

Precislujme nyn prvky mnazin o, ¢ € N, do posloupnost{z;,} tak, aby platilo

1 =o0. (5.53)

1

o

14

Tht1 :U§+1 je-li $k:O'§ a j<m@—1

a
Tpt1 = (Tg+1 je-li T = O—fng—l'
Vzhledem k6.52) a (5.53 ma posloupnos{z;} pozadovag vlastnosti. O

D U kaz véty5.65 Vzhledem k &t5.6 se mizeme omezit ndo ) RS-integal.

Pfedpokbhdejme,ze vaf g=oo. Diky Heinow-Boreloe &t o kon€nem
pokryfi (viz vétu4.€) a vete2.11 vime, ze funkceg: [a,b] — R ma kon&nou
variaci nafa, b] pravé tehdy, kdy plat

Ve e(a,b] 36,€ (0,2 —a): vari_; g < oo
a (5.54)

Va€la,b) 35 € (0,b—x): varr%2g < cc.

Predpokladze val g= oo znamea,ze existujer, € [a, b] takowe, ze proz = z
neri splréna jedna z podmek 5.54). Necht tedy napiklad z, € (a,b] je ta-
kové, ze plat (5.49). Podle tvrzen?2 tedy existuje rostoiposloupnost z;,} bod
V (a, () takoa,ze

k—o0

lim z, =29 a Z |9(@r11) — g(x1)| = 00,
k=1
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Dale podle tvrzenl existuje posloupnosic; } kladnych Cisel takow, Ze plat

li = - = 0.
Jim ¢y, 0 a ;CHQ(%H) g(zy)| = o0

Polazme

0 pro x < xy, resp.x > o, resp.c € {x;}32,,

M=\ asign(oton) (o) pro a=ge: = ST

a ve zlyvajicich bodech intervalja, b| dodefinujme funkcif linearreé a tak, aby
byla spoji. nala, b]. Pro takto definovanou funkdi: [a,b] — R plaf

Z f fk $k+1 - g(a:k)] = 0.

Specalné pro kade M > 0 existuje Ny, € N takow, ze

Ny

Zfék 9(xr1) — glar)] > M.

Pro da@ M > (0 ozn&me

GM:{aﬂxl?x?? <. .,xNM,.fCNM+1,b}, €M: (a’aflvf% .. '7£NM?b)'
Potom je(op,&y) € 7 [a,b] a

Ny

S(ou, En) = Z F(&) [9(Try1) — g(aw)] > M.

k=1

(Pfipomeaime si,ze f(a)= f(b)=0.) To ale znamea, ze integal ( /fdg

nentize nit kone&nou hodnotu.

Neri-li splnéna drula z podninek v (5.54), tj. existuje x, € [a, b) takowk, Ze
var; g=oo pro kadeé x € (z, b, je tfeba msto tvrzei 2 pouZit jeho vhodnou
Upravu. O

5.66 Cvicen. Zformulujte a dokdte analogii tvrzen2 pofebnou k dokoter
diikazu \ety5.65 jestlize existujex, € [a, b) takowe, Ze var, g=oo pro kazde
x € (xo, b].
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b
5.67 \eta. Necht f € G[a,b] a nechtintegral /f dg existuje pro kadou

a

kon&nou skokovou funkgi. Potom f je spojita na [a, b].

D Ukaz. Oftse nizeme omezit naloc)RS-integal. Nechit z, € (a,b),
¢, dER, c+d+#0 a nechtfunkce g:[a,b] =R je definovana podobé jako
v pozramceb.24 tj.

c+d

g(‘r) - CX[a,xo)(x) + T X[xo](‘r) + dX(a:o,b]('x) pro x € [CL, b]

b
Podle pozamky 5.24 miize integal (a)/ f dg existovat pouze tehdy, kdy

f(zo—) = f(z0) = f(zo+). Podobr@ bycﬁom dokzali, ze f musd byt spojita
i v bodé a zprava a v bod b zleva. O

5.9 Veéty o stedni hodnoté

Véty tohoto odstavce pliate stejiem zrén pro oba typy RS-inte@iu.
5.68 \éta (0 STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g neklesdici na
la,b], pak existujex, € [a, b] takowe, ze

/fdng@@www—mwy (5.55)

b
DOk az. \Wtabh.54 zarltuje existenci inte@iu/ fdg v obou smyslech.

Protaze je g neklesaici na[a, b], pro kazdé zn&ere Bleri (0,€) € 7 [a,b] plat

m [g(b) — g(a)] < S(o,€&) < M[g(b) — g(a)],

kde m= min, ¢ (o) f(x) @ M= max, cqp) f(x). Podobr jako i dikazu lem-
matu5.10plyne odtudze plat také

b
wnmw—gmng/fngAumw—gm»

Dale protde f je spojifa, nalyva vBech hodnot z intervallim, M]. Specalné
existujez, € [a, b] takow, Ze plat (5.55). O
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5.69 \éta (DRUHA O STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g nekle-
sajici na [a, b], pak existujer, € [a, b] takoe, Ze

b zo b
/ f(2) g(x) dz = g(a) / Fe) i+ o) / f(x) dr. (5.56)

Dl kaz. Funkcef je riemannovsky integrovateédmala, b]. Polazme

= /m f(t)dt prozea,b].

Potom podle &ty o substituci (&@ta’5.45 a disledek5.4€), véty o integraci per-
partes (eta5.50) a vety o stedri hodnog (veta5.68) existujex, € [a, b] tak, ze

/f dx—/bgdh:h(b)g(b)—/abhdg
= ([ rar) oo ([ rar) o) - oo

a

) / " fw) do+g(b) / b f(@) do

Plaf tedy (5.56). O

5.10 Dalsi integraly Stieltjesova typu

Budte dany funkcef, g:[a,b] =R a cleri o intervalu[a,b]. Polazme

9(0;) = g(oj-1)],

v(o) ) oi1
U):Zf(aj)+2f( ]—)[ (

Scr(o Zf 0j-1) —9(oj-1)];

V(U)

Scr(o Zf ;) [g(o;) — g(oj-1)].
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Dosadme-li do definicés.3 Sy (o), resp.Scr(o), resp.Scr(o) misto S(o, &),
dostaneme peack integaly sttedovy resp.levy Cauchyav, resp.pravy Cauchyiv.
Podle z@isobu limitriho procesu se &em rozl§uj (§) nebo (o) varianty. Je
zfejmé, Ze \Bechny zobetuji pfislusrné RS-integaly, pokud jde offidy integro-
vatelnych funkd. Ne vzdy V8ak Zistanou zachany sechny vlastnosti RS-integ-
ralli. Na griklad pro stedovy integial neplat obdoba ety5.450 substituci. \fce
podrobnostize najt v odstavci 11.19 monografi€lfl] T. H. Hildebrandta.

5.11 CvicCen na zaver

Neri-li uvedeno jinak, v asleduicich cvicerich provede diskusi o existenci,ip-
padré uitete hodnotu pro Kaly typ Stieltiesova integdu z €to kapitoly, tj pro
integaly (6)RS, (o) RS, stedow, levy Cauchyiv a pray Cauchyiv.

(i) Nechtg(z)= sin x proz € [0, 7]. Ur€ete hodnotu inte@wu/ zd[g(z)].
0

(i) Nechtg(x)= exp(|z|) pro z € [—1, 1]. UrCete hodnotu integiu

) [ wdigo))

1
0 pro z€l0,3),
(i) Nechtg(z)=¢c proaz=1,
d pro ze(3,1].
1
Zkoumeijte existenci a hodnotu intédm / f dg pro tizreé funkce f v za-
vislosti nac, d. ’
. , 0 0, 0 <0,
(iv) Necht f(z)= Pro-o= g(x) = Pro
1 pro x>0, 1 pro z>0.
Zkoumeijte existenci a hodnotu intédi

1 0 1 1 0 1
/gdf,/ gdf>/ gdf,/ gdg,/ gdg,/gdg
-1 -1 0 -1 -1 0

5 o L z prozel0,1i],
(v) UrCete hodnotu inte@fu (6)/0$ [g(z)], kde g(x) = {

8 |=

proz € (3,1].
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(vi) Definujte exakt@ kfivkovy integral prvriho druhu zrimény v odstavc(l1.?
a formulujte jeho akladn vlastnosti, kteé plynou z ¥t obsderych v €to
kapitole.

V této kapitole jsme&erpali z kapitoly Il Hildebrandtovy monografid 1], ve ktegé je
maozno najt i dalsi informace.





