Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integralu
ve funkcionalni analyze

V této kapitole nejprve weme, jak se Stieltjesovy intédy uplatii pfi repre-
zentaci spojigch linearrich funkcioralll na réktefych prostorech funkc Nejprve
pripomaime rékolik zakladrich pojnl.

7.1 Neékolik zakladnich pojmi z funkcionalni analy-
Zy
(i) Necht X aY jsou linearn (vektorowe) prostory. Zobrazén
Bi(r,y) eXxY — f(r,y) €R

se nagvabilinearni, jestlize plat

B(x1 + x2,y) = B(21,y) + B(w2,y) provsechnar,, v €X, yeY,
BNz, y) = AB(z,y) provsechnar € X, yeY, \eR,
B(x,y1 +y2) = B(w,y1) + B(z,y2) provsechnar € X, y;, 4, €Y,
Bz, Ay) = AB(x,y) provsechnar € X, yeY, AeR.

(ii) ProstoryX, Y tvori dualni par vzhledem k bilin@nimu zobrazeng, jestlize
plat

B(xz,y) =0 provsechnar e X — y =0,
B(xz,y) =0 provsechnay e X — z =0.

(i) Linearnm zobrazemm linearnho prostoruX do R fikamelinearni funk-
cionaly na X. Pro libovolre linearn funkcioraly &, ¥ na X, A\eR a xz€X
definujeme

(P+V)(z) =P(x)+V(z) a (AP)(x) =AD(z).
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Mnozina linearrich funkcioralll na prostoruX je zrejmé vzhledem k takto za-
vederym operaam také linearri prostor. (Nuloym prvkem mndiny linearrich
funkcionalll na prostoruX je pfirozere funkcioral 0:z € X - 0€R.)

(iv) Je-li X Banacliiv prostor s normou € X — ||z||x, pak linearri funkcioral
¢ naX je spojity (vzhledem k topologii indukovanormoul|| - ||x) prave tehdy,
kdyz je ohrantery, tj. existujecislo K € [0, co) takow,ze |®(z)| < K ||z||x plat
pro kazde x € X (viz [16, IV.1.2]). Prostor spojitch linearrich funkcioralll na
Banachoe prostoruX zn&ime X* a nafkvamedualni (nebo €z adjungovafy
prosto) k X. Predpisem® € X* — ||®|x- = sup {|®(2)|: v€ X, ||z[|x < 1} je
prirozere definoana norma n&* a X* je vzhledem kéto norné take Banachiv
prostor (viz [L6, 1V.2.1]). Po\simréme si &, Ze zobrazen

reX, PeX* - P(x)eR (7.1)
je bilinearn.

Vyznamnou roli v teorii spojjtch linearrich opeatort hraje \&ta Hahnova-
Banachova, kterou zde (spoi& s jedim jejim uziteCnym diisledkem) fipome-
neme v obecnosti postajici pro naelcely. Dliikazy Ize ndf ve vetSiné utebnic
funkcioralni anal/zy, viz nagiklad [16, IV.1.3].

7.1 Véta (HAHN-BANACH). Necht X je BanacHiv prostor aY c X je jeho
podprostor. Potom pro kaly spojity linearni funkcioral ® na 'Y existuje spoji
linearni funkciorél ® na X takowy, ze

O(y)=d(y) proyeY a |P|

x» = || @]

e (7.2)

7.2 Véta. Necht X je BanacHiv prostor aY C X je jeho uzakeny podprostor.
Potom pro kady prvek z € X\ Y existuje spoji linearni funkciorél ¢ na X
takow, ze

|Pl|x- =1, @(y)=0 proyeY a P(z)=dist(Y,z),
kdedist(Y, z) zn&i vzdalenost prvkuz od mnainy Y, tj.
dist(Y, z) = inf{||ly — z|lx :y € Y}.

Pomogé véty'7.2 snadno doZzeme rasleduici tvrzeri.

7.3 Disledek. Je-li X Banachiv prostor aX* jeho dualni prostor, pakX, X* je
duélni par vzhledem k bilin@nimu zobrazen(7.1).
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Dlkaz. a) Jeli®(x)=0 pro ka&de = € X, znamea to, ze ¢ je nulowy
funkcioral, tj. ® =0¢€ X*.

b) Podle ety 7.2 pro libovolré = #£0 existuje funkciodal & € X* takowy, ze
|®]|x-=1 a ®(z)=||z||. (Polazime Y = {0}.) Neniize se tedy $tt, Ze by bylo
soltasre ¢(z) =0 pro kazde ¢ € X* ax #0. O

7.2 Spojité linearni funkcionaly na prostoru spoiji-
tych
funkci
Mezi vwwznamre wsledky funkciolni analyzy pafi reprezentace spoyjich li-
nearrich funkcioralll na réktefch ¢asto pouivanych prostorech funkc Spe-

cialné v pfipaceé prostoruCla, b] funkd spojitych naja,b] se dolie uplatn kla-
sicky (0) RS-integal.

7.4 Veéta (RIESZ).  je spojify linearni funkcioral na Cla, b] (® € (Cla,b])*)
prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] takowa, zep (a) =0 a

b
O(z) = (5)/ xdp prokazdou funkciz € Cla, b]. (7.3)

Potom take plaf ||®||x- = var® p.
Dlkaz. a) NechtreCla,b] a peBV]a,b]. Potom podle &ty5.54 exis-

b b
tuje integal (9) / +dp a podle lemmatis.10 plat )(5) / z dp’ < (var’ p) |1z
Zobrazein ‘ ‘

b
o, :xEC[a,b]H(é)/mdpeR

je tedy ohrartery (tj. spojity) linearn funkcioral naCla, b], pficenz
1Pyl (clapp- < var,p. (7.4)

b) Bud dan libovolry spoijity linearri funkcioral ® na Cla, b].

Necht M [a, b] znai mnazinu VSech funkeohrantenych nala, b]. M[a, ] je
zfejmeé Banachiv prostor vzhledem k opero a norné definovagm stejré jako
vV Cla,b]. Déle je Zejmé, ze C[a, b| je uzavery podprostorM a, b].
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Ve zbyvajici ¢asti tohoto dkazu budeme zii#t X =Mla,b] aY =Cla, b].
Podle \éty[7.1 mizeme funkcioal ® rozsifit na cey prostorX, tj. existuje
funkcioral ¢ € X* takow, ze plat (7.2). Pol&zme

pla)=0 a p(t) =D(xy) prote(a,bl. (7.5)

Dokazeme,ze p e BV[a,b]. Bud dano cleri o € 2[a,b]. Polzme m=v(0o).
Potom

V(p,o)=> Ip(o;) —ploj1)| = Z%’ [p(0;) —p(oj-1)l,

kde a; =sign[p (o) — p(oj_1)] proj=1,2,...,m. Vzhledem k definici{.5)
tedy doshvame

V(p, U) X[a 0‘1 Zaj X[a cr] (I)(X[a,aj,l])}

[a01 +Za] 0]103)

= (I)(al Xla,o1] + Z Q X(O’j—ho'j]) - (I)(h’>7

Jj=2

kde h(t) = a1 Xjao) () @) X(o,1.0,)(t) PIOEE [a, b]. ZFejme ||h]| =1, atedy
j=2
V(p, o) <||®|x+=|P||y- pro ka&dé o € 2[a,b]. To ovSem znameh, Ze

(7.6)

Zbyva doléazat,ze plat (7.3 neboli ® = ¢,. Budte dany libovolraz € X as > 0.
Protaze funkcex je stejnon@rré spojit nafa, b], existujed > 0 takow, ze plat

(t,se[a,b] a|t—s <5) — |2(t) — 2(s)| < e.
Necht o € 2[a,b] je libovolné cleri takow, Ze |o| < §. Polazmem =v(o).

{x(al) kdyz t=a,

o(t) = . .
o= s0)) kdyz te (0, 105] @ jE{2,3.. .m}
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Snadno o@&ime,ze |z(t) — z(t)| <e pro kezde t € [a, b] neboli ||z — 2z, || <e.
Dale

To(t) = 2(01) X(@)(t) + Y 2(05) X(o,-1.0,)(t) PO tE[a,b].
7j=1
Odtud, vzhledem k definici/(5), dostaneme

®(25) = 2(01) D(X[a.c)) +Z 2(07) [2(Xfa;) = P(Xiaoy1)]

kdeEa. == (0'1,0'27 e ,O'm).
b

Protaze existuje intedal (5)/ zdp, mizeme zvolitpe 2[a,b] an = &,

tak, aby platilo|p| <0 a

)é(x,,)—(a)/xdp‘ Sunp(pym) — (5)/ab:13dp‘<€.

Protdze mame tak ||z — z,|| <, dostvame
b b
(x) — () / v dp| = [#(x) - (9 / v dy)
a a N b
+[8ap) ~() [ )

<@l [l — @pll +& < ([ @}y + 1) e

<[8@) - ¥(z,)

Vzhledem k tomuze ¢ > 0 mlize byt libovolné mak, znamea to,Ze plat
b
O(z) = Qp(z) = (5)/ zdp pro xz€Cla,b].

Konetné, podle[(.4) a (7.6) je ||| (clap))- = ||P|lv- =var? p. ]

Jak ukazuje asleduici véta, nen pfifazen ® € (Cla,b])* — p€BV]a,b]
urceno vztahemq.3) jednoznéné.
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7.5 Lemma. Necht g € BV|a, b]. Potom plat
b
(6)/ fdg=0 prokazdou funkcif € Cla, b] (7.7)

tehdy a jen tehdy, kdyexistuje nejySe spdetra mn@ina D C (a, b) tako\a, ze
g(t) = g(a) prave tehdy, kdg t € [a,b]\ D. (7.8)

DlOkaz. a)Pedpokhdejmeze plat (7.8). Pol&zme g(t) = g(a) prot € [a,b]

agB=g — g€ PotomgB(t)#0 prave tehdy, kdy tc D. (g€ je spojita tast

funkce g a ¢® je skokowa Gastg.)
Necht f je libovolna funkce spoji nafa, b]. Potom Zejmé

b
(5)/ fdg©=0. (7.9)

Ukazeme ze plat také

(5)/bf dg®=0. (7.10)

Je-li D=0, pak (7.10 evident® plai. Necht D je jednobodo& mnaina, tj.
D ={d}, kded € (a,b). Bud danos > 0 a nechts > 0 je takowe, ze

(t,se[a,b] a |t—s|<25> — [f(t) — f(s)| < <.
Pro libovolre zn&ere Bleri (o, &) € 7a, b] takowk, ze |o| < §, pak mame
0 kdyzd ¢ o,

1Srag(o, €)1 = 9 | (&) — F(&41)| l9B(d)| << llgB)|
kdyzd=o; prorgjake je{0,1,...,v(o)}.

Je-li D jednobodo@ mna&ina, pak (.10 plati. Snadno si rozmyshe, ze odtud
plyne,ze (7.10 plafi i v pfipacg, Ze mnaina D je kon&na.

Predpokbdejme nyi ze D je spa&etra, D ={d;}. Podle \éty2.25je

Zlg (o)l =Y (JA™ gB(di)| +]AT gB(d)]) < co.
k=1
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Méjme canoe > 0. Potom existujeN € N takow, ze
> lgBdi)l <e. (7.11)
k=N+1
Rozlazme funkcig® na sodet g8 = h + h, kde
h(t gB(t) kdy2 te{d17d277dN}7
0 kdyzte[a7b]\{d1ad27)d]\f}

- gB(t) kdyz te{d,:k>N+1},
0 kdyz t € [a,b]\{dx:k>N+1}.

Podle pedchoz Casti je

(5)/bfdh:0. (7.12)

Na druhou stranu, pro kdé zn&eré cleni (o, &) € 7[a,b] mame podle[{.11)

v(o)

1S an (@.6)] = | D £(&) lo5) = Rl 1)

=1

<20f1 Y lgBdl <2 fle.

k=N+1

Odtud, vzhledem K4.9) a (7.12), plyne,ze plat (7.10 a (7. 7).
b
b) Nechtplai (7.7). Pol@zme £(#) = () / (g(s) — g(a)) ds pro ¢ &[a,b]. Po-

t
tom f € Cla,b] a podle \ty o integraci per-partes§ta’5.50 a vety o substituci

(véta5.45) je
)] 1d0= 10)00) - @ gta) ) [ 9ds
:—ﬂ@gmwwallﬁwmw—gm»dt
=) (600 - o(@)" dt,
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Dosazeim f(t)=1 do (/.7) zjistime, ze mu$ platit g(a) = ¢g(b). Kdyby bylo
g(to) #g(a) v néjaktm boe t, € (a,b) spojitosti funkceg, muselo by existo-
vat A >0 takow, Ze (g(t) — g(a))2 >0 pro t € (tc—A, to+A). Potom bychom
ovsem neli také

(6) / fdg= () / (9(t) — g(a) dt > (5) / " () — g(a)? di > 0,

to—A

coz je ve sporu siedpokladem{.7). Vzhledem k éte2.21tedy plat (7.8). O

7.6 Pozramka. Jestlze f € Cla, b], pak podle lemmatli.5 integial (6)/bf dg
se nezran, zmérime-li hodnotyg(t) v nejwse spdetré mnoha bodechea(a, b).
Specalné nahragme-li funkci g funkd
0 pro t=a,
g(t) = ¢ g(t+) —g(a) prote(a,b),
g(b) —g(a)  pro t=b,

bude platit

b b
(5)/fdg_<5)/fd’g oro kazde f € Cla, b].

Odtud okarzité plyne,ze pro kady spojity linearn funkcioral ® na prostoru
Cla, b] existuje pave jedna funkcep € BV|[a, b| takoa, ze

p(a)=0, p(t+)=p(t) pro t&(a,b)

a (7.13)

b
B(z) = (5)/xdp oro kazde z € Cla, b].

Funkcep € BV|a, b], které jsou zprava spogtna(a, b) a takoe,zep (a) =0,
se nagvaji normalizovag funkce s korou variaé a tvai uzaveny podprostor
v BV]a,b], ktery budeme zn&t NBV|a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b]
jsou podle ety7.4a lemmatu/.5izomorfn, tj. zobrazen

¢eX" - peNBV[a,b] (7.14)
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je vzajemré jednoznéré. To by Zejmé neplatilo, kdybychomNBV|[a,b] na-
hradili prostoremBV [a, b] vSech funkt s kon€nou varia€ na [a,b]. Na dru-
hou stranuNBV [, b] I1ze nahradit nalp prostorem funkics kon€nou variatna
[a,b], které jsou spojié zleva na(a, b) a rovnaj se nule v gjakem pevié darem
bock c € [a,b].

Z nasleduiciho lemmatu vyplyneze je-li & € (Cla, b])* ap € NBV|[q, b] je urte-
no vztahemT.14), pak ||®||(c(a,s))+ = ||PllBV, tj. prostory (Cla,b])* a NBV[a,b]
jsou izometricky izomorfn

b
7.7 Lemma. Jestlze p € NBV[a, b] a ®(z) = (5)/ rdp pro x € Cla, b], pak
19| o)+ = lIpllev = vars p.

b
DUkaz. Podle lemmatt.10plaf ‘(6)/ xdp‘g (var’ p) [|z|| neboli

1@l clasp~ < llpllzv- (7.15)

Dokézeme ze existuje funkcer € Cla, b] takowa, Zze

b
1Z][=1 a (5)/&?dp:vargp. (7.16)

Bud dano libovolre € > 0. Zvolme céleri o € 7|a, b] tak, aby bylov(o)>2 a

V(p,&) > var’p —c pro kade jeho zjemeéri &. (7.17)
Pola&zme m = v (o). Vzhledem ke spoijitosti funkcg na (a,b) zprava nizeme
prokade j=1,2,...,m — 1 najitbod t; € (0;,0;41) takowy, ze

p () —plop)l < ——. (7.18)

Polazme
(t) = {Sign (p(er) ~pla)) ko2 € ool
sign (p(0j11) —p(t;))  kdyz t€[t;, 054, j€{1,2,...,m},

a dodefinujme funkciz na intervalecho;, ¢;] linearré a tak, aby byla spo@tna
la,b]. ZFejmé je ||z|| = 1. Navic

b m—1 m—1 .
@) Fdp=lp(o) - p@|+ X |p () = ()] + Y 0) [ Ty

tj
93
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Protaze je |z(t)| <1 prot € [a, b], plyne odtud podle{.18), ze

0 7dp] > o (o) = p @] + 3030 = p 0] = X o (5) ~ (o)
V(.9 2 [p(t) 0 (0)] > Vip, ) 2=

kde p={a,o1,t1,02 ..., 0m_1,tm_1,0}. Podle [{.17) dostvame

b
‘(5)/fdp‘ > V(p, p) —2¢ > var’ p — 3e.

Protdze ¢ mlize byt libovolné kladré ¢islo, znamea to, ze plat (7.16), a tudz

sup |®(z)| > var’ p. Odtud a z[7.15 plyne tvrzefmlemmatu. m
llzll <1

7.8 Véta. Zobrazei ® € (Cla,b])* — pe NBV]a,b], kdep je urteno vztahem
(7.19), je izometricly izomorfismus.

7.9 Pozramka. Mlzeme tedy ztotinit (Cla, b])* s prostorenNBV [a, b].

7.10 Cvicen. Dokazte,ze plat:

Pro kazdy spojity linearni funkciorél ® na prostoruCla, b] existuje pave jedna
funkcep € BV|a, b] tako\a, ze

p(b)=0, p(t=)=p(t) pro t&(a,b)

b
q)(x):(5)/xdp pro kazce = € Cla, b].

Ve et [7.8 Ize nahradit prostorNBV[a, b] prostorem funkiczleva spojigch na
(a,b) atakovch,zep (b) =0.

7.3 Spojite linearni funkcionaly na prostorech inte-

grovatelnych, resp. absolutre spojitych funkci

Dalsi dok‘e zrame reprezentace spgjith linearrich prostoél vyuZivaji Lebesgu-
eova integalu:
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Proa €[1,00) ozn&me symboleniL®|a, b] prostor funkt x mé&itelnych na
b
la, ] atakO\ych,Ze/ |z(t)|* dt < oo, pfiCent norma nal.*[a,b] je definovana

predpisem

b l/a
el = ([ el et)  pro ceLelat

a rovnostz =y pro z,y € L*[a,b] znamea®, ze x(t) =y(t) pro s.v.t € [a,b].
Jestlze pol@ime

. {ﬁ jestlize o> 1,
a =

oo jestlize a=1,
pak obeck tvar spojieho linéarriho funkcioralu nalL*[a, b] je dan Fedpisem
® € (L*[a,b])* <= existuje pcL* [a,b] takowe,Zze

b
d(x) :/p(t)a:(t) dt pro ze€lL%a,b],

kde L>[a, b] je prostor funkt esencalné (v podstat) omezefich nala, b], tj.
redlnych funkd f mé&itelnych nafa, b] a takovch,ze plat sup ess|f| < oo, kde
sup ess | f| je infimum mnainy vSech A € (0, co) takowch, ze mnaina

{tela,b]:[f()| > A}

ma nulovou niru.
Na prostoruACla, b] funkci absolut@ spojifich na intervaluja, b| definuje-
me normu pedpisem

[ fllac = f(@)[+1If 'l pro f€AC]a,b]
a ACla,b] je pak Banachv prostor. Podle &ty3.17 pfedstaviij zobrazen

f€AC[a,b] — (f(a), f") €R x L'[a, b]

(c,g9) €ER x La,b] — f(z): = c—i—/xg(t)dteA(C[a,b]
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vzajemreé jednoznény vztah meziACla, b] aR x L' [a, b]. Lze ukazat,ze obeci
spojity linearn funkcioral na prostorvACla, b] je dan gedpisem

¢ € (AC[a,b])" < existuf ¢cR a pelL™a,b] takok,ze
b
®(z) = qx(a) +/ p(t)x'(t) dt pro z € AC[a,b].

Dlkazy Wse uvedefch tvrzen a dabi podrobnosti Ize néizti ve \eSiné
ucebnic funkcio@lni anafzy. Vseobeca dostupa je tale on-line verze plzag
skych skript 3].

7.4 Spojité linearni funkcionaly na prostorech regu-
lovanych funkci

Nasim cilem je nyri odvozeii obecreho tvaru spojitch linearrich funkcioraldi na
néktech podprostorech prostor@|a, b]. Pro z&atek si gfipomdaime,Ze podle
véty6.28je wraz

b
q)n(x):q:r(aH/ pdz (7.19)

definovan pro k&dou funkciz € Gla,b] a kady par n=(p,q) € BVi]a,b] x R.
Navic, pro k&dé n €BV[a,b] x R, predpis (.19 definuje ohrariery (a tedy
spojity) linearn funkcioral naGla, b| (viz vétul6.25).

Snadno o&ime,Ze gedpisem
n=(p,q) €BV[a,b] xR — [[nllevxr = |a|+ [[pllzv

je definovana norma na prosto®V|a,b] x R aBV[a,b] x R je Banacliv pro-
stor vzhledem kéto norn&. Z formul uvederych v pfikladech6. 15(viz téz prikla-
dyl6.44 resp. cvEen 6.45) také snadno odvddhe rasleduici tvrzen.

7.11 Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojicin = (p,q) € BV|a,b] x R plati

an(U =4q,
(I)n(X(T,b}) =P (T)a kdy2 TE [CL, b)v (7 20)
(I)n(X[T]) =0, kdyZ TE (a, b),

(I)H(X[b]> =p(b).
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(i) Pro libovolnou funkcix € Gla, b] plati

®,(z) = z(a), kdyz p=0naja,b], ¢g=1,

®,(z) = z(b), kdyz p=1naja,b], ¢g=1, (7.21)
P, (r) =z(r—), kdyZ p=xpr Nala,b], 7€ (a,b], ¢=1,

¢, (x) =x(1+), KdYZ p= X[ nala,b], 7€a,b), g=1

Primym diisledkem vztai (7.20), (7.21) a lemmati#.19je nasleduici tvrzeri.
7.12 Lemma.

(i) Jestlzen = (p,q) €BV[a,b] xR a
@,(z) = 0 pro kezdex € Lin (1, x(rp), 7 € [a,0), X1y
pakp (t)=0 na|a,b] a ¢=0.
(i) Jestlzexr € Gla,b] a
®,(z)=0 pro vdechny dvojicen=(p,q) € BV[a,b] x R,
pak
z(a) = z(a+) = 2(7—) = z(7+) = x(b—) = z(b) (7.22)
plati pro 7 € (a, b).

7.13 Pozramka. VSimréme si,ze vzhledem kietimu vztahu v[7.20) mlzeme
v tvrzen (i) pfedesleho lemmatu nahradit mamu Lin(l, X(rb], T € [a,b), X[b]>
mnazinami

Lil’l(l, X[rb]y T € [aa b)? X[b})a resp. Lln(L %X[T] _'_X(T,b]? TE [CZ, b)7 X[b]) .

Odtud okarzité plyne €z nasleduici tvrzen, kde symbolyG | [a,b], GRgla,b] a
Gregla, b] byly definovany v 4.9).

7.14 \Eta. Kazdy z rasledujcich parli prostofl
(GL[a,b], BV]a,b] X R), (Gregla, b], BV]a,b] x R), (GRg[a,b], BV[a,b] x R)
tvori dualni par vzhledem k bilingrni forme

re€Gla,b], n€BV]a,b] x R — @, (z).
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Na druhou stranu, &me tale
7.15 Lemma. Jestlze @ je linearni ohranicery funkciordl na G [a,b] a

q)(X(t,b])? kdy\Z t e [a7b)7
p(t) = V (7.23)
D(xp),  kdyz t=b,

pakpeBV|a,b] a

p (a)| + Ip ()] +var, p < 2P| | jap))* } 7.24)
kde HCIDH(GL[G,Z,])* =sup{|®(z)|:2 € G [a,b], ||z||<1}.

DlOkaz. Prolibovolg cgleri o = {0y,01,...,0,} intervalu[a, b] a libovolny
vektor (cg, ¢1, - - -, Cmy Crr1) € R™F2 plat
cop (@) + emirp () + Y ¢ [p(73) = p (o)
j=1
m—1
- ’(I)(CO X(a,b] + Cm4-1 X[b] _ch X(Uj—lagj] tClm X(Umflvb)> ‘ - ’(I)(h>|’
j=1
kde
m—1
h = Co X(a,b] + Cmg1 X[p] — Z Cj X(oj-1,04] +Cm X(om—1,b)"
j=1

Snadno o@ime, ze bude-li|c;| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude|h| <2.
PoldaZime-li tedy

co= signp (a), cmy1 = signp(b), ¢; = sign(p (0;) — p(0j-1))
proj=1,2,...,m, ziskame vztah
Ip(a)] +|p (@) +V(p,o) <2|P|lc ws)" Prokeade oc2(a,b).

Odtud & plyne,ze plati (7.24). O

Analogicky gedchoimu lemmatu rame tale
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7.16 Lemma.Necht® je libovolry linearni ohrani€ery funkcioral na Gegla, b] .
Polozme

(I)(X(a,bﬂv kdy\Z t=a,
p(t) =14 PGxw+Xeo), Kz te(a,b), (7.25)
(I)(X[b]), kdyZ t:b.

Potomvar’ p < sup{|®(z)|: x € Gregla, b], ||z|| <1} < oo, tj. p€BV][a, b]).
DUkaz. Necﬁt@e(Greg[a b))*, o ={00,01,...,0m} je céleri intervalu

la,b] anechlrealnamslacj, =1,2,...,m, jsou takow,ze je|c;| <1 pro vsech-
naj=1,2,. . Potom

m )

ZCJ' p(0;) —p(oj-1)]

J=1

(7.26)
+ 2.6 [‘P(%X[m + Xo;01) = P(3X10; 11 + X(Ujfl,b])}

2
+Cm [‘P(X[b]) — O(5X[o0_1] +X(am71,b})] = ®(h),

kde

+ Cj %X[UJ}—'—X(UJ'JJ] 2 X[oj-1] — X(oj 1b]}
7j=2
= G [%X[Uﬂ - X(am}] — Cm [%X[O’mfﬂ +X(0m—11b)}
m—1
1 1
+ Cj |:§X[Uj] — X(oj-1,05] — EX[%‘A]}

J
= —a [%X[oﬂ *+ X(a, on} — Cm [%X{aw] +X(am71,b>}

m—1 m—1 m—1
J— l c. JE— l C. JE— CA
2 j Xloj] — 2 j Xloj-1] 3 X(oj-1,04)
=2 j=2 j=2
m—1

1
-1 X, - ZCJX[UH > ¢ Xioyro)
j=1
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_ E CJ+CJ+1 E

- - o'] Cj X (0j—1,05)
7=1

-1

J

cj+c;
< J 2]+1 X[Uj} + Cj X(O—j_l’gj)> — Cm X(O-m717b).
1

Z tohoto vypaderi snadno naldnemeze h(a+)= — ¢y, h(b—)= — ¢,
h(O’j—) = —¢y, h(O’j"i‘) = —Cj+1, h(Uj) = —%(Cj +Cj+1) proj: 1,2, e, M
Cili heSla,b]NGregla,b] a|h(t)] <1 provSechnat € [a, b].
Vzhledem k [7.2€) tedy doshvame,ze nerovnost
Sup{‘ ch [p (Uj) _p(a—j—l)} ’ : |Cj| S 17 ]: 1727 s 7m_1}
< sup{|®(z)]: # € Gregla, 0], ||z[| < 1}

plati pro kazdé celeri o = {0y, 01,...,0,} intervalu[a,b] a relnacislac;, ta-
kovaze je|c;| <1 provsechnaj = 1,2, ..., m. Zvolime-li nyri

¢; = sign [p (0j)—p (O'j_l)] proj=1,2,...,m,
zjistime, Ze plat
V(p, o) <sup{|®(z)|:2 € Grgla,b], ||z]| <1} < 0o prokade o e 2[a,b],
. varg p < [[Pl| ogas) < 0©- =

Prvrim hlavim vysledkem &to kapitoly je @sleduici véta.

7.17 \eta. ¢ je linearni ohranicery funkciordl na G [a,b] (P € (G [a,b]))*
pravé tehdy, kdy existuje dvojice) = (p, q) € BV]a,b] x R takoa, ze

®(z) = qz(a) ~|—/bp dz prozeG[a,b]. (7.27)

Nawc, zobrazen
neBVia,b] xR — &, €(G[a,b])" (7.28)

je izomorfismus.
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Dlkaz. Necht® € (G [a,b]))* anechtd, € (G[a,b]))* je funkcioral de-
finovary predpisem .19, kde n=(p,q), ¢=®(1) a funkcep je definovaa
v (7.29. Podle lemmatw/.15 n = (p,q) € BV[a,b] x R a podle .20 a (/.29
mame

(1) o, (1),
Q(x(rp) =p(1) =Py(X(rp)) Pro 7€ [a,b),
P(xp) =pb) =2,(xp)

Protaze podle lemmaty.19je kazda funkce zS[a,b] N G [a, b] linearn kombi-
nad funkd 1, x(rs), 7€[a,b), xp, Plyne odtudze ®(x) =, (x) pro kazde
r€G[a,b]NS]a,b]. Konetrg, prot@e podle lemmatd.18je G [a,b] N Sa, b]
husé mna@inav G [a,b] a prot@e funkcioraly ¢ a ®, jsou spojie, plyne od-
tud, ze ¢ (x)=2,(z) pro kazde z € G [a,b].

Podle \ety[7.14 je (7.28 vzajemré jednoznéné zobrazenBV|a,b] x R na
(G L|a,b])*. Dale podle &ty6.25mame

Il
»Q
|

@, (2)] < (Ip ()] + |p (b)| + varip + |q|) ||=]| pro kazde = € G a,b],
atudz

19l L ap)s < P (@) + |p ()] +Vvarip+lq| < 2 (Ipllev +a]) = 2[1nllevxe-

Na druhou stranu, podl& (24) a podle lemmat7.15je
gl = [2()] <1 ®y][(@ a1

Ipllev < (Ip ()l + Ip (0)] + varep) < 2@yl (as)

Souhrnem rame

1

5 1Pylle e < [IMllevxe < 3Pyl o))
Cili, zobrazenm

n€BVa,b] xR — &, € (G[a,b])*

je izomorfismus. O
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7.18 Veta. @ je linearni ohranicery funkciordl na Gegla, b] (P € (Gregla, b])*)
pravé tehdy, kdy existuje dvojice) = (p, q) € BV|[a,b] x R tako\a, ze

¢(z) = qz(a) +/bp dz pro z € Gggla, b]. (7.29)

Nanmc, zobrazen
T]E]BV[CL,M xR — (I)nE (Greg[a,b])* (7.30)

je izomorfismus.

DUkaz. Nechtd e (Grgla,b])* a @, € (Grega,b])* je definovan vztahem
(7.19, kden=(p,q), g=P(1) a p je funkce definovad vztahem/{.25). Podle
lemmatu7.16je n=(p,q) € BV[a,b] x R a podle(.20) a (7.25 mame

o(1) =dq = q)n(l)a
D(X(ap)) =pla) =P4(X(@p))
P(5xm +Xrp) =P (1) = Py(5x7 + X(rp)) Prokader € (a,b),
CI)(X[b]) =p) = q)n(X[b])'

Pomoé lemmatu4.19odtud odvodme,ze plat

Podle lemmat. 18 je ovSem mndina Gegla, b]NS|a,b] hust v Gegla, b], a
tudiz dostivame konénre, ze plat ¢ (z) = &, (x) pro VSechnar € Gegla, b].

Podobi jako jsme dozali analogickou nerovnost awéru dikazu \ety7.17,
dokazali bychom nyh Ze plat také

1
5 1Pyl @reglass < [MllEvxr < 3Py ll(creglas))*- O

7.19 Cviteri. Postupem patitym v diikazech @t(7.17 al7.18 ukazte, Ze talke
plat:
(1) @ je linearni ohraniCery funkcior@l na
Gila,b] = {z €Gla,b]: x(t—) = z(t) prot € (a,b]},
(viz (4.9)) prave tehdy, kd¥ existuje funkce € BV |[a, b] tako\a, ze

@(x):p(b)x(b)—/ pdz pro z€G[a,b].
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(i) @ je linearni ohraniCery funkcioral na
Grla,b] = {z € G[a,b]: 2(t+) = z(t) prot € [a, b)},
(viz (4.9)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV [a, b] tako\a, ze

() :p(a)x(a)+/ pdz pro x € Ggla, b].

7.5 Aplikace v teorii distribuc i

V tomto odstavci nazrédme manosti poaiti KS-integi@alu v teorii distribug.
Distribuce zde budeme apat ve smyslu L. SchwartzefiPomeime si nejprve
nékolik zakladrich pojnii a definic.
7.20 Definice.Mnozinu funkd ¢:R — R, které maj pro kazdé ke N U {0}
derivaci ¢® k-téhofadu spojitou naR a takovouze ¢ (t)=0 pro sechny
teR\ (a,b), ozn&ime symbolem®|a, b]. Funkdm z Dla, b] fikametestovat
funkcena[a, b].

Mnozina ®la, b] je linearn prostor vzhledem kijrozerym operagm itan
a nasobenskahrem. Mnaina®|a, b| se stane topologigkn vektoroWm prosto-
rem, zavedeme-li nainopologii, ve kteé posloupnosfy,} C Dla,b] konver-
guje k p € D[a, b] tehdy a jen tehdy, kdy

lim [|o®) —p®| =0 prokade keN U {0}.

Spojitym linearim funkciordlem na topologickm vektoroem prostoruX ro-
zumime, analogicky jako vifjpace Banachoych prostoi, linearni zobrazenpro-
storuX do R, které je spoji€ vzhledem k topologii n&.

Typickymi pfiklady funkd z prostoru®|a, b] jsou funkce tvaru

oualt) = exp (i + ﬁ) pro t € (c,d),
c,d —
pro teR\ (¢, d),

kde [c, d] mlze byt libovolny podinterval v{a, b].
7.21 Definice.Spojite linearn funkcionaly na topologickm vektoroem prostoru
Dla, b] se nagvaji distribucena [a, b]. Mnozina \sech distributna [a, b] je tedy
dualnim prostorem kD|[a, b]. Znaime ji symbolem®*[a, b].

Pro danou distribucif € ®*[a,b] a testovat funkci ¢ € D[a,b], hodnotu
funkcioralu f na ¢ zn&ime symbolem(f, ¢).
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7.22 Pozramka. Je-li f € L'[a,b], pak fredpisem

(f.p) = / f(H)p(t) dt pro peDla,b],

(kde je pouit Lebesguetv integal) je definoana distribuce nda, b], kterou
budeme znéit take symbolemf. Rikame,ze distribucef je urtena funkc f.

Nulovy prvek prostoru9*[a, b] je urten libovolnou néfitelnou funkd, ktera
se anuluje s.v. naintervala, b]. Specalré je-li f € G[a,b], pak f=0¢€ D*[a, b]
tehdy a jen tehdy, kd f(t—) = f(s+) =0 pro VSechnat € (a,b] a s €|a,b).
Tudiz, je-li f € Gregla,b], pak f=0¢€D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f(t) =0
pro vsechna € [a, b]. Pro libovolreé distribucef, g € ©*[a, b] rovnostf = g zna-
merg,ze f — g=0€ D*[a, b]. Z vySe uvededho plyneze je-li g € L' [a, b], pak
existuje nejySe jedna funkcef € Gregla, b] takova, Zze f =g s.v. nafa,b]. Dale
pro realné funkce f, g € L'[a, b] plat rovnost f = g ve smyslu®D*[a, b] tehdy a
jentehdy, kdy f =g s.v. naja, b|.

7.23 Definice.Pro danou distribucif € ®*[a, b] definujeme jdj (distributivri)
derivaci [’ pfedpisem(f’, o) = — (f,¢') pro ¢ € Dla,b].

Podob, pro k&de k€N, (f® )= (=1)*(f, ") pro ¢ € Dla,b].

7.24 Pozramka. Distributivni derivace absolutn spojifych funkd jsou ueny
jejich klasickymi derivacemi.

0 prot<O0,
7.25 Pozramka. Definujme H(t) = % pro ¢t =0,
1

pro t > 0.
Nechtr € (a,b) ah,(t)=H(t—7) prot € [a,b]. Potom poaitim vét6.36a6.47
a s pihlednutm k (6.11) a (6.15 dostaneme

b b
(hy o) = —(hr, @) = —/ h: dg =/ pdh, = o(7).
Funkceh, se nagva Heavisideova funkcése siedem v bo@ 7) a jeji distri-
butivni derivaceh! se znd&i ¢, a nagva seDiracova J-distribuce(se stedem
v bock 7).

7.26 \eta. Necht f €L'[a,b]. Potom jej distributivri derivace f’ je nulova
distribuce tehdy a jen tehdy, Kdgxistuje konstantac R tako\, ze f(t) = ¢ pro
S.v.t€la,bl.
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Dlkaz. Jestlie f(t)=c pros.v.t € [a,b] a p € Dla,b], pak

o) = (e @) = — / o/ (s) ds = —e(p(b) — p(a)) = 0.

Naopak, necht(f, ¢’} =0 pro kadou p € D[a, b]. Nechtje dana libovolra tes-
tovad funkce p € ©[a, b]. Polazme

/ (p(s) —ao©(s)) ds pro t€[a,b],

o(t) =
0 pro teR\ [a,b],
kde
b
ag :/ p(s)ds a O(t) = M
“ /gpavb(s) ds
Potom

[ 0=

Odtud snadno plynge ¢(a) = ¢(b) = 0 atake ze p € D[a,b]. Déale
©'(t)=p(t) —ag©(t) protela,b].

Tudiz 0= (f,¢') (fp ) (f,©). Proka&de p e Dla, b] tedy plat

(oo = ( / bp(s) ) (r.0) = | o)

kde c=(f,©) € R je konstanta. Tedy = ¢ ve smyslu distribuic O

7.27 Cviceri. Necht f € L'[a,b] a k€ NU{0}. Dokazte,ze f*) =0 € ©*[a, b]
tehdy a jen tehdy, kdyexistuj ¢y, ¢y, ..., c—1 € R takow, ze

f)=co+crt+ -+ t*' pros.v.iteia,bl.

Vaznym probEmem v teorii distribuicje otazka, jak definovat jejich s@in.
Nasleduici dvé klasiclke definice seykaji jen jistych specalnich typl distribud.
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7.28 Definice.(i) Jestlze f, g a fg € L'[a,b], pak

(f g,0) = / F(H)g(t) (t) dt pro peDla,b].

(i) Jestlize f € ®*[a,b] a funkceg ma nala,b] spojitt derivace libovolého
fadu, pak (f g, ») = (f, g ).

Pro zkounan diferencalnich rovnic s distributivimi koeficienty je iitecne
mit k dispozici rozumnou definici s@inu distribu¢ f a ¢’ (resp.f’ a g), kde
f€Gla,b] a geBV]a,b]. Definice[7.28 ovSsem takoe sowiny definovat ne-
umaziuje. Jejich smysluplnou definiciilieme formulovat teprve vyaitim KS-
integralu.

7.29 Definice.Jestlze f € Gla,b] a g € BV|[a, b], pak definujeme

b

b
(f"'g,9) Z/sog df a (fg',¢) Z/wfdg-

7.30 Lemma. Necht f € G[a, b] a g € BV|a, b] sphuji

AT () ATg(t) = A f(t) A g(t) prokazce ¢ € (a,b). (7.31)
Potom

flg=TF", kdeF(t):/tgdf prot € [a,b] (7.32)
a at

fg'=G’', kde G(t)—/ fdg protela,b]. (7.33)

D U k az. Pouitim véty o substituci (@tal6.47) a véty o integraci per-partes
(véta6.36€) pro libovolré ¢ € D[a, b] dostaneme

(f'g,9) z/abw(wd[/:gdf] = —/abap’(t) </atgdf> dt
=<(/atgdf)/7so>,

tj. plati (7.32). Vztah [7.39 se dokazuje analogicky. a
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7.31 Disledek. Jestlze funkcef € Gla,b] a g € BV|a, b] spihuiji (7.37), pak
(f9)=rfg+r'g

D 0 kaz. Podle definicé.23 véty o integraci per-partes (vi2Zw6.3€) a lem-
matu?.30dostivame

(f9)' o) =—(fg.¢")
b b
—— [e'tgdt= [t d50 90 - @) gla)
ba t ‘ t
I/so(t)d[/gdf+/fdg}z(fg’,90>+<f’g,90>- O
7.32 Pozramka. Necht f € G[a,b] a g € BV[a, b]. Podninka (7.3]) je pak Zej-
meé splréna nap. v nasleduicich pgfipadech:
(i) obeé funkce jsou regalrn (viz pozramku4.17),
(i) alespa jedna z nich je spogtna(a,b),
(iii) jedna z nich zleva spofitna(a, b) a druta je zprava spoj na(a, b).

7.33 CviCen. Dokarte, ze jestlze T € (a,b) a h,, resp.d, jsou Heavisideova
funkce, resp. Diracova distribuce séestem v, pak i, ., = §,/2.
(Navod: Podijte cviceri 6.34)





