Kapitola 8
Zobecréne linearni diferencialni
rovnice

8.1 Uvod

VSechny intedaly v této kapitole jsou KS-inte@ly, jejichz definice je rogifena
ve smyslu odstavceé.g na maticoe funkce (tj. funkce zobrazgj interval [a, b]
do prostoru matic). Jak jsmezjv odstavcic.8 vysvetlili, vSechny vlastnosti KS-
integralu i obou tyl RS-integalu, kteé jsme doposud ddizali pro skaarn funk-
ce, plat i pro funkce vektoro@ Ci maticowe, pokud se v pslusnych formulich
neznen porad, v jakem se tam matic@ funkce objevj V diikazech se tedy
budeme pro pdebre vlastnosti funkta integalll odvohvat na odpondajici tvr-
zeri pro skahrri funkce z kapitol 1-6.

Nasleduici definice zaad prostory vektoroych, resp. maticoych funkd, se
kterymi budeme v &to kapitole pracovat.

8.1 Definice. (i) G([a,b],R™) je Banacliv prostor funke f:[a,b] — R",
které jsou regulova@nala, b]. Norma naG ([a,b],R") je definovana fjed-
pisem||f||= sup [f(¢)| pro f€G([a,b],R"), kde |f(?)| je norma vek

telab)]

toru f(t) v R™.

(i) BV([a,b],2(R")) je Banackiv prostor funke F': [a,b] — 2 (R"),které
maji kon&nou variaci nga, b]. Norma naBV ([a, b], #(R™)) je defino\a-
na fedpisem|| F|jgy = |F(a)|+var® F pro F € BV ([a,b], #(R")), kde
var® I se definuje jako v odstavi#.€ a |F(a)| je norma maticeF'(a)
v Z(R™).

Podob@ se defindjprostory BV ([a,b],R™), C([a,b], #(R™)) a C([a,b],R")
a normy na nich. Mnbinu funkd f:[a,b] —R"™ s deriva¢ spojitou na inter-
valu [a,b] zn&ime C'([a,b],R™). (Jako obvykle, definujeme’(a) = f'(a+)
af/(b):f/(b_) prOfG((:l([CL,bLRn).)

Tématem&to kapitoly budou rovnice tvaru
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- [ daw= s 119), (8.1)

kdet, s € a,b], A je n x n-matico\a funkce,f je n-vektorova funkce a hledme
n-vektorovou funkciz vyhovuijici nasleduici definici.

8.2 Definice.Funkcex: [a b] — R" je feSerim rovnice B.1) na intervalu[a, b],

jestlize existuje mtegxl/dAx arovnost8.1) je splréna pro libovola ¢, s€[a, b].

Rovnice 8.1) se nagvazobecena linearni diferencéalni rovnice

8.3 Pozramka. Bud danot, € [a, b] a nechtz spliuje rovnost

0~ alto) = [ dda=1(0) - f (8.2)
pro ¢ € [a,b]. Potom pro libovol@ s € [a,b] mame

os) = alto) + [ dAz+1(s) - Flto).
to

Ode&tteme-li tuto rovnost o8 2), zjistime,ze (8.1) plafi pro libovolra ¢, s € [a, b],
tj. = je feSeri rovnice B.1). Funkcex : [a,b] — R™ je tedyfeSerim rovnice 8.1)
na [a,b] prave tehdy, kdy pro réjake pevre ¢, € [a,b] splhuje rovnost/.2) na
[a,b].

8.2 Diferencialni rovnice s impulsy

Motivaci pro studium zobea@rych diferencalnich rovnic jsou mj.tlohy s im-
pulsy. Viade praktickch Gloh se totz potkame s perturbacemi, jejizliloba fiso-
ben je sice zanedbatednv porovran s dobou cetho procesu, ktérale nicnéné
podstaté ovlivni studovagy proces. Zpravidla vhodm modelem pro popis ta-
kovychto proce8 jsoudiferencalni rovnice s impulsytj. diferencalni rovnice,
jejichz FeSen nemus byt hladla, ba ani spojé.

Zdrojem moddl s impulsy je zejréna fyzika (nap popis hodinoych me-
chanisnil, oscilace elektromechanipih sysémtl, vyzdovari elektrickych, resp.
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magnetickch vin v prosted s rychle se réricimi parametry, stabilizace Kapi-
cova kyvadla, optiralni regulace metodou bang-bang), ale&akedié¢na (dis-
tribuce ECivych latek v Ele, strategie impuldnvakcinace v epidemiologigich
modelech, studiunuicinku hromadeho a@kovan proti spaln€kam), populéni
dynamika (modely s ryckimi zménami p@tu rektegch populag) €i ekonomie
(modely trhu, kteg pfipoustji prudké zneny cen).

Nejjednod&si idealizad impulsrich proce# jsou procesy popsarinearnimi
diferencalnimi rovnicemi, na kte v kon&ném pdtu pevié darych bodi plisold
linearri impulsy.

Predpokbdejmeze

reN, a<n<...<7.<b,
PeC(la,b], z(R")), ¢q€C([a,b],R"), (8.3)
Bre 2(R"), dyeR™ prok=1,2,...,r.

(V této kapitole budou symboly typis,, resp.d; zn&it také matice, resp. vek-
tory.)

Ozn&me D={7,7,...,7}, n=a, 11 =>b. Pro k&dou regulovanou
funkci z : [a, b] — R™ definujme

xp)(t) = x(t) pro tela, 7]

a
. (8.4)
o(mp_1+) KdyZ t=7;_4,
w[k}(t): pro k=2,3,...,r+1.
QE(t) kdy2 tG(Tk_l,Tk] )
Linearn impulsri Uloha je pak tvéena linérri diferencalni rovnici
¥ =P(t)x+q(t) (8.5)
a linearrimi impulsrimi podminkami
Atz(ry) = Bra(me) +dy, k=1,2,....7, (8.6)

pricent feSen jsou uena podle asleduici definice.
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8.4 Definice. Reknemeze funkcez : [a,b] — R" je feSerim Glohy (8.5), (8.6),
jestlize

x €CY([Te—1, 7)) prokadek=1,2,... ,r+1, (8.7)
x vyhovuje impulsim podninkam (8.€) a sphuje diferencalni rovnost

2'(t) = P(t)z(t) + q(t) pro te€la,b]\D. (8.8)
8.5 Pozramka. Po\Simréme sizefeSen tlohy (8.5), (8.6) pafi vzdy do prostoru
G([a,b],R™).
Ukazeme nyi, ze Ulohu [8.5), (8.6) mlizeme ekvivalentd preformulovat jako
zobecm®nou linérri diferencalni rovnici tvaru 8.2).

Pfedpokhdejme zprvuze r=1, a nechtz:[a,b] — R" je feSen impulsr
tlohy (8.5), (8.6). Integrad rovnosti 8.€) dostaneme vztahy

x(t) = z(a) —i—/ P(s) x(s) ds+/ q(s) ds pro t € [a, 7|

t

x(t) = x(71+)+/tP(s)x(s)ds+/ q(s)ds prote(m,b].

T1 T1

Dosazeim z podmnek 8.6€) (kde k =r=1) do druteho vztahu pak dostaneme
prote (m,b]

x(t) =x(m)+ Brz(m) +d; +/ P(s)z(s) ds+/ q(s) ds

71 71

:x(a)—l—/ P(s)x(s)ds+le(Tl)+/ q(s) ds+dy,

a prot € [a,b]. (8.9)
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A(t):/ P(s)ds + xrp)(t) B a f(t):/ q(s) ds+ X(r 0)(t) du
prot € [a,b]. Pak A € BV ([a, b], 2(R™)), f € BV([a,b],R") a A(t—) = A(f) &
f(t=)=f(t) prot e (a,b]. Dale

A = [ PO st B a f04) = [ o) dst a0,

neboli

ATA(t) = Xm)(t) Br @ ATf(t) = xim) (1) dr - pro t€fa,b).

Podle \éty o substitucb.47a formule 6.17) z pikladli 6.15 (i) (viz téz priklady
6.44) plat

/dAa::/ P(s)x(s)ds+x(rp)(t) Brz(m)

)~ @) = [ a(s)ds-+xim00 1) prot € a0

a r€G([a,b],R™). Dosazeim do 8.9) zjistime,Ze = splhuje na|a, b] rovnost
(82), kde to=a.

Obracer, jestlze z € G([a,b],R") splhuje 8.2) na [a,b], pak podle ySe
uvederho plat opeét (8.9). Odtud vidme, Ze definujeme-li funkcer(;) jako v
(8.4), bude platit/8.7) a (8.8). Navic, podle Hakeovy &ty (viz &2 cwcen 6 43 je
x(t—)=xz(t) prokade t € (a,b] a
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Specalné dosazeim ¢ =, zjistime, ze x sphuje impulsim podninku (8.6), kde
k=r=1.

Vzhledem k pozamce8.3 je tedy pror =1 Uloha B.5), (8.€) ekvivalentn se
zobec®nou diferendlni rovnidi (8.1).

V obecrem @ipacé r € N, definujeme

A(t) = / P(s)ds+ 3 X1 () Br,
. b=t protela,b].  (8.10)

f(t):/ Q(S)dS+ZX(Tk,b]<t>dka
a k=1

Indukd snadno o&ime rasleduici tvrzeri.

8.6 Veta. Predpokhdejme(8.3) a (8.10. Potom impulshlloha (8.5), (8.6) je
ekvivalentin se zobec&nou diferendilni rovnici (8.2), tj. = : [a,b] — R" je feSe-
nim tlohy(8.5), (8.6) naintervalu[a, b] tehdy a jen tehdy, kdyjefeSerim rovnice
(8.1) naintervalula, b]. O

8.3 Linearni operatory

Pfipomeime nyn strucné nékolik zakladrich pojmii z funkcioralni anafzy, ktee

budeme naale potebovat. Podrol&|si informaci Ize ndt ve vetSiné webnic

funkcioralni anazy (viz nag. [3], [16], [32], [41]). Zakladn pfehled je obsa-
Zen tale v ivodn ¢asti monografieds).

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Zobraiefi: X — Y (7 zobrazujeX
do Y) je spojity opeitor, jestlize

lim ||z, —z||x =0 = lim ||T(z,) — T (z)|y =0,

kde || - |[|x jenormanaX a|| - ||y je normanaY. Ope@ator7:X — Y se nagva
linearni, jestlize plat

T(crxa+coxs) =c1T(x1)+caT(x2) prozy, s €X a ¢, €R.

Dalefeknemeze linearni opeiator 7' je ohraniCery, existuje-licislo K € [0, co)
takowe, ze plat ||7'(x)|y < K ||z||x pro kazdé z € X.
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Je-li T linearn opeiator, gseme, jak je zvykem] = misto 7'(x). Je zr@mo,
Ze linaarn opeiator T: X — Y je spojity pravé tehdy, kdy je ohrangery.

Mnozinu ohranterych linearrich zobrazenprostoruX do prostoruY zna-
¢ime 2(X,Y). Je-li X =Y, piSemez(X) misto #(X,X). Na #(X,Y) jsou
Ziejmym zplisobem zavedeny operaditan ope@atort a rasobenopeiatort real-
nym Cislem a#(X,Y) je pak Banachv prostor vzhledem k norén

1Ll ¢y =sup {||Lzlly:zeX a |z|x <1}

Je zramo,Ze prostorZ(R™) je ekvivalenti s prostorem matic typu x n.

Konectne, feknemeze L € #(X,Y) je kompakti, jestlize zobrazuje kadou
mnazinu ohrantenou vX na mnainu relativie kompaktiv Y, tj. jestlize pro
kazdou posloupnosfz,, } ohrantenou vX jeji obraz{L x,} C Y obsahuje pod-
posloupnost konvergeritm Y. Je zramo,ze kady kompaktn linearri opes@ator
je solasre spojity.

V diikazech hlavith wsledK: teto kapitoly vyijeme rasleduici dvé tvr-
zen. Prvn z nich je zobecénim jedre z Fredholmoych vet zramych z teorie
integralnich rovnic. Jeho tlkaz je obszen nap. v monografich N. Dunforda a
J. T. Schwartzeq], M. Schechtera44] nebo ve skriptech J. Luke [32].

8.7 Véta(FREDHOLMOVA VETA O ALTERNATIVE). Bud X Banachilv prostor a
nechtoperator L € .#(X) je kompakth Potom opeatorova rovnice

rxr—Lx=g (8.11)

ma jediré feSern pro kazcé g € X tehdy a jen tehdy, kadypisluSsrd homogenn
rovnice

r—Lx=0 (8.12)

ma pouze trivalni feSen = =0 € X.

Druhé tvrzen je znamo tale z elemerdrri teorie matic. Fipomeime si zde
jeho obecnou podobugvzatou z monografi&f] (viz Lemma 4.1-C).
8.8 Lemma. Necht X je Banaclilv prostor, 7 € #(X) a ||T|| ¢x, < 1. Potom
existuje ohrarery inverzn opefator [I — 7] ~! k opestoru [I—T] aplafi ne-
rovnost
1

1
P R
H[ ) Zx) ~ 1= |T] #x)
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8.4 ExistencereSen zobecrénych linearnich diferen-
cialnich rovnic

Studium zobecanych linearrich diferencalnich rovnic zaljime prosgm pozo-
rovanim vychazejcim ze zramych vlastnostKS-integ@lu.

8.9 Veta. Necht A € BV([a,b], #(R™)) a f € G([a,b], R™). Potom kadefeSen
x rovnice(8.1) na [a, b] je regulova® naa, b] a plat pro néj vztahy

A~x(t) = A~At) z(t) + A~ f(t) kdyz t € (a,b], } 6.13)
Atz(s) = ATA(s) z(s)+ AT f(s) kdyz s € [a,b). '

DUkaz plyne z dsledku6.41Saksova-Henstockova lemmatu. a
Vzhledem k été 8.9 je tedy vhod@ hledatfeSer zobec@nych linearrich

diferencalnich rovnic ve fidé G([a, b], R").

Analogiemi pa&atenich tloh pro linéarn obycejré diferencalni rovnice jsou
tlohy

a:(t)—%—/t dAz = f(t) — f(t). (8.14)

kde bodt, € [a,b] a vektorz € R™ jsou dany gredem.

8.10 Definice.Reserim potatetni tlohy (8.12) na intervalufa, b] rozumme fun-
kci z:[a,b] — R™, pro kterou je spléna rovnostd.14) pro kazdé ¢ € [a, b].

8.11 Pozramka. Vzhledem k pozamce8.23 je zfejme, Ze funkcez je feSerim
pocateni tlohy 8.14) na [a,b] prave tehdy, kdy je feSerim rovnice B.1) na
la,b] aplat z(ty) =7.

Kazde funkci = €G([a,b],R") a bodut, € [a,b] pfifadme funkci «,x
predpisem

(A1) (t) = /tt dAz protela,bl. (8.15)

Podle disledku6.41jsou funkce <%,z regulova® nala,b]. Zobrazeh

- x € G([a,b],R") — 4,2 € G([a,b],R")
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je zZtejmé linearri a dale podle ety6.18plaf

| #,z|| < (varl A) ||lz|| pro kazdez € G([a,b],R").
Pro k&dé t, € [a,b] je tedy =, spojity linearri ope@ator naG([a,b], R"), tj.
, € £(G([a,b],R")).

Dokézeme nyi, Ze sogasre je gedpisem .15 definovan spojif linearri
ope#ator zobrazugi G([a,b],R™) do BV([a,b],R").

8.12 Lemma. Necht A € BV ([a, b], 2(R™)), to € [a,b] a nechtfunkce «,x je
pro z € G([a,b],R"™) definovana vztahen(8.15). Potom «,x € BV ([a, b], R™)
pro kazce = € G([a,b],R™) a opeiator

r€G([a,b],R") — a#,2 € BV([a,b],R")

je ohraniCery.
D U kaz. Bud o libovolné cBleri intervalu [a, b]. Podle \&ty6.18 pro kazde
z € G([a,b],R™) mame

v(o) v(o) o;
> o)) = (oo = > | [ dial
j=1 j=1 i1
v(o)
<> (varg | A) x| = (varh A) ||z|
j=1
a
(eta)(@)] = | [ dAa] < (var} 4) a]|
to

Tudiz o,x € BV ([a,b],R™) a
102 |lev = |(a,2)(a)| +var, (4,x) < 2 (var, A) [lz]]
pro kazdé = € G([a,b],R™). O

Pomoé opestoru «, z (8.15 muzeme pepsat péatetni tlohu [8.14) jako
ope#’torovou rovnici

r— dhr =g, kdeg=1+f— f(t).
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Protaze nename k dispozici progedky postaujici k dilkazu kompaktnosti opar
toru « € 2(G([a,b],R™)), nemizeme @imo aplikovat Fredholmovuatu (-
ta'8.7) a musme postupovat tak trochu oklikou. Vasleduici véte ukézeme po-
mod Hellyovy véty a Osgoodovy &ty, ze opeator <%, generuje kompakirzob-
razen prostoruBV([a, b],R™) do sebe.

8.13 \eta. Nechtty € [a,b] a A€BV ([a,b], £(R™)). PolozmeL x = «,x pro
x € BV ([a,b],R™). Potom L je kompakthlinearni operator naBV ([a, b], R™).
Dlkaz. Protae je|z| < ||z|gv pro ka&de r € BV ([a,b],R"), plyne z lem-
matu8.17 ze L € #(BV ([a, b],R™)).

Dokézeme,ze pro kadou posloupnos{z, } ohrantenou vBV([a,b], R")
jeji obraz {Lx,} CBV([a,b],R") obsahuje podposloupnost, kieje konver-
gentriv BV ([a,b], R™).

Necht jsou tedy posloupnosfz,} C BV|[a,b] a€islo » € [0,c0) takow, ze
|z |8y < 2¢ < oo pro kazde n € N. Podle Hellyovy ety (vetaZ.4€) existuj fun-
kce z € BV([a,b],R™) a rostoucpodposloupnos{n;} C N takow, ze

x|y <2 a klim Tn, (t) = x(t) prokade tela,b].
Ozn&me z,(t) =z, (t) — z(t) aprokeN at € [a,b]. Potom
|zk(t)| <43 a klim z(t) =0 prokeN atela,bl.

Vzhledem k tomuze integély / dAz, a / d[var; A]|zx(s)| existuj pro li-

bovolra ¢,d € [a,b] a k € N, véta6.18zarlEuje,ze plat

v(o) U)o,
> lLz)(e) — (La)lol =D | [ daz]

v(o) b
Z/ d[vars A] |2(s)| g/ d[vars A] |2(s)|

pro libovolra o € 2[a,b] a k€ N. Mame tedy

b
var® (L z) g/ dvar; A] |z,(s)| pro keN.
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Podle \ety6.51je ovSem
b
lim [ dvar A] |z(s)| =0,

k—o0 a

a tudz take

lim var) (Lw,, — L) = lim var} (Lz) = 0.

k—oo k—oo

Podob@

lim |(Lxn,(a) — Lz(a))| = khlgo |(L zx)(a)| = lim

k—o0 k—o00

/adAzk‘
to

< lim [var; A] |z,(s)| = 0.

" k—oo to
Véta je dokzana. O
Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty/8.7 a véty 8.13

8.14 \eta. Necht A € BV ([a,b], 2(R")) a to € [a,b]. Potom pd@atetni Gloha

t

x(t) —/ dAx =g(t) (8.16)
to

ma pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R") jedinéfeSeri na [a, b] pravé tehdy, kdy

odpovdajici homogennualoha

t

x(t)—/ dAz =0 (8.17)
to

ma na [a, b] pouze trivalni feSen 2 =0.

Dl kaz. Rovniced.16) je ekvivalentis opeatorovou rovnic z — L x = g, kde

Lx=doy,x proxeBV([a,b],R"), .

(Lx)(t):/tdAx pro x € BV ([a,b],R") a t€]a,b].

to

Podle \ety8.13je L linearri kompaktn ope@ator naBV ([a, b], R™). K dokorteri
diikazu ety vywzijeme \etul8.7. O
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Predpokbdejme nyi ze 7 € (ty,b] a funkcex € G([a,b], R™) spliuje rov-
nost 8.14) na intervalu[t,, 7). Zfejmé je z(t,) =z. Pomoé Hakeovy \&ty (Veta
6.42, viz tez prikladyl6.44a cvicen 6.45) snadno o&ime,Ze plat

s

8
—~
N
L
I
8
_|_
=
o
N
8
_|_
—~
=
3
L
|
~
=

(=)
=

== Ji,

it [ dAwt 70— flto)— lim [ dAw— A f(r)

_ 4 / CdAzt f(r) — f(t) — AA(r) x(r) — A~ f(r).

Ma-li tedy funkcex splhovat B.14) také v bo® 7, mud hodnotax () vyhovovat
rovnici

[T — A~A(T)] 2(7) = a(r=) + A f(7), (8.18)

kde I zn&i jednotkovou matici typun x n (viz Umluvy a oznéeri (xiv)). Od-
tud je Zejmé, Ze feSen pocatetni Ulohy (8.14) na intervalulty, 7) bude mdno
jednozn@nym zplisobem prodlokit do bodur, jestlize bude platit

det [T — ATA(7)] #0. (8.19)

Podobi jako W5e mizeme usouditze funkcexr € G([a,b], R™) spliujici (8.14)
na intervalu(t, to], kde 7 € [a, ty), splhuje 8.14) také v boc 7 tehdy a jen tehdy,
kdyz plaf

[[+ATA()] (1) = 2(r+) = AT f(7), (8.20)
a k tomu stai, aby platilo
det [T+ AT A(7)] #0. (8.21)

(Rozmyslete si detaily!) Mzeme tedy 6ekavat,ze podninky (8.19 a (8.21) jsou
podstat@ pro existencieSen tlohy (8.14).

8.15 Lemma. Necht A € BV([a,b], 2(R™)) a to€ [a,b]. Potomiloha (8.16)
ma jediré feSen pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R™) tehdy a jen tehdy, kay

det [T — ATA(t)] #0 prokazce t € (to,b] (8.22)

det [I+A*A(s)] #0 prokazce s € [a,t). (8.23)
(Zde (to, b] = @, kdyZ to = b, a [CL, to) = @, kdyZ to = a.)
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DUkaz. a)Pedpokhdejmezet, € [a,b), g € BV ([a,b],R"), A spliiuje 8.22)
a (8.29 a x spihuje 8.17) na [a,b]. Vzhledem k pozamce8.3 je x feSenm
rovnice B.1) na [a,b], pfiCenZ x(ty) =0. Podle ety 8.2 je = regulovam na
la,b] a z drufe rovnice v 8.19) plyne,ze plat Atz (ty) = AT A(to) z(ty) =0, tj.

Ozn&me «(t) =var; A pro t € [to,b]. Funkceo je neklesdgi na intervalu
[to, b]. Existuje tedy konéna limita a(t,+) a mizeme zvolitd € (0,b — t,) tak,
aby platilo 0 < a(to+0) — a(te+) < 1/2. Prokadet € [ty, to+d] odtud pomot
vétl6.18al6.42odvodme nerovnosti

t t
o0 < [ lel da = A%a(to) fofto)| + lim_ [ Jelda

to to+

= lim /Tt lz|da < [a(to+6) — alto+)] ( sup ]x(t)])

T—to+ t€to,to+4]

<3 (sw o).

te[to,t0+5]

Tudiz ( sup |x(t)|> < 1 ( sup ]a:(t)|). To je ale mdnré pouze tehdy,
t€[to,to-+] 2\ iefto,to+6]
kdyz x =0 naty,to+d].

Polazmet* = sup{r € (to,b]: 2 =0 na[ty, 7]. Zfejmé je z =0 na [ty,t*), a
tudiZ také x(t*—) =0. Dale podle8.13 mame0= [/ — A~ A(t*)] z(t*). To je
ale, vzhledem k fedpokladu'®.22), mazné pouze tehdy, kdyz(t*) = 0.

Predpokbdejmeze t* < b. Stejnou argumentagakou jsme na zzatku dika-
zu dolazali,ze existujed € (0, b—t,| takowe,ze x je nulowe nalty, ty + J], ukazali
bychom ny, Ze existujen € (0,b—t*) takowe, Ze x se anuluje na@t*, t* + 1), coz
je ovsem vzhledem k definidi* nemané, tudz mus byt ¢* =b. Dokazali jsme,
ze kadétesen Ulohy (8.17) je nulowe nalty, b].

Podob@ bychom pomaqfedpokladul.23) dokazali,ze je-li ¢, € (a,b], pak
sefeSeri x Glohy (8.17) anuluje tale nala, to).

Dokazalijsmeze plat-li (8.22) a (8.2, matloha B.17) pouze trivalni feSen
nala,b]. Podle \ty8.14ma tedylloha B.1€) jedinéfeSeri na [a, b].

b) Predpokhdejme ze neplatnag. (8.22). Zfejme je det [I — A~ A(t)] #0, jest-
lize je |A=A(t)| <1/2. Na druhou stranu, podlelidledku4.11 obracera nerov-
nost |[A~A(t)| >1/2 plafi pro nejWse konéné mnoho bod ¢ € (¢, b]. Matice
I — A~ A(t) tedy nemregubrn pro nejySe koné€né mnoho bod ¢ € (¢4, b].
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MUzeme tedy zvolit* € (o, b] takowg, ze

det [I — A”A(t)] #0prote (to,t*) a det [I — ATA(t")] =0.
Dale ze akladl linearri algebry je zamo,ze potom existujel € R" takowe, ze

[I —A"A(t")] c#d prokade ceR". (8.24)
Definujme

0 kdyz t#t*,

g(t) =
d kdyz t=t*.

Mameg € BV ([a,b],R™) a A~ g(t*) =d. Pfedpokhdejmeze rovnice8.16 ma
na[a,b] feSeri z. Potom podle prvih¢asti dikazu musbyt z=0 na [a,t*), a
tedy tale z(*—) =0. Podle \ety8.9mud platit [I — A~ A(t*)] z(t*) =d. Toje
ovdem ve sporu s tvrzém (8.24). Uloha [8.16) tedy nendize nit federi.

Neplai-li (8.29, pak analogicky najdeme bad € [q, ty) a funkci g takow,
ze bude

[I+ATA(t")] ¢ # Atg(t*) prokade ceR",
coz vede ot ke sporu s &tou8.C. O

8.16 \eta. Necht A€ BV ([a,b], Z(R™)) a to € [a,b]. Potom p@atetni Gloha
(8.19 mé& pro kazdou funkcif € BV ([a,b],R™) a kazdy vektor z € R" jediné
feSen tehdy a jen tehdy, kayplat (8.22) a (8.29).

DUkaz. \Btaje disledkem lemmatf.15 kde pold&ime

g(t) =7+ f(t) = f(to) pro t&fa,b]. 0

8.5 Zobecréne Gronwallovo lemma a apriorni od-
hady resen

Dulezitou roli v teorii obytejnych diferencalnich rovnic (nap. pri diikazu jed-
nozna&nosti feSer potateni tlohy nebo pi dlikazech spojé Zvislostifesern
na rektegch parametrech) hraje tvrZierktere se nagva Gronwallovo lemma.
Pfipomeime si jeho zari. Dlkaz Ize ndf ve &Siné webnic obyejnych dife-
rencilnich rovnic (viz nap. [23, Pomoci veta 4.3.1]).
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8.17 Lemma(GRONWALL). Nechtfunkceu a p jsou spojie a neaporré na
la,b], K >0 anechit

u(t) < K+ /t (p(s)u(s)) ds pro t€a,b].

Potom
u(t) < K exp (/ p(s)ds) pro t€a,b].

Pro ras bude podolindilezité zobecen Gronwallova lemmatu naffpad,
kdy se v fislusnych integélnich nerovnostech vyskytuje Stieltjssintegél.

8.18 \Eta (ZOBECNENE GRONWALLOVO LEMMA). Pfedpokhdejmeze funkce
u:[a,b] —[0,00) je ohranteré naa, b], funkceh: [a,b] — [0, 00) je neklesdpgi
a zleva spoji na (a,b], K >0, L >0 anecht

u(t)gKJrL/tudh pro ¢ € [a, b]. (8.25)
Potom '
u(t) < K exp (L[h(t) — h(a)]) pro te€la,b]. (8.26)

Dlkaz. Nechts >0 aw,(t)=r exp (L [h(t) — h(a)]) prote€ [a,b]. Potom
/ w, dh = li/ exp (L [h(s) — h(a)]) dh(s)
- /{/a (Z % [h(s) — h(a)]k> dh(s) pro tea,b].

- LF o
Protde, jak ziamo,fada ) o [h(t) — h(a)]* konverguje stejnoférme naa, b,
k=0
mUzeme Pehodit pdad opera¢ integrace a@&tari. Powzijeme-li nyri navic tvr-
zeri z pfikladu6.22, dostaneme

ltumthlii(i_T /at [h((g)_h(a)]k)d[h(s)}

<5 (LB & (o 1)

wy(t) —kK

L

~—
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pro t € [a,b]. To znamea, ze funkcew, spluje pro kade x>0 a t€a,b]
nerovnost

t
wy(t) > Ii—f-L/ w,, dh. (8.27)

Bud danoe>0 a poldme k=K +¢ av. = u — w,. Odeterim nerovnost
(8.25) a (8.27) zjistime, ze plat

t
ve(t) < —8+L/ v.dh proteia,b]. (8.28)

Specalné v.(a) < —e < 0. Zbyvajici €ast dikazu bude fpominat postup z tika-
zu lemmatuB.15 Funkceu i w, jsou evident® ohrantere nala,b] pro kazde
k> 0. Tudiz také funkcev. je ohran€era nala,b]. Podle Hakeovy &tyl6.42 (ii)
mame

t

t
/ v.dh =v.(a) ATh(a) + lim v.dh

< —e ATh(a) +[|ve| [a(t) = h(a+)] < [Jvell [2(t) — h(a+)],
atedy

ve(t) < —e+ L /t v.dh < —e+ L|jv| [h(t) — h(a+)] pro t€la,b].

Zvolmen > 0 tak, aby platilo L ||v.|| [h(t) —h(a+)] <e/2 prot € [a,a +n]. Pak
budev. <0 nafa,a+n]. Ozn&me t* = sup{r € [a,b]:v. <0 nala, 7]}

Vidime, Zze je t* >a a v. <0 na [a,t*). Opétnym powzitim Hakeovy éty
6.42 (i) dostaneme z4,296)

o
ve(t") < —s—l—L/ vedh

t*—9o

S (va(t*)A‘h(t*) + Jim v dh) < <0,

—0+
t*—4
protaze A~h(t*)=0 a / ve dh <0 prokade § > 0.
Kdyby bylo t* < b, zoapakovali bychom fedclazejci postup a ukzali, ze
existujed € (0,b — t*) takow, ze v. < 0 na intervalufa, t* + 6], coz je ve sporu
s definid ¢*. Tudiz t* =0, v. <0 naceém/|a,b] a

u(t) <w,(t) =K exp (L (h(t)—h(a))) + € exp (L (h(t)—h(a))) prot € [a,b].
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Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze plat (8.26). O
8.19 Cviceni. Dokazte rasleduici variantu \éty8.1&

Predpokhdejmeze funkceu : [a,b] — [0, 00) je ohrantera na [a,b], funkce
h:la,b] — [0, 00) je neklesdfi a zprava spoji nafa,b), K>0, L>0 a

u(t)§K+L/budh pro t € la,b]. (8.29)
Potom
u(t) < K exp (L[h(b) — h(t)]) pro te€la,b]. (8.30)

8.20 Pozramka. Obecrejsi verze zobeoadreho Gronwallova lemmatu jsou obsa-
Zzeny v monografch S. Schwabika45] (viz vétu 1.40) a J. KurzweilaZ[/] (viz
kapitola 22).

V nasleduici vét vywzijeme zobecéré Gronwallovo lemma k odvozedtile-
Ziteho odhadu préeSen tlohy (8.14).
8.21 \eta. Necht ¢, € [a,b] a AeBV([a,b], 2(R")) spiiuji (8.22) a (8.29,
f€G([a,b],R™), T€R" a nechtz je FeSen potatetni Ulohy (8.14) na [a,b].
Potom

vart (z — f) < (var’ A) ||z|| < oo, (8.31)

C(Ato):= Max {1, sup HI — ATA(t)]

1ettol] (8.32)
sup |[I + ATA(t)] ] } < o0,

tE[a to)

2(0)] < cany) (1714 2111) exp (20 var, A)  prote fto,b],

(8.33)
2(8)] < cian) (1Z1+211£1l) exp (2¢(ar,)var® A) protefa,to].
Dl kaz. a) Prolibovola gleri o intervalu [a,b] mame

v(o)

>~ |ete) = £(0) = ao;0) + Flo;)
j=1

v(o) o v(o)
- Z]/ d[A ‘ Z [(vargi_ A)||z]l] = (var’ A) [lz] < oc.
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Odtud okanité plyne,ze plat (8.31).
b) Prot € (t,b] takowe,Zze |[A~A(t)| < i mame podle lemmaif.g

1

B

1 — A™A(t)]
Protze mndina {t¢ € [a,b]: |A"A(t)| > 1} je podle disledku4.11 nejwyse ko-

necna, plyne odtudze

sup |[I — ATA(t)] ™| <oo.

te(to,b]

Podobi@ bychom do&zali,ze je sup |[/ + AT A(t)]™!| <oo. Plaf tedy 8.32).

tela,to)

c) Nechtz splhuje 8.14). Polazme

sy JAW, kdyz e o],
(t) = A(t—), kdyz te€ (to,b].

Ziejmé A(t) — B(t) = A~ A(t) a

var, (B—A)=>_ |A"A(s)|<varj A pro te (to,!)

s € (to,b]

(viz disledek?.27). Tudz A—BeBV([a,b],R") a var, B <2var, A. Dale
podle lemmati6.31je

t
/ d[A— Bl = AA(t)2(t) pro t€ (to,b].
t
Rovnice B.14) se tedy na interval(t,, b | redukuje na

1 — A A1) af —x+/d Lo+ £(8) — (o)

a odtud snadno (té&kdky tomu,ze jec(a 4, > 1) odvodme nerovnost

t
|:z:(t)|§K+L/ |z dh pro telty,b],

to
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kde K =caq) (|Z|+2(fl), L=caw) a h(t) = var,, B. Funkceh je nekle-
sajci na[ty,b|. Dale prot@e B je zleva spojih na(to, b, je podle lemmati2.24
funkce h také zleva spoji na(to, b]. Podle zobec@rého Gronwallova lemmatu
8.18dostivame tedy konéné prvii nerovnost vi§.33).

Dillkaz druleé nerovnosti vi§.39 by se za pomoci varianty Gronwallovy ne-
rovnosti ze cvieri [8.19proved| podobé. a

8.22 Cviceni. Za predpokladi véty8.21dokazte podrobg@ nerovnosti

0< sup |[I+ATA®M)] ™| <oo

t€[a,to)

|2(8)] < cian) (IZ1+211£1l) exp (2¢(ar,) var A) protea,to].

8.6 Spoijita zavislostfeSeri na parametrech a exis-
tencereSeni pro regulované pravé strany

Necht ¢, € [a,b] a A€ BV ([a,b], 2 (R")) sphuji (8.22) a (8.29), nechtz € R™,
f €G([a,b],R™) a nechtz je feSeri Ulohy (8.14) na [a, b]. Dale nechty je na
la, b] FeSen pocateni Glohy

7 / dAy = g(t) — glto). (8.34)

kde g € G([a,b],R") ay € R". Potom
(=) —y(t) = (T-7) +/t dA (z—y) + (f(t) —g(t)) — (f(to) — g(to))

prot € [a,b]. Podle \ety8.21tedy mame

|z =yl < can) exp (2 C(A ko) varz A) (‘5— §| + 2 ||f — g||),

kde cia,) €(0,00) je definovano v 8.39). Vidime, ze vajemra ,,vzchlenost”
feSen pocatetnich tloh (8.14) a (8.34) je pfimo Umérra tomu, jak jsou od sebe
,vzdalena" vstupndata (tj. p@&ateni hodnoty z, ¥ a prae strany f, g) téchto
rovnic. Podrobagji je tento jev popan v rasleduici vét.
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8.23 \kta. Necht tg € [a,b] a A€BV([a,b], 2(R™)) sphhuji (8.22) a (8.29).
Dale nechtf, f,. € G([a,b],R") a 7,7, € R™ pro k € N. Pfedpokhdejmeze

Tim || — f]] =0 (8.35)
a
lim 3, = 7. (8.36)

Nechtpotatetni Glohy

xk(t) — fk —/ dAl’k = fk(t) — fk(to) (837)

to

maj pro k€ N feSen x; naintervalu|a,b]. Potom n& talké Uloha(8.14) feSen
x naintervalu[a, b] a plat

lim ||z — | = 0. (8.38)

k—o0

Dlkaz. a) V disledku B.35 a (8.36) existujek, takowe, ze || fx|| < || f|| +1
a |zx| <|z|+ 1 plat pro k > ky. Podle \ety8.21plafi tedy prok > k, také

2] < 50 <00, kde s = cia (|Z]+2|f]]+3) exp (2c(az var, A)
nezvis na k. Podle &ze ety mame dle
vart (zp — fi) < sqvart A< oo prok > k.

Nyni, podle Hellyovy \éty o Whéru (Vta2.4€) existuj funkcey € BV([a, b], R")
a rostoucposloupnostk,} C N takow, ze ky > ko,

Iyllev < 2 max{se varg A, 50 +||f] +1}

lim (2, () — fi, (1)) = u(t) pro t€la,b]

Vzhledem k jedpokladu’@.35) to ovSem znamem, Ze pro kddé ¢ € [a, b] exis-
tuje limita x(t):zelim xy, (t) Diky stejnon@rré ohrantenosti posloupnostiz, }

a pomot Osgoodovy ety (veta6.5]) tedy 4skame pro kadé ¢ € [a, b] rovnost

t t
élim/dAa:kZ:/ dAz.
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Tudiz limitnim pfechoden¥ — oo v rovnici (8.37) (a take s pouitim predpokladi
(8.35 a (8.36)) dosgjeme ke zptert, Zze = je feSerim Ulohy (8.14) na[a, b].

b) Zopakujeme-Ili nyhpro kazdé k£ € N Gvahu zGvodu tohoto odstavcefigen¥
v ni x; nahradl y, f, nahrad ¢ a 7, nahrad y, zjistime,Ze pro kadée ke N
plat

o — |l < K (|7 =2 +2]||f = fill),

kde K = c(azy) exp (2ciaq,) var, A) <oo nezvid nak. Plaf tedy tale (8.39).
O

Pazadavek existendeSen rovnic (8.37) v predchoz veét byl podstati. Exis-
tencni véta8.16 kterou name zaim k dispozici, se vztahuje pouze nagady, kdy
pra\a stranaf ma koné&nou variaci nda, b].

Nyni mlizeme konéné doplnit \Btu8.16na obeck pripad f € G([a, b], R™).
8.24 \&ta. Necht A € BV([a,b], 2(R")), to € [a, b] a plati (8.22) a (8.23).

Potom pro kadou funkcif € G([a,b],R™) a kazdy vektorz € R" méa pcca-
teCni Gloha(8.14) jedinéfeSeri na [a, b].

DUkaz. a) Mame-li d&feSeri z, y Ulohy (8.14) naintervalula, b], bude jejich
rozdl na [a, b] FeSerim homogenhulohy (8.17), ktera ma ov8em podle lemmatu
8.15pouze trivalni feSen. Musi tedy platitz =y nala, b].

b) Pol&me z, =7 pro k€ N. Podle ety 4.€ existuje posloupnosf{ f.} jed-
noduclych skokowych funkd (tedy funkdé z BV ([a,b],R™)), kterd konverguje
stejnon@rré nafa, b] k f. Podle \Bty8.16pro kazdé k € N existuje jeditefeSen
xy Ulohy (8.37) a podle ety 8.23 posloupnost{x;} konverguje stejnogrré k
feSen Ulohy (8.14). O

Ve zbyvajici ¢asti odstavce se omezme pro jednoduchostfiyaagd t, = a,
tj. vySefujeme p@atecni tlohu

x(t)—%—/tdAx:f(t)—f(a) (8.39)
jako limitu Gloh
n(®)~ T [ ddvi = (0 - fila), (8.40)

kde tale jadra A, zavid na parametru; € N. Tento Fipad je poekud slaitési
nez ten, ktey jsmefesili ve vete8.23 Nejprve dokzeme konvergdini vétu pro
KS-integ@ly pro situaci, ktet nen pokryta \etami z kapitoly 6.
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8.25 \eta. Necht f, f, € G([a,b],R™), A, A, € BV ([a,b], #(R™)) pro k€N.
Predpokbdejmeze plat (8.35),

lim 4, — A =0 (8.41)
a
o = sup var’ A, < oo. (8.42)
keN
Potom

t t
lim ( sup dAkfk—/ dAf‘) =0.
k—oc t€la,b] a a

DlOkaz. Buddanoe > 0. Podle \ety4.8 miizeme zvolit funkcip : [a, b] — R™
takovou,ze k&da jej komponenta je jednoduélskokowa funkce nda, b| a i-
tom | f — ¢|| <e. Dale podle 8.35 a (8.41) mlzeme zvolitk, € N tak, aby
soucasre platilo

Ifr—fll<e a ||[Ar—A| <& prok>k.

Proda®t € [a,b] a k >k, mame podle &tl6.18a/6.25

‘/atdAkfk—/tdAf‘
/dAk fo— + /td Ay — A

< (vary Ap) || fi — ol +2[14r — Al [ ellsv + (varg A) e — =]

< o ([l = FI+11F = ll) + 2114 — Al [ ellsv + (varg A) [l — f]
< (20" +2|p|lpy +vari A) e = K¢,

IN

kde K = (20" + 2 ||¢||sv + vart A) € (0, 00) nezvis ani nak aninat. Tim je
véta dolazana. O
Dale je feba dolazat rasleduici pomocre tvrzen.

8.26 Lemma. Necht A, A; € BV([a,b], #(R")) pro k€ N. Dale predpokb-
dejme ze plat (8.22) (kdety=a) a(8.41).
Potom existujek, € N takow, ze pro kade k > kq plati

det [/ — A7 A(t)] #0 pro t€ (a,b] (8.43)
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sup H[ AT Ag(t) ’<20A, (8.44)

te(ab]

kdeca = c(a,a) € (0,00) je konstanta definovanw (8.32) pro ¢y = a.
D Ukaz. Oky (8.4]) plafi podle lemmati4.15 klim |AT A, — A7 A||=0.
MUzeme tedy zvoliti, € N tak, aby bylo

AT AR(t) — ATA(Y)] < % pro t€la,b] a k> k. (8.45)
CA

Nechtt € (a,b] a k> ko jsou dany. Snadno a¥ime, Ze plat rovnost
I=AA(t) = [T = A”A@)] [1 - Tu(®)],

kde
Ty(t) = [I-A-A®1)] ™ (A Ar(t)— A~ A(t)).

Vzhledem k pedpokladu.22) je tudz maticel — A~ Ax(t) regulrn tehdy a
jen tehdy, kdy je reguérni matice/ — Tj(t).
Podle 8.32) a (8.45 mame

T ()] = |[I-A7A(t)]~ HA Ap(t)—ATA()] <7
Lemmas.€ tedy zarduje, ze matice[ Ty(t), atudz take I — A~ Ax(t) jsou
regulrri, aze plat | [/ — T,(t)] \ < 2. Odtud a z/8.32) plyne

1[I = A A0 < |[T-T@®] | |[I - A~ AW®)] | < 2¢a.
Dilkaz je dokoien. O

Nyni miizeme zformulovat a dd@kzat hlavinvétu tohoto odstavce.

8.27 \kta. Necht ty=a, A, Ay €BV([a,b], 2(R")), f, fr €G([a,b],R"),
z, T € R" pro k € N. Dale predpokhdejmeze plat (8.22), (8.35), (8.36), (8.41)
a(8.42).

Potom existujek, € N takowe, ze pro kade k > k, ma pacatecni tloha(8.40
jediréfeSen x; na[a,b] a plat (8.38), kdex je FeSen tlohy (8.39).
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Dlkaz. Podle &ty8.242ma Gloha B.39 jedinéfeSen x nala,b]. Dale podle
lemmatu8.26existujeky € N takow, ze 8.43) plati pro k > ky. Tudiz, vzhledem
k véte8.24 Uloha B.40) ma pro k&dé k > k, jedinéfeSen x; nala,b]. Polazme

wy, = (v, — f) — (x = f). (8.46)

Potom
wi(t) :@k—i—/tdAkwk—l—hk(t)—hk(a) pro keN a tela,bl,
kde wy = (I — fi(a)) — (T — f(a)) a

(1) = /td[Ak—A] (x— )+ (/tdAkfk—/tdAf). (8.47)
Dokézeme ze

lim [Juy ]| = 0. (8.48)
Podle 8.42), (8.49 a wetyl8.21je

lwi(t)] < 2ca (|wg] + ||hil|) exp (4caa®) pro te€a,b], (8.49)
lfde, podoba jako v lemmatiB.26 piSemec, misto ¢4 ). Stei tedy dokazat,
ze

lim |@| =0 & lim ||| = 0. (8.50)

Nejprve si posimréme,ze prvii vztah z 8.50) plyne okanZité z gedpokladi
(8.35) a (8.36). Dale podle ety 8.25je

lim sup
k=00 ¢ ¢ [a,b]

/:dAkfk—/atdAf):o. (8.51)

Soltasre podle eéty6.25mame

\/ dA, — A} (x — )| <204~ Al |2 = flv pro tea.b].



STIELTIESUV INTEGRAL 227

Protaze (z — f) € BV([a,b],R™) podle 8.3]), plyne odtud tky (8.41), Ze plat
take

lim sup} ‘ /: d A, — A] (x — f)‘ = 0. (8.52)

k=00 yeap

Souhrnem, podle8(47) a (8.51)—(8.52) dosavame lim ||| = 0. Plaf tedy
(8.50), a vzhledem k&.49) tudiz take (8.45).

Podle 8.46) je x, — z = wy + (fk — f). Tvrzen véty tudz plyne z 8.35) a
(8.49). O

8.7 Fundamentalni matice

Zobecrérim homogenith sysémil linearrich obytejnych diferencalnich rovnic
je rovnice

x(t) — x(s) — /t dAz =0. (8.53)

Necht A€BV([a,b], Z#(R")), to € [a,b] a nechtplat (8.22) a (8.29. Potom
podle \ety8.16 (kde f(t) = f(a) nala,b]) ma rovnice 8.53 pro kazdé = € R™
prave jednofeSen = €BV([a,b],R") na [a,b] takowk, Ze z(ty) =z. Naopak,
kazdemureSeri z rovnice B8.53 mlizeme ffifadit hodnotur(ty) € R™. Vzhledem
k pozramkam8.3al8.11je tento vztah meZieSerimi rovnice 8.53 a vektoroym
prostoremR™ vzajemreé jednoznény. Snadno o@ime,ze jsou-liz, y FeSen rov-
nice 8.59 na[a,b] a o, F€R™, pak ax + [y je také feSeri rovnice B.53 na
[a,b]. Nyni mlzeme tytalvahy shrnout do asleduiciho tvrzen.
8.28 \eta. Necht A € BV([a, b], #(R™)) a nechtplati (8.22) a (8.29. Potom
mnainafesen rovnice (8.53 je linearni a tva’i podprostorBV ([a, b], R™) di-
menzen.

Nyni ukézeme,ze i pro zobecére linearn diferencalni rovnice existuje ob-
doba fundameini matice. Fundameaini matici pro zobecéreé linearn dife-
rencalni rovnice definujeme &@sleduicim zplisobem.

8.29 Definice. Maticova funkce X : [a,b] — 2 (R™) se nagva fundamerdlni
matice rovnicg8.53 na intervalu[a, b], jestlize sphuje rovnost

X(t):X(s)—i-/tdAX pro t,s € [a,b] (8.54)
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a det X(t)#0 pro alespa jednot € [a, b].

8.30 Pozramka. Jestlze maticoa funkce X spliuje vztah 8.54), pak snadno
ové&fime,Ze pro libovole c € R" je funkcex(t) = X (¢) c feSerim rovnice 8.53.
8.31 Lemma. Nectit A€ BV ([a,b], #(R")), t, € [a,b] a nechitplati (8.22) a
(8.29. Potom pro kadou maticiX € .#(R") existuje jednozraeé urtera mati-
cova funkceX;, € BV ([a,b], #(R™)) tako\a, ze plat

. t
Xy, (t) = X+/ dAX,, protela,bl. (8.55)
to
Dlkaz. Prok=1,2,...,n ozn&me -ty sloupec maticeX jako 7. Mame

tedyZ, eR" prok=1,2,...,n a X = (Z1,2,,...,%,). Podle \ty8.16pro
kazde ke€{1,2,...,n} existuje pave jedna funkcer, € BV ([a,b],R™) vyho-
vujici rovnosti

t
xk(t)—fk—/ dAiIZ'k:O prOtE[a,b].
to

FunkceX, (t) = (21(t), za(t), . .., za(t)) (ti. maticova funkce se sloupciy, pro
k=1,2,...,n) splhuje tedy vztah.55 a je u€ena jednozrae. O

8.32 Poztamka. Je-li to € [a,b], X € #(R") a funkce X,, je urtera lemma-
tem8.3], pak funkceX = X, zfejmeé sphuje vztah8.54). Je-li tedydet X #0,
pak je takto definovamfunkce X fundamenrélni matid rovnice 8.53).
Nyni, pro usnadan, porekud zedime nde gedpoklady8.22) a (8.23. Bu-

deme nyi pfedpokbdat,ze plat

det [I — ATA(t)] #0 prokazde ¢ € (a,b]
a (8.56)
det [I+ ATA(s)] #0 prokazde s € [a,b).
8.33 Lemma. Necht A € BV([a,b], 2(R")) a nechtplati (8.56). Potom pro li-
bovolnou fundameatni matici X rovnice(8.53 je

det X(t)#0 prokade tela,b]. (8.57)

DlOkaz. NechtX je fundamerdlni matice rovnice/®.59 na [a,b] a necht
(8.57) neplat. Potom existudjbody 7y, 71 € [a, b] takow, Ze

det X(To) 7£ 0 a det X(Tl) = 0.
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Z druké rovnosti plyneze sloupcer; (1), z2(71), - . ., ,(71) matice X () jsou
linearné zaviske. Existuj tedy koeficientycy, o, . . ., ¢, € R takow, ze

el >0 a Y cpan(n) =0.
k=1 k=1

Polazme z(t) = > cyax(t) pro t€ [a,b]. Potomz je FeSerim rovnice B.59

k=1
(viz pozramku8.30) a z(7;) = 0. Dosazeim s = 7; do (8.53 a od&terim takto
Ziskare rovnosti 0d/8.53) zjistime,Ze x je FeSerim pocateni tlohy

t
x(t):/ dAz protefa,b

Vzhledem k jedpokladu®.5€) jsou podninky (8.22) a (8.23) splrény proto= 7,
a prot@e stejnoullohu jako x splhuje i identicky nuloa funkce, plyne z &ty
8.16 kde pol@ime to =7, Zex =0 na|a,b]|. Specalné

n

(7o) = ch z (7o) = 0,

k=1

coz ovsem, vzhledem kigdpokladim det X (75)#0 a » _ |ex|> 0, neri mozré.
k=1
O

Pfipomame nyn nékted ozn&eri uzivara pro funkce dvou proénrych.

8.34 Ozn&en. NechtU: [a, b]% [a,b]— .2 (R™). Potom pro da@ 7€ [a,b] zna-
¢i symboly U(r, - ), resp.U(-, ) funkce jed® proménre

U(r,-):s€la,b]—=U(r,s) resp.U(-,7):t€la,b] = U(t, 7).
Podobe
U(r,s+) = 5li)r(1)[1+ U(r,s+9), U(r,s—) = 615& U(r,s —9),

U(t+,7) = 61—i>%1+ Ult+4,7), Ult—,7) = 51i%1+ U(t—9,71).

Nasleduici véta je disledkem lemmeé.31a/8.33
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8.35 \eta. Necht A€ BV ([a,b], 2(R")) spliiuje (8.56). Potom existuje f@ve
jedna matico@ funkceU : [a, b] X [a,b] — Z(R™) tako\a, ze plat

U(t, s) :J+/td[A(T)w(T,s) pro t,s € [a,b] x [a, b]. (8.58)

Pro kazce t, € [a,b] je funkceU (-, ty) :t € [a,b] — U(t,ty) € R* fundamerélni
matice rovnicg8.53).

FunkceU ma navc tyto vlastnosti:
(i) U(-,s)€BV([a,b], #(R™)) pro kazcé s € [a, b],
(i) U(t,t)=1 prokazetec |a,b],
(i) det U(t, s)#0 pro vSechna, s € [a, b].
DlOkaz. Prokade s € [a, b] existuje podle lemmatd.31pravé jedna matico&
funkce X, € BV ([a,b], #(R")) takova, ze plat
X(t) = I+/t dAX, prote]a,b].

DefinujmeU (¢, s) = X,(t) prot, s € [a,b]. PotomU spluje 8.59 aU(t,t)=1
pro t € [a,b]. Vzhledem k pozamce8.32 odtud plyne,ze pro ka&dé t, € [a, b]
je U(-,ty) fundamenrélni matice rovnice®.59 na [a,b]. Konetné, podle lem-
matu8.33je det U(t, s) #0 pro vsechna, s € [a, b]. a

8.36 \eta. Necht A e BV ([a, b], 2(R")), to € [a,b], T € R™, nechtplati (8.56)
a nechtmatico\a funkceU je urtena ¥tou8.35 Potomz : [a,b] — R" je feSer
pocatecni tlohy
t
x(t)—f—/ dAz =0 (8.59)
to

na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kdy
x(t)=U(t, to)T pro tela,bl. (8.60)

t
DUkaz. a) Dosane-li (8.60) do/ d Ax avywijeme-li (8.58), dostaneme
to

/tdAx_/t d[AM) | U(r, )T = (Ult,to) — 1) T = alt) — 7
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prot € [a, b], tj. funkce z definovam vztahem.60) je feSeri Glohy (8.59).

b) Obracera implikace plyne z jednozigaostifeSeri pocatetni Glohy (8.59) (viz
vetu8.16). O

8.37 Definice.Necht A € BV ([a,b], #(R")) a nechtplaf (8.5¢). Potom mati-
covou funkciU ur€enou &tou8.35nazyvameCauchyova maticeovnice 8.53).

8.38 Disledek. Nechit A € BV ([a,b], Z(R™)), tyc[a,b] a X € Z(R"). Dale
nechtplati (8.56) a nechtU je Cauchyova matice rovni¢€.535). Potom matico&
funkce X : [a,b] — #(R™) splhuje rovnost
. t
X(t):X+/ dAX (8.61)
to

pro t € [a,b] tehdy a jen tehdy, kdy

X(t)=U(t,tg) X pro tela,b]. (8.62)
Dlkaz. Prokady sloupecz;, k=1,2,...,n, maticowe funkceX plati podle
veéty8.36

xp(t)=U(t,to) Tx Ppro tela,bl,
kde 7, jsou sloupce maticel. Odtud tvrzefokantité plyne. O

8.39 \eta. Necht A € BV ([a,b], #(R")), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnicg8.53. Potom vztahy

U(t,r)U(r,s) =U(t,s), (8.63)
(Ut,r)) "t =U(r,t) (8.64)

plati pro libovolnou trojici bodl ¢, s, r z intervalu|a, b].
Dlkaz. a)Prolibovolat,s,r € [a,b] mame podled.58

U(t,s):]+/ d[A(T)]U(T,s)
=]+/Td[A(T>]U(T,S)+/ d[A(T)|U(7,s)
:U(r,s)—i-/ d[A(T)]U(r,s).
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Ozn&ime-li sloupce maticé/ symbolyu,, k=1,2,...,n, zjistime,Ze pro ka-
dek=1,2,...,nar,s€la,b] je funkcex(t) =ux(t, s) FeSerim tlohy

x(t) —uk(r,s)—/tdAa: =0

r

ala,b]. Podle \ety8.36tudiz plat
up(t,s) =U(t,r)ug(r,s) pro k=1,2,...,n a t,s,r€la,bl.

Odtud & vztah B.63) okantité plyne.

b) Specalré jestlce t = s, pak podle ety8.35dostvameU (t, ) U(r,t) =1 pro
kazdeé r € [a,b]. Vzhledem k &t 8.35 (iii) tedy plati (8.64). O

8.40 Pozramka. Je-li U Cauchyova matice pr@(53, pak podle ety8.39plaf
U(t,s) =Ul(t,a)U(a,s) = U(t,a) (U(s,a))™ prot,scla,b.

Ozn&ime-li tedy X (t) = U(t,a), bude platitU(¢,s) = X(¢)(X(s))™" pro
t,s € [a,b]. Plipome&ime,ze X je fundamerdlini matice rovniced.53).

Ve zbyvajici €asti tohoto odstavce uvedemeste rekolik dakich vliastnost
Cauchyovy matice rovnicé(53).

8.41 \eta. Necht A e BV ([a, ], Z(R™)), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic8.53. Potom existujel/ € (0, co) takowe, ze plat

\U(t,s)|+var? U(-,s)+var® U(t,-) < M pro t,s€la,b]. (8.65)

Dblkaz. a) Prdk=1,2,...,n ozn&me symbolene, k-ty sloupec jednotkow
matice /. Potom|e,| =1 pro kazdée k=1,2,...,n. Podle \ety/8.21mame

lug(t, s)| < My:=ca exp (2cAvarZ A) <ooprot,s€la,b] a k=1,2,...,n,
kde dky predpokladu/®.56) miizeme poldit

Cai= max{l, sup |[I—ATA®@)]™!, sup) [T+ ATA(L)] ™ }

te(a,b] tela,b

Tudiz

U(t,s)| = max Jux(t,s)| < My pro t,s € [a,b]. (8.66)
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b) Nechtt,,ts, s € [a,b] at, <t,. Potom

|ug(ta, 8) — ug(t1, )| = /t2 d[A(T) | uk(r, s)| < M vart A.

t1

Pro libovolre s € [a,b], k=1,2,...,n a libovolré celeri o intervalu [a,b]
tedy mame

V(ug(,s),0) < My Yy vary A= Mvar, A=: M, < oo,

a proto
var’ U(-,s) < max var® ug(-,s) < My pro se€a,bl. (8.67)

c) Necht sy, so € [a,b] @ s; < so. Potom pro kadeé ¢ € [a,b] mame

k(t, s2) — ug(t, s1)

/d | ug (7, s2) /d | ug (T, s1) /d ) Jug(T, s1)

= —/ d[A(7T) Jug(T, 31)+/ d[A(T)](Uk(T,SQ) — ug(T, 51))-

S1 52

Funkcex(t) = ug(t, s2) — ui(t, s1) je tedy nafa, b| FeSerim pacateni tlohy
/ d[A uk(T,sl)—l—/tdA:c.
Podle ety 8.36pro kazde t € [a,b] ak=1,2,...,n plaf
ug(t, s2) — ug(t, s1) U(t, s2) / d[A(7T) Juk(T, 31)>
Tudiz |uk(t, s2) — ug(t, s1)| < Mivar? A prok=1,2,...,n ate[a,b].

Pro libovolré t € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré celeri o intervalu [a,b]
plat

V (g (t, - <M22var"J A= M?var® A=:M; < oo,
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a proto
var’ U(t,-) < max var® ug(t,-) < Ms pro t€fa,b]. (8.68)
d) Podle B.65—(8.67) tvrzen véty plat pro M = M; + My + M;. O

8.42 \fta. Necht A € BV ([a,b], #(R")), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€3.53. Potom plat

U(t+,s) = [T+ ATA@L)] Ut s) pro t<a,b), s€la,b], )
Ult—,s)=[I—A"A®)]U(t,s)  pro t€(a,b], s€la,b],

1 (8.69)
U(t,s+) =U(t,s) [I+ATA(s)] pro t€[a,b], s€[a,b),
U(t,s—) = U(t,s) [I — A*A(s)] " pro t€la,b], s€(a,b]. |

Dlkaz. Nejprve sigimnetme,ze podle pedchoz véty maj funkce U(-, s) a
U(t,-) kon&né variace nda, b] pro libovolra t, s € [a, b]. VSechny jednostratén
limity objevujici se ve vztaich (8.69) tedy maj smysl.

a) Prvi dva vztahy odvoiine, jestlze do vztah (8.13 z lemmatuB.15dosadme
postupm® zax sloupce matico®@ funkcelU.

b) Nechts e [a,b) ad € (0,b— s). Potom podle®.58 mame

Ut,s+9)—=Ul(t,s) = +6d[A(T>]U(T,S+5)—/ d[A(T)]U(T,s)

s+4d
= d[A(T)] (U(r,5+6) — U(r,s)) —/ d[A(T)]|U(T,s)
s+46 s

pro kadé t € [a,b]. Maticova funkceY (t)=U(t,s+06) — U(t, s) tedy sphuje
rovnost

Y(t):f/+ t d[A(T)]Y(r) prote]la,b],
kde

Y:_/Sﬂme@g
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Podle disledku8.38tudiz mame
Ut,s+0)—U(t,s) =Y () =U(t,s+0)Y

s+9
—U(t,s+5)/ d[A(7T)|U(,s)

pro ¢ € [a,b]. Limitnim pfechodem — 0+ pfi powziti Hakeovy \éty/6.42 odtud
dostaneme

Ult,s+)—Ul(t,s) = —=U(t,s+) AT A(s)U(s, s) = —U(t, s+) AT A(s)

neboli U(t,s) = U(t,s+) [I + ATA(s)]. Odtud okaniité plyne platnostieho
vztahu z8.69). Zbyvajici rovnost bychom dakzali analogicky. O

Pro funkce dvou prognnych je ma&no definovat pojem variac&kolika riz-
nymi zplisoby. Pro as je zadjmava definice Vitaliova.

8.43 Definice.Necht F': [a, b] x [a,b] — 2(R"). Pro daa cleri o, p intervalu
la,b], j=1,2,...,v(o) ak=1,2,...,v(p) polozme
Ajp(F o, p) = F(oj,pr)—F(0j-1, px) = F (0, pr—1)+F (051, pr—1)-
Potom vel€ina
v(o) v(p)
v(F)=  sup ZZ|A]kFap

o'pE.@[ab]j 1 k=1

se nayva Vitaliova variacefunkce F' na intervalufa, b| x [a, b].

8.44 \ta. Necht A e BV ([a, ], Z(R™)), nechtplati (8.56) a nechtU je Cau-
chyova matice rovnicg8.53). Potomu(U) < oo.

DlOkaz. Méjme d& libovolma cBleri o, p intervalu[a, b]. Podle \etyl8.39(viz
téz pozramku8.40) je U(t,s)=U(t,a)U(a,s) pro t,s € [a,b]. Pro libovolra
j=12...,v(e)ak=1,2...,v(p) tedy mame

v(o) v(p)
Z Z |Aj,k:(Ua g, p)‘

=1 k=1

v(o) v

=35 W0~ Uloy1.0)] [D0sp0) Ul )

=1 k=1
<var® U(-,a) var® Ula,-)| < M?,

kde M < oo bylo ur€eno ve et 8.41. O
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8.8 Nehomogenmrovnice

Vratme se nyhk nehomogenipocatetni Gloze

x(t) — T — /tdAx:f(t)—f(to). (8.14)

Budeme pedpokhdat,ze A€ BV ([a,b], #(R™)) spluje 8.5€). Pro libovolra
TeR™ a feG([a,b],R™) existuje podle &ty 8.24 jediné feSen = pocateni
tlohy (8.14) a totofeSer je regulovae naja, b].

Nasleduici véta ukazujeze totoreSen je mazno vyjadit ve tvaru gipomina-
jicim formuli variace konstarenamou z teorie obsejnych diferencalnich rovnic.
8.45 \eta. Necht ¢y € [a,b], A€BV([a,b], #(R™)) spihuje (8.56) a nechtU
je Cauchyova matice rovnid®8.53. Potomuloha (8.14) méa pro ka&de z € R™ a
kazce f € G([a,b],R") jedinéFeSeni x na [a,b]. TotofeSeri je dano formul

I( ) U(t tO) JZ—'—f tO / d t 5 ) - f(to)) } (870)

pro t e [a b]

Je Zejme, Ze pro podrobi diikaz je nut@ réco \Bcét o integalnich opeato-
rech typu

2 €G([a,b], R /d (t,8)] (s), (8.71)

kde funkce K ma stejreé vlastnosti jako Cauchyova matiéé prislusre homo-
genn rovnice a symbol dnazn&uje,ze integrujeme funkce proenre s, zaim-
cot je zde parametr. Vzhledem k vlastnostem funkEg@opsagm v pfedeslem
odstavci je viét, Zze pro kadou funkciz € G([a,b],R") je jeji obrazy =7z
dolkfe definovn na cedm intervalu[a, b]. (Jde \dy o integraci funkce regulo-
varé vzhledem k funkci s kor@@ou variat) Bohuzel, vlastnosti opétorll tvaru
(8.72) nejsou i tak na prvinpohled Zejmé. Nanic, abychom doézali,Zze funkce
x jefeSerim Ulohy (8.14), poffebujeme urét zanénit pdad integrace ve dvojam
integralu

[ atam ([ vl (56 - 560)
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tak, aby bylo mano vywit vztah 8.59 definujci funkci U. K tomu je nutré

mit k dispozici apaat umanujici zactazen s dvojrymi integrly. Ten se opra

téZz o pojem variace funkavou prongénrych zavedefn v definici8.43 Toto \Se

se v potebrem rozsahu Zido tohoto textu nevejde. Nebudeme zde tedy adét/
podrobreé dikazy a jenom se pokime aspa priblizit jejich hlavri mySlenky.

VétSinou nei obtizné doplnit vynecha@ detaily na aklac® znalosti postulp z

predeilych kapitol. Podrobnostikajici se variace funkodvou prongénnych a in-

tegralnich opeatort urcerych takowymito funkcemi Ize ndj zejména v kapitole
[l monografie [L1] a v odstavci I.6 a kapitole Il monografi€¥]. Formule variace
konstant prof € BV ([a,b],R") je dokdzana v E5, 111.2] nebo v 45, Theorem
6.17], zatmco v 59, Proposition 4.4.3] je ddkzana prof regulovanou.

Omeime se nyhna ipad+t, = a, tj. hledamefeSerni Glohy (8.39. Dlikaz je
rozcelen na 4 kroky:

Nejprve definujeme

Ult,s) kdyz a <s<t<b,
K(t,s) =
U(t,t) kdyz a<t<s<b.

Ztejmé je vat K(t,-)<var. U(t,-) a vat K(-,s)<var’U(-,s) pro libovolna
t,s € |a,b]. Lze talé dokazat,ze jev(K') < oo (viz [55 Lemma l11.2.7]). Existuje
tedy konstantar € (0, o) takowa, ze

v(K)+var® K(t,-)+var® K(-,s) <x<oo prot,scla,b].

Dale pro ka&dé = € G([a,b],R") je funkce
b
y:te€la,b] —>/ ds[K (t,s)]x(s) (8.72)
dolkfe definovna nala, b, pficent
c t
/ d, [K(t,5)] 2(s) = / d[U(t, )] 2(s) prokade tea,b] a celtb.

Podle E5, Theorem 1.6.18] je vdry < v(K) ||z|| < oc.
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Druhy krok spdiva v dikazu,ze plat

b
y(t+) :/ ds [K(t+,s)]z(s) kdyz t€[a,b), (8.73)

b
y(i—) = / A, [K(t—,5)]z(s) kdy? t € (a,b]. (8.74)
Podle b5, Lemma 1.6.14] majvSechny funkce
K(t+,-) a K(s—,-), t€la,b), s€(a,b],

kon&nou variaci naja, b], a tudz jsou integaly na praych stra@dch v 8.79
dolfe definoany. Protde z je na|[a,b] stejnonérra limita jednoduciich sko-
kovych funkd, stai dokazat,ze rovnosti8.73) plafi pro kazdou funkci typu

Xla,r]s» X[r,b]» TE [a7b]- (875)

Je-li nagiklad = = x(,,-), kde 7 € [a, b], pak pro kdde ¢ € [a, b] dostaneme (viz
(6.19) y(t)=K(t,7+) — K(t,a), atudz

y(t+) = K(t+,7+) — K(t+,a) kdyz t € [a,b)

y(t—) = K(t—,7+) — K(t—,a) kdyz t € (a,b].
Na druhou stranu, ame

b
/ d, [ (t4, ) \ur = K(t+,74) — K(t+,a)  kdy2 t € [a,b)

a
b
/ A, [K (-, )] Xpar = K(t—,74) — K(t—a) kdyZ t € (a,b]

tj. plati (8.73 pro = = x,,-. Podob@ bychom o#ili platnost rela (8.73) pro
funkce tvaruz = x4, 7 € [a, b], atedy i pro kadou funkciz € G([a, b],R").
Vidime tedy,ze funkcez(t) definovar formul (8.70) je regulovad nala, b]
pro kazdou funkci f € G([a,b],R") a kazdy vektor z € R".
Tretim krokem je dikaz,Ze za naich Fedpoklad je pro kade ¢ € [a,b] a
kazdou funkci f € G([a,b],R™) pravdiva relace Fubiniova typu

/atd[A(T)] (/t de [K(7,5)] (f(s) —f(a)))
:/:ds {/:d[A(T)]K(T,S)} (f(s) = f(a)).
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V dikazu tohoto kroku se @b vywije stejnongérna aproximace regulovgoh

funkd jednoduckmi skokowmi funkcemi, vzorce z pkladi6.15a konvergeani

vlastnosti KS-intedalu. Navc je ovsem nutno tal polZit vlastnosti opeatort
b

tvaru f € G([a,b],R") —>/ K(-,s)d[f(s)].

Na zaver dosatme 8.70), tj.

a(t) = U(t,a) T+ f(t) /d (t,s)] ~ f(a)),

t
do integélu/dAx a, vzhledem k definici funkcé, dostaneme

/:df‘“““: /atdWTHU(mm / dA()] ((5) - F(@)
- [ atae ([ @ w6 - sian)

~ Uit~ 17+ [ dAE) )~ fla)
—/l/u—(/ﬁ K(r,3)] s—ﬂ@O

ta—[x+/d ) (£(s) — f(a))

—lds[ }

/ d[A / d, | $)— 1(a)
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~ Wt -1F- [ AU (/) - f(@)
—2(t)~F— £(t) + f(a)

Funkcex je tedyfeSen tlohy (8.39 na[a, b]. Timto je dikaz \&ty8.45dokorten.
Jestlze je funkceA spojita zleva na intervalda,b| a ty = a, pak je m@no
vzorec B.70) porekud zjednodsit, definujeme-liX (¢) =U(t,a) prot € [a,b] a

Ula,s+), kdy? a<s<b,
y(s) = 4 L\ o) kdyzass (8.76)
U(a,b), kdyz s=b.

8.46 Disledek.Nechitty=a a A€BV([a,b], Z(R")) je zleva spoji na (a, b ]
aplat det[I + At A(t)]#0 prot € [a,b). NechtU je Cauchyova matice rovnice
(8.539, X(t)=U(t,a) protefa,b] aY je definovaa predpisem(8.76).

Potom rovniceg(8.39) méa pro kazce = € R" a kazdou funkcif € G([a, b], R™)
zleva spojitou nga, b] jedineéfeSen = na [a, b]. TotofeSen je dano formul

x(t):X(t)5+X(t)</tYdf) pro t € [a, b]. (8.77)

a

D Ukaz. Nechtz €eR" a necht f € G([a,b],R") je zleva spojid na (a,b].
Podle \éty/8.45ma rovnice B.39 jediné feSeri = na [a, b]. Formuli (8.70) ma-
Zeme pepsat ve tvaru

o) = XO 7+ (70~ @) = x0) [ 9061 (706 - 1)),
kde X~1(s)=U(a, s) pro s € [a, b]. Vzhledem k definici8.76) mame
X 1s)=Y(s)—ATX(s) prosca,b).
Podle lemmatis.35je tedy pro kddé ¢ € [a, b]
[ A9 (56~ 1)
= [ )] (60~ @) - 57X0 (1)~ £(0).
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Protaze f je zleva spojié na(a,b] aY je zprava spoji nafa, b), integraé per-
partes (eta6.3€6) dostaneme pro Kaé t € [a, b]

o) = X(@F + () - @) ~X0) ([ dIX 9] (76) - fi))
= X()7 - (1)~ J(@) + x() [ Y

a

+X () ATXTHE) (f(1) = fla) = X@O) Y (1) (f(t) = f(a))-

Konecneé, protde pro kadé ¢ € [a, b]

X)) ATX ) (f() — fla) = X (@)Y (t) (f(t) — f(a))
= X(t) (X7M(t+) — X7H) (F()—f(a)) — X (&) X' (t+) (F(H)—f(a))
= —(f(t) - f(a)),

dostivame konéne (8.77). O

nagiklad okrajowe Glohy, ve kteych se hled funkce, kted sphuje na intervalu
[a,b] rovnici (8.59 a navc i néjake dodaténé podnminky, nagiklad dvoubodo@
podminky M z(a)+ N z(b) =0, kde M, N € Z(R"). To je ale & jiny pfibéh,
ktery se do tohoto textu, stegnjakofada dadich tmat, jako jsou souvislosti s
funkcioralné-diferencalnimi rovnicemi, dynamicimi sysémy na tzvcasoych
Skalach time scaley aplikace nallohy s impulsy a d&i, uz opravdu nevejde.
Jako dophkovou literaturu k éto kapitole 1ze dopofit nagiklad monografie
[12], [27], [49], [59] neboclanky [1], [7], [39], [51], [52)].





