
Předmluva

Tato publikace je vlastňe pokrǎcováńım monografieŠtefana Schwabika,,Inte-
grace v R (Kurzweilova teorie)“[46] věnovańe teorii integŕalu p̌res jednoroz-
měrńe intervaly. V t́eto monograficḱe ǔcebnici se autorovi podařilo vysvětlit nejen
klasicḱe pojmy Newtonova i Riemannova integrálu, ale i integŕalu McShaneova a
předev̌śım Kurzweilova. Poprv́e byl takširokému okruhǔcesḱychčteńǎrů (včetňe
student̊u fakult s matematicko-fyziḱalńım zam̌ěreńım) p̌redlǒzen uceleńy výklad
jednoho z nejuzńavaňejš́ıch p̌rı́sp̌evků česḱe matematiky do pokladnice světov́e
matematiky: soǔctové definice neabsolutně konvergentńıho integŕalu. Tato defi-
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nice ńalěźı Jaroslavu Kurzweilovi a poprvé ji uvedl v pŕaci publikovańe v roce
1957 v časopise Czechoslovak Mathematical Journal (viz [28]). Nový integŕal,
který se dnes ve sv̌etov́e matematicḱe literatǔre naźyvá integŕal Kurzweilův, resp.
integŕal Kurzweilův-Henstock̊uv (neźavisle na J. Kurzweilovi publikoval definici
analogicḱeho integŕalu v roce 1960 specialista v teorii integrálu Ralph Henstock
ze Spojeńeho kŕalovstv́ı), se od t́e doby uḱazal b́yt velice inspirativńım nejen pro
teorii integŕalu (zahrnuje klasicḱe a dob̌re zńamé pojmy Riemannova a Newtonova
integŕalu včetňe jejich nevlastńıch modifikaćı a obt́ıžněji zvládnutelńe integŕaly
Lebesgue̊uv a Perron̊uv), ale i pro teorii diferenciálńıch a integŕalńıch rovnic.
Z hlediska metodicḱeho d̊uraz kladeńy na Kurzweil̊uv integŕal umǒznil Š. Schwa-
bikovi sousťredit se na neabsolutně konvergentńı integŕaly, kteŕe ve stařśı metodice
teorie integŕalu byly povǎzovány za velmi obt́ıžně vysv̌etlitelné. Kurzweil̊uv po-
jem integŕalu je totǐz ekvivalentńı s integŕalem Perronov́ym, kteŕy je neabsolutňe
konvergentńı. Jeho definice p̌ritom zd́anlivě t́emě̌r mechanicky ,,koṕıruje“ defi-
nici Riemannovu, kteŕa je pro studenta nejpřijatelnějš́ı svou ńazornost́ı a výraznou
geometrickou interpretacı́. Pŕavě srovńańı s Riemannovou definicı́ však ukazuje,
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jak důmyslńa je jej́ı neńapadńa, ale p̌ritom velmi účinná Kurzweilova modifi-
kace. Velkou v́yhodou je rovňež ten rys Kurzweilova integrálu, že nepoťrebuje
zobecňeńı na nevlastńı integŕaly – plat́ı pro ňej totiž věta Hakeova typu (tj. v̌eta o
limitnı́m p̌rechodu vzhledem k mezı́m integŕalu).

V integŕalech Riemannov̌e, Newtonov̌e, Lebesgueov̌e, Perronov̌e, Kurzwei-
lově se integruje dańa funkce vzhledem k identické funkci. Ňekteŕe fyzikálńı
probĺemy si v̌sak vynutily rožśıřeńı pojmu integŕalu na integŕal, ve kteŕem se dańa
funkce integruje vzhledem k funkci, která nemuśı být obecňe identita. Poprv́e
se takov́y integŕal vyskytl ve slavńem Stieltjesov̌e pojedńańı [57] z let 1894–5,
věnovańem souvislostem konvergenceřeťezov́ych zlomk̊u a probĺemu, jak popsat
rozložeńı hmoty na hmotńe úsěcce, jsou-li zńamy v̌sechny momenty této úsěcky
přirozeńych řád̊u.

Integŕaly tohoto typu jsou od té doby naźyványStieltjesovy integŕaly a integŕal
funkcef (integrand) vzhledem k funkcig (integrátor) přes interval[a, b ] se od t́e
doby znǎćı

∫ b

a
f dg. K růzńym modifikaćım definice, kteŕe časem vznikly, se pak

přidávaj́ı zpravidla jḿena autor̊u těchto modifikaćı. Brzy se objevily integŕaly: Ri-
emann̊uv-Stieltjes̊uv, Perron̊uv-Stieltjes̊uv či Lebesgue̊uv-Stieltjes̊uv. Daľśım vý-
znamńym impulsem, kteŕy obŕatil pozornost ke Stieltjesovu integrálu, byl funda-
ment́alńı Riesz̊uv výsledek z roku 1909 (viz [40]) o tom,že kǎzdý spojitý lineárńı
funkciońal na prostoru spojitých funkćı může b́yt vyjáďren pomoćı Stieltjesova
integŕalu. Vźap̌et́ı, v roce 1910, doḱazal H. Lebesgue (viz [30]), že pro spojitou
funkci f a funkci g s koněcnou variaćı lze pomoćı vhodńe substituce vyj́aďrit
Stieltjes̊uv integŕal jako Lebesgue̊uv integŕal tvaru

∫ v(b)

a
f(w(t)) h(t) d t, kde

v(x) je variace funkceg na intervalu [a, x] , w je zobecňeńa inverzńı funkce
k v, w(t) = inf{s∈ [a, b ] : v(s) = t} pro t∈ [a, b ], a h(t) = dg(w(t))/d t pro
s.v. t∈ [a, v(b)]. H. Lebesgue takto dospěl k pojmu Lebesgueova-Stieltjesova in-
tegŕalu funkcef vzhledem keg. Několik let po Rieszov̌e výsledku se v roce 1912
objevuje Stieltjes̊uv integŕal taḱe v monografii O. Perrona [39]. V dalš́ıch zhruba
dvou desetiletı́ch byl Stieltjes̊uv integŕal a jeho modifikace p̌redm̌etem b́ad́ańı
řady v́yznamńych osobnostı́ teorie funkćı: W. H. Young ([65], 1914), C. J. de la
Vallée Poussin ([60], 1917), E. B. Van Vleck ([61],1917), T. H. Hildebrandt ([10],
1917), L. C. Young ([63], 1927 a [64],1936), A. J. Ward ([62], 1936) a daľśı.
V roce 1933 v̌enoval S. Saks ve své slavńe monografii [42] integŕalu Lebes-
gueovu-Stieltjesovu a funkcı́m s koněcnou variaćı celou kapitolu. Do dněsńıch
dnů nǎsly integŕaly Stieltjesova typǔsiroké uplatňeńı v mnoha oblastech: např.
v teorii křivkových integŕalů, teorii pravďepodobnosti, teorii hystereze, teorii
funkciońalně-diferencíalńıch, zobecňeńych diferencíalńıch rovnic ap. Historii te-
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orie integŕalu je v̌enov́anařada monografíı. Neńı mi však zńamo,že by se ňekteŕa
z nich v̌enovala zevrubňeji historii Stieltjesova integŕalu. Existuje dokonce i zna-
menit́e d́ılko v čěstině ,,Malý průvodce historíı integrálu“ autorů Š. Schwabika
a P.Šarmanov́e, kteŕe je nyńı dı́ky Česḱe digitálńı matematicḱe knihovňe volně
přı́stupńe na internetu.̌Zel, ani sem se Stieltjesův integŕal nevěsel. Pro znalce
francoužstiny p̌ripoměnme alespǒn historickou esej [36] J. Mawhina.

Vzhledem k omezeńemu p̌riděleńemu rozsahu nemohľStefan Schwabik do
své monografie zahrnout přirozeńe zobecňeńı Kurzweilova pojmu integŕalu na
Stieltjesovy integŕaly, ǎc jsme v t́e dob̌e ǔz měli ,,Kurzweilovu teorii“ Stieltjesova
integŕalu v nǎsich spolěcných praćıch (viz nap̌r. [55]) věnovańych zobecňeńym di-
ferencíalńım rovnićım do znǎcné ḿıry zpracov́anu a p̌ripravenu. Je mou ctižádost́ı
nav́azat na jeho pǒcin a doplnit jeho monografii o teorii Stieltjesova integrálu
s d̊urazem na Kurzweilovu definici a někteŕe jej́ı aplikace. V́yklad v t́eto knize
je rozďelen do 8 kapitol. Vúvodńı kapitole jsou strǔcně popśany dvě z mnoha
motivaćı pro studium Stieltjesova integrálu: probĺem moment̊u a ǩrivkové in-
tegŕaly. Zavedeno je tu též základńı znǎceńı závazńe pro celou knihu. Dalš́ı tři
kapitoly jsou p̌rı́pravńe a poskytuj́ı přehled o vlastnostech třı́d funkćı, se kteŕymi
se v t́eto knize neǰcasťeji pracuje: funkce s konečnou variaćı, funkce absolutňe
spojit́e a funkce regulovańe. Rozśahĺa ṕat́a kapitola je v̌enov́ana klasicḱym de-
finicı́m Riemannova-Stieltjesova integrálu a vlastnostem takto definovaných in-
tegŕalů. J́adrem ceĺe knihy je pak kapitola 6 v̌enovańa definici Stieltjesova in-
tegŕalu v Kurzweilov̌e smyslu. Jsou tu demonstrovány p̌rednosti t́eto definice:̌śıře
třı́dy funkćı integrovatelńych v tomto smyslu,̌siroká škála vlastnostı́ takto defino-
vańeho integŕalu, nap̌r. platnost velmi obecńych vět o limitńım p̌rechodu v̌cetňe
Hakeovy v̌ety, o integraci per-partes a růzńych formách substituce. V źavěrěcných
dvou kapitoĺach jsou popśany ňekteŕe vybrańe aplikace ve funkciońalńı anaĺyze a
v teorii zobecňeńych diferencíalńıch rovnic.

Samožrejmě bylo by mǒzno pokrǎcovat d́ale. Podstatnoǔcást zde vylǒzeńe
teorie Kurzweilova-Stieltjesova integrálu je mǒzno p̌reńest i na integraci v abs-
traktńıch prostorech (viz [50]–[53] a [37]). Významńe uplatňeńı nach́aźı Kurzwei-
lův-Stieltjes̊uv integŕal v dnes velmi populárńı teorii dynamicḱych syst́emů na
,,časov́ychškálách“ neboli ,,time scales“ (česḱa terminologie se dosud neustálila),
viz [56] a [38]. To je však ǔz hudba budoucnosti a do této publikace se ǔz nic v́ıc
nevejde. I tak jej́ı st́avaj́ıćı rozsah v́yrazňe p̌revy̌suje rozsah p̊uvodňe pĺanovańy.

P̌redkĺadańym textem bych ŕad taḱe poňekud zaplnil st́avaj́ıćı mezeru v̌cesḱe
literatǔre. V druh́em d́ılu Integrálńıho pǒctu Vojtěcha Jarńıka (viz [15]) jsou vě-
novány dv̌e kapitoly (III a X) výkladu teorie integŕalu Lebesgueova-Stieltjesova,
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který ovšem vy̌zaduje znǎcnou porci znalostı́ o teorii ḿıry a p̌ritom je méňe
obecńy něz integŕal Kurzweilův-Stieltjes̊uv. Ceĺe monument́alńı a zakladatelsḱe
dı́lo Vojtěcha Jarńıka bylo pŕavě zp̌rı́stupňeno na webov́ych stŕanḱachČesḱe di-
gitálńı matematicḱe knihovnya může tedy posloǔzit čteńǎrům k up̌resňeńı někte-
rých zde pouze naznačeńych souvislost́ı s teoríı mı́ry. Pěkńy, ale strǔcný úvod
do teorie Riemannova-Stieltjesova integrálu je obsǎzen t́ež v dnes jǐz v podstaťe
nedostupńych skriptech [17] J. Krále o teorii potencíalu z roku 1965. Podrobně
je o růzńych formách Stieltjesova integrálu pojedńano v dnes jǐz, bohǔzel, taḱe
těžko dostupńych skriptech [31] J. Lukěse. Je ťreba taḱe zḿınit rozśahlý trakt́at
J. Mǎrı́ka [35] z roku 1952, kteŕy měl zejḿena źasadńı význam pro propagaci
Perronova i Perronova-Stieltjesova integrálu v nǎsich kraj́ıch. (Taḱe on je nyńı
dostupńy na stŕanḱachČesḱe digitálńı matematicḱe knihovny.)

Pokud jde o cizojazy̌cnou literaturu, mohu doporučit čteńǎrům zaj́ımaj́ıćım
se o daľśı souvislosti v ŕamci klasicḱe teorie monografii [11] T. H. Hildebrandta
a taḱe neńapadnou, ale moderně pojatou monografii R. M. McLeoda [34] z roku
1981 zahrnujı́ćı dokonce i Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integŕal. Daľśı podňety může
čteńǎr naj́ıt také v monografíıch A. N. Kolmogorova a S. V. Fomina [16], E. Sche-
chtera [43], W. Rudina [41] nebo skriptech J. Lukěse a J. Maĺeho [33]. Dvě
nárǒcné monografie [25] a [26] J. Kurzweila z let 2000 a 2002 věnovańe topo-
logickým probĺemům souvisej́ıćım s integraćı se stieltjesovsḱe integrace p̌rı́mo
nedot́ykaj́ı. Integŕaly a zobecňeńe diferencíalńı rovnice studovańe v Kurzwei-
lově nejnov̌ejš́ı monografii [27] však zahrnujı́ Kurzweilův-Stieltjes̊uv integŕal i
lineárńı zobecňeńe rovnice, kteŕymi se zab́yváme v kapitoĺach 6 a 8 t́eto knihy.
Vynikajı́ćım dopľnkem t́eto publikace bude, krom̌e již zḿıněńe Schwabikovy mo-
nografie [46], také jeho daľśı monografie [45] věnovańa specíalně zobecňeńym
diferencíalńım rovnićım.

Tento text vznikal po ňekolik let jako pom̊ucka pro posluchǎce v́yběrov́ych
předńǎsek na P̌rı́rodov̌edecḱe fakulťe Palacḱeho univerzity v Olomouci v ŕamci
výuky matematicḱe anaĺyzy. Jsem vďečenKateďre matematicḱe anaĺyzy a aplikaćı
matematiky P̌rı́rodov̌edecḱe fakulty Palacḱeho univerzityza to, že mi umǒzňu-
je tyto p̌redńǎsky konat, a studentům ňekolika rǒcńıků za to,že bez viditelńeho
rept́ańı mé p̌redńǎsky nav̌sťevovali. Kniha by m̌ela b́yt srozumitelńa v̌sem, kdo
absolvovali źakladńı kursy matematicḱe a funkciońalńı anaĺyzy. Ve výkladu se
snǎźım vyhýbat teorii ḿıry, jak je to jen mǒzné. Nicḿeňe ti, ktěrı́ maj́ı aspǒn
základńı znalosti o t́eto oblasti, budou ḿıt výhodu p̌ri porozum̌eńı někteŕym (v́ıce-
méňe okrajov́ym) paśaž́ım této knihy.

Závěrem p̌redmluvy chci poďekovat za velkou pomoc ḿym vzácńym koleg̊um
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Jaroslavu Kurzweilovi, Ireňe Rach̊unkov́e, Antońınu Slav́ıkovi, Jǐrı́mu Šremrovi
a Ivo Vrkočovi, ktěrı́ podrobňe p̌rečetli rukopis tohoto textu a pomohli mi od-
stranit mnoh́e nedostatky a vylepšit výklad. Text byl vyśazen v syst́emu LaTeX s
využitı́m někteŕych prvk̊u stylu vyvinut́eho v Instituto de Cîencias Mateḿaticas
e de Computaç̃ao Universidade de S̃ao Paulo v S̃ao Carlos v Braźılii. Za jeho
poskytnut́ı děkuji kolegyńım Giselle Antunes Monteiro a Jaqueline Godoy Me-
squita.




