
Kapitola 1

Úvod

1.1 Obsah rovinných útvar ů a momenty

Je zńamo (viz nap̌r. kapitolu I v [46]), že hodnota klasicḱeho Riemannova in-

tegŕalu
∫ b

a

f(x) dx neźaporńe a spojit́e funkcef přes interval ohraničeńy [a, b ]

je rovna obsahúutvaruM ohranǐceńeho v roviňe s osamix, y křivkou y = f(x)
a p̌rı́mkami y = 0, x = a a x = b. K tomuto pozńańı nás vede ńasleduj́ıćı úvaha:

Zvolme v intervalu[a, b ] body σ0, σ1, . . . , σm tak, aby platilo

a = σ0 < σ1 < · · · < σm = b.

Množinu bod̊u {σ0, σ1, . . . , σm} s ťemito vlastnostmi budeme nazývat děleńı in-
tervalu [a, b ] a znǎcit σ. Dále v kǎzdém intervalu[σj−1, σj ], j = 1, 2, . . . , m,
vyberme ňejaḱy bod ξj. Tomuto bodu budeměrı́kat znǎcka intervalu[σj−1, σj].
Vektor (ξ1, ξ2, . . . , ξm)∈Rm nazvemevektor znǎcek děleńı σ a oznǎćıme ho
symbolemξ. PlochaútvaruM se d́a p̌ribli žně nahradit soǔctem ploch obd́elńıků
vytvořeńych nadúsěckami [σj−1, σj] s výškouf(ξj), tj. soǔctem

S(σ, ξ) =
m∑

j=1

f(ξj) [σj − σj−1]. (1.1)

Jak naznǎcuj́ı přiložeńe obŕazky, p̌resnost aproximace bude tı́m lep̌śı, č́ım jemňej-
š́ı bude ďeleńı intervalu [a, b ] na podintervaly[σj−1, σj]. Lze ǒceḱavat, že p̌ri
vhodňe definovańem limitńım procesu zalǒzeńem na zjem̌nováńı děleńı intervalu
se soǔcty S(σ, ξ) (neźavisle na volb̌e odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u znǎcek) neomezeňe
blı́ž́ı k nějaḱemu réalnémuč́ıslu S(M), kteŕe se rovńa plǒsńemu obsahúutvaru
M. Prozat́ım se spokojme s intuitivnı́ představou o takov́em limitńım procesu.
Pozďeji ho poṕıšeme exaktňeji. Jeho v́ysledkem je pojem Riemannova integrálu
funkce f přes interval [a, b ] (neboli ,,od a do b“), který se znǎćı symbolem∫ b

a

f(x) dx a definuje tak,̌ze plat́ı

S(M) =

∫ b

a

f(x) dx.

15



16 ÚVOD
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Riemannovy integŕalńı soǔcty

Podobńeho typu je iúloha uřcit staticḱy momentrovinných a prostorov́ych
útvar̊u. Omezme se na ohraničenouúsěcku [a, b ] lež́ıćı na réalné oseR. Vı́me,
že staticḱy moment hmotńeho bodux∈ [a, b ] o hmoťe µ vzhledem k pǒcátku
je dán v́yrazem|x|µ. Je-li hmotaúsěcky sousťreďena do koněcného pǒctu bod̊u
xi ∈ [a, b ], i = 1, 2, . . . , n, přičem̌z hmota boduxi se rovńa µi, pak staticḱy mo-

mentúsěcky [a, b ] vzhledem k pǒcátku je roven soǔctu
m∑

i=1

|xi|µi.

V obecńem p̌rı́paďe, kdy hmotáusěcky neńı sousťreďena do koněcného pǒctu
bod̊u, uvǎzujeme takto:

Mějme d́ano ďeleńı σ = {σ0, σ1, . . . , σm} intervalu [a, b ] a necht’ pro kǎzdé
j = 1, 2, . . . , m je ξj znǎcka intervaluIj = [σj−1, σj]. Necht’ pro kǎzdé x∈ [a, b ]
znǎćı µ(x) hmotu úsěcky [a, x]. Potom je žrejmě µ(σj) − µ(σj−1) hmota po-
dintervalu Ij pro kǎzdé j = 1, 2, . . . , m. P̌redstavujme si,̌ze hmota kǎzdého ta-
kového podintervalu je soustřeďena do bodu jeho značky. Staticḱy moment́usěcky
Ij je tedy p̌ribli žně roven v́yrazu |ξj| [µ(σj) − µ(σj−1)] a staticḱy moment ceĺe
úsěcky [a, b ] můžeme aproximovat součtem

S(σ, ξ) =
m∑

j=1

|ξj| [µ(σj)− µ(σj−1)]. (1.2)

Opět můžeme ǒceḱavat, že p̌riblı́žeńı ke skutěcné hodnoťe staticḱeho momentu
bude t́ım lep̌śı, č́ım jemňejš́ı bude ďeleńı σ, tj. č́ım v́ıce bude ḿıt prvků. Je viďet,
že pokud se p̌ri vhodńe definici limitńıho procesu soǔcty (1.2) blı́ž́ı k nějaḱemu
č́ıslu S, bude se totǒćıslo rovnat staticḱemu momentúusěcky [a, b ] vzhledem
k počátku. Znǎćıme

S =

∫ b

a

|x| d[ µ(x) ]
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a výrazu na prav́e straňe budeměrı́kat Stieltjes̊uv integŕal funkce vzhledem kµ
přes interval[a, b ]. Na ḿısťe funkcex∈ [a, b ]→|x| může b́yt ovšem taḱe libo-
volná ,,rozumńa“ funkce f definovańa na intervalu[a, b ]. Můžeme tedy takto

určit také moment setrvǎcnosti úsěcky [a, b ] jako
∫ b

a

x2 d [ µ(x) ] a obecňe

momentk-téhořádu jako
∫ b

a

|x|k d [ µ(x) ].

1.2 Křivkov é integrály

K ŘIVKOV Ý INTEGRÁL PRVNÍHO DRUHU

Necht’ ϕ je spojit́e zobrazeńı uzav̌reńeho a ohranǐceńeho intervalu[a, b ] do
třı́rozměrńeho vektorov́eho prostoruR3. Množina bod̊u

ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t))∈R3,

kde t prob́ıhá interval[a, b ], se naźyvácestav R3 definovańa na intervalu[a, b ] a
znǎćıme ji taḱe symbolemϕ. Délkou cestyϕ rozuḿıme d́elku ǩrivky definovańe
grafem{ϕ(t) : t∈ [a, b ]} funkceϕ a znǎćıme ji symbolemΛ(ϕ; [a, b ]).

Bud’ ϕ cesta vR3 definovańa na intervalu[a, b ], jejı́ž délka je koněcná.
P̌redpokĺadejme d́ale, že zobrazeńı ϕ : [a, b ]→R3 je prost́e. P̌redstavme si,̌ze ϕ
je dŕat af(x)∈R je jeho hustota v boďe x. Hmotačásti dŕatu odpov́ıdaj́ıćı inter-
valu [c, d ]⊂ [a, b ] je tedy p̌ribli žně vyjáďrenač́ıslemf(ϕ(ξ)) Λ(ϕ; [c, d ]), kde ξ
je nějaḱy bod intervalu[c, d ].

Necht’ σ = {σ0, σ1, . . . , σm} je děleńı intervalu [a, b ] a ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) je
vektor jeho znǎcek, tj. ξj ∈ [σj−1, σj ] pro j = 1, 2, . . . , m.

Polǒzmev(t) = Λ(ϕ; [a, t]) pro t∈ [a, b ]. Potom soǔcet

m∑
j=1

f(ϕ(ξj)) [v(σj)− v(σj−1)]

aproximuje hmotu celého dŕatu. Op̌et je p̌rirozeńe ǒceḱavat,že tato aproximace
bude t́ım p̌resňejš́ı, č́ım bude ďeleńı jemňejš́ı. Vede-li takov́y limitnı́ proces k jed-
noznǎcně uřceńe limitnı́ veličině M, bude tato velǐcina rovna hmoťe ceĺeho dŕatu
a budeme pśat

M =

∫

ϕ

f ds nebo taḱe M =

∫ b

a

f(ϕ) dv.
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Prvńı symbol se naźyvá křivkový integŕal prvńıho druhufunkce f pod́el cesty
ϕ, zat́ımco druh́y symbol p̌redstavuje ekvivalentnı́ pojemStieltjesova integŕalu
skaĺarńı funkcef(ϕ) vzhledem ke skalárńı funkci v(t) = Λ(ϕ; [a, t]).

K ŘIVKOV Ý INTEGRÁL DRUHÉHO DRUHU

Mějme hmotńy bod, kteŕy se pohybuje po cestě ϕ a v okam̌ziku t∈ [a, b ] se
nach́aźı v boďe ϕ(t). Dále necht’

f : x∈ϕ⊂R3 → f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x))∈R3

je silové vektorov́e pole vR3. Potomf(ϕ(t))∈R3 je vektor śıly, která na tento
hmotńy bod p̊usob́ı v časet.

Necht’ σ = {σ0, σ1, . . . , σm} je děleńı intervalu [a, b ] a ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) je
vektor jeho znǎcek. Potom skalárńı soǔcin

f(ϕ(ξj)) ·
[
ϕ(σj)− ϕ(σj−1)

]
=

3∑

k=1

fk(ϕ(ξj))
[
ϕk(σj)− ϕk(σj−1)

]

představuje pŕaci, kterou vykońa śıla f(ϕ(ξj)), posune-li se ńǎs hmotńy bod z bo-
du ϕ(σj−1) do boduϕ(σj). Soǔcet

m∑
j=1

f(ϕ(ξj)) ·
[
ϕ(σj)− ϕ(σj−1)

]
=

3∑

k=1

m∑
j=1

fk(ϕ(ξj))
[
ϕk(σj)− ϕk(σj−1)

]

tedy aproximuje pŕaci, kterou vykońa silov́e polef při přesunu dańeho hmotńeho
bodu po cesťe ϕ od okam̌ziku t = a do okam̌ziku t = b. Jestlǐze se hodnoty těchto
soǔctů budou p̌ri zjemňováńı děleńı σ ,,libovolně bĺıžit“ k nějaḱe jednoznǎcně
určeńe limitnı́ hodnoťe, bude tato hodnota rovna velikosti práce, kterou vykońa
silové polef při přesunu dańeho hmotńeho bodu po cestě ϕ od okam̌ziku t = a
do okam̌ziku t = b. Budeme ji znǎcit

∫

ϕ

f nebo taḱe
∫ b

a

f(ϕ) dϕ =
3∑

k=1

∫ b

a

fk(ϕ) dϕk.

Prvńı symbol se naźyvá křivkový integŕal druhého druhuvektorov́e funkce f
pod́el cesty ϕ, zat́ımco druh́y symbol p̌redstavuje ekvivalentnı́ pojem Stieltje-
sova integŕalu (složeńe) vektorov́e funkcef(ϕ) : [a, b ]→R3 vzhledem k vekto-
rové funkci ϕ : [a, b ]→R3.




