Kapitola 1

Uvod

1.1 Obsah rovinnych Gtvar i a momenty

Je zramo (viz nap. kapitolu | v [4€]), Zze hodnota klasi&ho Riemannova in-

tegralu/ f(z) dz nez&porre a spojié funkce f pres interval ohraiery [a,b]

je rovna obsahatvaru M ohrantereho v roviré s osamix, y kfivkou y= f(z)
apimkami y=0, r=a a x=>0. Ktomuto pozian nas vede asleduici Gvaha:
Zvolme v intervalu(a, b] body oy, 01, . .., 0y, tak, aby platilo

a=0¢g<o01<-<0o,=0>b

Mnozinu bodi {cg, 1, ...,0,} S tmito viastnostmi budeme nazat déleri in-
tervalu [a,b] a zn&it o. Dale v k&dem intervalufo;_1,0;], 7=1,2,...,m,
vyberme ®jaky bod ¢;. Tomuto bodu budemgkat znatka intervalu[o;_1, o;].
Vektor (£1,&s,...,&n) € R™ nazvemevektor zn&ek déleri o a ozn&ime ho
symbolemé¢. Plochalitvaru M se da @ibli Zné nahradit soétem ploch obdlnik{
vytvorenych nadis&€kami[o;_1, 0;] S W5kou f(¢;), tj. souttem

S(.&) =>_ f(&)[o;— oja). (1.1)

j=1

Jak naznéuji pfiloZere obiazky, fesnost aproximace budetlepsi, ¢im jemrgj-
Si bude @leni intervalu [a,b] na podintervaly[o;_q,0,]. Lze dCelavat, Ze (i
vhodreé definovaém limitnim procesu zalberem na zjemovari déleri intervalu
se soity S(o, &) (nezvisle na vol odpovdajicich vektofl zna&ek) neomezen
blizi k néjalkemu ré&lnémucislu S(M), které se rova plasremu obsahuiitvaru
M. Prozatm se spokojme s intuitiinpfedstavou o taka@m limitnim procesu.
Poz@ji ho popSeme exaktsji. Jeho ysledkem je pojem Riemannova intalr
funkce f pres interval[a,b] (neboli ,,oda do b“), ktery se zn& symbolem
b

/f(x)dx a definuje takze plat

:/abf(:v) dz
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Riemannovy intedalni soltty

Podobieho typu je illoha uEgit staticky momentrovinnych a prostoroych
Utvaiti. Omezme se na ohraeinoulse&ku [a, b] leZici na reédlné oseR. Vime,
Ze statick moment hmotého boduz € [a,b] 0 hmo& p vzhledem k p@atku
je dan wWrazem|z| u. Je-li hmotalse&Eky soustedena do konéného pdtu bodi
x; €la,b], i=1,2,... n, pfiCenz hmota bodur; se rovid p;, pak static mo-

mentUse&ky [a, b] vzhledem k pdatku je roven sottu Z || s
i=1

V obecrem gipad, kdy hmotais&ky nen soustedena do konéného p@&tu
bodl, uvazujeme takto:

Méjme cano c&leri o = {0y, 01,...,0,} intervalu [a,b] a nechtpro kazde
j=1,2,...,mje & zna&kaintervalul; = [0;_1, 0,]. Nechtpro kazde = € [a, b]
zn&i p(x) hmotulUs&ky [a, z]. Potom je Zejmeé u(o;) — p(oj—1) hmota po-
dintervalu I; pro kazdé j=1,2,..., m. Pfedstavujme size hmota kadeho ta-
kového podintervalu je soustEna do bodu jeho zBy. Statickl momentiuse&ky
I; je tedy giblizné roven yrazu |¢;| [u(o;) — p(o;—1)] a statick moment ced
Use&ky [a,b] mlzeme aproximovat sétem

S(o,&) = Z &5l (o) — ploj-1)]. (1.2)

Opét mizeme @ekavat,ze (iblizeri ke skut€né hodnoé statickkho momentu
bude tm lepsi, ¢im jemrgjsi bude aleri o, tj. €&im vice bude rit prvki. Je vidt,

Ze pokud se i vhodré definici limitiho procesu satty (1.2) blizi k néjakemu

Cislu S, bude se totdislo rovnat statickmu momentuwis&€ky [a,b] vzhledem
k pocatku. Zn&ime

5 = / 2] d[ja(a)
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a wrazu na prag stra® budemdikat Stieltjesiv integiél funkce vzhledem k:
pres interval[a, b]. Na misté funkcex € [a,b] — |z| mlZze byt ovéem talke libo-

volna ,,rozumA“ funkce f definova na intervalu[a,b]. MlZzeme tedy takto
b

urCit take moment setnénosti Us&ky [a,b] jako /x2 d[u(x)] a obece

b
momentk-tehofadu jako [ |z|" d[pu(z)].

a

1.2 KF¥ivkov é integraly

KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU
Necht ¢ je spoji€e zobrazehuzawerého a ohrariereho intervalua, b] do
tfirozmérreho vektoroeho prostoruR?®. Mnozina bodl

(t) = (p1(t), p2(t), p3(t)) € R?,

kdet probihainterval(a, b], se nagvacestav R? definova naintervalua, b] a
zn&ime ji také symbolemy. Délkou cestyy rozunime celku kiivky definovaré
grafem{y(t):t € [a,b]} funkcep a zn&ime ji symbolemA(y; [a, b]).

Bud ¢ cesta VR? definovaa na intervalula, b], jejiz delka je konéna.
Pfedpokhdejme dle,Ze zobrazeny : [a,b]—R? je prosé. Fedstavme size ¢
jedrata f(x) € R je jeho hustota v baelz. Hmotacasti diatu odpowdaijici inter-
valu [c,d] C [a, b] je tedy @iblizné vyjadienacislem f(¢(&)) A(p; [c, d]), kde &
je néjaky bod intervalulc, d|.

Nechto = {09, 01,...,0,} je dleriintervalula,b] a& = (&, &, ..., &) j€
vektor jeho znéek, tj. &; € [oj_1,0;] proj=1,2,...,m.

Polazmev(t) = A(y; [a, t]) prot € [a, b]. Potom soGet

D (@) (o) = v(oj1)]

7j=1
aproximuje hmotu cého datu. Ot je [irozere ocCekavat,ze tato aproximace
bude tm presrgjsi, ¢im bude @len jemngjsi. Vede-li takow limitni proces k jed-
noznd&neé urcere limitni veli¢iné M, bude tato veliina rovna hmat ceEho déatu
a budeme p=t

b
M:/fds nebo tale Mz/ f(p) do.
© a
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Prvri symbol se nagva kiivkowy integral prvniho druhufunkce f pocel cesty
o, zaimco druly symbol Fedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova intedlu
skakrn funkce f(¢) vzhledem ke skalrni funkci v(t) = A(y; [a, t]).

KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU
Mé&jme hmotg bod, ktef se pohybuje po cebty a v okanziku t€ [a,b] se
nactaz v bode ¢(t). Dale necht

f: ZBGQOCR?) - f(l’) = (fl(l’),fg(l‘),fg(l’))ERS

je silové vektoroe pole vIR3. Potom f(¢(t)) € R? je vektor $ly, ktera na tento
hmotry bod plisol v Caset.

Nechto = {09, 01,...,0,} je dlerintervalu(a,b] a& = (&1, &, ..., &n) j€
vektor jeho znéek. Potom skalrn soltin

w

F@(&) - [elog) = (o)) =Y fule(&)) [en(os) — erloj-1)]

k=1

predstavuje paci, kterou vykoa sla f((¢;)), posune-li se & hmotry bod z bo-
du ¢(o,_1) do bodup(o;). SolLet

m

Z fe(&))) - [‘P(Uj) - @(%‘—1)} = Z Z fi((&5)) [SDk:(Uj) - %(%’—1)}

j=1 k=1 j=1

tedy aproximuje paci, kterou vykoa silowe pole f pfi pfesunu da@ho hmotého
bodu po cest p od okanziku ¢t = a do okanziku ¢ =b. Jestlze se hodnoty&chto
SoLEtl budou i zjemhovari déleri o ,,libovolng blizit* k néjake jednoznané
urcere limitni hodnog, bude tato hodnota rovna velikostiape, kterou vykoa
silové pole f pfi pfesunu daého hmotého bodu po ceéty od okanZiku t =a
do okanziku ¢ =b. Budeme ji znait

b 3 b
[ nevotae [ fo)de=3" [ ht)den
© a

k=179

Prvi symbol se nagva kfivkowy integial druneho druhuvektorowe funkce f

pocel cesty o, zaimco druly symbol Fedstavuje ekvivalentrpojem Stieltje-
sova integalu (slozerg) vektoroe funkce f () : [a,b] — R3 vzhledem k vekto-
rove funkciy : [a,b] — R3.





