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Kapitola 1

Limita posloupnosti, limesinferior alimes
superior posloupnosti

1.1. Pripravnatvrzeni

Véta 1.1. Budte {a,}52,, {b,}°2, dvéposloupnosti mégi viastrillimity, lim a, = a, lim b, = b. Déle
n—oQ

n—o00

bud ¢ Cislo. Potom roviteposloupnostia, + b,}52 1, {ca,}2 1, {a.b,}52; maji viastritlimity a plafi
a) lim(a, +b,) = lim a, + lim b,,
n—o00 n—o00 n—oo

b) lim ca, =c- lim a,,

n—oo n—oo
¢) lim a,b, = lim a, - lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Je-li navc b, # 0 pro vechna pirozenan a lim b, = b # 0, plaf

a lim a,
d) lim % =222
n—o0 b, lim b,
n—0oQ

Poznamka. Hovofime-li o Gsle nebo o posloupnosti, mmee na mysli komplexngislo nebo posloupnost
komplexrich Gsel. Protde kazleredné Cislo je Zaovehcislem komplexim, je V&a 1.1 pfirozenepoui-
telnapro redné posloupnosti. Vi&ina nasch prikladuv této kapitole dokonce budou e posloupnosti.
Ctend, ktery se podivinad tm, Ze formulujeme ,0becnou ¥e* pro komplexiiposloupnosti a potom
ji vlastné pouzvame ten& vylucné pro posloupnosti réag, necht si pete V&u 1.15 Tato nan totiz
ukazuje,”® dovedeme-li doler podtat limity rednych posloupnostineriipak uzvétsinou tezké podtat
limity komplexrich posloupnostiJsou ovem na druhestrariemnohievéty, kterelze vyslovit pouze pro
redné posloupnosti. Jsou to vesme&y, v nichzse vyskytujinerovnosti. Komplexntisla se totizpatne
uspoedavajl. Ne 2 by nebylo moae komplexni€isla uspdadat (jak se bohled obas sly$), ale Adne
takoveuspoiadani nemadost rozumhelald vliastnosti.

Véta 1.2. Budte {a,}°°,, {b,}>, dvéredné posloupnosti a bud reéné €islo. Potom pldti

a) Je-li posloupnosta,}’° ; zdola omezena lim b, = 400, potom
n—o0
lim (a, + b,) = +oo.
n—oo
b) Je-li posloupnosta,}> ; shora omezena lim b, = —oo, potom
n—o0

lim (a, + b,) = —o0.
n— o0



2 Limita posloupnosti, limes inferior a limes superior posloupnosti

c) Je-lic > 0a lim a, = +o0, potom lim ca, = +o0.

n—00 n—00
Je-lic > 0a lim a, = —o0, potomlim ca, = —oo.

Je-lic < Oanli—r>n<>o a, = +o00, potomnli—;n(>o ca, = —o0.
Je-lic < Oa:IEr:n: a, = —00, potom:IEr:n: ca, = +00.

d) Existuje-lidslod > Otak, 2a, > d pro v&chnan, aje-li lim b, = 400, potomlim a,b, = +o0.
Existuje-liGslod > Otak, Za, > d pro ve&chnan, a je-li nli_r)noob = —00, potomnli_r)nooanb = —00.
Existuje-lidslod < Otak, 2a, < d pro ve&chnan, a je-li I|m b, = 400, potom I|m a,b, = —o0.
Existuje-lidslod < Otak, 2a, < d pro ve&chnan, a je-li I|m b, = —o0, potom I|m anb, = +00.

Poznamky k Vétée 1.2.

ad a) Mali posloupnost{a, }° , vlastrilimitu nebo limitu+oo, je zdola omezena
ad b) Mali posloupnost{a,}>° ; vlastritlimitu nebo limitu —oo, je shora omezena

ad d) Pedchozvéta se zdalivé nezmifuje o Vipottu lim £. Uvédomme si Vak, 2 podi $* miizeme
n—o0 “n n

chapat tez jako souitn a,, - .

Véta 1.3. Necht existujelim a,. Potom existuje ﬁe I|m la,| a plafi

n—o0
lim |a,] =] Iim a,|.
n—o0 n—o0

Poznamkak Véteé 1.3. Vétal.3platiiv pfipaderedné posloupnosti s nevlastiimitou, kdyzdefinujeme
| + oo| = +o00, | — 00| = +00.

Véta 1.4. Bud{a,}2, posloupnost. Potonim a, = 0 tehdy a jen tehdy, kdylzm la,| = 0.

n—oQo

Véta 1.5. Budte {a,} ,, {b,}:2, dvéposloupnosti. Nechtim g, = 0 a necht posloupnostp, }°2, je

n—oo

omezehaPotom lim a,b, = 0.

n—o00

Véta 1.6. Budte {a,},, {b,}>2, dvéredné posloupnosti a nechi, < b, pro véechna pirozenan.
Necht existujilim a, a lim b,. Potom plati
n—oQ n—oQ

lim a, < lim b,.

n—0o0 n—0o0
Poznamkak Vété 1.6. Mize se st Zzea, < b, pro ve&chna pirozerian, ale pesto lima, = lim b,.
n—>oo n—oo

Jednoduchm pfikladem na tento jev jsou nagosloupnosti;, = 0, b, = % .

Véta 1.7. Budte {a,}°,, {b,}>°, dvéreadné posloupnosti a nechi, < b, pro v&chna pirozenan.

Necht lim a, = 400 (respektlvellm b, = —o0). Potom lim b, (respektivelim a,) existuje a pldti
n—o00 n—o00 n—00

lim b, = +oo (respektivelim a, = —oo).

n—oo n—o0

Véta 1.8. Budte {a,}*°,, {6,}°2,, {c,}>2, tFi reéIné posloupnosti a nechi, < b, < ¢, pro v&chna

pfirozenan. NechfeX|stu1|I|m ay, I|m Cn (prlpadnenevlastn)aplafl I|m a, = lim ¢,. Potom existuje

n— 00
téz lim b, a rovnase spolenehodnofellm a, = lim ¢,.
n—o0 n—oo n—o0

Véta 1.9. Bud{a,}°2, monotonfiredné posloupnost. Potom existujlém a, (pfipadnenevlastn).
Je-li {a,}°° ; neklesdjel (nerostoud) je I|m a, > —o0 (I|m a, < +oo) Je-li {a,}32, neklesdjei
(nerostoug), potom lim a, je vlastnlpravetehdy, kdyz{an}<>o e shora (zdola) omezéna
n—o0
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Véta 1.10 (Stolzova). Budte {a,}52,, {b,}22, dvéreané posloupnosti a necht posloupnoft,}o, je
rostouci Necht existuje
. ap41 — ay
lim ——
n—00 bn+1 - b,

(pripadnenevlastn). Potom existuje’e lim 7+ a plafi
n—oo “n

lim & = |im &L "%
n—oo b, n—00 bn+1 - b,
Véta 1.11. Budte {a,}:2,, {,}2, dvéposloupnosti. Nechi, = b, pro v&chna pirozenan s vijimkou
konemé mnoha. Potomlim «, existuje pfaétehdy, kdyzxistuje lim b,. Jestliz jedna z nich (a tudi
n— oo n—o0
pak i druhg existuje, plati
lim a, = lim b,.

n—o00 n—oo

Poznamka k Vété 1.11. Predchozivéta nan fakticky Tiké, ze existence a hodnota limity posloupnosti
neZaisi na konéoem podu dentitéto posloupnosti. Toto tvrzémam umoZiuje zeslabit pedpoklady
nékterich Vige uvedengh vé (pfiGemz prirozene véty zlistavaji v platnosti). Uvetine nyrii presne
kterych vé a kter\ch piedpokladuse toto fka.

Ve V&te 1.2, bod d) stacpredpoklaata, > d (respektives, < d) pro ve&chnan s vijimkou konemé
mnoha. Velice dleZty je piipad, kdy existuje _JLT“” (pfipadnienevlastf) a je > 0 (respektive< 0).
Potom vy existujed > 0 (respektived < nO) tak, 2 a, > d (respektivea, < d) pro vechnan
s Vijimkou konemé mnoha. Vigledky bodu d) Viy 1.2 mizeme potom formulovat daleko jednodis

‘Je-linirgo a, # 0 (pfipadnenevlastn) a je-li HILTQ b, nevlasth) potom plati

lim (a,b,) = lim a, - lim b,.
Zde pouivame obvykhch definic

a - (+o00) = 400, a-(—o0) =—00 proa > 0,
a- (+o0) = —o0, a-(—o0) =400 proa < 0,
(+00) - (+00) = +o00, (+00) - (—00) = —o0,
(—=00) - (+00) = +o00, (—00) - (—00) = +00.

Predchozitvrzeriimizeme chipat jako zobech@ Véty 1.1, bodu c).
Ve VEté 1.6 a V&e 1.7 stad predpoklalata, < b, pro v&chnan s vijimkou konemé mnoha.
Ve Vété 1.8 staé predpoklaata, < b, < ¢, pro v&chnan s vijimkou konémé mnoha.

Véta 1.12. Bud{a,}$2, posloupnost a nechlim a, = a. Bud{a,,}{2, posloupnost vybrana posloup-
n—o00
nosti {a,}°>,. Potom limita f¢o vybrarieposloupnosti je stejngako limita posloupnosti podriy tj.
plati
lim a, = lim a, =a.

k— o0 n— 00

Véta 1.13. Posloupnosi{a,}>° , je konvergentn(= ma vlastrilimitu) pravetehdy, kdyze cauchyovska

Véta 1.14. Bud {a,}> , reélna posloupnost. Tato posloupnost firaitu pravé tehdy, kdyplati rovnost

lim inf a, = limsupa, . Jestliz posloupnosta, }°>° ; malimitu, potom plati

n—00 n—00

lim a, = liminf a, = limsupa,,.

n—00 n—00 11—>00
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Véta 1.15. Bud {a,}2, posloupnost. Pro Kaie n piSmea, = a, + ia), kdea), respektivez), je redna
respektive imaginai Cast Gslaa,. Potom posloupnodt, }°° ; mavlastnlllmltu praveétehdy, kdyanaji
vlastrii limity obé reané posloupnosti{a,}°°, a {a,}°°,. V pfipadg Zze existuje vlastnilim a,, nebo

n—0o0
ekvivalentrigexistujiviastrii lim a/ a lim a/, plati
n—oo n—oo
lim a, = I|m a,+i lim a.
n—oQ n—o0
Na Zavér uvedeme hodnoty théerych tasto se vyskytigich limit (k je redné Cislo).
lim {/a =1 proa >0,
n—o0
lim %/n =1,
n—o0
lim vn! = 400,
n—oo
. nk . a"
im — =0, lim — =+o0 proa > 1,
n—oo q" n—>o0o n
. nf . _a"
im — =+o0, Ilim — =0 proO0<a <1,
n—oo q" n—oon
. " . n!
im — =0, Ilim — =+o00 proa >0,
n—oo n! n—oo g
, 1\~ . 1 1 1
iim (14 ) = lim (1+ + ot ) =e
n—00 n n—»00 2! n!
lim na" =0 proja| < 1
n—oo
1.2. P¥iklady
- l o .
Priklad 1.1. Urcete I|m —, k prirozene
n—oo
Regrl Opakovariyn pou“zttim Véty 1.1, bod c) dostaame
1 . 11 1 1 1 1
im — = lim (—-—-~—> = (Ilm —)‘<I|m —)‘--(Ilm —) =0.
n—o00 nk n—-oo \n n n n—oo n n—-oo n n—oo n
k krat k krat A

Pfiklad 1.2. UrBete lim (cxn* + ap_1n* 2+ - +aan + ag), ax # 0.

n—oo

Reeril Zde se vlasthgednao posloupnosta,}> ;, kdea, = P(n), pfiCemz P je polynom stuphé,

v némz misto obvyklepromanex pisemen. Postupujeme takKezvytkneme nejvi® mocninun.

lim (O[kl’l + Olk_lnk_l + -+ an+ o) =

n—oQo

_ im [t 1 ! LAY
= lim|n"(ay +oj_1— +---+ a1 1 + ap T =
n n n

n—oo

. . 1 1 1
= lim n*. lim <Olk+0!k—1—+---+ot1ﬂ+ao—k> =
n n n

n—oo n—oQo
—oo je-lioy <0,
+oo je-liayx > 0.

*Tato rovnost platna Z&ladePozrianky k V&té 1.11
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Budeme-li si tento Vgledek pamatovat, nemuse piklady tohoto typu Vbec poitat. Mizeme
rovnou napsat \sledek, totiznekonéoo opatene stejnym znanm@kem jako koeficienty, u nejvysi
mocniny pronianen. Tak napr

lim (=7n° 4+ 2n — 8) = —o0,

n—o00

lim (n* 4+ 1) = +o0.
n—>0o0

k k=1 ...
PFiklad 13. Urtete lim Sk Towt T RO g g 2o,
n—co Byn® + Be_gn* "t 4+ + fin + fo

Regril V tomto piikladese jedia posloupnosta, }°° ;, kdea, = R(n), pliCemzR je racioridgni funkce,
kde opé misto obvyklepromenex pisemen. V Citateli i jmenovateli zZlomku jsou wazy rian jiz zname
z Piikladu 1.2. Budeme tedy postupovat analogicky. Nateli i jmenovateli vytkneme nejvgsmocninu
promanen.

lim oan® + o n* T+ o + ag _
n—oo Bynt 4 Br_gn*=1 4+ ... 4+ Bin 4 o
- nf (o + a1z + -+ a1y + oor) _
=00 nt(By + Proak + - + Prtr + Bok)
o oy 11+---+061n,{%1+0t0nik

n=oo Bt Bt 4 Ay 4 fod

Nyni musme rozlist ti pripady:

a) phipad[k = ¢]

Zde dostsame proste

1 1 1
lim o + Og—17, + -+ 0151 + oo _ (077
1 1 1~ 35 °
n=>00 B+ Proay + o+ P +Pop B

b) piipad(k < (]

Pouijeme-li VEtu 1.1, bod c), dostaame

1 1 1
o + 15 + - F o oo

lim n*=* : - L —0.% _o
n—00 ﬁ( + ﬂl—lz + ..+ ﬂlF + /30”7 '34
c) pipad[k = ]
Zde pouiieme formuli z Pozhmky k Vété 1.11 Dostarame
im k-t oy + Otk—lgl 4t alnk_{l + Otonik (400) o —oo je-li ‘;—Z <0,
n pr— " —_—
n—00 ﬁé + ﬂl—l% + o+ ﬁlnl%l + /30,%@ ,BZ +00 je'li % < 0.

Be A

| v tomto piipadetedy vidme, 2 na Z&ladé znalosti obecitgo visledku nemusne limity vyse
uvedendo typu Vibec pdétat, ale nideme ihned pdavysledek. Je-lic = ¢, piseme podikoeficienfu
u nejvy&ich mocnin promenen. Je-lik < £, piseme vy 0, a konénéje-li k > ¢, piseme nekonéw se
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znamakem stejiyn jako je znameko podiu koeficienfuu nejvy&ich mocnin pronienen. Napt. tedy

2n* —3n+1 2 2

" By 2n2—n -3 3

. n®°+5

lim =0,

n—>oon7+7

lim —n®+n4+1 -1 (+00) = —00
n—oco  205—2 2 - '

V nékolika nzsledujcich piikladech bude na prvmohled jasheze se jedhab speciii typy Pii-
kladu 1.3 tj. o limity raciondnich virazuv prom&nen. Jediriyproblam, kteryvznika, je jak limitovany
. ; Xpd o o et ragonf T dagntag . > ~ N
vyraz upravit na poebnytvar n|_l>l’go B BT int o K tomu by rian méo stagt trochu poetni
zrutosti a znalost vhodrgh sodtovych formuli

> ~ . 1 2 n—1
Priklad 1.4. Urcete I|m<—+_+...+ )
n— 00 nz n2 n2
Re®ril Je
1.2, Jrn—1_1+2+...+(n_1)_(n—21)n P
n?  n? n2 n2 =2 o

Zde jsme polifi vztah 1+ 2+ - -- + k = Y& Dostaame tedy

im (L2 n-1y_,on-1_1
anoo(ﬁ+;+“‘+ )—ni‘lo 5n 2

12 22 —1)2
Priklad 1.5. Urgete lim (_ I Ut ) .
n—>oo\p3 n3 n3

Re®ril Plafi

12 22 n—1%> 1P+2+...4+ -1 m—-Dn@n-1)

E—{_E—{_”‘—{_ 3 n3 6n3

n

Zde jsme polifi vztah 12 + 22 + . . . 4 k2 = LDEHD pag

. 12 22 (n—1)2  m—=Dn2n -1
fim (55 ) = Jim S =
. m=-H2n-1) . mP4... 2
nl—[]go 6n2 nl—[r;o 6n2 6 3

Vaimné&e si, 2 neninutneani rozrigobovat vyaz (n — 1)(2n — 1), protoz k urceri limity nam stag

zna koeficient u nejvy& mocniny, tj. un?. A
1?3 2n — 1)2
PFiklad 1.6. Uréete lim (—3 + et %) _
n—oo\n n n

Re®ril Je
12 3 n—1?% 1PP+3+..-+(2n-1)7
nd n n3 n3
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Zde jsme postaveni’pd problen, jak vyjadfit soutet 12 4 32 + - - - 4 (2n — 1)%. Jsme-li Vak schopni
vyjadiit soutet kvadrall k po sobgdoucch pirozenych Gsel (viz formuli v Piklade 1.5), nemuselo by
byt tak obtzne vyjadrit soutet kvadiall k£ po sobgdouccch lichich Gsel.

k k
P&+ +(@&%-D2=) @2-D*=) @’-4i+1)=
i=1 i=1
‘L L kk+1)(2k+1)  k(k+1) k(2k — 1)(2k + 1)
=4) P-4 i+ ) 1=4 5 —A— k= 2 .

i=1 i=1 i=1

Takovdo formule asi Sté stojl za zapamatova. Myslim v&ak, & je vhodnesi zapamatovat postup,
kterym jsme ji odvodili. Je zcela2jmg Ze stejriyn zpisobem nigeme odvodit formuli pro soiet

(@+b)’+ 2a+b)’+--+ (ka+ b)>.
Pokrawjeme-li v naem pikladu, dostaame

P43+ +2—1D2 n@2n—-D@2n+1) _@-D2n+1)

n3 - 3n3 3n? ’
a tedy
.12 3 (2n —1)? . (2n—-D(2n+1)
fm (S5 5 ) = Jim = -
1 . 2n—1 2n+1 1. 2n-1 . 2n+1 1 2 2 4
:—I|m< . ):—Ilm - lim =—-— = ==.
3 n—o00 n n 3n->00  n n—oo  n 311 3

Ctend nechtsi povimne, 2 k vipodu lim 2=DZD jsme pro zniau pouii malicko jiny postup,
n—oo

nezk vypotu lim =D (atkoli jsme mohli pouit postup’ping stejniy). A
- ‘o 3 (=" 1n : ]
Priklad 1.7. Urcete lim |- — -+ - — ...+ ———|. (Pozor! Vyraz je v absolutnhodnote)
n—-oo (n n n

Re®ril Je

1 2 3 + (_1)”_111 . 1—2+3—...+(_1)n—1n
n n n n - n .
Zdase tedy, e jedinyproblem spdéva ve vhodrien vyjadterii soutu

1-243—-+(=D"n

Je vide, Ze tento solet mizeme chipat jako rozdidvou aritmetickgh posloupnostobemajidiferenci 2)
— totiz koneme aritmetickeposloupnosti 1 3+ 5+ - - - a koneoé aritmetickeposloupnosti 2+ 4 +
+ 6+ - - -. Obéposloupnosti jistaimime sécst, i kdyzmusme trochu daat pozor, kteréoudou jejich
posledhicleny. Je to vak postup zbytae sloZty. Staé si uvedomit, z v piipaden lichého mane
n+1l n 1

= 4=

— —_— e — n—1 — — —_ —_ =
1-243 +ED" =14 (-24+3)+ -+ (=(n -1 +n) > >t 5

a v piipaden suddo

1—2+3—---+(—1)"_1n=(1—2)+(3—4)+---+((n—1)—n)=—%.
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Obeformule bychom jisteradi zapsali jednothm zpisobem. S prvim sdtancem pdi nerii— stad
napsat
_1)"—1E
( 5"
Nyni musme napsat Uity vyraz tak, aby pra: liché byl roven% a pron sudenule. | to Vvak Ize udéat
pomeanésnadno. Stdmapsat

[1+ D"t

-bll—‘

Celkem tedy dosteame

1—2—1—3—---—1—(—1)”_111=(—1)”_1 +[1+ (D" 1] = (D" 11[2n+1+( ",

atudg ) 1
1 2 3 -1 1 14+ (D"
___+__...+()—n:_‘2+L‘
n n n n 4 n

Plafi N

14+ (=D 1
lim (2+ L) =2+ lim =[1+ (D" =2
n—o00 n n—oon

Posledhiimita je rovna nule podle Mg 1.5. Je totiz lim % = 0 a posloupnost 4 (—1)"~! je omezena
n—o0

Odtud podle V& 1.3plyne

1 14+ (=1 1
lim = ‘2+ L — _
n—00 n 2 A
1 1 1
Priklad 1.8. UrCete lim — 4+ .
n—>oo[ 2 2. 3+ +n(n+l)]
Rezril U tohoto pikladu je nutno si uvgomit, 2 —1— T = §— @ Potom

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ﬁ+73+“'+n<n+1>=<1‘§)+<§‘§>+“‘+<;‘n+1>=1‘n+1'

Uvazovanalimita je tedy rovna

n”—[r;o(l_n+l) =1 A

1 1
Priklad 1.9. UrCete "To[1 > 3133 4+“'+—n(n+1)(n+2)]

Reeril Tato limita je velmi podobhdimité pfedchozi Zkusme proto postupovat velmi podobmy
zptsobem.

k+2

1 1 1 _(} 1> 1
k(k+D(k+2) k(k+1) k+2 \k

1

. 1 1 1 1 1 ) < 1 1 )_

T kk+2 *k+D*k+2 2k k42 k+1 k+2/
1 1 1

=% k+l 2612
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S pouitim tohoto visledku dosteame

" 1 1 &1 1& 1
Zk(k+1)(k+2) E;k 2;k+1+§/;k+2

1841 1 1221 1 1 181 1 N1
SINE IS MR RS AL I MEPE
2k Sk 24k 2 424k 2 Sk o+l
11 1 1 1 1 1 1
+2Y 24 + - .
2~k 2n+1)  2n+2 — 4 n+1 2(n+1) 2(n+2)
Odtud
Iim[ + = + +;]—
nsool1.2.3 " 2.3.4 nn+1n+2)1

—Iim[}— t 1 ]—}
N 4 n+1 2(n+l) 2(n+2) 4

pouity postup podobapisobu vpodu limity v pfedchozm pnklad“e Plafitotiz

1 _1.( 1 B 1 )
kk+D*k+2  2\k(k+1) G*+D*k+2)/"

Uzijeme-li tento vztah, doStéme

é 1 1
kX_;k(k+l)(k+2) =§k2_£k(k+1) _Eg(k+l)(k+2) -

_12”: 1 1% 1 1 1 1 1
_2k=1k(k+1) 2~ k(k+1) 2 1.2 2 m+Dhn+2°

Tedy
. 1 1 1 1
lim Z—: lim [———] = —.
n—>00 4= k(k+1)(k +2) n—oold  2m+1D(n+2) 4 R
o o . ¢1 3 5 2n—1
Priklad 1.10. Urcetellﬂ)rg(E tmtmtot ) .

Regril Toto je jiz limita zcela odlina od vech pedchozeh. Dvame-li se chili na viraz v Zaorce,
mize na napadnout fedstavit si ho v heledujci formé

1
2t

1 1 1
+22+§+22+

(2n—1)-krét
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Silnéngpadrige, ze ve sloupah dostaame samékoneme geometrickdady. Zkusme tedy Sttat nikoli
po Tadcich, nybrz po sloupéech. Dostaédme

1 1-2% 1 1-55 1 1-53+ 1 1-1
. "4 2 42 L 40— 2
2 1-1 2 1-1 Toren 1-1 Torey 1-1

Uvédomme si zde Uity technickymoment. Obechyk-ty) clen na navali k tomu, jak napsat posledni

Clen, kdek = n. Kdybychom posledniélen napsali prostg@ko 2- zi , hebylo by mdnev Upravach dde
pokramvat. My ale miane

(a-3)+(-5) 30 g)

4t (1—2n_1,(+1)+---+ 1 (1—1)=

2k—2 2n—2 2
1 1
=(1-5)+ 15+ 55) -0 -5 =
1 1 1
1 n+1 1 1 n 1 n
=3-=- =3—-=—-=—- =3-3.—-2.—.
on 2n—l on 2n—1 2n—1 on on
Tedy
. ¢1 3 5 n—1 1 .n
lim (54 53+ 55+t =) =3 Jim 52— 2 lim oo =3
Upozortujeme, 2 posledhlimita je specitnim pfipadem limity lim Z—k uvedeniev tabulce. A

Priklad 1.11. Urcete lim

n—oo

<23—1 FP-_1 n3—1)
241 B+1 w341/

Reeril Na prvriipohled ria mize napadnout evirazy v Gtatelich a jmenovatéth je mono rozldit.
Je tieba ovem prozkoumat, zda natyto rozklady budou k fimu dobre Dosfavame

21 B-1 n-13-1 n¥-1
2411 B+1 —13+1 nd+1
_2-D(@*+2+1) B-D1(EF+3+1)
T2+D@-2+0) G+D@-3+1)
(=) -D((n-=D*+(n-D+1) m—Dn*+n+1)
(-D+1)((1-12-@-D+1) +DOP—n+1)
1.2...n—2)(n—1 224+2+1 F+3+1
3.4--nn+1) 2—2+41 F—34+1 "
n—0D°+mn—-1D+1 n°+n+1
m—12—(n—10+1 n2—n+1"

V prvnim zlomku poslediio virazu se mnohdigitells zkrai. Dal§ zlomky ovem vypaddjimnohem
mené sympaticky. Zkusne-li si vak vydslit hodnoty “dtatelti a jmenovat€elungolika prvrich z nich,
nejspse dosp@Eme k rialedujcimu vztahu:

k4+1D%2—k+D)+1=k’>+2%k+1—k—-14+1=k’>+k+1
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Tento vztah A ukazuje, e Gtatel zlomku (samoajmédruhym zlomkem pomaje) se zKr se jmeno-
vatelem zlomku hsledujciho (pokud za 'm ov&m ten naledujci je). Uvazovanyvyraz se pak podstatne
zjednoduisa bude mitvar

1.2 n2+n+l_2 n+n+1
nn+1) 22—-2+4+1 3 n2+4n

Takto dostaame

lim

n—oo

(23—1 PR_1 n3—l>_2"m n2+n+l_2
2B4+1 B4+1 n3+1/ 3nse n24n 3 A

Priklad 1.12. Urcete lim

n— o0

ﬁikﬁ+&2+1m+5
P (k +3)!

Re%ril Zde nitzeme By na zndaych rozpaah, jak postupovat. Ale Viateli je mnohdten a mno-
hodeny tasto umme rozloit. Jisteby bylo pfijemne kdyby se riktery Cinitel v rozkladu mnohdenu
k3 + 6k? 4+ 11k + 5 zkrdil proti (k + 1)!. Zkusme tedy najirzdak + 1 neddi uvazvany mnohdden.
Bohuzl v&ak zjistme, 2 v bodek = —1 mamnohaoden hodnotu-1. Tedyk + 1 na mnohoden nedé,
ale z nasho Visledku plyne, e k + 1 ddi mnohadten (k® + 6k? + 11k + 5) + 1. Odtud je pak jizen
kriicek ke zjigéni, ze

k34 6k* + 1% +5= (k + D(k + 2)(k + 3) — 1.
S pouitim tohoto visledku dosteéame

n

Z:E+BH+1M+5__”(k+bw+a@+3y—1_

poe (k + 3)! poe (k + 3)!
&1 i: 1 _ijl””l_
— k! — (k+ 3)! — k! P k!
1 1 1 1 1 1
==+ 45— - — :
203 m+1)! m+2! (n+3)
Odtud
" k3 4+ 6k?+ 11k +5
i 234— +1%k+5 _
n—o0 £ (k + 3)!
Y S S S S
Coamoo\1l 203 m+ D! 42! n+3)
_1.1.1_5
12 3 3 A
v . , o . a,_1 + 3 o .
Priklad 1.13. Posloupnos{a,}: , je dana pedpisenu; = 0,a, = 4 pron > 2. Urcete lim a,.

Regril V tomto piikladeje posloupnost definéva pomotrekurentaiformule. Vypoteme-li prvriitfi
Cleny, zjistme, 2
EUS- BIU-
ay = <a2—4<a3—16.
Posloupnosta, }> ;, alespdma sven zaétku, ptsobidojmem, 2 by mohla byrostou¢ia shora omezéna
Cislem 1. Zkusme tedy tato tvrZedokazat. Ziejméa; < a,. Predpoklaejme tedy, 2 a; < ay 1 pro
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véechnak = 1,2,....n — 1. Upravujeme-li nerovnost, j&jiplatnost ovem chceme teprve dokat,
dostavame

a}’l < ai’l+17
a,_1+3 a, +3
< 9
4 4
ay,_1+3<a, +3,

ap-1 < 4y,

pficemz posledninerovnost podle indukiho piedpokladu plati PredchoZzipostup ovem nenideme
povaovat za dkaz, spe za ri&od k dikazu. Formini dikaz by postupoval j@sneopacmym smeem.
Podle indukaiho ptredpokladu plati,,_;, < a,. Odtud pravami dosteame

a,_1+3<a,+3,
a,_1+3 a, +3
< b
4 4
ap, < Apy1.

Tim je tedy dokaano, 2 posloupnosta, }° , je rostouci Ukazeme nynj zea, < 1 pro vechnan € N.

Zfejméa; < 1. Peedpoklalejme,2a;, < 1prok=1,2,...,n — 1. Potom

a-1+3 1+3

a, = < 17
" 4 4
¢imz je omezenost posloupnosii, }°° ; dokazana. Podle Vi 1.9 matedy posloupnosta,}o ; viastri
limitu. Oznaéme lim a, = a. V rovnostia, = # pidmen + 1 miston. Dostavame rovnost
n—o0
a, +3
aﬂ+1 == 4 ’

kteraplati pro vechnan € N. Prechodem k limitena obou straizh teo rovnosti dostaame

1
a=-(lim q, +3),
4 n—co

1
azz(a+3),
a=1

P“ripome“rme,“zenirgo a,4+1 = a naZ&ladeVety 1.12, protoz posloupnosta,1}°2 , je vybranaz {a,}2 ;.
Ukazali jsme tedy, e I_|)r1>1o a, = 1.

Ukazme si ale jéé“a, nezukondme tento Piklad, jak jinak mieme dospiek presvealten, ze Gslo 1
by mohlo by horril hranici posloupnosti{a, }°° ;. Postup, kteryukazeme, se fim mize hodit i leckdy
jindy. K presvalteni, ze a, < 1 pro kazle n € N jsme pwodnedospéi odhadem. Pak jsme Gem
tuto nerovnost dokaali. Mlizeme vVak postupovat i takto: Chceme-li dadat, 2 a, < ¢ pro vechna
n € N (c ov®m zatm nezriane), bylo by dobrekdybychom byli schopni dokaat, 2 a,, < ¢ implikuje

ap+1 < C.
a, +3 ¢+3

< .

4 4

apy1 =
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Kdyby nyriplatilo # = ¢, byl by n& dlkaz hotov. Z téo rovnice ale ihned dostamec = 1.
MiZeme ale nalinout j€éé dald postup pro ufenikandidaa na horhhranici posloupnostia, }°° ;.
V okamiku, kdy uzvime, 2{q,}°° , je rostoucimiizeme uvaavat naledujcim zptsobem: Horhhranici

rostoucikonvergenthiposloupnosti je jéjlimita. Ma-li posloupnost{a,}>°; vlastrii limitu, oznaene

lim a, = a. Prechodem k limitev rovnostia, 1 = “”f UpIné stejnejako Vige zjistme, 2a = 1.
n—oo

Takze, mali posloupnost{a,}*, vlibec horfihranici, potom'sloa = 1 je jeji horrii hranici A

o PV 1 1 " :
Priklad 1.14. Posloupnosta,}®, je dana pedpisenmu; > 0, a,.1 = §<a” + —). Urcete lim q,.
a, n—o00
Re%ril Jedriase ope o posloupnost definovanou rekurehtekze zkusme stejriypostup jako v Fir
klade1.13 Je-li posloupnosia, }°° , vibec monotonhzjistime tené jisté druh monotonnosti srovngm
prvriich dvoutenlia; aa; = 3(a1 + 2-). (Nic nezjistme pouze v fipadea; = a,.) Wietiujme tedy
napr nerovnost

1
a < ap, a < —,
ax
1 1 ,
a1<—(a1+—>, a; <1,
2 ag
201 < ay + —, a; < 1.
ax

Zda se tedy, 2 proa; < 1 by nag posloupnost mohla’byneklesdici a proa; > 1 nerostouci

Kazdopalnéje ale jasheze proa; = 1 je konstanthipfesn@ a, = 1 pro vechnan € N. Predchozi

domnaka o monotonnosti je ek velkyomyl, kterynam ukazuje, jak opatfrpfi matematickgh soudech
musme byt. Jak ale zjisime, 2 se jedha omyl, a jak nalezneme spniaou odpovd? Pokraajeme-li

v nasch predchozeh Wahah, je pirozenesnait se v piipadea; < 1 doKaat, 2 nde posloupnost je
neklesdjel. VWSetiujme proto nerovnost, < a,;1:

a, < an+1,
al‘l =< 1<Cll‘l + i) ’
-2 a,

1

anS_a
an

a, <1

(Pt nasobeniCislema, nedojde k obreeriinerovnosti, nebot jak se snadno dakandukci{a,}> , je
posloupnost s kladmyi Cleny.) Jisteby tedy bylo dobrelokazat, 2a, < 1 pro vechnan € N. Pron > 2
zde dostaame

a}’l E 17
1 1
" n— = 17
2(0 1+ an_l) -
an—l + E 27
ap—-1

a,f_l + 1 E Zan_]_,
(@-1—1? <0,
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odkud ihned vitine, 2 a, < 1 neplatiani pron = 2. Navc opakovaim predchozino postupu snadno
zjistime, 2 pro libovolien > 2 plafi dokonce obreerfanerovnosta, > 1. Piitom ale klidnemtze
bit a; < 1. To ale znamenaze neplatia, < a,.1, ale naopaKe platia, > a,,1, OV®EM pouze pro
n > 2. Na® posloupnost tedy je, od druie denu pdénaje, Vvaly nerostougibez ohledu na velikost
kladnéo Gslaa; . Existuje tedyn_l)iman. (Ctend necht'si rozmyslize posloupnost, ktéti@ monotonnaz
od urgtého denu, muSmit nutnelimitu zrovna tak jako posloupnost monotonfinadno to dokaeme
napt uztim V&t 1.9a1.11) Vzhledem k tomu,€a, > 1 pron > 2, je tato limita vlastha riznaod
nuly. Ozndtme lim a, = a. Prechodem k limitev rovnostia, 11 = (a, + ai) dostarame

n—oo
_1( +1>
a—2a -)
1

a =

’

oo

a =

Ukéazali jsme tedy,”2 lim a, = 1. Na feo Uloze stojiza povémnufi nasledujci skutémost: Cela
n—o0

posloupnost je Uena jejm prvrim denema;. Zméiime-li jeji prvniclen (s ijimkou piipadua; = a—ll),
zméni se vechny jejicleny. Pitom ale ke zmgé limity nedojde. A
an(a,f + 3c¢)

Priklad 1.15. Posloupnosta,}c®, bud dana pedpisemu; > 0, a,1 =
3a2 +c

(c > 0 je pevrid

Urcete |lim q,.

n—oo

Re%eril Je to ofeposloupnost zadanmekurentrietakze by to pro ia mohla By rutinni tloha. Prozkou-
mejme feba nerovnosi, < a,,1:

ay San—i-l’
2
- a,(a; + 3c)
3a2 +c¢
3a? 4 ¢ < a? + 3,
a, < /e

(Upravy jsou zcela v padku, nebot jak se snadno dateindukg {a,}22 , je posloupnost s kladmyi

cleny.) Podstathye tedy vztah“tenti posloupnosti K'tslu «/c. O denu a; nevime nic. Uvdme tedy
nejprve pipada; < /c a zkusme zjistit, zda potom platy < ./c pro ve&chnan > 1:

anf\/ga

2
ay—1(a;_, + 3¢
n—1 ¢

a,?_l + 3a,_1¢c < 3a3_1«/5 + c/c,
ad ) — 3a?_y/c + 3a,_1(/0)? — (o)} < 0,
(-1 — v0)* <0,
a1 — /e <0,
a,—1 < +/c.

ay
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Dikaz indukéibude tedy fungovat. piné stejniev pfipade ze a; > J/c doka@eme, 2 a, > \/c pro
viechnan € N. Uztim postupu uvedém® na zaétku piikladu dostadme nyni(opé indukci):

Je-lia; < /e, je{a,}°2, neklesdiei.

Je-lia; > /e, je{a,}>, nerostouti
Pfitom v prvrim (druhen) pfipadeje {a,}°° , omezenhahora (zdola)islem./c. V kazdém pfipadetedy
existuje vlasthilim a,, kterou oznaiene psmenenu. Méli bychom nyriivzit rovnosta,,,, = an @y 30) o

2
n—00 3ag+c

limitovat ji. Zde veak muéme postupovat trochu opafrriga pravestranienemizeme totizien tak napsat

- an(@? +30) nleoo[an(a3+3c)]
n>oo 3a2+c  lim[3a2+c]

protoz napr nevme, zda hhodou nehilim [3a2? + ¢] = 0. (To ovem miZe nastat pouze Vv'jpade
n—oo
¢ = 0. Tento pipad Vak nenivylouten.)
Nyni ukazeme, 2 proc > 0 jea > 0, cozpouzjeme k Vipodu a. V pfipadea; < /c je a limitou
neklesdjci posloupnosti kladihgh Gsel, a tudit a > 0. V pfipadea; > /c je a, > c, takz rovn&

v v .. . . 2 L,
a > /¢ > 0. Tedy v pipade ze ¢ > 0, limitovanim rovnostia,.; = 224 dostaame

_a(a2+36)
- 3a?+4c¢
3d° + ¢ = a® + 3,

a= e

. ~r ~ 7 2
atedy lima, = \/c.V pfipade Zec = 0, marovnosta,,; = 2.%+39
n—oo

o tvara,1 = %. Odtud limitovaiim

a=0.
atedy lima, = +/0.V kazlem pfipadetedy mizeme napsat limz, = /c. A

1

Priklad 1.16. Posloupnos{a,}>’, je dana pedpisema; > 0, a,41 = 3

(2a,, + %) kdec > 0 je

konstanta. Urete lim a,,.

n—o0
Reril Zde je na prvhpohled obtine odhadnout, zda je posloupnost monotoam ktefydruh mono-
tonnosti by se me jednat. Zkusme tedy vesiit, zda posloupnost néméhodou nekleségi:

a, < apy1,

ay < %(2%1-{-%)

a
C

ol
a,

=

3a, < 2a, +

ay

IA

3

a,

IA

A
w O )
ISTREE N A

an
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Kdybychom tedy vddi, Zea, < 3/c pro ve&chna pirozenan, snadno bychom pak dokali, ze posloup-
nost je neklesagi. Zkugeny &tend si ovem vimne, 2 neniizeme nikdy dokaat platnost nerovnosti
a, < 3/c pro v&chna prozerian, protoz o denua; vime pouze; e je kladrly picemzmize bit klidné
tfeba VéSi nez3/c. Zddo by se tedy, e je V& ztraceno denenideme dokaat vibec nic. Ale nebya
dobrese vzdaat predasne Musime se sice v nach poadavéeh trochu uskrovnit, aled@ba to nebude
tak zle Co kdyznerovnost, < 3/c plafijen pron > nezngake pfirozenecislo! Pijde-li tato nerovnost
dokazat, Zejmeto ptjde indukéi Predpoklalejme tedys, < 3/c a zkusme indukdi krok:

an—l—l E i/gv
1 c 3
§<2an + ;) < i/e,

20, + 5 < 3,
a}’l
a, 3/c\2
2o+ (an ) =3
(zde Wwrava cht&a trochu technickeikovnosti.) Polome u =
u < 1. Upravujeme-li die, dostaame

4= Podle indukdiho piedpokladu je

1\2
2u+(;> <3
24 -3 +1<0.

Zde snadno uldneme jeden Kan — totizkoren 1. Potom Uxyraz vlevo snadno rozléme.
1 2
2<u+§)(u—l) <0,

cozskoro nikdy neplat(pouze pra: = 1), nebot se snadno vidke valy jea, > 0 atudiiu > 0. Tato
dal§ katastrofa by hemda privést k zoufalstvi Ale zde pozor! Zejmeéplafi vzdy

Z(u + %)m 12> 0,

Indukini krok by tedy fungoval, kdybychom dokazovali nerovnost ebreou, totizz, > 3/c! Pfitom, jak
snadno zjistne, k dikazu nerovnostis,., > $/c induki predpoklada, > 3/c vlibec nepdebujeme!
Odtud tedy plyne;&a, > 3/c pro vechnan > 2. Potom ovem nebude platit, < a,,1, NYbrz presne
obrxenea, > a,1, ale azpron > 2. V&echno vzniklo proto;, e jsme na zatku $atneodhadli typ
monotonnosti. Takoveéc se rian piirozenemiize sfd Castégi, je ovéem fieba se nalit; podle objevujcich
se znanek ve Vipodech, rozpoznat somyl. Kaalopainéjsme tedy ukaali, ze posloupnosta,}>2 ; je
od druhido denu pdénaje nerostou@ matedy limitu lim a, = a. Zaovehpron > 2 plafiO < a, < ay,

n—0o0
takze tato limita je vlasthiLimitnim prechodem v rovnost,, ., = %(Zan + a%) dosfavame
1 c
a = - 2a + _) )

3< a?

C
3a == 2a + _2 )

a
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NaSpostup je sprenyjen v piipadezea # 0. Piipada = 0 v&k neniize nastat. Kdyby totiz = 0, potom
by byla lim -5 = +o0 a limitovanim vySe uvedeneekurentnformule by vydo 0 = +o0, cozje spor. Je
n—oo “n
tedy lim a, = $/c. Opd si zde niZeme povennout, 2 limita teto rekurentrigadarigposloupnosti Vbec
n—o0
neZadez na velikosti prviino denua;. Podotkriene j€$€, Ze tato rekurentnposloupnost se v numericke
matematice potiza k pfibliZnemu vipotu 3/c. A

" 1
Priklad 1.17. Nechtas = 1, aj1 = (k + 1)(a + 1). Vypottgte lim [] (1 + —) .

n—o0 k=1 ak
~ . n . .. . o
ReEeril Soudn [] (1 + i) Ize upravit asi jen jedm zpisobem, a to na tvar
k=1

a+1 a+1l az+1 a,+1
a as as a,

Zde by i@ méo napadnout polizvztaha,,; = (k + 1)(a; + 1). Dostaneme tak

aa+1 a+1 az+1 a+1l  a,+1
a  2a+1) 3@+  n@a1+l ol
Posledfhivyraz je alespomodstatiigednodUsi nezvyraz na zaaku. Cemu vk je rovna jeho limita,
neriani nyrijasne Zde asi nezbya nic jiného, n€za, prostevypodst:
a, =n(a,_1+1) =n+na,_1=n+nn—L(a,_»+1 =
=n+nmn—14+nn—-La, =
=...=n+nn-H+---+nmw-1)---24+nmn-1)---2-1L

Odtud
ik PP PP I S
n! 1! n—-2! (-1 n!
Celkem potom dostéame
I 1 . a,+1 1
fim (2 ) = Jim 270 = fim 325 =
k=1 k=
(viz tabulku limit v pfipravriecasti). A
3517 2241
Priklad 1.18. Urcete lm(—=--+-—.--- ——).
! ,H'oo<2 416 27 )

Re@ril Limitovany vyraz zapseme ve tvaru

2241 22241 2241 2241
T
Citatele upraime riasledujcim zptsobem:
LD+ D%+ 2P+ =
=27 -+ D@+ 4+ 2T+ =
— 22 D2+ DR+ 2 1) =
= -+ (P +)=-. =21,
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Jakym zpisobem by miStend tuto Upravu objevit, to mu autor néachopen vysitt. Chce to chvli Casu
a trochu zktsnosti v po@téani. S Uohou podobnko charakteru se koriee jedé setkane. Jmenovatele
ov&m upraume snadno:

o2 2t 922 | o2 _ ol42M42%4 42t _ 22";_11‘1 _ g2t
Takto dostaame
/3517 2241 221 1
nII—>OO(2 4 16 Y ) - ﬂ"—>00 22r+-1 - n||—>moo<2_ 22t 1) =2 A
PFiklad 1.19. Urgete lim (v2-3¥2-%/2---%/2).
Re@ril Limitovany vyraz nafieme ve tvaru
L1 s 1 1
2.0 .25 .08 =it te Z P N —p. = =2 =
22 V2
Tedy
" 1
im (vV2-¥2.¥2.-.V2)=2. ——— =2,
n— 00 lim ﬁ

nebot lim °/2 = 1. Posledhrovnost dostaneme péitim I|m i/a = 1 (viz tabulka limit) a Vey 1.12

n—oo
A

Pfiklad 1.20. Urétete lim(vn +1— /n).

n—o00

Reeril Zde postupujeme séedujcim zpisobem:

lim (Vi +1— i) = lim (”H =) _

i WA 1=Vt +f)_|imﬂ:
Al m+f e Jn k1t o

im ——— =
n—00 «/n+1+\/ﬁ

Podobridze postupovat i ve sld&jSich situatch analogickbo typu. S touto technikou se komége&e
setKame u limit funkcli A

Priklad 1.21. U im 5 L
Fiklad 1.21. Urctete lim —.
n—oo kgn:z ﬁ

Reeril Zden-ty &len uvaovarieposloupnosti mavar
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1

pricemz potet sétancuv tomto vyjadierii je (n + 1)2 — n? + 1. Nejmeris z nich jem a nejvasi
\/% . Plafitedy
2 2 1 2 2 1
(n+)"—n"+1)———<a, < (n+ D" —n“+1)—,
V(n+ 1)2 Vn?
2n+2 2n+2
=a, = .
n+1 — n
Plafiviak lim 242 = lim 242 = 2. Odtud ihned na’dade Véty 1.8 dosfarame
(n+1)?
lim —=1lma,=2
n—o00 Zz k n—o00
k=n A
17 4+ 2P 4 ... p
PFiklad 1.22. Urdete lim ——< + "™ 1o Girozerfe

n—00 nr+l

Regril U limit tohoto typu je dosti praviiedobrie ze bude mdaé je vypodst pomotiStolzovy Vay.
PoloZme-li totiz

vidime, 2 mane vypaést lim 3. Posloupnostb, };2, je evidentrigostouc) takz statvysefiit existenci
n—o0 “n
limity lim Zi% Tento postup se Zdghodny nebotViyraza, .1 —a, = (n+1)” je podstatigednodusi

n—oo “n
nezvyraz proa,. Toto bychom obechméi mit na mysli, rozhodujeme-li se pro pGtizStolzovy vay.
Pfedem by hen prostemdo byt jasne ze buda, 1 — a, bude jednodi& neza, nebob,,, — b, bude
jednodusi nezb,. VE&tSinou tomu tak je v fipade Ze manme urdt limitu zlomku, v jehozcitateli nebo

jmenovateli se vyskytuje ,dlouhgout”. Je to pfaé nas pfipad.

lim Apy1 — Ay _ (n+ 1)?
n—00 by —b, n—oe (n+ 1Pt —prtl
_ iim n? + Cleny niZ&iho stuprie _ 1 '
n—oc (p + D)nP + Cleny nidiho stuprie p+1 A

14 P... — 14
Priklad 1.23. Urcete lim 1 +3 @ -1 )

n—00 npt+l

Reeril Pfiklad je zcela stejfte typu jako piklad predchozi Opé pouZjeme Stolzovu V.

2n+1 -1 (2n + 1P
n—oo (n + 1)P+l — pprtl T Do (n + 1)p+1 _
2’n? 4+ Eleny niziho stuprie 27

im _ — _ = )
n—oo (p + 1)n? + Cleny nidiho stuprie p+1 A
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1P 4+ 2P 4+ n? n )

Priklad 1.24. Urcete Iim( > )
n p

n—o0

Reeril Zde se sice vyskytuje ,dlouhgou@t”, ale limitovariyvyraz nemavar zlomku. Zlomek z fieale
zfejmepljde udéat. Zda ovem pouiti Stolzovy vay povede k vgledku Ize sté pfedem odhadnout.
Musi se to prosteryzkoust. Je

lim

n—oQo

n? p+1
_ (p+1)(1p+2p+...+np)_np+l_
n—>00 (p+Dnr
_ i D@+ D — @+ D4
=00 (p +Dln +1)? —nr]
_ oy AR A (o Dpnt Tt —n — (p 4 Hnd - L
n—00 (p+D[n? + pnr~t —nr 4 ...]
@tDpyp-1 4 ... 1

m = —.
n—00 (p+1)pnp—1+ 2 A

(1”+2/’+---+n/’ n ):

3 n
Priklad 1.25. Urdete lim F Y2+ V3% 4n.

n— 00 n

Reeril Opé typicky pfiklad na poliiti Stolzovy vay.

im AEYV2HYB4 L Vet T
n—00 n _n—>00(n+1)—n_
Zde muéme vyuit lim 3/n = 1 — viz tabulku limit. A

n

PFiklad 1.26. Urgete lim &, ¢ > 1 redné.

n—oo n

Re@ril | tuto limitu, atna to nevypaddze velmi snadno vypast s potiitim Stolzovy véy. Zdea, = ¢",
b, = n aihned je vide Ze velmi jednoduchyude vVyazb, 1 — b,. Dostavame

n n+1 __ an 1 l
im = = lim ———— = lim [""}(1-2) [ =+00- (1= =) = +o0.
n—o0o n n—00 (n + 1) —-n n—00 c c A

n

Priklad 1.27. Urcete lim C—, ¢ > 0rednée,

n—oo n!

Regril Tuto limitu mame uvedenu v tabulce. Lze ji litatiznimi zpisoby. My zde ukzeme jeden,
ktery se zakladana urenirekurentino vztahu. Ozndme-lia, = ;—, , potom plati

Cn+l n

Cc C
= = . —_ = 'an_
mn+1)! n+l1l n n+1l

c

an+1

Ztejme .5 < 1 pravétehdy, kdyzn > ¢ — 1. Odtud je ihned vide Ze od indexug = [c] (zde[ ] znad
celou Gst) je posloupnosta,}:2 , klesajcl. Protoz se jedhap posloupnost kladioh Gsel (tedy zdola
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omezenou’islem 0), maato posloupnost vlastdimitu. Oznaéme lim @, = a. Limitovanim vztahu

. , n—o0
Qpy1 = ”+r1 - a, dostarame
= ( lim ) a,
n—oon 41
=0.
Tedy lim < = 0. Tento postup stoga povemnutl. Posloupnost sice nebyla Zadarekurenthepresto
n—o0 N
nam vak nalezenrekurentrino vztahu umoazilo pomané snadno ufit jeji limitu. A

Timto jsme ukofil priklady na ufovani limit posloupnosti Celyzbytek t&o kapitoly bude eovan
urcovani limes inferior a limes superior posloupnasti

Budeme zde potizat znaenil

bn = inf{am ap41, Ap42, - - - }’

Chn = Suﬂdn, An+1, Apy2, - - - }

Potom liminfa, = lim b, alimsupa, = lim ¢,.
n—oo

n—00 n—00 11—>00

1
Priklad 1.28. Buda, = 1 — —. Urgete liminfa, a lim supa,.

n—>00 n—00

Reeril Zde je situace velmi triviai. Zkoumarigposloupnost rhgotiz limitu, presng lim (1— %) =1.
n—o0

Potom ovem podle Véy 1.14plati

. 1 . 1 . 1
Ilmlorlf (1 — ;) = Ilzn_)sgp(l — ;) = nll_r)noo<l - ;) =1 R
- 1 3
Priklad 1.29. Bud a, = (—=1)" (2+ ) UrCete lim mfan alimsupa,.
Reeril Zde niane
243 pron lichg,
a, =

—(2+2) pron sude

Dostavame tak pro

n liche bn:inf{2+g,—(2+ 3 ),...}:—(2+ 3 )

n+1 n+1
n sude bn=inf{—<2+3),2+nil,...}=—<2+S>.

(Povdmnéme si, 2 v tomto pikladé jakozi v nékterych nasledujcich piikladech, plati ze mnoina
{a,, a,11, any2, ...} manejen infimum a supremum, ale dokonc¢é teinimum a maximum. To ma
pravé umoziuje snadheiréeniiclenlb, ac,. Posloupnostb,}>° , matedy tvar

O TS I Oy
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Vcelku snadno je vide ze lim b, bude rovna—2. Tuto skuténost je mono doKaat piimo z definice

n—oo

limity. My vsak zde zvolme jiny postup. Ozname {d,}>, posloupnost 22,4,4,6,6, ... . Zfejme
d, > naprotoz lim n = +o0, je na Z&ladéeVéty 1.7t€Z lim d, = +oo. Nyni uz snadno dosteame
n—o0 n—oQo

. . . 3
liminf g, = lim b, = — lim (2+ d_) = -2

n—oo n—oo n—o00 n

Podobriedostavame pro

S 3 3 3
I’l“Che Cn:SUp{2+;,—(2+m),}:2+;,

3 3 3
n sude cnzsup{—(2+;),2+n—+1,...}=2+n+1.

Posloupnosic,}°° ; matedy tvar

3. 3_. 3_ 3_ 3
24724324 5.2+ 2.2+ 2o

Odtud wahami stejhlao typu jako vge dospgeme k Visledku

limsupa, = lim ¢, = 2.
n—oo

n—oo

Na Zavér je§é podotknene, 2 liminf a, # lim supa,, a tudi podle Vdy 1.14posloupnosta,}:> , nema

n—00 n—00

limitu. A

D" 14 (=D"
=D + * ).Uréeteliminfanalimsupan.

n n—00 n—00

Piiklad 1.30. Bud a, =

Reeril Zde je

-1 pron lichg,
a, =
141 pronsude
Dostavame pro
liche b—inf{ t o,y }—
" " n'n+1 " n+2n+3 HR i
sude b inf{1+l - ! + 1 } 1
n n — - T ) s ) = -
n n+1 n+2 n+3 n+1
Posloupnostb, }:° ; matedy tvar
1 1 1 1 1
1’ 3 3 5 5777
Oznaaene {d,}:° , posloupnost 13, 3,5,5, ... . Platid, > n, odkud lim d, = 4+-00; mame tedy
n—oo
e . o1
liminfag, = lim b, = — lim — =0.
n—o0o n—o0o n—oo d,
Déle dostaame pro
liche ¢, = supl— =, ——— + 1 1 }— 1 1
" on = nn+1 " n+2'n+3 SRR T | ’
1 1 1 1 1
n sude cn:sup{—+1,——,—+l,——,...}:—+1.
n n+1l n+2 n+3 n
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Posloupnosic,}:2, matvar
1 1 1 1
-+L-+1L-+1-+1...,
stLs+Llz+l 2+

odkud limsup, = lim ¢, = 1. A

n—o00

Pfiklad 1.31. Buda, = 1+ 2(—=1)"*! 4+ 3(—1)¥/27=D _Urgete liminfa, a lim supa,.

Reeril Tato Uoha je velice jednoduchale pouze&ba ‘teny a, vhodngi popsat. Hodnota—1)"+1
zfejmé z&visi pouze na tom, zda je liche Ci sude tj. zavisi na zbytkovetfidé Cisla » modulo 2.

experimentovaim, Zavisi na zbytkovefidécislan modulo 4. Vcelku je tedy vhodng/chazet ze zbytkove
tFidy €islan modulo 4. Dostaame takto pro

—1
n=4ak—3 ”mz ) _ 2k — 24k — 3.
(_1)n+l — 1’ (_1)(1/2);1(;1—1) — 1’
—1
n=dak—2 ”mz ) _ 2k — 14k — 3.
(_1)n+l — _1’ (_1)(1/2))1(;1—1) — _1’
—1
n=ak—1 ”mz ) (% — 14k — 1),
(_1);1-',-1 — 1’ (_1)(1/2)}’[(}1—1) — _1’
—1
n = 4k ”mz ) — 2k(dk — 1),

(_1)n+1 S—_— (_1)(1/2)'1(”—1) =1
Odtud vychai

ag—3=14+2+3=6,

g =1—2—-3=—4,

ag-1=14+2-3=0,
ag, =1—-2+3=2.

MnoZna {a,, a,i1, a,+2, . ..} je tedy v kddlem pfipadectyfprvkova a obsahuje’isla —4, 0, 2, 6. Po-
sloupnosti{b,}22 ,, {c,}°2 ; jsou tedy ob&onstantiy pficemzb, = —4, ¢, = 6. Je tedy

liminf g, = lim b, = —4,

n—oo n—oo

limsupa, = lim ¢, = 6.

n—00 n—00 A

Priklad 1.32. Bud a, = (—1)"n. Urcete liminfa, a lim supa,.
n—>00 n—oo
Regril Zde niane
—n  pron lichg,

a, =
n pron sude
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posloupnostby_1}32, je z rivybraria Podle Vigy 1.12je tedy lim b, = klim by_1 = —oo. Dostavame
n—oo —> 00
tedy

Ztejmeby,_1 < az_1 = —(2k—1). Odtudk lim by_1 = —oo. Posloupnostp, }2 ; mavsak valy limitu a

liminfa, = lim b, = —o0.

n—oo n—oo

Podobneay;, > ay, = 2k, odkud lim ¢, = +o0. Tedy

n—oo

limsupa, = lim ¢, = 4o0.
n—oo

n—00 A

Pfiklad 1.33. Buda, = n‘~Y". Urtete liminfa, a lim supa,.
o

n— n—00

Reeril Zde je

1 pron liche,
a, =
n  pron sude
Déle dostaame pro
1 1
nliche by =inf{=n+1, - .},
n n+2

1
n sude bnzinf{n,—,n—i—Z,...}.
n+1

Ztejmeéje b, > 0 pro vechnan € N, odkud lim 5, > 0. Navc bez ohledu na to, zda jesudeCi liché,

n—o00

platib, < 2, odkud zase limb, < lim 2 = 0. Z obou pedchozeh visledKutedy plyne
liminfa, = lim b, =0.
Podobriemame pro
1 1
liche ¢, =sup —, 1, ——, ... ¢,
nli C up{n n-+ P }

1
n sude cnzsup{n,—,n—i—Z,...}.
n+1

Op#, atje n sudedi liché, plafic, > n. Tedy

limsupa, = lim ¢, = 4o0.
n—oo

n—oo

Ctend si miize povémnout, 2 v tomto prkladé na rozdiod v&giny predchozeh, jsme nediiti explicitng,
¢emu je rovna, respektive:, (presto, 2 by to nebylo olbang), njbrzjsme pouii vhodnych odhadu a

Priklad 1.34. Buda, =1+n sin%. Urcete liminfa, a lim supa,.
n—oo

n—o00

Re@rl Chovani &lenua, zde Zejmenejvic ovliviiuje viraz sin“. Argumentem u funkce sinus jsou
celistvenasobky @sla 3. Odtud je jasheze a, bude podstathzaviset na zbytkovérideCislan modulo 4.
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Dostavame takto pro

_ (4 -3 3.\
n=4k—3 smT —Sln(—zﬁ) =1,
4k — 2

n=4k -2 Sin(kT)n:O,
. (dk -1 . 1

n=4k -1 sm% = sm(—zn) = -1,
. dkTt

n = 4k S|n7 = 0

Snadno nyhvidime, 2 denya, sn = 4k — 2 nebo 4 (tedy sude&leny) jsou pro ha zcela nezamave
Plafivsak

b1 <ag_1=1—(4k —1) = -4k + 2,
odkudklim ba_1 = —oo, atudiétéz lim b, = —oo. Tedy

n—oo

liminfa, = lim b, = —o0.

n—oo n—oo

POdObﬁei'4k_3 >ag_3=1+ @Gk —-3) =4k —2,a tudr
limsupa, = lim ¢, = 4o0.
n—00 n—00 A

n

Priklad 1.35. Buda, =1+

nw - .. .
0057. Urcete liminfa, a lim supa,.

n-+ n—00 n—00

Re%eril Zde opé, jako v piedchozm piiklade musme bra v Gvahu zbytkovou fidu Gslan modulo 4.
Dostavame pro

. (4 -3 3.\
n=4k -3 COST = cos<—§n> =0,
4f — 2
n=4k —2 cos% =co9—m7) = —1,
B (4 —Dm 1\
n=4k -1 COST = cos<—§n> =0,
4k
n =4k cosTn =cos0= 1.
Odtud
asg-3=1,
4 — 2
o=1——
agk—2 4k_17
ag-1=1,
4
=1 .
W=t

Pfimeurceriiposloupnost(b,}:°; af{c,}:>, by bylo momg, ale pori&ud zdlouhaveUZzjeme jiny postup.
Z predchoZino vyjadrenividime ihned, 2 0 < g, < 2. Odtud ihned dostéme 0< b, <2a0<¢, < 2.
Pouijeme-li prvri z téchto nerovnosta vyjadreni pro a4, _,, mame

4k — 2

< o< o=1-—_
0<bay_=<am-> yTa—]
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Odtud limitim prechodem na Zdade Véty l.8dosfa/émeklim bai_» = 0. Tedy

liminfa, = lim b, =0.
n—oo

n—o00

Podobne
4k

1
+4k+1

=ag <cy <2

dava lim cy = 2, atude
k— o0

limsupa, = I|m = 2.

n—00 A

Priklad 1.36. Buda, = sm2 7 Urcete liminfa, a lim supa,,.

n+1 n—00 n—00

Re®ril Ve srovriai s piedchozmi dvéma piiklady by se mohlo zdaze bude teba rozlig osm piipadu
v zavislosti na zbytkoVetfidé &isla n modulo 8. Nesrime ovem pehlednout, 2 funkce sifx je
periodicKas periodour! Budou tedy opestadt Ctyfi pfipady.

B — 1
n=4k—3 Siﬂzu=sin2(kn—§n>=—,
4 4 2
4k — 2 1
n=4k -2 S|nz(kT)Tc=S|n2(kT[—§TE)=1,
4 — 1 1 1
VPSS T SPPSONRE O
.o 4k .
n =4k sszn:slnzkn:O

Chovani samotrieposloupnosti{ 25172, je jasrie Dae je vcelku Zejmez predchozeh vipodad, ze pii

nasobenkvadraem sinu nej('ilezneJS| Ulohu budou hraindexyn = 4k an = 4k — 2, kdy kvadfa sinu
je nejmeng(totiz 0) a nejvisi (totiz 1). Zdase tedy, & limes inferior bude 0 a limes superior 1. Féin&a
mizeme postupovat stedujcim zpisobem:

0<sitt <1
< 1=

n . ntm n
< Si — <
n+1 4 n+1

<1

Odtud plyne I|m|nfan > 0alm supan < 1. Dde by < ag = 0, odkud limb, < 0. S vyudtim

n—oo

nerovnosti I|m mfan > 0 tak dos’taame

n—oo

liminf a, = 0.

n—oo
Podobries pouitim nerovnostica,_» > as_» = 4" 2 dostarame nejprve nerovnost |II’B4/< >>1a
konemeéve spojens nerovnostlimsupa, < 1 dosfa{ame

n—o00

limsupa, = 1.

n—oQo A
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-1 2n . .
Priklad 1.37. Buda, = " cos?n. Urcete liminfa, a lim supa,,.

n+1 n—00 s 00

Reeril Zde jsou argumentem funkce kosinudrgzenie nasobky Gsla %n. Odtud jiz by nam mdo
byt jasne(diky tomu, 2 kosinus maeriodu ), Zze stat uvazovat zbytkovetfidy tslan modulo 3.
Dostavéame pro

2(3k 2)75 4 1
n=3k—-2 coS——— 5<2kn—§n> —5
2(3k 1)75 2 1
n=3%—-1 cos—— s(an—§n>_ >
2-3k
n=3k cos T =cosZn =1

Protoz lim Z—Jr} = 1, na Zklade predchozch visledKulze opé otekavat, Z limes inferior bude——

n—o00

a limes superior bude 1. Budeme postupovaledujcim zpisobem. Z pedchozeh visledkuihned
plynou nerovnosti

1<coszm[<1

2 3 ’
1 n—-1 n-1 2nm n—1
— cos ,

odkud
lim inf >|iminf( 1 n_l)—lim< 1 ”_1)— 1
n—00 @n = n—00 2 n+1 T oo 2 n+1 -2
Podobne
limsu < limsu n—1 lim n—1 1
a, < = =1
n—)oop n—)oopn+1 n—>oon+l
Déejebs—» < ag—p = —3-%=3 1,atudzllm b, < —3.Podobries, > ay = 377, atudk lim ¢, > 1.

n—oo

Dame-li v&chny tyto nerovnosti dohromady, dosime ihned

1
liminf a, = —5 limsupa, = 1.

n—oo n—00 A

Priklad 1.38. Buda, = ( 1) D"+ smT Urcete liminfa, a lim supa,,.

n—o0 n—00

Reeril U vyrazu (1 + %)” nam uvaovani o zbytkovich tlidech Gslan zjevneneriinic platrie Vyraz
(=1)" zavisi na zbytkovetfidécislan modulo 2 a vyaz sin“ zavisi na zbytkovettide Cislan modulo 8.
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Asi nam tedy nezbya nezuvamvat zbytkovetfidy modulo 8. Dostaame pro

_ . Bk—7Nn . 7 _ﬁ
n=8k—7 SIHT —Slﬂ(—z]’[) = 7,
n=8k—6 sin@ _sin<—§n) —1,

B (8k—5n . 5\ 2
n—8k—5 S|nf —S|n<—zﬂ) = 7,

—4 4
n=8k—4 sin(BkT)TT :sin(—zn) =0,
_(8k—-3)m ./ 3 NZ)
n=8k-—3 S|nf —S|n<—Z:IT) ——7,
8k —2 2
n==8k—2 sin% = sin(—zn) = -1,
-1 1 2
n==8k—1 sin(8k—)Tt =sin<——rc) =—£,
4 4 2
n =8k sin8ijT =0.

Zde by se na prvrpohled mohlo zd& ze hodnotu liminfz, nejvice ovlivricleny sn = 8k — 2, protoz

zde sit® = —1. To ovem nenipravda, protde toton je sude a prvriitlen (1 + )" (—1)" tedy bude
pomenévelky. Bude tedy 1pe se pootilgnout po lichen n, pro kteresin“; bude nejmefigmezi vemi
lichymi ). To je budln = 8k — 3 neborn = 8k — 1. Budeme postupovat takto:
n sude (1+ })n(—l)" + sinE > 0,
n 4
}>" V2
n 2

n liche (1+ %)"(—1)" + sin% > —(1+

Pro kazlen tedy plat

1\~ " . nT e /2
<l+;> (-1 +Sln72—<1+;> T
odkud
. . I\n 2 . I\e A2 NZ)
iminf a, zllmlorlf[—<1+;) —7} =n|@w[—(1+;) —7] =—e- -
Dae
1 \&-1 /2
bgi.— 1=—(1 - —
g—1 =< agr—1 <+8k—l> >
Odtud

1 8k-1 /2 V2
lim b, = lim by 1 < lim | - (1 S e L
o, o, Pek-1 = kl—>moo|: ta 1) 2 ] €73
Ve spojenis piedchozinerovnosttak dostaame

. V2
liminfag, = -e— —.

n—00 2
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Vzpomeneme-li si;& {(1 + %)"} je rostoutiposloupnost konvergig k &islu e, dostaame ihned
odhad

1+ (— l)"+sm—<e+l
(1) ;

odkud plyne limsup,, < e+ 1. Dde pak

n—oo

. 1 8k—6 .
> =
Cgk—6 = dgk—6 ( + 8k — 6) + 1,

cozdava

l i lim | (1 L\ 1
im ¢, = lim > lim =e+ 1
n_)OOC C8k—6 = |:< + 8k—6) + ] +

Wchazi tedy
limsupa, = e+ 1.

n—oQo A

Priklad 1.39. Bud a, = /1 + 2=D", Urcete I|m|nfan alimsupa,.

n—o00

Reeril Zde nazfejmesmysl rozli®vatn sudea liche Dostaame pro

1
20’
nsude a, =314 2.

Vyraz /1 + Zi je blizky ¥/1 = 1 a odtud mkame podezeri, Ze limes inferior asi bude 1. Podobne

vyraz = 4/1+ 2" je blizky 4/ = 2, coznasveltuje tomu, 2 limes superior asi bude 2. Pokusme se
to doKaat s potitim vhodnych odhaduPro kazle n zfejmeplafi a, > 1, odkud liminfa, > 1. Dde

n—oo
by-1 < am-1= 271+ 22k : < *%/2. Odtud

lim by 4 < lim * V2 =1,
k— 00 k— 00

nliche a,=./1+

takze
liminf a, = 1.

n—oQo

(Plafi I|m V2 = 1 — viz tabulka limit.) Dde plafi ¢y > ax = A1+ 2% > A/2% = 2, odkud
lim supan > 2. Trochu vece muéme plemislet, jak Zskat obfaenou nerovnost. Bude al€’itictechnicky

vyhodneZ|skat pod odmocninou épagakou mocninu. Zejméplati pro

1 n n
nliche 1+ o < Vot = 2t

n+1

nsude A1+ 20 < NVotl =25,

takea, < 2u pro kaden. Odtud

. . n+ n+1
lim supa, < lim sup2 wo=lim 2" =2
n—00 n—00 n—00
Tak vychai
limsupa, = 2.

n—oQo A
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Priklad 1.40. Bud a, = cog ?T[ . UrCete liminfa, alimsupa,.

n—00 n—00

Re@ril Argumentem kosinu jsou’jsozerienasobky “ésla%n. Zaovenvsak znameko denua, zavisi
nadslen v exponentu. Je tedyié¢feba uvamvat zbytkovou tidu Gslan modulo 2. Celkem tedy musie
uvaavat zbytkovou tidu Gslarn modulo 6. Dostaame pro

2(6k — 57 . 5 10 .
— 3 = cod (4kn — §n> =

T

26k — 4= _ 4 8 .
— 3 = cod (4kn — én) =

AR

20k — 3 = Cosﬁk_3(4kn - §TE)

n==6k—-5 co$k—>

n=6k—4  cos*

n=6k—3 cogk3 1,

3 3
n==6k—2 cogk—2 M = coé3"‘2(4krc — gn) =
e
n==6k—1 cogk1 M = COSGk_1(4ch — gn) =

_ (_}>6k—1 _ _<1_)6k—1,
2 kar i

n = 6k cok = co dkm = 1.

Zde je tend& ihned jasneze lim supa, = 1. Mlzeme postupovat séedujcim zpisobem: cds% <1
n—o0
a odtud limsup, < 1. Dde pakcg, > ag = 1, cozdavalim supa, > 1. Mame tedy

n—oo n—o00

lim supa, = 1.

UrcCeritlimes inferior je zde Owidné obtizngsi. Zkoumane-li v&ak deny a, majici zgporneznamniako,
zjistime, 2 pro kazlen plafi
2n 1\»
cog 28 > —(—) .

3 2
Odtud o L L L
. T .. n ) n . n
|I’?llol’<])f cog' 3 > |IrrlT_])IOI’<1Jf [—(§> ] = nILmoo [—(§> ] = —nll_)moo(§> =0.
Na druHestraneov®mbg,_1 < agi_1 = —(%)Gk_l, odkud
. _ 1,661
Jim e = i |<(5)" ] =0

Takto dostaame
liminf a, = 0.

n—o0 A
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Kapitola 2

Limita funkce

2.1. Pripravnatvrzeni

Véta 2.1. Budte f(x) a g(x) dvefunkce definovanea redukovane okolibodua. (Mlize byt a = —oo
neboa = +o00. Potom je ovem fieba vVyaz redukovahekoli nahradit virazem okdl)) Budc €islo. Necht
existujivlastritlimity lim f(x), lim g(x). Potom existdjrovn& limity lim (f(x) + g(x)), lim (cf (x)),

lim (f(x)g(x)), pficemzplati
a) Xli_f)T;(f(X) +gx) = )[l_)ma fx)+ )|CI_)mH g(x),
b) lim(cf(x)) = c - lim f(x),
c) )!i_rpa(f(X)g(X)) = )[l_)ma Sx) - )[l[lja g(x).

Je-li navc lim g(x) # 0, potom existuje’telim L& | pfigemzplati

—a 87

fy  mofex)

d) lim = — .
x—a g(x) )lclinag(x)

Zcela analogickevrzeniplati téz pro jednostranfdimity.

Poznamka. Podobrigako u posloupnostifunkci zde rozurime komplexnifunkci redné promane a
Cislem rozurfme komplexhgislo. V&Sinou budeme ovam stejrigpodtat limity rednych funkciredné
promane Limity komplexrich funk¢ivétSinou pak uzspogtame snadno podle e 2.13(viz dde).

Véta 2.2. Budte f(x) a g(x) dvereaneé funkce definovanea redukovan okolibodua (mize bit opé
a = —oo neboa = +00.) a budc redné islo. Potom pldt
a) Je-li funkce f(x) zdola omezehaa ngakem redukovahm okolibodua a lim g(x) = +o0, potom
i (f (x) + g(x)) = +oo. o
b) Je-li funkcef (x) shora omezenhaa ngakem redukovahm okolibodua a)ICiLnag(x) = —o0, potom
)[i[lja(f(X) + g(x)) = —o0.
c) Je-lic > 0alim f(x) = 400, potomlim (cf (x) = 4o0.
Jedic > 0alim f(x) = —oo, potomlim (cf (x) = —oo.
Je-lic < Oa)lci?;l f(x) = +o0, potom)lci%a(cf(x) = —o0.
Je-lic < Oajiﬁi f(x) = —o0, potomjiﬁi(cf(x) = +00.
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d) Existuje-ligslod > Otak, 2 f(x) > d nangakéem redukovahm okolibodua a je-li lim g(x) = +o0,
potomlim (f (x)g(x)) = +oc. e
Existuf;ﬁﬁslod > Otak, 2 f (x) > d na ngakem redukovanm okolibodua a je-li lim g(x) = —o0,
potomlim (f(x)g(x)) = —oo. e
Existufce_-)lai“dslod < 0tak, 2 f (x) < d nangakem redukovanm okolibodua a je-li lim g(x) = +o0,
potomlim (£ (x)g(x)) = —oc. e
Existuf(;ﬁﬁslod < Otak, 2 f (x) < d nangakem redukovafnm okolibodua a je-li lim g(x) = —o0,
potomlim (f (x)g(x)) = +oo. o

AnalogicKavrzeriplati téz pro jednostrannémity. (V bodech a) a b) potom stgaredpoklalat omezenost

funkcef (x) na pfislusém jednostranim redukovane okolt Podobries boded) nerovnosti typd > 0
stad predpoklalat na pislusiém jednostranfhm redukovahe okoll)

Poznamka k Véte 2.2.

ad a) Je-li limf(x) vlastriinebo+o0, potom je f(x) na ngakam redukovahm okoll bodua zdola
omeégﬁa

ad b) Je-li limf(x) vlastriinebo —oo, potom je f(x) na ngakem redukovahm okoll bodua shora
omezena

Z\éty 2.1a), V&y 2.2a) ab) az pedchozeh pozrianek ad a) a ad b) snadno plyrie,existujtli limity
lim f(x) alim g(x) (pfipadnenevlastn) a jejich sodet masmysl, potom existuj€ Felim (£ (x) + g(x))
a plati
)[i_)ma(f(X) +gx) = )[l_)ma fx)+ )[l_)ma 8(x).
Toto tvrzenije v pfipaderednych funkcizobecrieim Veéty 2.1 a).
ad d) Je-li limf(x) < 0 (> 0), potom existujeislod < 0 (> 0) takove Ze f(x) < d (> d) na ngakem
redukovanm okoli bodua. Vysledky bodu d) mzeme potom formulovat daleko jedndayis
Je-li lim f(x) # O (pfipadnienevlastf) a plaftli pfedpoklady bodu d) g 2.2 tykajici se funkce
g(x), potom plati
li_rgl(f(X)g(X)) = )mez fx) )|Cl_)ma g8(x)
pfi pouZti obvykleho roZsferiioperace nsobenirednych Gsel. Toto tvrzehmizeme chaat jako
roz§feri Véty 2.1c).

Predchoznéta se zdalivé nezminuje o vipottu lim L. Uvedomme si Vak, z podi £ mizeme
X—a

chapat t& jako souin f(x) - g(—lx) :
Analogickepoznanky Ize vyslovit t& pro jednostranhypfipad.

Véta 2.3. Necht existujelim f(x). Potom existuje &lim | f (x)| a plafi
lim | £ (o)l = [ lim £ (o)l.

AnalogicKetvrzeniplati téz pro jednostranhdimity.

Poznamka k Véé 2.3. Véta 2.3 plafi i v pfipaderedné funkce s nevlastniimitou, kdyz definujeme
| + 00| = 400, | — 00| = 400.
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Véta 2.4. Bud f(x) funkce definovanaa redukovanm okolibodua. Potomlim f(x) = O pravétehdy
kdyzlim | f (x)| = 0. AnalogicKetvrzeniplati t& pro jednostranhdimity.

Véta 2.5. Budte f(x) a g(x) dvefunkce definovanea redukovane okolibodua. Nechtlim f(x) =0
a nechtg(x) je omezehaa ngakem redukovane okolibodua. Potomlim f(x)g(x) = 0. Analogicke

tvrzeniplati téz pro jednostranndimity. (Omezenost funkgg x) potom stacpredpoklalat na pislusiém
jednostranim redukovahe okoll)

Véta 2.6. Budte f(x) a g(x) dvereané funkce definovanea ngakem redukovahe okolibodua. Necht
na ngakem redukovahm okolibodua plati f(x) < g(x) a necht existujilim f(x) a lim g(x). Potom

plati
lim f(x) < lim g(x).
AnalogicKetvrzeniplati téz pro jednostranfdimity.

Poznamkak V&té 2.6. Mlize se stg Ze f(x) < g(x) na ngakem redukovanm okoli bodua, ale pesto
lim f(x) = lim g(x). Jednoduchy piikladem jsou naprfunkce f(x) = 0, g(x) = x? na ngakem
redukovanm okoli bodua = 0.

Véta2.7. Budte f(x) a g(x) dvereané funkce definovanea ngakem redukovahe okolibodua. Necht
na ngakem redukovanm okolibodua plati f (x) < g(x). Nechtlim f(x) = +oo (respektivdim g(x) =

= —o0). Potom limitalim g(x) (respektivelim f(x)) existu)]gaa platilim g(x) = +mx6)éspektive
li_)ma f(x) = —o0. AnaloaTgKavrzeﬁlplati téz E)Fz)ajednostranhéimity. o

Véta 2.8. Budte f(x), g(x), h(x) tfi redlné funkce definovanea ngakem redukovahne okolibodua.
Necht na ngkém redukovahe okolibodua plati f(x) < g(x) < h(x). Necht existujilim f(x) a

lim h(x) (pfipadnenevlasti) a plafi lim f(x) = lim A(x). Potom existuje e lim g(x) a rovnase
spoleéméhodnotelim f(x) = lim A(x). AnalogicKetvrzeriiplati té€z pro jednostranhdimity.

Véta 2.9. Bud f(x) monotonhireana funkce definovanaa intervalu(a, b) (miize byt a = —oco nebo
b = 4o00. Potom existujllim+f(x) a Iin; f(x) (pfipadnenevlastn).
Je-li f(x) neklesdjel (nerostoud), potom Iim+ f(x) je vlastipravetehdy, kdyz (x) je zdola (shora)

omezeha
Je-li 1 (x) neklesdjel (nerostoud), potom Iir? f(x) je vlastiipravétehdy, kdyz (x) je shora (zdola)

omezeha

Véta 2.10. Bud f(x) funkce definovanaa ngakem redukovane okolibodua a bud g(x) funkce
definovanana ngakem okoli (nikoli redukovanm) bodua a spojitav bodea. Necht f(x) = g(x)
na ngakem redukovahe okolibodua. Potom existujdim f(x) a plafi lim f(x) = g(a). Speciig,

je-li f(x) definovaa na ngakém okoli (nikoli redukovanm) bodua a je spojitav bodea, potom
lim f(x) = f(a). AnalogicKavrzeniplati téz pro jednostranhdimity. (Spojitost je potom nutno nahradit

jednostrannou spoijitos)

Véta2.11. Bud f(x) funkce definovanaa ngakem redukovahnm okolibodua. Potomlim £ (x) existuje
pravétehdy, kdyzxistuji lim f(x)a Iim+f(x) a plati lim f(x) = Iim+f(x). Existuje-lilim f(x),
potom platilim f(x) = Iim_ f(x) = Iim+ f(x). (V&a se tkai nevlastich limit.)
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Véta 2.12. Bud g(x) redna funkce definovanaa ngakem redukovane okolibodua (mize byt a =
= —oo neboa = 400). Necht existuje viastniim g(x) = A. Necht existuje redukovanzkoli bodua,

na nanzg(x) # A. Necht f(y) je funkce definovanaa ngakem redukovahe okolibodu A a necht
existujelimA f (). (V piipadereané funkce £ (y) tato limita mize bt téZz nevlastil) Potom existuje’te
y—
lim f(g(x)) aplafi
)[i[)na flg) = \!i_r)nA F).

Poznamka k VE&té 2.12. Jedriase o tzv. vé&u o limité sloznefunkce, kterou budeme’ipvypodu limit
velmi Casto potiwat. Tuto veu Ize vyslovit t& pro jednostrannémity. Jeji jednostrannou versi (nebo
spie verse, prottz je jich vic) zde nebudeme Uudé. Nejsou Vak nikterak zvi&t slozité a mizeme
Ctendi jen doporud, aby se je pokusil zformulovat a dokat.

Véta 2.13. Bud f(x) funkce definovanaa ngakem redukovane okolibodua. Pro kazle x z tohoto
okolipidme f (x) = fi(x) +1i f2(x), kde f1(x) respektivef,(x) je redna respektive imagiftai cast Gsla
f(x). Potom existuje vlastiim f(x) pravé tehdy, kdyzxistujivlastrii lim f1(x) a vlastriilim f>(x).
V pripade Ze existuje viastnliim f(x) (nebo ekvivalenthexistujiviastriilim f1(x) a vlastiillim f>(x)),
plati
lim f(x) = lim fi(x) +i lim fo(x).

Véta 2.14 (Heineho). Bud f(x) funkce definovanaa ngakem redukovafne okoli bodu a. Potom
lim f(x) existuje pfaetehdy, kdypro kazlou rednou posloupnostx,}° ,; s vlastnostmi

1) x, led v definigyim oboru funkcef (x) pro kazéen,
2) x, # a pro kazlén,
3 Jim 5, =
existuje lim f(x,). Existuje-lilim f(x), potom pro kadou rednou posloupnost s viastnostry, 2), 3)
plati T o
n'Enm fx) = )[l_)ma fx).

AnalogicKetvrzeniplati téz pro jednostranhdimity.

Na Zavér uvedeme hodnoty ‘tterych tasto se vyskytlgich se limit.

. Sinx . l—cosx 1
im — =1, im ——— = —,
x—=0 Xx x—0 x2 2
.oe—1 . In(14+x)
lim =1, im ——= =1,
x—0 X x—0 X

. arcsinx . arctgx
lim =1, lim g =1,
x—0 X x—0 X

) e’ . "

im — =400, im — =0,
x—4o00 x" x—+oo0 €'

n prirozene n prirozene
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Inx x"

lim =0, lim = +00,
x—+oo x" x—+oo |nx
n prirozene n prirozerie

lim x"Inx =0,

x—0+
n prirozene
2.2. PFiklady
x2—1
Priklad 2.1. Urcete lim .
x>02x2 —x —1

Reeril Zde je situace velmi jednoduch®&acioridni funkce 2;‘%;1_1 je definovaa na okdlibodu 0

0 polomeu % a je v bode0O spojita (Piipomemme, 2 racion#i funkce je spojitav kazdem bode ve
kteram je definovaa.) Podle druhéasti Véty 2.10je tedy

. x2-1 0®—-1
lim = =1
x—02x2 —x —1 2.-02—-0-1 A
x2—1
Priklad 2.2. Urcete Iim ————.
! x|—>12x2—x—1

Reeril Limitovanafunkce je zde pinéstejrigjako v predchoam pfikladg ale plesto je zde situace zcela
odlisng nebot limitu nyriipodtame v boden = 1. V tomto bodeov&m racionini funkce 2;;2_;1_1 neri

vlibec definovaa. Piaé toto bude pro hazcela obvyKlasituace. Nagsti ale Gslo 1 je nejen ka@nem
polynomu ve jmenovateli, ale rovhdorenem polynomu Vitateli. V uvaovarnen vyrazu bude tedy

mozo krait. Dostavame

-1 (x-Dx+1)  x+41
22—x—-1 2x-D(x+3) 2x+13)°

Pouijeme nyriiVétu 2.10 Funkce f(x) = 2;‘%;1_1 je definovana na redukovama okol bodua = 1

o polomeu (napr) 1. Funkceg(x) = 2;‘111) je definovaa na okali(nikoli redukovanen) bodua = 1
XT3

o polomeu 1 a je v bode: = 1 spojita Podle Véy 2.10tedy plat

im x2 -1 . 1+1 _2
x—>12x2—x—1_2(l+%) 37

A

Poznamka. Zplsobem, jakyjsme praé ukazali, budeme Vai 2.10 velmi tasto polivat. Budeme to
vétSinou ddat zcela bez daish komentél. Je proto nezbythpotieba, aby si'tend na jeji poudvani
zvykl a aby si Bhem Vipotu uvedomoval, kde tuto e pouiva

Priklad 2.3. Urtete lim ot X +20A+30) — 1

x—0 X

Reeril Zde je nula kdenem jak polynomu vitateli, tak i polynomu ve jmenovateli. Polynomitateli
je zrejmépotieba nejprve upravit:

(14 x)(142x)(1 +3x) — 1 = 6x> + 11x% + 6x.
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Tedy
A+x)A+20)(1+3x) -1

X

= 6x%+ 11x + 6.
Odtud na zkladéVéty 2.10
im QA+x)1+2x)(1+3x) -1

x—0 X

—6.-0°+11.0+6=6.

Plipomemme, 2 jsme politi VEtu 2.10tak, 2 jsme polo#i

Fl) = (1+x)(l+2x)(1+3x)—l’ 2(x) = 662 4 11x 4 6. .
X

(14 x)° — (14 5x)
x2 4 x5 '

Priklad 2.4. UrcCete Iirrg
Regri. Zde
(14 x)° — (145x) =1+ 5x +10x% 4+ 10x3 + 5x* 4+ x° — 1 — 5x = x° + 5x* + 10x° + 10x?,

(1+x)°—(1+50) x*+5x%+ 10 410
x2 4 x5 - 14 x3 '

Podle Vay 2.10je tedy

i (14+x°—(1+5x) 0°+5-0°+10-04+10

— 10.
x>0 x2 4 x° 1403

promanex vlibec nemuseli pdtat. Stado si uvedomit, 2 po vydéerii x? se z nich stanou prumiztiefi
mocniny, ktefestejnedaji nulu po dosazént = 0. Casto si tak mizeme zjednodiis potitani a ustiit
cas. A

A+ mx)" — A+ nx)™

> ,m an jsou pirozenacisla.

Priklad 2.5. Urcete lim
x—0 X

Re@ril Nula je opé kofenem jak polynomu Vitateli, tak i polynomu ve jmenovateli.itatele upraime:
A+mx)"— A +nx)" =1+ mnx + (’;) (mx)?+ Eleny stuprie> 2 —

—1—mnx — <n21) (nx)? — Eleny stuprie> 2 =

-1 -1
_ ”(”2 ) 2.2 _ %nzxz + &leny stuprie> 2 =
1
= Emn(n — m)x? + &leny stuprie> 2.

Dostavame tak Atmo' — A" 1
nx . o Smn(n —m) + Eleny stupfie> 0.

X
Odtud potom na ZdadéVéty 2.10dostavame
1 "—-1 ™1
im (14 mx) 1+ nx)

= —mnn—m).
x—0 x2 2 ( ) A
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x2—5x+6
Priklad 2.6. Urcete lm ———.
! %2 _8r + 15

Reerl Na tomto prklade bychom se mié nautit nehledat zbytéwe sloztost tam, kde neniCislo 2

je sice koenem polynomu Viitateli, ale nehikofenem polynomu ve jmenovateli! Racidnafunkce

;22_‘85;‘:165 je tedy spojitav bode2. Podle druhé&asti Vety 2.10je tedy

. x2—5x+6 22_5.2+6
lim = =0.
x—>2x2—8x+15 22-8.2+415 A

3 _
Priklad 2.7. Urcete Iimﬂ .
x—1x4—4x +3

Reeril Zde jedslo 1 kdlenem jak polynomu Vitateli, tak i polynomu ve jmenovateli. Jak je zna
z algebry, musv tomto pipadepolynomx — 1 ddit polynom x® — 3x + 2. Dostaame

(x3 —3%+2):(x—1D=x>+x—-2
—x3+x2
x2—3x +2
—x2+ X
—2x+2
2x =2
0

atedyx® — 3x +2 = (x — 1)(x? + x — 2). Podobrismajdemex* — 4x +3 = (x — 1)(x® 4+ x? + x — 3).
Odtud

x3—3x+2_ x24+x—2

x4 —4x+3 x34x24x-3°
Vidime ovem ihned, 2 Gslo 1 je kdenem jak polynomu? + x — 2 v Gtateli, tak i polynomux® + x2 4
+ x — 3 ve jmenovateli. Dieni polynomemx — 1 musme tedy opakovat. Oba polynomy jsou”eus
natolik jednoduchgze se je nideme pokusit rozlGe pfimo:

Hx—2=-D+x-DD=x-DEx+D+1l=x-Dx+2),
B +x 3= -D+x*-D+Gx-1 =
=@ -DIE*+x+D+ @ +D+1 = —D@?+2x +3).
Tedy
x3—3x+2_ x2+x—2 o x+2
x4 —4x+3 x34+x24x—-3 x24+2x+3°
Podle Vay 2.10dostavame

o ox3—3x+2 1+2 1
lim = = —.
x>1x4—4x+3 1242143 2

Pt pouZti Véty 2.10klademe

x3—3x+2 x+2
IO =aa0s W vrars
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4 _
Priklad 2.8. Urtete Iimﬂ .
x—>1x°—4x 4+ 3

Reeril Cislo 1 je zde kéenem polynomu Vitateli i jmenovateli. Protée oba polynomy jsou pofneg
jednoduchenebudeme je dié x — 1, ale zkuane je rozlg# pfimo. (Déeni byva sice ri&dy dels, ale
zato matu vyhodu, 2 se jedha Ukon zcela mechanicKyJe:
- 4+2=0" -0+ (2 +2)=x(x*-1) —2x - 1) =
=(x—Dx(P+x+D) -2=@x -3 +x%+x —2),
X +3=("—x0)+ (- +Y=xx*"-1D-3x -1 =
=@ -+ +x+D) -3 =x - DE*+ P+ x%+x -3,

takze
x4—3x+2_ B xl4x-=2
x5 —4x+3 x4+ x34x24x-3°
Tedy
im - +2  P4r+1-2
x—>1x5—4x4+3 14+1341241-3 7 A
x3—2x2—4x+8
Priklad 2.9. Urcete lim
x—>2 x4—8x24+16

Reeril Cislo 2 je kdenem polynomu Vitateli i jmenovateli. Oba polynomy jsou pomé jednoduchie
a proto se opgpokusme o pimy rozklad, ¢mz se vyhneme deni polynomemx — 2. Je:
W22 M +8=x2(x -2 —4(x -2 = (x —2(x* -4 = (x —2?*(x + 2),
x* —8x2 + 16 = (x? — 4% = (x — 2?(x + 2)%,
P—22 -4 +8  (x—-2°(x+2 1
x4 —8x2+16 x=—22x+22 x+2

Tedy
o ox3—2x%2—-4x+8 1 1
lim = =—.
x—2 x4—8x2+416 2+2 4 A
x—2x—-1

Priklad 2.10. Urcete Im ———.
! x—|>—l x>—2x -1

Reeril (Zde se jedha limitu v bode —1. Limita v bodel zleva by se zapsala lin) Cislo —1 je
kofenem polynomu Vitateli i ve jmenovateli. Pokume se o rozklad:

W2 —1=(C )+ (x—-D=x(x’-D—-(x+1 =
=x+Dxx—-D -1 =x+DHx*>—x -1,

W2 —1=(x"—)+(—x—-D=xx*-D-(x+1=
=x(x2-D?+D) - (x+D)=xx—-DEx+DE*+D) - (x+1 =
=X +Dxx—DE2+D) -1 =+ —x¥+x2—x - 1),

takze

x3—2x—l_ xx—-1D -1 . x2—-x—-1
—-2x—-1 x(x-1D*24+1) -1 x4—x34+x2—x-1"
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Tedy

iim P-2x-1 (=D (-2-1 1
ie1x5—2x—1 (=1)-(=2)-2—1 3’

Ctend necht'si povémne, 2 Gslo —1 jsme dosazovali do'pdposlediho, je$& nerozrigobero virazu.
V nékterych piipadech to byajednodusi nezdosazovai do visledrido rozrigobeno viyrazu. A

o g . (x2 - X — 2)20
Priklad 2.11. Urcete lim .
! P —12¢ + 1610

Rezril Cislo 2 je koenem polynomu vitateli i ve jmenovateli. Je:

X—x—-2=x—-2x+1),

X =124+ 16= (x> —4x) + (—8x +16) = x (x> —4) — 8(x — 2) =
=(x—2x(x+2) -8 =(x —2x*+2x -8 =
=(x—-2x—2(x+4) =x—-2%x+4),

takze
(?—x=2%*  x-2"%+D*° x+D*
(° =120+ 160 (x —2P(x +HP0 " (x + AW’

Tedy

lim (x2 —x = 2)20 B (2+ 1)20 B 320 B 320 B 310 B <3>10
-2 (x3—12¢ + 16)10 (24410 0 210.310 210 ‘

x+x24 - +x"—n
x—1 '

Priklad 2.12. Urcete Iinz

Reeril Limita zde trochu fipominalimitu posloupnosti, ale nedejme s€ libyn je zde pevhgfirozerie
Cislo. Gslo 1 je zde kéenem polynomu vigateli i jmenovateli. Z polynomu vitateli zrejmépotrebujeme
vytknoutx — 1. Postupujeme rstedujcim zpisobem:

XXX = -+ -+ -+ "1 =
=@-D+E-DEx+D+-+x-DE" X"+ D) =
=(x-—DE" T+ 2" 2+ "3+ 4+ (1= Dx +n),

takze

x+x24 - +x"—n
x—1

Podle Vay 2.10tedy dostaame

=x" 2" (= Dx +n.

2 ... n'_
Iimlx+x * fx D1 2. 12 f =114 =
x— X —

1
1424t =D =D
2 A
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x100_ 2y 41
Priklad 2.13. Urcete Im———.
x—>1 x°0 —2x +1

Reeril Zde se snadnopsveldime, & slo 1 je kdenem polynomu Vitateli i jmenovateli. Asi na
zarazvysoky stup€nobou polynonita nebudeme mehutzadny z nich ddit polynomemx — 1 (prestoz
i toto je velmi snadhe Snadno ale oba polynomy roZlioze.
x10 _2 1 =)+ (x+ D =2 - —(x -1 =
=@ —Dx®+ x4+ 4x+ D -1 =
=D +xB 4 P —D),
-2+ 1= )+ (—x+ D =xx®* -1 - -1 =
= - D+t D -1 =
= —DEP x84 P x - 1),

takze
100 oy 1] 4994 498 4 420 g
x50 —2x 41 w404 x4 x24x—1°
Tedy
im x100—2x+l:99—1:g3:4_9
-1 x%0—-2x4+1 49-1 48 24 A

m—1
Priklad 2.14. Urgete lim~ 7™M an jsou pirozena

x—1 x" —

Regril Pro i je toto jizzcela standardriloha:

XM —1l=(x —DE" "4 x D),
"= l=(x = D" " x4 D),

takze
D S e e R
xn—1 e lpxn24 x4 10
Tedy
fim X"—1 114 4141 m
imlxth —1 Ilypdn24 .4 141 n A

n __ . ny __ n—1 —
(" —a") —na""(x —a) , n je plirozerie a je konstanta.

Priklad 2.15. Urcete lim
x—a (x — a)z

Reeril Zde Gslo a je kofenem polynomu Vitateli i jmenovateli. Pokusme se tedy rozogolynom
v Citateli. Musme Ziejmé zadt tim, Ze rozlozme x" — a" a potom z obou ‘$tancuvytknemex — a.
Potom ovem se musne snait vytknout x — a je&é jednou, abychom mohli kta proti jmenovateli.
" —a") —na"*x —a) =
=x—a) " T+ x" 20+ Fxa" 2+ a" Y —nd"tx —a) =
=x—a)X" T+ x"2%a+ - +xa"?+a"t—na" Y
=x—a)x" =" +ax"?—a") -+ ad"P(x—a)] =
=(x—a)? (" P Hx"Ba 4 +ad" ) Fa@x" B+ a3+
+o+ad" 3 +a) + a2
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S pouitim Véty 2.10dostarame
im " —a") —na" t(x —a) _
x—a (x — a)z

-1
=m—-Dd"?+m—2a" 2+ +24" 2 +d"?= n(n—z)a”_z. R
" — 4+ Dx+n

(x — 1)2

Reeril Budeme upravovatitatele.

Priklad 2.16. Urcete Iinz , 1 je pirozene

4+ Dx =" —x)F(—nx+n)=x(x"-1) —nx—-1) =
=@ =D TP x4+ D) —n] =
=(x—D"+x"T+- +xP+x—n]=
=@-DIE"-D+ "D+ + P -D+x-D]=
=@ —DACE" T X"+ D+ TP x4+ D+
+ot (D + 10

Dale upravovat némutne(nemluveo tom, 2 jsme tuto pravu jizprovaddi v Pfiklade2.12). Dostavame
ihned (po vydeen (x — 1)? a dosazent = 1)

x4+ Dx+n nn+1)
lim = D4+t 241 ="
x—1 (x —1)2 nt(n )+ et 2 A

Priklad 2.17. UrCete Iirq( ) ,m an jsou pirozena

1—xm  1—xn

Reeril Zde nesrime podlehnout poKiesil podtat tuto limitu jako rozdidvou limit. Lze totiz vcelku

snadno ukaat, 2 Iim1 n_ vlibec neexistuje. (Limita zleva jeoo, limita zprava—oo, takze stat pout
X—>

1—xm
VEtu 2.11) Nezbwa nam tedy nic jindo, nézlimitovanou funkci upravit. Jak jsme pra zjistili, nema
cenu ji udrovat ve tvaru rozdu, takz klidnemizeme oba zlomky favest na spoléeeho jmenovatele.
Navic virazy 1— x™ a 1— x" umime rozloit a asi bude dobrge rozlozt, protoz limitu podtame
v bodel.

m n

1—xm 1—xn

m n
B e N G 5 [ I S E e I
ComQtx a2 —p(L x4 X" 2"
S A=) A4 x4 xm 24 xm A4 x4 a2 4 xnL)

Tedmomaale nevime, jak d& S virazy, ktefese nan vyskytujiv Citateli jsme ale Upodtali. Podvejte
se fieba na Fklad 2.12 Budeme nyhupravovat pouzéitatele.
mA4x4-+x"2+x" Y —n@Q4x 4+ x" 2" =
=ml4+x+- - +x"2+x" Y —mn—n@ x4+ Fx" 2" 4 mn =
=ml+x+-+x"P4x"t—nl-n[l4x4 X" —m] =
=mx—DE" 2+ 2" 2+ —Dx+n—1) —
—n(x = D" 242" B 4" 4 (m = 2x +m — 1).
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Na Z&ladevsech pedchozeh vipoad nyni dostarame

. m n
l@l(l—x’" l—x”>_
m(l+2+---+n—-1)-—nl+2+---+(m-1)
mn o
1+2+-~+(n—1)+1+2+~-+(m—1) B

n m
n—-1 m-1 m-—n

2 * 2 2
Byl by mozy i trochu jiny postup. Vjdeme-li z nash Uprav Gtatele zlomku, nigeme p$ta

- ml+x+---+x" 1 —n@l+x+-+2m1 _
=1 (l=x)A+x+- 4+ HA+x+-- -+ 2"
ml4x+- A"t =)=l x4 2" —m]
Tl (L)@ 4x+ A" DIt x4+
mx -1+ 4+ @ T-D]—n[x—D+---+ "1 -1)]
x>l G—D@A+x+ -+ DHItx+-+ 11 -
B = o = S = i
=1 (I4+x+-+x"HA+x+ -+ 171

[Ilm—l+ +I|m xn 1 1]

X

—— -
I|m1(1+x+---+xm 1)-I|ml(l+x+-~+x”—1)

. x—1 XM= 1_1
n[}[@lm oot II -1 ]

+ - :
I|m1(1+ X+ xmly. I|m1(1+ X4 anl

x—l

Wpotteme-li nynj ze Ilm = k, dosfaame pak snadnogledek

B R Gl ) BN e o (U )
mn mn N
mn gy = Dm _ =D -(m-1H m-n

mn 2 2 A

Pfiklad 2.18. Urtete |im (apx® 4+ ag_1x* 14+ -« + a1x + ap), ax # 0.

X—>400

Re@ril. Mame vlastrierypodst limitu polynomu. Budeme postupovat zcela stgge u limity posloup-
nosti (viz Piklad 1.2).

lim (ozkxk + Olk_lxk_l + - +oax +ag) =

X— 400

— gim | 1 1 S
= lim |x Olk+Olk_1x +‘”+0(1xk_1 +Oloxk .

X—>400
Ztejme lim x* = +oo0. Dde

X—>+00

X—>+00

. 1 1 1
lim <05k +togpa—+ o+ Olo—k> = .
X X X
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(Zde stac poudt Vétu 2.1 bod a) a c) a skufeost, 2 Iir+n % = 0.) Podle pozihmky k Vété 2.2 bod

d) v pfipade ze o, < O (ax > 0), existuje™tslod < 0 (d > 0) takove ze ax* + aj_1x* 1 + ... +
+ a1x + ag < d (> d) na ngakem okol bodu +oco. Podle Vay 2.2 bod d) to potom ale znaména

e
{—oo, je-li a <0,

im | < 1 EEEEAY
Iim |[x"(ox +ar1—+ -+ o1 1 + ap X = L
X X X +o0, je-lia, > 0. A

X—+00

Priklad 2.19. Urtete |im (axx® 4+ apax* 1+ -« + a1x + ap), ax # 0.

X—>—00

Reril Zde postupujemépliné stejne Jedinyrozdi spodvav tom, 2

X—>—00

. r —o0, Je-li k lichg,
lim x* = o
+o0, je-li k sude

Takto dostaame na z&ladéVéty 2.2 bod d)

400 proklichg a; < 0,
—o0 prok lichg, o > 0,
—00 prok sude o, < 0O,
400 prok sude oy > 0. A

X—>—00

. 1 1
lim [xk(ozk o=t oo ao;)] =

k k=1
g o Fopoax b g
Priklad 2.20. Urgete [jm X T %1% T x T % yoar #0, 80 #0.
x—too Bext 4+ Bo_1xt" 4 - 4 B1x + Bo

Reeril Zde se jedha limitu racioridni funkce. Postupujeme dpstejriejako u limity posloupnosti (viz
Pfiklad 1.3):
im o x® 4+ o 1x¥ o ax + o _
x=+00 Boxt + B x4+ Bix + o

k 1 1 1
X (Olk +Olk_1; + - +061F +Olox—k)

= lim =
Tt (Bt Brad o+ Pk + o)
O[k—f-Olk_l% +“‘+Ollxk—l_1 +Otoxik

oot Byt Brat oo+ P + o

Musime rozlist tfi pfipady:

a) Pipad[k = ¢]

Zde dostaame L L L
Qp T Q17+ - ta1771 t Ao o

m 1 1 1 .
=40 B+ Bt + o+ i +Por B

b) Pfipad[k <[]

Pouijeme-li VE&tu 2.1 bod c), dostaame

1 1 1
o + Op—1% + -+ o171 + ook (073 0

¥=>too Be + Be—1x + -+ + it + Bo= Pe
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c) Pfipad[kx > ¢]

Zde pougeme formuli z Pozhmky k Vété 2.2 bod d). Dostaame

1

im et St a1y + o Foagr F o oo oo “ <,
Foos Be+ Be-1t + -+ Bizer + Bosy Be +oo je-li g > 0. N

~r ~ H akxk+(xk_1xk’1+~-+c{1x+ao
Priklad 2.21. Urcetex_IJ[noo BT Tt po %k # 0, B # 0.

Re@ril Zde budou pouze matezdiy oproti predchozmu piikladu.
a) Pipad[k = ¢]

Zde nedocha k Zzédnezméé
b) Piipad[x < ¢]

Zde rovne nedochai k Zadnezméé

c) Piipad[kx > ¢]

Pouijeme opé formuli z Pozrianky k Vété 2.2bod d). Pipomemme jese, Ze

oy [~oo je-lik —¢liche,
lim x* % = o
X—>=%0 +oo je-li k — ¢ sude
Dostavame
+o00  prok — £ liché, % < 0,
im <. lim Ok +05k—1% + e +061xk—1_1 +Oloxik |00 prok—¢ liché, % >0,
x>0 x>=00 By + g + -+ P17ty + Por —oco  prok — ¢ sude, % <0,

+00 prok—Zsude,% > 0. A

Vidime tak, 2 limity raciondnich funkciv bodech-oo a+o0, podobrigako tomu bylo v analogicke
pfipaddimit posloupnostinemu&me vlastrigooGtat, ale nizeme rovnou pdarysledek. Uvedhe néolik
jednoduchgh piikladu:

x4 —3x +1 2

2
m - )
ML +2x2—x -3 3

im x4 —3x+1 2 2
r—>-00 —3x4 4+ 22 —x -3 3’
. x°+5

im —— =0,

x—>4oo xT +7

im x5+5_

x—)—oox7—|—7_ ’

lim —x6+x3+1_+oo -1 -
x—too 25 —2 2 ’
xO+x34+1 -1
lim =—00-— =400

x—>—00  2x° —2 2

V pfipadelimit raciondnich funkciv bodech—oo a +0co0 nemuéme valy postupovat jen podle
predchoZino navodu. To rian ukaou naledujci dva piiklady.
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Priklad 2.22. Urtete lim & - D& =20 =39 = Hx -9
x—>+00 (5x — 1)®

Regril V Eitateli mame sotin péi linearnich polynoniua ve jmenovateli fiau mocninu. Tuto limitu
miZzeme tedy napsat ve tvaru

lim
xX—>+00

x—1 x—-2 x-3 x—-4 x-5
Bx—1 5vx—1 5x—1 5x—1 5x—1]|’

cozpodle Vay 2.1bod c) a pedchozech visledKuje rovno

. x—2 . x—3 . x—4 . x—5
lim - lim - lim - lim - lim =
x—>4005x —1 x—»40cbx —1 x—=+0bx -1 x—>4+005x—-1 x—>4+005x -1

11111 1

_ m\20 30
Priklad 2.23. Urcete lim (2x — 37 +2)
x—+00 (2x + 1)50

Reeril Zde opé podle Vay 2.1bod c) a pedchozeh visledku

_ 2\20 230 _2.20 2. 30
im &3 +2T (Zx 3) ‘(3x+ ) | =
X—>+00 (2x + 1)50 x—>+oo | \2x + 1 2x+1

= im (Z23)" i (32"

- (i 50 (m D) -0 () -Q)” .

2 e ("
Priklad 2.24. Urcete lim x+De"+D +(1x +1)-

Ee [y + 1

Reeril Divame-li se na’itatele, niite na napadnout;eby tieba nebylo gatriecely limitovany vyraz
napsat ve tvaru soimu. Jerie jmenovatel se mod nezdabyt k tomuto Welu piizplisoben. Aby hm
vychazelo neo rozumno alesponw Eitateli, bylo by dobfekdyby Gnitel x* +1 byl vydden mocninou* .
Mizeme tedy zkusititatele i jmenovatele vydie vyrazemyx - x2- - - x":

+1  x%+1 41
DA+ ("4 D) e e
lim nFl = lim ¥l =
X—=>+00 [(nx)* 4+ 1] == X F00 [(x)"+1] 2
n(n2+1)
X
. . 2 . n
lim . im =L |im 2H 1
__x—>4o0 ¥ x—>4o0 X x—+o0 . n_"("2+1)
- . n ntl - ntl T
lim [ 1'%

Zatelem Vipodu limity ve jmenovateli je nutno paoiizvétu o limité slozenefunkce (Vaa2.12). Vnitfni

funkci je zde funkceg (x) = "2+ a vnigsi funkci je funkee £ (y) = y'£ . Plafi
. (nx)"+1 Con"x"+1 ,
im —— = = lim ——= =n",
x—>+00 xn x——+00 x"

. n+l ntl
lim yz =[n"] 72,

y—n'
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n+l
2

nebot funkcey"# je spojitav boden”. Pro sloenou funkcif (g(x)) = [©2+1] 2" tedy potom plati

i [(nx)ul}%_ I st

x—+00 xn

X+ Vx4 /X
Priklad 2.25. Urgete lim v .
x— 400 /x + 1

Reeril U pfikladl tohoto typu je postup podobrjgko u racioritnich funkdt V &itateli i jmenovateli
vytkneme ,nejvySi mocninu promienex". Zde je to v obou pipadech,/x. Dostavame

x+x l l
X+ )C+ \/_ — x 3
Vx+1 Jx - /1 /1 ’

takze
/ 1 i / 1, /
A\ X+ x+ im 1+ + Jﬂ& 1+ x
x—>+oo /x + 1 x—>+oo lim l+ 1

X—>+00

K vypodu limit v Citateli a jmenovateli je olam po’feba pou zase vé&u o limité sloznefunkce, a to
dokonce rikolikrat. Ukdzeme, jak ufome limitu v Gtateli. Za vnitini funkci vezmeme funkcg (x) = =
a za vngsi vezmemef (y) = ,/y. Plafi

1
im — =0, Ilim ,/y=0,

X—400 x3 y—>0+
pricemzposledniimita je rovna 0, protoe funkce,/y je v bode0 spojitazprava. (Pozor! Poiiwame zde
jednostrannou verzi“tg o limité slozenefunkce.) Pro sldenou funkcif (g(x)) = \/XIS tedy plati

. /1
lim — = lim /y=0.
x—>—+00 x v—>0+
1

Ddle protoz lim + = 0, dostaame podle Vé&y 2.1bodu a)

xX——+00
1 1 1 1
im (=+,/<)=lim =+ Im /<=0
x—+oo\ x X x—+00 X x—+o0o V¥ Xx
Opéne pouzjeme vau o limité slozenefunkce. Vnitini funkce tentokrabudeg(x) = 1 + /4 a vngsi
fy) =y Plati
. 1 1 .
lim (—+ —) =0, lim /y =0,
y—>0+

xX—>+00\ X x3
odkud pro limitu sléenefunkce f(g(x)) = ,/% + \/X—T3 dostarame
1 1
im /—+, —==0.

x—>+o0 | X x3
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.....

, 1 /1
lim J1+ -+ —3:1.
x——+00 X X A

3 4
Priklad 2.26, Urcete fim YXt¥X+ VX
x— 400 Zx + 1

Reeril V Eitateli mane sotet, takze mizeme zkusit napsat

fim VYTV
x—> 400 /2x+1 -

3 4
= lim _Vx lim _Vr + lim VX .
x—>+00 /2x 1 x—+o00 /2x + 1 x—+o00 /2x + 1

V takovich pfipadech ovsm muéme byt opatrrit Chceme-li se napiopiit o VEtu 2.1 bod a), musne
véd&, ze vechny {r poslednilimity existuji a jsou viasthiZde vak nasesti tomu tak je.

. / \/> f
lim =
x—>+oo Zx + 1 x—>+oo 2x +1

protoz Iir+n 52 = 3 a protoz mizeme poiit vétu o limité slozenefunkce. Z podobhgh divodl
3 2
im Y gm " _g
x>+too /2x +1 x—+oo\ (2x +1)3
4
im 5 m o
x—>+00 /2x +1 x—+oo\ (2x + 1)2
Tedy
2 2
im VAV HVE V2 o V2
X—>~400 2x +1 2 2 A
V1+2x -3
Priklad 2.27. UrcCete Iim;.
x—4 \/_ -2

Regril V Glohach tohoto typu (kter@vém mohou vypadat sl@sji) s vyhodou potizame vztahu
A"—B"=(A—B)(A" '+ A"?B+---+ AB" 2+ B")

a to tak, 2 zlomek vhodhgn vyrazem roZgime. (Pokud ovasm nehinutnangaka predb@na Uprava.)
V nag&m piipademame ve zlomku druhedmocniny a potieme proto vztahu? — B? = (A—B)(A+B).
Konkré&né cely zlomek roZ&ime virazem(v/1 + 2x + 3)(y/x + 2). Dostavame

VI+2x -3 V1+20-3YW1+2+)(Wx+2)

-2  (Si-2WItZ+3(x+D
:(1+2x—9)(ﬁ+2): (2x —8)(\/x +2) 5 Jx+2
C-HWI+2Z+3) -HWI+x+3) VI+2x+3
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Na Z&ladetohoto vyjalferiimame

|im“/1+2x_ im 2 Jx+2 _, Va+2 _22+2_4
x—4 \/__2 =4 J1+2x+ 3 «/1+24+3_ 3+3_3’

nebot funkce 2\/;—+2+3 je spojitana celen svem definiaciim oboru (ktefyn je interval(0, +00)), a tedy

takev bode4. A

Priklad 2.28. Urtete lim Y1 —*—3
x——8 2+ 2/)_5

Reeril Postupujeme velmi podobn¥ &itateli mame druhou odmocninu — pdijeme tedyA2 — B2 =
= (A — B)(A + B), aroZ§fime Virazem+/1 — x + 3. Ve jmenovateli mae ovem odmocninu &fi,
takze pouzieme A3 — B3 = (A — B)(A%+ AB + B?). Nijak nas nemusmylit, Ze ve jmenovateli je soet
a nikoli rozdl. Vezmeme totizA = }/x a B = —2. RoZéime tedy vyazemA? + AB + B? = (3/x)? —
— 23/x + 4. Celkem tedy budeme razsvat Virazem(y/1 — x + 3)((3/x)? — 23/x + 4). Dostavame
tak

VI—x-3 (V1-x-3)(W1-x+3(Rx)7?-2x+4)
2+Yx R+ YDVI—x+3H(X2-2Yx+4)
CA-x (R =R +4) )P -2Yx+4

x+8(WI—x+3 T /I—x+3
Odtud
A l—x— 3 . F/x)?-2¥Yx+4
lim = lim (— ) =
x—-8 2+ \/_ x——8 J1—x+3
_(/-8*-2Y-8+4 _4+4+4__2
J1+8+3 343 7
nebo‘ffunkce—(%@i%%1 je v bode—8 spojita A
Priklad 2.29. UrCete lim VXAt a>0.
rat m
Reeril Zde je nutrianejprve pedbeéna lprava.

+ lim

«/ —d
x—a+ X2 _ 612 x—a+ X2 _ x—a+ /x

cozjak vime plat) jestlize obelimity vpravo existujia jsou vlastniMame vak

CVEE (R V)
x—at 32 — g2  x—at (m)(ﬁ+ﬁ)

— Im X —a Jx —a _0

S avA e T e i ra v

F . , . . vers ~ s .
neboffunkcem([+ﬁ) definovanana intervalu{a, +o0) je v bodea spojitazprava. @end necht si

povimne, 2 k vipotu limity stadlo zlomek roZ&it pouze vyazem./x + ./a, pfi¢emzjmenovatele
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jsme v tomto okarfiku vcelku nebrali v'wahu (ve jmenovateli nériotiz zadny souet ani rozdl, ale
pouze jedihadmocnina.) Dk

im Jx —a Jx —a 1 1

= lm ————— = lim =
x—at+ /x2 — g2 x—a+ J/x —a/x +a x—>a+ /—x—f—a ,—za,

nebot’funkceﬁ je spojitav bodea. Wchazi tedy

VX —a+Jx—a 1

lim =04+ — =
x—a+ )C2 _ a2 /261

5
>

Jx+13-2x+1
x2—-9 '

Priklad 2.30. Urcete Iing

Reeril Zde ve jmenovateliadinaodmocnina nenttakz k roZéovani zlomku pispge pouze’itatel.

13-2 1
”mx/XJr 3—-2Jx+ _

x—3 x2-9
_ lim (Vx+13-2Vx + D(Vx +13+2Vx +1)
13 (2= 9(Wx+13+2/x+ 1) B

— im x+13—-4(x+1) B
T3 (12— (Vrx T I3+ 2Vx + 1)

. —-3x+9
= lim =
=3 (x2 -9 (Wx+13+2V/x + 1)
-3
=3 (x +3)(Wx+13+2/x+1)
_ —3 __1
T 3+3(W3F+13+2/3+1) 16 A

3 J—
Priklad 2.31. Urcete lim Y5 —8+2
x—>-2 x348

Reeril Zde je postup podobnjako v piedctizejicim piiklade ovem s tm rozdiem, Z nisto drulie
odmocniny je zde odmocninzefi. Je:

V=642 (x—-6+2(Rx—-06>—-2Vx—-6+2%)
B+8 (349 —62-2Yx—6+22)
B x—6+4+23 _
@3+ 9 (R —62-2Yx —6+22)
1
(x2—2x +H(R/x —6)2—2Yx —6+22)

Odtud

 Yx—6+2 1 1 1
lim = lim = =
=2 x34+8 am2(x2 -2+ H((x—62-2Yx—6+22) 12.12 144"
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2
Priklad 2.32. Urcete lim Y2 =2
x—16 ﬁ —4

Reeril Zde bychom kvii Gitateli mdi cely zlomek roZ&it vyrazem(%/x)3 + 2(4/x)2 + 4%/x + 8 a kvili
jmenovateli jé& vyrazem./x + 4. Ne valy je ovem nezbytienutnepostupovat podle oSdéeneo
receptu. Zde si rizeme usnadnit yyotet nasledujcim zpisobem:

jim Y22 i V=2 Vx—2 = lim _1
x—>16 /X —4  x-16 (4x)2—22  xo16(Yx —2(4/x+2) x-16%x+2 4 A
At -1 . ,
Priklad 2.33. Uréete ImaL ,n je pfirozerie
X—> X

Reeril Zde pouieme opé nas osvaltenou metodu:

/TFx— 1)('§(V1+_x>"—1—f)

VJ1+x-—-1 .
X }’l—l . -
(L @WTFwr)
i=0
_ 1+x-1 . 1
- n—1 T a1 :
(T WIF ) S @I
i=0 i=0
Odtud
im «”/1+x—1_|. 1 _1
x—0 X o x—0on=1 o n )

Z (” /1 + x)n—l—i
i=0

T — 2r — 2 _
Priklad 2.34. Urcete Iing 1-2v—x (d+x) .
x— X
Reril Wijde
V1-2x —x2—(1+x)

X
(ViI-2x —x2 = (1+x)(vV1—2x —x2+ (1+x))
x(vV1—2x —x24+ (1+x))
1—2x —x% — (1+x)? —2x — 4

Cx(WI—2r =224+ (1+x) VI-2x—xZ4+1+x)

Dostavame tak

im \/l—Zx—xZ—(l+x)_”m —2x —4 .
x=0 x ¥=0,/1—2x —x2+ (1+x)

s v

oA 1l—2x—x?—(1+x) . J1-2x—x*> | 1+«x
lim =Ilim ——  — lim ,
x—0 X x—0 X x—=0 Xx

protoz limity napsanea pravestraneviibec neexistuji A
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3 — 2
Priklad 2.35. Urcete lim Yot ¥ —* =2

x—0 X + x2

Regril Toto je jiz pro n& zcela standardriiloha, i kdyz diky tfefi odmocnirietechnicky porikud

«/38+3x—x2—2_ 3—x
X+ x2 A+x)((/8+3x —x2)* +2¥8+3x —x2+4)
odkud
im N 8+3xr—x2-2 1
x—0 x + x2 47 A

327 — 37—
Priklad 2.36. Urcete lim vartx 3\/ a )
x—0 x + 2, /x4

Reeril Zde celyzlomek roZ&ime Virazem(3/27 + x)2+3/27 + x ¥/27 — x+(¥/27— x)2. Mohlo by se
zdd, Ze je nutriezlomek roZ#it jedté ngakym daldém viyrazem kvii tfefiodmocnirieve jmenovateli, ale
zde to nebude nutnéV podstateproto, 2 ze jmenovatele je nmiap vytknoutx.) Po roZ&eriidostarame

27+x —27+x B
x(L+ 20 (2T +x)2 + V2T + x Y2T—x + /2T—x)?)

2
A2V (2T + )2+ 2T+ x Y2T—x + (2T—x)?)

Odtud
im 2T+ x —27—x 2
x—~0 x + 2/x4 27° A

Tox— I
Priklad 2.37. Urtete lim YAr*¥ —v1—x
=0T+ x—31—x

Reeril Zde op¢ mizeme postupovat zcela standardrzpisobem. My si na tomtofiklade ukazeme
malou modifikaci tohoto postupu.

Vitx-V1i-x (1+x)°-F1-x°
Trx—Y1—x T+202-E1—x2
T+ x - VT—x|[T+x?+ ¥VT+x¥T—x+ KT-0?]
[VI+x - ¥1T—x][VT+x+¥Y1—x]
I+ VI VI -+ V1 —x)?
- YI+x+¥YT—x '

S pouitim teto Upravy snadno dostame

Vitx—J1—x

| =
0YTrx— Y1 x

3
>
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_ 3
Priklad 2.38. Urcete lim VX j 2 Vxt 20.
=7 x+9-2

Reri. Na tomto piklade nas mize zarazit,”® se zde vyskytdjtfi rlizne odmocniny. My vak &vr-
tou odmocninu ve jmenovateli klidneechane a odmocniny Vitateli upravme tak, aby byly stejne
Dostaneme tak

Y (x +2)3 - ¥ (x + 20)2
Vx+9-2 .

Cely zlomek nynirozgtime. Kvili itateli virazem

AX) =¥ (x +23°+ V(x +23*V(x +202 +
+ WV x+23F(x +202% + V(x + 232 (¥ (x +202)% +
+ Y x + 23 (Y (x +202)* + (Y (x + 20)3)°

a kvlli jmenovateli virazem

Bx) =R /x+9°+2%/x+9%+4Yx +9+8.

Dostavame potom

VO +2° -V +202 _ [(x +2° — (x +202B(x) _

Yx+9-2 [x +9—16]A(x)
_ [x®+5x2—28c —392B(x)  (x — (x?+12x +56)B(x)
(x — DA®X) B (x — 7)B(x) B
_ (x*+12¢ + 56)B(x)
B A(x)
Odtud
im Vx+2-3x+20 _im (x% 4+ 12x 4 56)B(x) _
=7 Yx+9-2 x=7 A(x)
_ (?+12.7+56)B(7) _ 189-32 112
- A7) T 6.3 27 A

3 1+ X __ 4 1+ X
Priklad 2.39. Urcete Iina\/ 5 Vits )

1- /13

Reeril Zde mizeme samomjme postupovat preé tak jako v pedchozm piiklade Ukazeme zde ale

jegétrochu jinou mdnost.
i VSIS QAT (- yIT)
=0 11— /1-3% x—0 1_\/q
M—1+" 1-Y1+%

= 1im m .
01— /I—5 01— /1-3
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Je to zriana metoda picteriia odeterii téhoz Ptedchozipostup je jisteopraszneny, pokud obeposledni
limity existuji a jsou vlasthi Tyto ove&m mizeme (a we maéi musme) pdétat standardmn zpisobem:

VPl (1+3-9@+/I5))
1-VIS3 T (-1 ) (WA 3) +¥F3 0
1+/173

(FT+5)+¥I+5+1

2
-3

Tedy

Druhou limitu mizeme pditat iplné stejne ale uk@eme, 2 to piece jen jé& trochu jinak jde. Je

— . 1-4/14%
1— 41+ % 1_4\/ 1+7 lim %

lim —Y——4 _ |jm —__ — =0 .
x—>01 — 1_§ x—0 1-,/1-3 lim 1-/1-3%
x x—0 x
Pak
jm VS iy - (1+3) _
w1 )+ (11))
_% 1
:l = ——,
=014 YT+ (Y1+3)°+ (¥1+3)° 16
1-y1-3 . 1-(1-3) 2 1

im—Y" 2 —jjm ————2/_ —im—2__ — -
leno X lenox(1+\/Q) lenOl+ﬂ 4

Odtud potom

1-yT+: 1

x—071 — l—E 4’

takze celkem dostzame

7

CVIFI-YIES 4 1
x—0 1-@ 4 36° A

V1 -Vv1 : .. .
Priklad 2.40. UrcCete Ilng Vitax - Y1+ px , m an jSou pirozena
x— X

4
9

Regril Pougjeme postup z fedchozno piikladu:

V14 ax — /14 Bx ('"«/l+ozx—1)+(1—.”/1+,3x):

lim = lim
x—0 X x—0 X
N1 -1 . 1-1
= I|m0 Motox oo + I|m0 i il px .
X—> x X—> x

Podvejme se nejprve na privtimitu. Nebude to velkyroblem, protoz jsme ji vlastrieizjednou pdaali
— viz Piiklad 2.33 V prvni fadenapigne

. Vltax—1 . NMltax—1
im ——=alm ——
x—0 X x—0 ox
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a na poslednlimitu pouzjeme vau o limité sloznefunkce. Vnitini funkce budeg(x) = ax a vngsi
f(y) = = Pak

m /1 _ l l
lim ax =0, lim MAy—-_ 2 (podle Pikladu2.33).
x—0 y—0 y m

Pro sloznou funkcif (g(x)) = ~Xt2=1 tedy plati

im V1i+tax -1 —im “1+y-—-1 B 1

’

x—0 oax y—0 y m
takze
| Vitax -1 «
x—0 X o m

Druhalimita je ovem azna znamaeko ag mistoa Uplné stejna Mame tak

im 1-Y1+Bx _im V1i4+px—-1 B
x—0 X - x—0 X - n
Celkem tedy dostaame
im Vitax—Y1+Bx o« B
x—0 X - m n ' A
n/1 /1 -1
Priklad 2.41. UrCete Iina Vitoax {1+ px ,m an jsou pirozena
X—> X

Regril. Mohli bychom psa

V14 ax i1+ Bx ="/ 4 ax)" (1+ Bx)"

a potom postupovat obvykiy zpitsobem. Ukaeme jé jiny postup. Bude spdeat opé ve vhodrien
priCteriia odeteri. Je

V1tax I+ px -1

lim
x—0 X
_im (Wl+ax{Y/I+Bx —Vi4tax)+(V1+ax—1)
_x—>0 X o
N1t ax T+ Bx—V1+ax . W14+ax-—1
= lim + lim —
x—0 X x—0 X
. /1 -1
= ||m<m4/1+ax.$)+g=1.E+g=g+ﬁ‘
x—0 X m n m m n

Ctend si jiste vaiml, Ze jsme prvypodu pouili vy sledkuz prikladu 2.33a spojitosti funkcel/1 + ax
v bode0. A
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m

Priklad 2.42. Urcete I|m

x—1 X

-1 . - ,
1 m an JSOU pirozena

Reerl Mlizeme opepostupovat obvyKlgn zpilsobem. Ale to Uby bylo jistenezajmave Zde Ize ale
téz s ispehem vyuit nasch znalostiz prikladu2.40 Je

-1 lim 2422
\/__ — im 2=L — |jim =2
x—)l [— 1 x—>1 ’1/— 1 =1 |lim x-1
x—1 x-1

Na vipocet limity v Citateli (jakozi ve jmenovateli) polileme véu o limité sloznefunkce. Vnitini
funkce budef (x) = x — 1 avngsi g(y) = —V“;V‘l Mame

m /1 _ l l
limx—-1) =0, lim Mety—-o_ 2 (podle Pikladu 2.33),
x—1 y—0 y m

takze pro sloEnou funkcif (g(x)) = 22! plafi

m _ 1 m 1 _ l l
jim VX1 Myl 1
=1 x—1 y—0 y m
Takto dostaéame ihned vgledek
jm 21w
x=14/x =1 = m A
Priklad 2.43. Urcete I|m< 2 ) .
1—Jx 1-3¥x

Re®ril Wijadfovat tuto limitu jako rozdilimit by bylo chybnie protoz limity zlomkiiv zavorce ne-
existuj. Nezbwa nam tedy nézoba zlomky odéist. Uddéame-li to, dostaneme

3. 2 s@-¥m-20-Vx) 14253k
1-Vx 1-%x d-ynHd-¥x)  A-x)ad-Yx)

a nemusne zrovna fijit na ngaky vhodnypostup. Ale v duchu céléady pedchozeh piikladti by nzs
mohlo napadnout nejprve oba zlomky upravit obvyklgpisobem a teprve pak je odst:

3.2 3(1+Vx) 204+ +QRP
1—-/x 1-3x  1—x 1—x N
_ 143Jx = 2Yx - 2(}/x)?
B 1—x '

ﬁ‘ll = 1, mohlo by ria j€4& navic napadnout

prepsat posledralomek ve tvaru

(=3+3yx) + (2—2¥x) + (2— 2(¥/x)?)
1—x )




56 Limita funkce

Na Z&ladetohoto vyjalferii potom uzsnadno dostéame

lim 3 — 2 =
H1<1_ﬁ 1_3/})_
2-2Yx . 2-2Q/%)%

= lim ——— 4+ lim ——— + lim
x—1 1—x =1 1—x x—1 1—x

—_ 3 _ 2
= —-3lim v 1Jr2|im“f—+2l ([)
-1 x—=1 -1 x—1 x—)l X—l
1 1 x—1
=-3. §+2 §+2I|m<(f+1) 1)
5 . -1 5
=——+2IlimQR 11 =——=4+2-2-
6+ xl—r>nl(ﬁ+ ) xli>nl x—1 6+
— —_— 3 .. —_— n
Priklad 2.44. UrCete lim Ve e A R Gl A .
x—1 (1 - x)”_l
Re@ril Po ndich predchozeh zkugnostech je poriteé velmi snadiguto limitu spdétat. Jedineteho
si musme vimnout je, 2 ji Ize vyjadfit jako souén limit. Vjde
AV YD) A
x—>1 (1 — x)” 1
1-Vx 1-¥Yx  1-3x7
1—x 1—x 1—x |
1- 1-3 11
ﬁ-lim ﬁ---lim—ﬁ:

Wl
NI =
>

= lim
=1 1—x =x>1 1—x =1 1—x
11 1 1
23 n n’
Zde jsme potii na& znalosti z Pikladu 2.42— totiz, ze Iirqm{%1 =1 A

Priklad 2.45. Urcete IiJrrn [«/(x +a)(x +b) — x], a, b jsou libovolnaredna

Reeril Zde limitovariafunkce sice nemavar zlomku, ale zlomek z' thazopalnemizeme udéat. Pak
uz postupujeme zcela standammzpisobem. Je

\/—_
I OG 1D - x4+a)yx+b)—x _

[W—x][W%—x]
Vi +a)x+b) +x
_ (+ax+b)—x*  (a+bx+ab
Vot F+bh)+x JaFtax+b) +x

im VG Tax+b) —x] = lim ——atbetab -
x— 400 x—+00 (x + a)(x + b) +x

Posledhlimitu vypotteme tak, e Gtatele i jmenovatele vydane prom@noux. Podobrigsme postupo-
vali v Prikladé2.25 Wijde

Odtud

. (a +b)x +ab . a+b+“x—b a-+b
lim = lim =
x>t J(x +a)(x +b) +x x>t (1+9)(1+2)+1 2
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Priklad 2.46. Urcete lim x(vx2+ 2x — 2J/x2+ x + x).

X—>400

Regril. Mohli bychom zkusit psa

lim x( xX242x -2 x2+x+x):

X—>+00
= I|m (x\/ x2 4 x24+x+ xz) =

xX—>+00
= lim (xvx2+2x)+ lim (—2xv/x2+x)+ lim x?,
x—>—+00 x——+00 x—>—+00

cozale nevede nikam, nebotjak aeme snadno zjistit, tyto limity jsou postupravny +oco, —oo, +00.
Jejich sotiet tedy nemamysl a my se zde nerdeme opit ani o Poznenku k V&eé 2.2 (o Vété 2.1 ani
nemluve.

Prestoz na to’loha docela nevypadaouZjeme stejriypostup jako v pedchozilloze. Rozdidvou
vyrazutam vyrobme celkem snadno:

lim (Va2 +2x = 2v/a2 4 x +x) =
= IiT x[( x2+2x+x)—2\/x2+x]
(VT D + 1) — 22T %

= lim x- =
x—~400 1

(VaZ+ 20 +x)? —4G% +x)
ot (VX2 F 20 4+ x) +2V/x% 1
X 2 2 2
= x4+ 2x0 4+ 20/ x2 4 2x + x° — 4x —4x]:
x—’+°°|:\/x2 +x+2\/x2+x 3 )

— - lim (=2x% — 2x + 2xv/x2 + 2x) =
x—>+oo \/7+X+2m x—>+oo( * )

= lim - lim Zx(\/x2+2x—(x+1))=

X—>400 1 + + l + 2 l + X—>400

2 i Vx2+2x—(x+1) 1 fim 42— (x+1D*
= — X = X

4 x—+o00 1 2 x——+00 /x2 + 2x + (x + 1)

1 im —Xx 1 ( 1) . 1
2x—>+oo /x2 2x+x+1 2 2 - 4°
Povsmnée si, 2 v tomto pikladéjsme nasosvadtenou metodu museli pditziokonce dvakitaMizeme

ale pedvest jegé jeden zgsob Vipotu teo limity, ktery sice bude roviiedvakra pougvat nasmetodu,
ale jehoztechnika bude face jen trochu jina

lim x( x24+2x -2 x2+x+x)=

= lim x[(V*2+2x — Va2 +x) + (x \/m)]z

X—+00
. |: X242 —x2—x xz—xz—xi|
= lim + =
VX2 +2x+V/x%2+x  x+/x2+x

. X
= lim x

X
xotoo | /x2 4 2x + x2 + x x+«/x2+x} B

X— 400
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1 1
= |lim x2|: — i|=
x—>+00 VxZ4+2x+/x24+x x4+ Vx24x
) X+Vx2+x —Vx2+2x —/x2+x

x=too (a2 4+ 20 + V/x2+x ) (x + Vx2 4 x)
X X
= lim S lim ————- Im (x = Vx24+2x) =
x—+00 \/X2+2x+«/)62+x x—>+oox+\/_m x—>+oo( )
x2—x2—2x 1 —2x

= - lim ————=-lim

EE x—>+00 y 4 /x2+2x_4x—>+oox+ /)C2+2X_

Priklad 247. Urgete Iim (V/x3+x2+1—3x3—x2+1).

X—>400

Regril Obvykly postup daa

lim (3/x3+x2+1—§/x3—x2+1):
X—>—+00
i @ +x%+1) - x2—x24+1 B
x>0 (i/x3+x2+1)2+i/x3+x2+lf/x3—x2+1+(i/x3—x2+1)2
2x2
— i =

Tt (Y3 x% + 1)2+ V¥4 x2 4133 —x2+ 1+ (Va3 —x2+ 1)2

. 2
:)CE’TOO 3 1 1 2 3 1 13 1 1 3 1 1 2
(Yr+2+3) +31+ 2+ 5311434 (31-1+ 1)
2

3

| u tohoto pikladu vak mizeme nafdnout j€& jiny zpisob Vipodu, ktery se zaklaa na vhodren
priCteriia odeteri:

im (/¥ +x2+1-Vx3—x2+1) =

X—>400

= lim [(3 x3+x2+1—x)+(x—3x3—x2+1)]=

X—>400

= |im (3 x3+x2+l—x)+xﬂrroo(x—3x3—x2+l).

X—>400

Na tuto my$enku mizeme pijit, uvedonmime-li si, % funkced/x3 + x2 + 1, jakozi funkceY/x3 — x2 + 1,
se velmi pibliZné chovajijako funkce/x3 = x. Dde dostaame

lim (Vx3+x2+1—x)=
X—>400
= lim il =
=400 (3 4 2+ 1) 4 xY/aB + 42+ L+ 22
— i x*+1 _
_x—IH-]OO(\/S 31 42 2 3/ 3 .2 2
x>+ x +1) +xVx3+ x4+ 14+x
_ 1+ 35 1
= lim =3
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a podobrie
1
IirD (x—\s/x3—x2+l) =3
Celkem tedy dostaame ope

_.l_

Wl -
w
>

(3/x3+x2+1—3/x3—x2+1) =

Wl

lim
xX—>+00

Priklad 2.48. Urtete lim (/x3+3x2 — v/x2—2x).

X—>+00

Regril Zde je méno limitovanou funkci pepsat ve tvaru
V(34 3x2)2 — ¥/(x2 — 2¢)3

a pouit standardhmetodu. Vypotet fimto zpisobem je zde ale pdked zdlouhavyPohodIrigi je pouit
zplsob, se ktemn jsme se seZmaili jiZ v predchozm piiklade

lim (Va3 +3x2—/x2—2x) =
= IiToo[(\3/x3 +3x2—x)+ (x —Vx2—2x)] =
= lm (Vx3+3x2 —x)+ lim (x —vx2—2x).
x——+00 X— 400
Obéposlednilimity postuprnievypodeme:
. . 343?23
lim (Vx3+3x2—x) = lim a =
¢ )=, (/a1 302) + x Va7 F Bx2 + a2
= lim > 3 =1,
x—+00 (3/1+ %> n 3 14 % 41

lim (x— /x2—2x): lim M:
xX——+00 x—>+oox+m

= Iim ——— =1
x—>+ool+ 1_%

N

Celkem tak dosteame

im (Vx®+3x2—vx2-2r)=14+1=2

x—+00
Priklad 2.49. Urcete lim [(x+ D — x - D).

Reeril Limitovanafunkce je zde sice zafysa ve tvaru pro fatrochu neobvyKie, ale vcelku by to pro
nas neniéa bt nijak obtznalloha.

lim x%[(x + l)% - (x - 1)%] =
X—>400
(x+ 1?2 — (x — 1)?

= lim x%' 2 2 2 7 —
x—=>+00 x+D3+x+D3(x—D3I+(x—1)s3
. 4x‘§1
= lim 4 2 2 4=
O+ D3I+ (x+D3x - D3+ (x — D3
4 4

li =-.
= @ @i )3

X
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Priklad 2.50. Urcete I|m x%(\/x+2—2«/x+l+ﬁ).

Reeril Je
lim x%(«/x+2—2\/x+l+\/;): IiToox%[(\/x+2+\/;)—2«/x+l]:

X—+00
— iim x%x+2+2«/x+2\/)7+x—4(x+1) B

x=>+00 Vi+2+x+2/x+1
3 Jx+2/x—(x+1

=2 lim x2 =
rmtoo Jx +24/x+2Jx+1
Jx
=2 lim im x[WVx +2Vx — (x+1)] =
x=>+00 /x + 2 +f+2 /x +1 x—+o0
2. L im x+2x—x+1% 1 - —x
= — . X — =
4 xoto0 x+2/x+(x+1) 2x4+0°«/x+2«/)7c+(x+1)
1 . -1 1 1 1
= lim :—.<——):_Z,
2xmie lyp24q41 2% 2

MdZzeme zde ale pdiitzi jinou metodu, se kterou jsme se setkali tkRade2.46:

xﬂrpoox%(dx+2—2Jx+1+ Jx) =
— lim 2E[(Vr+2-Vat+l)+(Vr—Vr+1)]=

X—>400

3 1 1
= |im x2[ — ]:
xotoe [ x+2+Vx+1 Jxr4+Vx+1
_ i i i+ +H1-VUx+2-Vx+1 _

x—>+00 (Jx+2+¢x+1)(f+M)

X2 x2 1
— X2 . \/__4/x+2i|:
H+°°[\/x+2+\/x+1 VE V41 ( )
-2
= lim v - lim L lim [ﬁ—}:
x=>+00 /x + 24+ /x +1 xoto Jx+/x +1 xotoo X+ +2
11 11 1
2 fm ¥ tr 1
2 2 X—>+00\/_—{—4/x+ 2 2 4 A

Priklad 251. Urcete lim [V(x+a)) - (x +a,) —x].

Reril Zde je postup zcela jasngpie trochu’mi poftize, jak Vipotet zapsat:

lim [’{/(x+a1)---(x+an)—x]=

X—>+00

— im 2/(x+a1)-~~(x+an)—x:
x——+00 1
— Im x+a) - (x+a,) —x" _

x—+oo n—1

YWEFa) G Fa)

i=0
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— iim (a1+---+a,)x"' + polynom stupiie< (n —1)

xX—>+00 n—1 n—1—i .
Z({/(x—kal)---(x—kan)) - x!
i=0
I tupn -1
b ey,
o X—>400 B n )

ey
(r = VAZ=1)" + (x + VA2 1)"

Priklad 2.52. UrCete lim , n je ptirozerie

XxX—>+00 xn
Reril Je
i (x = Va2 =1)" + (x + Va2 - 1)" B
x—400 xn B
o (x=x7=1)" o (x+Va2=1)"
= lim + lim =
X—>+00 xn x— 400 x"
o x —A/x% =1\ o x+A/x2—1\n
= ( lim 7) + < lim 7) .
xX—>+00 X xX— 400 X

Navrhujeme tedy postup, ktejgyme dost’asto nedoporiavali. Ve tedzavisi na tom, zda posledmive
limity existuji. Mame

Y 1 1
im 2" 72 im — lim —0,

x—>+00 X x=+00 x(x + +/x2 — 1) x_’+°°x2<1+,/1—x—12>

VP =1 1
jim SV T2 i (1+,/1——2)=2,
X—+00 X X—>+00 X

takze v&echno je v nejlefis poiadku a mizeme potii Vétu 2.1body a) c). Dosteame

_ 2_ln 2_ln
jm GV VR

x——+00 x" A

(erx)" - (m—x)n

X

Priklad 2.53. Urcete Iing , n je ptirozene

Reeril Zde by bylo velice dobreiskat vidtateli x, ktereby se mohlo zKitt s x ve jmenovateli. Zejme
ale stacpouit rozklad typuA” — B".

lim (m + x)n - (m - x)n

x—0 X

—lim 2 |:2x : S( T4+ x24x)" (m—x)l} -

x—0x 0
1=

n—1
:2""23[ (l+x2+x)"_l_l(\/1+x2—x)'}:2n,
0

i=

nebot posledhfunkce je spojitar bodeO. A
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V daldm budeme pdtat limity funk¢y v jejichzvyjadfeni se vyskytujtrigonometrickefunkce. Zde
nam bude velmi Uietna znalost naledujcich dvou limit, totiz

. sinx . 1—cosx 1

im — =1, Im ——=-.

x—=0 X x—0 x2 2
UrCeriilimity funkce, v jémzvyjadreri se trigonometrickdunkce vyskytdjilze totizvelmi @sto zredu-
kovat azna tyto dvdimity. Pfitom druhou z nich Ize velmi snadno (jak hnedzgtae) odvodit z prvni
Potfebuje se \ak tak @sto, 2 se vyplatsi ji pamatovat.

1-— cosx

Priklad 2.54. Urcete Iina >

X

Regril Pougjeme zrianou trigonometrickou formuli sty = H% . Wijde

x2 ox2 2«2
4 2

X

1—cosx 2sify 1 sifj 1 /sin§y2
5 (5
Podle Vay 2.1 bodu b) a c) dosteame

. 1—cosx . 1 sing 2 1/. sm
lim ———— = Iim —-( ) (I )
x—0 x2 x—0 2 % 2 x—0 5

takze sta¢urdt poslednilimitu. Za tim Ucelem potigeme veu o limité slozenefunkce. Vezmeme vriiti
funkci g(x) = 5 avngsi funkci f(y) = =*. Plafi

siny

im= =0, lim —1
x—0 y—0 y
Tedy pro limitu sloenefunkee f(g(x)) = 322 dostaame
sin sin
lim —2 = lim siny =1
x—0 5 y—0 y
Méame pak
_1-cosx 1 , 1
e A
sin 5x
Priklad 2.55. Urcete I|m
x>0 Xx

Reeril Podle zktienosti z pedchozno piikladu bychom tuto limitu dovedli vypast, kdyby ve jmeno-
vateli bylo 5¢, pravé tak jako v étateli, a ne pouze. Nic nan ovem nebftail v tom, abychom si b ve
jmenovateli vytvoli.

. sinhbx
lim = lim (5 .
x—0 X x—0 5x

K urCeri poslednilimity je samoZejmeé tfeba ope poudt vétu o limité slozene funkce (zde bereme
g(x) =5x, f(y) = =) A

x—0 Bx
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Priklad 2.56. Urcete lim ﬂ.

x—>4+00 X
Regril Toto je trochu netypickyfiklad. Povémnée si, 2 limitu mame pdétat v +oo. Zde je dobfe
pouzt Vétu 2.5. Funkcef (x) = % mav +oo limitu 0 a funkceg (x) = sinx je dokonce na Kaiem okoll
bodu+o0 omezenanebot| sinx| < 1. Tedy podle Vi 2.5
sin 1
lim == = lim (=-sinx) =0,

X—>4+00 X X—>4+00\ X

Priklad 2.57. Urcete Ilmg—

x—0 X

Regril Tam, kde se vyskytijunkce tgr a cotgr, bjvaobytejnevhodrievyjadiit je pomoéifunkci sinx
a cosx. Dostaneme

t sins . /sin 1 ~sin _
Ilmﬁ_llm COS"=I|m<—x-—>=llm—x-llm =1.-1=1,
x—0 Xx x—0 Xx x—0 X COSx x—0 Xx x—0 COSx
nebot’funkce@ je v bode0 spojita A
Priklad 2.58. Urcete Iing(x cotg 3x).
Re®ril Je
lim (x cot &)—Iim( COSSC)— im COS&—J‘ITOCOS& ! _ 1
x—>0x g = 50 xsinSx _x—>033in—3" - lim 3Sin3x 3 lim sin 3¢ _3,1_3'
3x x—0 X x—0 S A
. tgx —sin
Priklad 2.59. Urcete lim 2 — "%
x—0  Simx
Re®ril Je
i 19X —sinx SW —sinx _m =+ -1 _ i Lo Cosx
x—>0  SiMx x—0  Sicx x—0 Sikx x—0 COSx Sin? x
— iim 1 i 1— cosx _ "m(l—COSx x2 )_
~ x>0C0Sx x>0 Six x—0 x2 sime x
_ 1 — cosx - x2 _1Iim 1 1 1 B
x—0 x2 x—0 Sin x - E .x—>0 sinx 2 E lim sinx\2
(S2)° 2 fim (o)
1 1 11 1
2 (”msﬂ)Z_z 12 2°
x—0 X A
. Sinbx —sin3x
Priklad 2.60. Urcete lim ——— .
x—0 SiNnx
Re®ril Je
_sinS —sin3  sin& | sin3  5%¢x 3%
im — =1lim —— — lm —— = lm & — Im — =
x—0 SiNx x—0 SINx x—0 SINx x—>0 == x—0
B )IC'TO(S%) l'LnO(3%) 5 3 5
lim Sinx limsx  —1 1~ 7

x—0 x—0 *
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Predchozipostup je ovem mono malidko modifikovat. Napr

sin 5 — sin 3x
m—

. . x  sinbr —sin 3¢
li - =lim|——- =
x—0 sinx x—0[ sinx X
— im 'x i <S|n5x B S|n3x) _1. (Iim Sin 5 _lim sm3x> _5_3_92
x—0SINx x—0 X X x—0 X x—>0 X
Nebo je ménéhned na zaatku pouit trigonometrickou formuli
) ) a+p8 . a—p8
Sine — sinB = 2 cos sin .
* p 2 2
Pak in5¢ — sin 3¢ 2 & si
sin 5 — sin cos 4 sin
lim . = lim . T lim (2cos &) = 2,
x—0 SINx x—0 SINx x—0
nebot funkce 2 cosAje spojitav bode0. A

COSx — COS X

Priklad 2.61. Urcete Iing 5

X

Regril Zde bychom nikvytusit pFibuznost s limitou Iirgll‘f%. Cislo 1 se sice Vitateli nevyskytuije,

ale mizeme ho tam j€ist a odétst. VWjde

lim

COSx —COS & im (cosx —1) +(1—-cos3)

x—0 x2 x—0 x2
— lim COSx—l_Himl—cosSc_ Iim1—cos;c+9”ml—c033c_
o x—0 x2 x—0 x2 B x—0 x2 x—0 (3}()2 o
1 1—cos3 1 1
=——4+9lmM——=—-—=-+4+9.=- =4
2 + x—0  (3x)2 2 + 2

Na viypotet poslednlimity musime pouzt vétu o limité slozenefunkce. (Pitom beremeg(x) = 3x,
fl) =222 A

1+ sinx — cosx
Priklad 2.62. Urtete lim—— o . p £ 0je rédne.
x—0 1+ sinpx — cospx

Re@rl Musime se snaglimitovanou funkci upravit tak, abychom vytiinvy razy tvaruS‘xﬂ a 1‘5%

m 1+ sinx — cosx . (1 —cosx) + sinx
| - =1 - =
x—>014sinpx —cospx x—0(1l—cospx) 4+ Sinpx
1—cosx + sinx xl—CSSx + sinx
= liﬂ’lo l—cc;Cpr + si)rcwx = )ICIEIO 2y l—(fOpr + xsinpx =
x x p (px)? px
lim (xx 2=cps 4 sinx lim (x1=59%%) 4 lim S
_ x—)O( x2 + X ) _ x—>0( x? )+x—>0 x _
lim ( »2x 1—cospx sinpx lim (p2x 1—cospx lim sinpx
x—>0(p (px)? +p px ) x—>0(p (px)? )+x—>0(p px )
lim x - lim 1=695¢ 4 |jm sinx 1
x>0 1m0 *° x—0 ¥ 0- 5t 1

1
: 2 : 1—cospx : sin px = et . = -
)ICITO‘D * ‘)Icano T p)ICILnoT O-z+p-1 7
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. sin .
Priklad 2.63. UrCete lim ﬂ ,m an jsou cela

x—n SINnx

Re%eril Pfiklad vypadarochu nezvykle. Snadno bychom si‘smporadili, kdybychom mleurcit limitu
v bode0. To bychom psali

sinmx
= lim o atd.

Im — i
x—0 SINnx x—=>0n SI’?%

sinmx

Prox bliZici se knt se vak argument sinu vitateli blizi k m7. Kdyby se blzil k 0, bylo by to pro ria
daleko piiemngsi. Nagéstizde mizeme udéat vhodnou pravu. Napseme totiznx = (mx —mm)+m.
Dostavame

sinmx _ sinf(mx —mT) + mT] _ sin(m(x — m)) cosmm

sinnx  sin[(nx —nw) +nn]  Sin(n(x — m)) cosnT -
_(=D"sin(m(x —m) 1y sin(m(x — m))
(=Drsin(n(x — ) sin(n(x — m))
Odtud
. Sin . sin —
lim — my - lim [ (-1 ’"‘”M =
x—=7m SINpx  x—x sin(n(x — 1))
I P
=0T n ST =T lim ST

X—>T

Pak lim SNme=m) \vnogteme snadno podle e o limité slozene funkce. Vezmeme vnithi funkci

Yo M-

g(x) = m(x — ) a vngsi funkei f(y) = 22 . Plafi

. . sin
lim m(x — ) =0, lim > =1
X—>T y—0 y
imi N _ sinm(x—m)) e
Pro limitu sloznefunkce f(g(x)) = === potom dostaame

sin(m(x — m)) w B

lim = lim 1.
X—>T m(x — j'[) y—=>0 'y
Tedy podle pedchoZino
. Sin 1
lim — mx =(-D"" m.oz =(-D"" m
x—=n SINnx n 1 n A

Priklad 2.64. Urtete lim(tg2vtg(§ — x)).
x—>7

Regril Zase je vhodheejprve tangenty vyjdit pomodisinu a kosinu.

tg2etg(3 —x) = sinzc  SiN(Z—x)

cosx ~ cog§—x)

Nyni dame zvI& tu Cast limitovanefunkce, ktefge spojitav bodey :

sin2c sin(7 —x)  sin2c  sin(f —x)
cosZx cog%—x) cogi—x) COSX
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Odtud

| N sinzc _ sin(F —x) | _

xlin% (tg2ctg(3 —x)) = xlin% |:C05(% —Xx) " cosx } N
i SN2 sin(z —x) _

i3 cos(% — x) x—>% COSZX

_ sin(2- %) im sin(¥ — x) i sin(% — x)

cog — %) —3% COSX x—% COSZX

Cely vypotet bude jister potadku, pokud posledrimita existuje a je vlastniV limitovanem vyrazu se
nam libi argument u sinu, totiZ; — x, protoz pii x blizicim se k7 se bl k nule. Ze zcela stejroh
divodUse rian naopak nébi argument 2 u kosinu, a proto nejprve provedemgravu:

sin(3 —x) sin(% — x) sin(% — x) 1

cosx  cos[2(x— ) +2%]  2sin(Z —x)cofx — %)  2cofx — %)

Nyni uz snadno dostame

=
=

lim (tg2¢xtg(7 —x)) = lim = =35>
x—>%(g 9(3 — %)) —32codx — %) 2cofF—-%) 2

l . T v
nebotfunkee; 7= je v bode spojita A
o . .. Sinx—sina _ . COSx — COSa
Priklad 2.65. UrCete M — a lim ——.
x—a X —a x—a X —a

Re%eril Zde by opébylo vihodrieu sinu respektive kosinu frarguments — a. Toho niizeme dosanout
pouitim trigonometrickgh formul:

i sinx — sina i 2 cos*$4 sin54
im ——— = lim =
X—a X —da X—a X —da
: x+a sins* . x4+a . SinE
= lim | cos - — = lim cos im —=— =
x—>a 2 xr=a x—>a 2 x—>a 2Z4
2 2
= C0Sa - 1 = cosa,
i COSx — COSa i —2sin*4 sin$4
im —— = lim =
X—a X —d X—a X —da
- _x+a SNt _ _x+4a _sinit
= lim | —sin . = — lim sin - lim
X—a % X—a X—a x;za

= —sSina -1 = —sina.

Pfi vypotech jsme vylili spojitost funkcicos*$¢ a sin*$¢ v bodea. Pro informaci“tende uvedne,
ze jsme zde vlastheypotetli derivace funkcsinx a cosk. A
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o . . tgx —tga . cotgx — cotga
Priklad 2.66. Urcete I|mu a lim M.
X—a X —d XxX—a X —a
Reeril Je
_ tgx—tga S _sie  giny cosa — cOSx Sina
||mu:||mw:hm —
x—a X —a x—a X —a x—a (x — a)COSx COSa
, sin(x —a . Sin(x —a) .. 1
= lim ( ) = lim ( ) - lim =
x—a (x —a)COSXCOSa x—a Xx —a x—a COSx COSa
1 1
7 co2a coa’
. cotgx —cotga . == -2 cosx sina — Sinx cosa
lim g g — lim Sinx sina _ lim _ _ —
x—>a xX—a x—a X —a x—=a  (x —a)SIinx Sina
, sin(a — x . Sin(x —a) . 1
= lim (_ ). = —lim ( )-Ilm - — =
x—a (x — a) Sinx Sina x>a X —a x—a SINx SiNa
1 1
sika  sirka’
MdZeme opeupozornit,”e jsme zde viastheypotetli derivace funkctgx a cotgx. A

Piklad 2.67. Urcete lim sin(a + 2x) — 252|n(a +x) +sina.
x— X

Reeril Budeme riizase zgem upravit limitovanou funkei tak, aby argument u sinu s&ibk 0 pro x
jdoucik 0.

sin(a + 2x) — 2sin(a + x) + Sina
x2 o
B Sina cos Z + c0Sa Sin 2x — 2 Sina coSx — 2 c0Sa Sinx + Sina

x2

Nyni se budeme snidpredety vyraz upravit tak, aby se'naobjevila n&teraze zrianych limit Iim0 S'xﬂ

lim l‘f% Protoz ve jmenovateli je?, je piirozenevétsi Sance, e se objeVlimita druha

x—0

. Sin(a + 2x) — 2sin(a + x) + sina
lim >

x—0 X
im (sina cos & — sina) + (2 sina — 2 sina cosx) + €0Sa Sin 2x — 2 €coSa Sinx
- x—0 x2 -
. Sinacos 2 — sina . 2sina — 2 sina cosx . CO0Sasin2x — 2cosa Sinx
= lim + lim + lim =
x—0 x2 x—0 x2 x—0 x2
... 1—coszx . . 1—cosx . Sin2x — 2sinx
= —4sinag im ———— + 2sina lim ——— +cosa lm —M8MM— =
x—0 (2)()2 x—0 x2 x—0 x2
. 1 ) 1 . 2sinx cosx — 2sinx
= —4sina - = + 2sina - = 4+ cosa - lim =
2 2 x—0 xz
. . sinx(cosx — 1) . L ., cosx —1
= —Sina +2cos - im ——— = —sina + 2¢cos - lim sinx - liM ——— =
x—0 x2 x—0 x—0 x2

—sina +2cosa - 0- <—%> = —sina.
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Je ovem moxny jede jiny postup. (S néim podobriyn jsme se Uzetkali tieba v Pikladé2.46a2.50)
im sin(a + 2x) — 2sin(a + x) + Sina
x—0

x2

= lim

(sin(a + 2x) — sin(a + x)) + (sina — sin(a + x))
x—0 )C2 o
2a+3x ajn X 20+x o X
_ i 2008%5 sing + 2cos®y sin(—3%) _
x—0 _x2
siny cos2t3x _ cosatx sin% cost¥ _ cogatx
= lim 2. 2 2_ | =lim —2.lim 2 2 _
x—0 % X x—0 % x—0 X
. —2sin(a + x)sin% L . sing . i
=1.lim 2 = —lim sin(a + x) - im —2% = —sina - 1 = —sina.
x—0 X x—0 x—0 5
A
o o . cotg(a + 2x) — 2 cotga + x) + cotga
Priklad 2.68. Urcete lim g g g .
x—0 x2
Re®ril Je

im cotg(a + 2x) — 2 cotgla + x) + cotga
x—0

coga+2x) zcos(a+x)
— lim sin(a+2x)
x2

sin(a—+x) +
x—0

cosa
sina
x—0

x2 -
= lim[(cos(a + 2x) sin(a + x) sina — 2coga + x) sin(a + 2x) sina +

+ cosa sin(a + 2x) sin(a + x)) /(sin(a + 2x) sin(a + x) sina - x?)]
= lim

. 1
x—0SiN(a + 2x) sin(a + x) Sina .

X Iimo[(cos(a + 2x) sin(a + x) sina — 2coga + x) sin(a + 2x) sina +
+ cosa sin(a + 2x) sin(a + x)) /x?].

Prvriilimita je Zrejme rovnaﬁ. Vyraz v Gtateli u druhelimity je dosti sloity, a proto si ho nejprve
upravme:

coda + 2x) sin(a + x) Sina — 2 coSa + x) Sin(a + 2x) sina +
+ cosa sin(a + 2x) sin(a + x) =

= sina(sin(a + x) cosa + 2x) — coga + x) sin(a + 2x)) +
+ sin(a + 2x)(sin(a + x) cosa — coga + x) sina) =

= sina sin(—x) + sin(a + 2x) sinx = sinx(sin(a + 2x) — sina) =

= sinx - 2coga + x) Sinx = 2 sirf x coda + x).
Tedy
. cotg(a + 2x) — 2 cotga + x) + cotga 1 _ 2sirf x coSa + x)
lim = — . lim =
x—0 x2 sima x—0 x2
=2 jim (Si”x)z lim costa +x) = —>
" sima x—0\ x ap ORETA) =

1. cosq — 2Cco0a
sinta "~ sima
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Zde je ovem mone pouit téz postup z Pikladli2.46 2.50a2.67.

m cotg(a + 2x) — 2 cotga + x) + cotga

li >

x—0 X
— lim (cotg(a + 2x) — cotg(a + x)) + (cotga — cotg(a + x))
o x—0 x2 o
(COS(a+2x) _ cos(a+x)) + (COSa _ COS(a+x))
T sin(a+2x) sin(a+x) sina sin(a+x)
= llﬂ’lo 2 atd,

ktery se od pedchozno tem& neli§. Ma snad jen tu Vigodu, "2 pii uvedenivyrazu v zavorkach
na spoléneho jmenovatele okafi2 vidime piislusiou sodtovou trigonometrickou formuli, profez
vyrazy nejsou komplikovay jegé tfefim faktorem jako v§e, kterfybylo tfeba vyfkat. A

sin(a + x) sin(a + 2x) — sirfa
. .

Priklad 2.69. Urcete Iing

Reeril Zde v kazrlem pfipademusme upravit dtatele zlomku, fifemzse sndme Zskat \irazy jako
sinx, sin 2c a podobrieMUizeme polti# soutove trigonometrickeformule. Potom dostéme

sin(a + x) sin(a + 2x) — sirfa =
= (sina cosx + cosa sinx)(sina cos & + cosa sin 2x) — sifa =
= sin? @ cosx COS & + Sina COSa COSx SiN 2v + Sina cosa Sinx Cos & +
+ cog a sinx sin 2x — sirf a.

Odtud
lim sin(a + x) sin(a + 2x) — sifa
x—0 X o
., . Cosxcosx -1 . . sin 2¢
=Sina - |Im0— + sina cosa - I|m0<c05x . ) +
xX— X x— X

. . sinx . sinx .
+ sina cosa - lim (— cos Zc) +coa- lim (— sin 2x> =
x—0 X x—0 X
1-—cosxcosZ

= —sirfa - lim + 2sina cosa + sina cosa 4+ coa - 0 =
x— X
.5, . l-—cosxcosx _
= —sirfa - lim =————"= 4 3sina cosa.
x—0 X

Zbyvatedy vypaoést jegeé Iimow. Zde miane riznemomosti. UK&eme jednu z nich. V rsle-
dujicim Piiklade2.70se tend mize seznmit s odliéym postupem. Je

i 1-cosxcosx fim coS' x + Sir’ x — cosx(cos’ x —sirfx)
x—0 X o x—0 X B
_m cos' x(1 — cosx) + sinf x(1+ cosx)
o x—0 X o
. 1— cosx . sinx .
= lim|coSx - —— x|+ lim [— - Sinx - (1+cos;c)] =
x—0 X x—0 X

1
=1-§-0+1-0-2=0.
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Celkem tak dosteame

_sin(a + x) sin(a + 2x) — sirfa
lim

x—0 X

3
— —sinfa - 0+ 3sina cosa = 3sina cosa = Esin2a.

MUGzeme ale ukzat jeséjeden, porikud obratrigi zplsob Vipottu teto limity. Je to opémetoda vhodiieo
priCteriia odeteril. Nejprve opéupravme Gtatele limitovari@o zlomku:

sin(a + x) sin(a + 2x) — sifa =
= (sin(a + x) sin(a + 2x) — sin(a + x) sina) + (sin(a + x) sina — sirfa) =
= sin(a + x)(sin(a + 2x) — sina) + sina(sin(a + x) — sina) =

. . . 20 +x . x
= sin(a + x) - 2co0sa + x) Sinx + Sina - 2 cos . smz .
Odtud
fim sin(a + x) sin(a + 2x) —sifa
x—0 X o
. . sinx . . 2a + x sin%
=2 I|m0 [sm(a + x) coSa + x)—] + sina - Ilm0 cos C— =
x— X x— 3

. . 3 .
= 2sina cosa + Sina cosa = > sin Za.

1— cosxcos 2 cos3
1 — cosx '

Priklad 2.70. Urcete Iing

Reril. Pouiieme zde metodu vhodhe piicteriia odéterit

1—cosxcoszcos3 =
= (1 —cosZ cos ) + (cos & cos X — cosx COS 2 CcoS ) =
= (1—-cos3X)+ (cos3 — cos & cos ) + cos X cos X (1 — cosx) =
=(1—-cos&)+cos3I(1—cos)+ cosxcos(l— cosx).

Odtud

im 1— cosxcosxcos3
x—0 1 — cosx h
. 1—cos3x .
=Ilim ——  +lim |cos 3 -
x—0 1 — coSsx x—0

1—cosz

lim(cosZ cos ) =
1-— cosx } + x—>0( )

1-cos3 1-cos&
. 3x)2 . 2x)2
— lim —& +I|m|:c053c- 20 j|+1=
x—0

r—s0 l=cosx l—CZOSx
1 1
_ 93 43 4 _
—T+1'T+1—9+4+l—14.
2 2 A
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tg(a + x)tg(a — x) — tg?a
x2 '

Priklad 2.71. Urcete Iing

Reeril Zde mitteme poliit pfimo sotitovou trigonometrickou formuli pro funkci tangens.
tg(a + x)tg(a — x) — tg?a =
_ tga+tgx tga —1tgx 2
~ 1—tgatgx 1-+tgatgx
B tg?a — tg? x — tg? a(1 — tg? a tg? x) B tg? x(tg*a — 1)

1-tg?atg?x 1-tg?atg?x
Odtud
. 02
im tg(a + x)tg(a —x) —tg°a _
x—0 x2
. tgPx 1 1
= 4 —_ . . = 4 —_ . . — =
={g*a—1 )IJLnO 2 )Icanol—tgzatgzx tg°a—1) -1 1
sinta sinfta — cos a
=tgta—1= 1= " _
ga costa costa
_ (sirfa —cos'a)(sifa +cosa) _cos
N cosa ~ coda’ A
1— cog1— cosx)

Priklad 2.72. Urcete lim
x—0 x4

Reeril Tento prklad mize sice na prvipohled vypadat slat, ve skuténosti je Vak velmi jednoduchy
1— coq1 — cosx) .

i
xILnO X4
_im 1—cog1l—cosx) (1—cosx)?]
T =0 (1 — cosx)? x4 N

. 1—co91-—-cosx) .. l1—cosx\2 1 ,1\2 1
= lim -I|m<—) :—'(—) =—.
x—0 (l — COSX)2 x—0 x2 2 2 8
Povismné&e si, jak jsme museli limitovanyyraz upravit, abychom se dostali K gpamym limitam typu
lim 1=¢ost A

x—0

Piklad 2.73. Urtete lim 23T +sinx —1
x—>-’é 28|r12x — 3sinx + 1

Reri. M{zeme postupovat takemnapseme sinc = sin[(x— %)+ %] a pouzjeme piislusou sotitovou
trigonometrickou formuli. My Vak pouzieme jiny zpisob. Dosadne-li £ do Gtatele a jmenovatele
uvazvarigo zlomku, vyjde h vzdy 0. Znamendo tedy, 2 Gslo sing = % je kofrenem jak polynomu
2y? +y — 1, tak i polynomu 2? — 3y + 1. Snadno doStéme rozklady

2y2+y—l=2(y+1)<y—%), 2y2—3y+1=2(y—%)(y—l)-
Odtud
i 2sirfx +sinx — 1 — lim 2(sinx + 1)(sinx — 3) _
x—~F 2sirfx —3sinx + 1 «—3 2(sinx — 3)(sinx — 1)

sinx+1  3+1
m — =7 =
g sink—1  5-1

-3.
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Plipomemme opé jednou, 2 jsme zde polilz VEtu 2

.10s fim, Zze

e 2sirfx +sinx — 1 ) sinx +1
X) = , X) = — .
2sirkx —3sinx +1 § sinx — 1 A
sin(x — 3)
Priklad 2.74. Urcete I|m —_— =
=3 1l— 2CoSx
Re@ril Je
__sin(x — 3) i sin(x — 3)
Im ——== = |im — — =
x>31—2cosx  x-3 1-2cof(x — %)+ Z]
) sin(x — 3)
= lim =
-3 1—2(cosx — %) - 5 —sin(x — )*/75)
. Sin(x — §)
= lim - =
>3 (1—cogx — %)) + +/3sinx — %)
sm(x— )
= lim S ___ —
x_>:3c 1- (cos(;c)23) . (x _ %) + «/é sin(x—3)
B 1 1 /3
T3o0+v3 VB3 R
tgx — 3tgx

Priklad 2.75. Urcete I|m
x—3 co9x + 6)

Re%ril Zde nemacenu hned na Zatku vyjadiovat tangentu pomoainu a kosinu. Mizeme si totiz

povamnout, 2 z Gtatele Ize vytknout tg, cozje funkce spojitaa nenulovas bode3

, pficemzyv Citateli

zbude t§x — 3 = (tgx — v/3)(tgx + +/3). Druhy &initel v tomto rozkladu je ale tefunkce spojitaa

nenulovav bod"e%!

tg3x — 3tgx

o l9x(gx — V3)(tgx +v3) _

x—% COSx + %) x—>3 cox +
tgx — /3
= lim tgx - I|m L{ lim
x—>3 co(x + ) x—>3
— /3 lim Lf 23 =6
x—3 co9dx + 6)
_sinx — +/3cosx
=6 lim =
x—3% COSXx COS(x + 3) x—>3
1 5 smx - “/—5’ cosx
=6-7-2: I|m =
PR cos[(x — )+ 2]
sin(x —
— —24 lim M = 24
x—% SIn(x — 3)

5)
(tgx + V3) =

sinx

Im cosx " \/§
x—3 cosx +6)

- lim

sinx — +/3 cosx B

COSx

pig
x—>3

=24 li

cos(x + )

sinx cos3

— cosx sing

b1
x—>3

—sin(x — 3)

Uprava% sinx — */7§ cosx = sin(x — ) se rian miZe zda trochu um#. Kdybychom ale polil trochu

tézkopadng&iho vyjadteriisinx — +/3 cosx = sin[(x —

samoZejmeke stejrienu visledku.

§-+3] - Vacoqei -

2)+ %], dospé bychom
A
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2
Priklad 2.76. Urcete I|m

x—>2COSEx
Reeril Je
. 24 -2 2 . -2
lim 2 — = lim (xn Yx +2) = lim(x +2) - lim al =
x—>2COSHX  x—2 COSZ[(X -2+ 2] x—2 x—2 cos[ x—2)+ 2 ]
. -2 4 -2 16
=4.1lim _xn =—4.—. m_“ix—):——.
x=2 —sin[Z(x — 2)] n x-2sin[Z(x — 2)] T N
., COSx — sin
Priklad 2.77. Urgete lim —
x—%  COSZX
Reeril Je
im cosx —sinx im cosx —sinx
I C0SX  x-2C0Px —sSix
Cosx — Sinx . 1
= lim - - =Ilm — =
x—2% (COSx — sinx)(cosx + sinx)  x—3% COSx + Sinx
B 1 1 V2
cosf +sink /2 2
Povamnée si, 2 zde obvyklyposunx = (x — %) + 7 ani nebylo teba proveé. A

Priklad 2.78. Uréete lim g.
x—>F § — COSx

Regeril Je
sin(x — §) i sin(x — §)
j— m —
x—>3F §> — COSx x—>3F COSE — COSsx
i sin(x — §)
= lim I 1 =
x—F =2si3(Z +x)]sin[3(Z —x)]

— - lim im sintx — 5) =

2 sozsiniE 4] s—isiniE-n]
i 2sin3(2 —x)]cod 3 (2 — x)]

- im Ho A 4 =
3 sinf3(§ —x)]

= 2xI|_r>n_ cos[%(% — x)i| =2

Byl ovsem maozy téz jiny postup vypodu posledhilimity:

1
2

NIk =

sin(x — §) . sin(x — §)

m ———=—1IM ———=
% sin[3(2 —x)] % sin[3(x — %)]
sin(x—g)
. 1
= — lim _xle =—g—=-2,
x—>% 1. sinf5 (x—¢)] 5" 1
L

cozdosazeno Be, dava samoZejmeopé vysledek 2. A
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Priklad 2.79. Uréete lim 1 cotg’x .
x—3% 2 — cotgx — cotg? x

Reeril Je
i 1 — cotg® x _ i 1 — cotg® x _
x—>3% 2—cotgx —cotg?x  x—3Z (1 — cotgx) + (1 — cotg®x)
_ i (1 — cotgx)(1 + cotgx + cotgf x) _ 1+1+1 _ 3 .
x—2 (1—cotgx) + (1 — cotgx)(1+ cotgx + cotg?x) 1+1+1+1 4
Vsimnée si, 2 vibec nebylo pdtba kotangentu vyjadvat pomocsinu a kosinu. A

Priklad 2.80. Urgete lim Y1 F 9% — V1+sint

x—0 )C3

Reeril S rozdlem odmocnin jsme sijin&kolikrat poradili. Zde budeme postupovat zcela jako obvykle
— zlomek roZ&ime. Tentokrasoudem obou odmocnin:

im JI+tgx — 1+ sinx im (1+1tgx) — (1+ sinx)

10 x3 x50 x3(VI+1tgx + 1+ sinx) N

. 1 . tgx —sin 1 . S ging
im - .||mgx73x:_.||mc°3x73:
=0, /T4+1tgx + +/1+sinx x>0 x 2 x>0 x

1. sinx(1—cosx) 1. 1 . sinx . 1-—cosx
==lim——==-Im ——Iim — - lm ——— =

2 x—0 x3cosx 2x—0C0OSx x—0 x x—0 x2

1 1 1
=-.1.1.- ==

2 2 4 A

X2

Priklad 2.81. Urcete lim = .
x=0,/1+ x sinx — /cosx

Reeril Je
. x? . x?(v/1+xsinx + \/cosx)
lim : = lim i =
x=0/1+xsinx —/cosx x>0 14 xsinx —cosx
2
. - . X
= lim (v/1+ x sinx + +/cosx) - lim — =
x—0 x—01— cosx + x Sinx
. 1 1 1 4
=2 M oo s =2 i Toom L jmsm —2 1,713
MmNt g T AT

/ey — 3 /Aoy
Priklad 2.82. Urcete Iing COS; = cosx .
x— X

Reeril Zde opé podle ndich zku®nostiby bylo monetitatele zapsat jako obvykle ve tvaklcos x —
— /co2 x a zlomek pislusym zplsobem roZsit. Schidngsi ale je picist a odétst jednitku:
i /C0S¥ — Y/cosx J/cosx — 1) + (1 — 3/cosx)

x—0 Sin x x—0 Siné x

. JJcosx—1 . 1-3/cosx
= lim + lim .

x—0  Sirx x—0  Sirx
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Wpotteme obgposlednilimity:

im cosx — 1 —im cosx — 1 .
x>0 siPx  x-0simx(,/CoSx + 1) N
. 1 . COSx — 1 cosx —1 x2
= lim - lim — = _ —
x—0,/coSx +1 x—0 sm2x 2 "SIl x
1 cosx — 1 X \2 1 1
lim lim (= =—-(—— 1=_=,
2 x—>0 x2 x—>o<s|nx) 2 2) 4
im 1 - 3/cosx _ im 1— cosx B
x>0 SirPx x>0 (1 4 3/cosx + (3/cosx )%) sirP x
1 . 1—cosx
= lim lim —— =
=01 4 3/Cosx + (Y/Cosx)? +—0 SilPx
1 i 1—cosx x2 11 1_1
- x—0 X2 Sin2x - 3 o 6 '
Celkem tedy dostsame
N/c053x—3co 11 1
x—)O Sir? x 4 6 12 A
1-.,/cosx
Priklad 2.83. Urcete lim ————
x—0+ 1 —CcoS/x
Re®ril Je
im — /CoSsx im 1— cosx .
>0+ 1 — COSy/x 10t (1- cos[)(l +/cosx)
_ im 1 — cosx
a0+ 14 q/co x—>0+ 1-cosJx
1 . 1 — cosx (Vx)?
= = lim “X - =
2 x>0+ x2 1—cos/x
1 . 1-cos . . 2 11
= = lim /% jim x- lim w_—x)=—-—-0-2=0.
2x—0+  x2 x>0+ x—>0+1—cosy/x 2 2 A
.1 - cosx+/cos X /cos X
Priklad 2.84. Urcete Ilng > .
X—> X

Regril S podobriyn piikladem (jen bez odmocnin) jsme sé §ietkali. Byl to Piklad 2.70. Pii Gprave
citatele zde budeme postupovat sfemnypisobem:
1 — cosx+/cos X ¥/cos X =
= (1—+/cos V/cosX) + (v/cos 2 V/cos X — cosxv/cos & V/cos X ) =
= (1 - Vcos ) + (Vcos X — vcos & V/cos X ) +
+ (v/cos 2 ¥/cos & — cosx+v/cos 2 V/cos ).
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Odtud
fim 1 — cosx+/cos X ¥/cos X B
x—0 _x2 B
i «/cos3c + lim /cos X — +/cos  /cos X N
B x—0 x—>0 2
4 lim \/cos 2 ¥/cos 3 — cosx+/cos 2 3/cos 3c
x—0 )C

Wpotteme nyniposlednitfi limity:

i 1-3cos3x im 1—cos3 B
0 x? =0 x2(1 4 cos & + (¥/cos x)?)
. 1—-cos3x .. 1 9 1 3
= lim > - lim . S 5 =5°"53= 5>
x=0  x =014 3/cosx + (cosZx)” 2 3 2
Y/cos 3 — +/cos X ¥/cos X 1—/cosX
lim v v v — lim ¥Ycos 3 - lim —~——— —
x—0 x2 x—0 x—0 x2
1—-cos2 . l1—cos2x 1
=1-1lim = lim > - lim =
0 32 (1++coszx) x>0 x x=01++/Cos
4 1
=1
2 2
im J/cos X 3/cos 3 — cosx+/cos «/cosBc
x—0 x
cos 1 1
= I|m [\/coszm/cos&] I|m —2x =1 =5
X
Dohromady tak dostéame
. 1—cosxs/cosXx¥cos3x 3 1
lim 5 =—4+1+=-=3
x—0 X 2 2 A
Priklad 2.85. Urcete I|m (sinv/x + 1 —sin/x).

Reeril S limitou funkcey/x + 1 — /X Vv 400 si umime velmi dobe poradit. Nas funkce zde je o\sm

rozdiem dvou siriuAbychom dospiék rozdilu +/x + 1 — /x, pougjeme trigonometrickou formuli pro
sine — sing:

XETOO (sinvx +1—sinyx) =
ViHI+Jx o Va1 f}
2 2 ’

= |im [2 cos

X—>400

Funkce 2 co@ je na celen svan definilmim oboru omezendae pak

. x4+ 1-x . . x+1—x
im sin———— = Ilim sin =
x—>400 2 x—>doo 2(y/x + 1+ /x)
1
= |lim sin =0,

S R T4 VR)
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7

pricemzpoudvame véu o limité slozenefunkce. Za vnitni funkci bereme funkcg (x) =
za vngsi funkci f(y) = siny. Plafi

1
lim =0, lim siny = 0.
x—>+002( /X+1+ﬁ) y—0 Y
Odtud pro limitu sléenefunkce f(g(x)) = sinm dostarame

lim sin = lim siny = 0.

1
X400 2(\/x—+1 + ﬁ) y—0

S pouztim Véty 2.5dostavame konéay vysledek

lim (sinvx +1—sinyx) =0.

X—>400

tg(tgx) — sin(sinx)
tgx — sinx '

Priklad 2.86. Urcete Iing

Regril Je
. tg(tg-x) — sin(sinx) _ im tg(tgsﬁ— sin(sinx) _

x—0 tgx — sinx x—0 coss — SInx

., tg(tgx) — sin(sinx) . tg(tgx) — sin(sinx)
=M — e = lim | cosx - sinx(1—cosx) |
COSx
. . tg(tgx)—sin(sinx)

. . tgt — sin(sin e Ea—
= lim cosx - lim 9( 'gx) (SINY) 1 im Xii _
x—0 x—0 sinx(1 — cosx) x—0 L. %

lim tg(tgx)—sin(sinx) . .
x>0 x3 _ 2lim tg(tgx) —sin(sinx)
~lim S fim d=eost Yo X3 B
x—0 * x—0 X
2 lim [tg(tgx) — sin(tgx)] + [sin(tgx) — sin(sinx)] _
o x—0 )C3 o
. to(t — sin(t . sin(t — sin(sin
_ 2im (9090 —SNMG0) 5 , SIG) — sintsinx)
x—0 X x—0 X

Wpotteme nyhipostuprieobéposlednillimity:

- tg(tgx) — sin(tgx) sin(tgx) — sin(tgx) costgx)

1 4
2(Vx+1+/)

I = lim
x—0 x3 x—0 x3cogtgx)
_im [sin(tgx) . 1— coqtgx) . 1 } _
x—0 X x2 cogtgx)
_im [sin(tgx) tgx 1— cogqtgx) . <tg_x>2 1 } _
x—»0| tgx x tg? x x cogtgx)
_ sin(tg x) i tg_x lim 1— coqtgx) -(Iim tg_x>2 | _
x—0  tgx x—0 x x—0 tg? x x—0 x x—0 cogtgx)
:1.1.1'.12.}_ 1

2 1 2
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im sin(tgx) — sin(sinx) _

x—0 x3
tgx+sinx - (tgx—sinx
_im 2 cog L) sin() _
x—0 x3
. + tgx—sinx
. t sin . Sin
=21lim COE(M> . lim M —
x—0 x—0 x3
o1 jim [ M) tgx —sinx]
- 10 tgx—zsinx 253 -
oim sin(£5) i 9% —sinx _
T 50 7tgx—23inx x—0 2x3 o
1 sinx(1 —cosx) im sinx im 1-— cosx - 1
~ 7 x50 x3cosx T x=0 x a0 x2 x—>0COSx
1 1
=1.---1=—.
2 2
Celkem tedy
. tgt — sin(sin 1 1
jim 1919 Zsinsing_ 5, Lo 1o
x—0 tgx — sinx 2 2 A

V daldm se budeme sétkat s limitami funkGiv jejichzvyjadrerise budou vyskytovat exponeticia
a logaritmicKefunkce. Zde velmiasto s viiodou potigeme znalosti limit

.oe—-1 . In(1
lim =1 a lim M =
x—0 X x—0 X

1

a* —ab

Priklad 2.87. Urcete Iirr; , a>0.

X —

Re%eri.. Mocninu o Z&ladu jinem nezje e ba vétginou vihodniepfevist na mocninu o ‘Adadu e.

) a* — db ] exlna _ eblna ] e(x—b)lna -1
lim =lm— =lim|&M—— " | =
x—=>b X — x—b x—>b x—b x—>b
-b)l -b)l
by e(x )na_l b ) e(x )na_l_
=a’lim|{lna— [ =d’Ina- IM —— =
x—b (x—=>b)Ina x—b (x —b)Ina

=a’Ina-1=d’Ina.

K vypoau posledhilimity jsme opé poudli vetu o limité slozenefunkce. Vnitini funkci zde jeg(x) =
= (x —b)Ina avndsije f(y) = &=L, Potom

y

. e -1
lim[(x —b)Ina]l =0, im —— =1,
x—b y—0 y
ated
y e(x—b)lna -1 e —1
im ———=Im — =1

x—=b (x —=b)Ina y—>0 y
Povismnée si pro pozdgi potrebu, 2 ve specimim pfipadeb = 0 dostaame

Coat =1
lim
x—0 X

=Ina,
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cozje vysledek, kterystoji za zapamatova. Pro informaci nideme uvet, Z visledek

o a*—ab
lim =a’Ina
x—=b X —
vlastnedava derivaci funkcesz*. A
axz _ x?2
Priklad 2.88. Urcete lim a>0,b>0.

10 (a* — b*)2’

\’2 ' 4 ~
e ~1 _ 1. Jedni&a se ovem

¥2

Reeril Vime-li, 72 lim e-1 = 1, je v podstatekamité jasnie ze te&z lim
v nas funkci vibec nevyskytuje — budeme ji tedy muséicist a odést. Viraz a*’ — 1, ktery takto
vyrobiime, by potom bylo nutheyddit x2. Zkugnost ukazuje;eje technicky pohodij& toto vydden

provest hned na zatku:

. X2 X2
x2 x2 a’—p? [im £ _2b
m —— > = fim —2 = =0 *
x—0 (ax _ bx)2 x—0 (a"—b)‘)z (Ilm ax_bx)z :
x x—0

Wpotteme nyhiobéposlednilimity. Je

2 2 2 2
X _ bx X _ 1 1 _ bx
fim &0 @ =D ) _
x—0 x2 x—0 x2
x2 x2
. a — . - a
= lim — lim =Ina—-Inb=In-
x—0 x2 x—0 x2 b
na Z&ladevysledku Pikladu2.87. Obdobrie
. *—b* . -1 1-b"
Ilma :Ilm(a )+ ( ):
x—0 X x—0 X
.oat— . *— a
= lim — lim =Ina—-Inb=In-
x—0 X x—0 X b

opé na Z&ladévysledku Pikladu 2.87. Obepredchozilimity je ovsem moxno vypogst i trochu jinak.
Bez Pikladu2.87se ovem ani zde neobejdeme:

X
ayx? _
= lim b* Iim(")2 —1.n<=mn%,
x—0 x—0 X
X _ X ayx _q
lim & = lim [bx () ] =
x—0 X x—0 X
ayr _ 1
= lim »* - lim () —1.mnl=mn
x—0 x— X
Wchéazi tedy
ot —pt Ing 1

lim = = .
x=0(a* —b%)2  (In9)2  Ing A
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Inx —Ina

Priklad 2.89. Urcete lim——, a > 0.
x—a X —a
Re®ril Je
Inx —In InZ 1 In|1+ (£ —
||mu:|im—a:—limw_
S Ao e -

Utelem feo Upravy bylo dostat (§az typu Il + %), kdex se bll“z'l k nule, kdyzx se bl k a. Nyni staé

pou3t vétu o limité slozenefunkce. Vnitini funkce jeg(x) = 2 — 1, vngSi je f(y) = '””y”) . Wijde
, . In1
I|m<£—l):0, Ilmu:l.
x—a\q y—0 y
. , WEE; 1)]
Pro sloznou funkcif (g(x)) = —<— tedy plafi
In[1+ (¢ -1 In(1
x—a s = 1 y—0 y
Celkem tedy vychz
. Inx—Ina 1 1
im ——=—-.1=—.
xX—a X —a a a
Uvedme pro informaci, e jsme zde vlastneypotetli derivaci funkce Inx. A
xb—ab
Priklad 2.90. Urcete lim ,a>0.

x—a X —a

Reeril Je
b _ b eblnx _ eblna eb(lnx—lna) -1
. x’—a ) .
lim =Ilim —— = lim [ehln“—i| =
X—d x—a X—a x—a X—d x—a
. ghnx—ina) _ 1 b(nx —Ina
=&’ |im ( )
x—a b(lnx —1In Cl) X —a
. glnx-na) _ 1 |nx —Ina 1
=a’-b-lim - lim =ba’-1-= = ba" 1.
x»a b(Inx —Ina) x»a x—a a

K urCeriprvnilimity z posledrino sod@nu je zapotebivéta o limitésloznefunkce, druhdyla vypotena
v predchozm piiklade Zde mitzeme opeuvest, Z jsme vypoetli derivaci funkcex”.
Ve speciinim pfipadea = 1 dostaame

o oxb—-1
lim

= b.
=1 x—-—1

Tato limita stojiza zapamatova. A
x% — g¥

Priklad 2.91. Urcete Ilm— a > 0.
X—d x — aﬂ

Regril Tuto limitu velmi snadno vypdeme s potitim v§sledku pedchozno piikladu:

o o x%—a” lim xod? a—1
lim 2 — % _jm 2 _xme T X @
B _ B P af xﬁ_aﬂ =% 1 g4 -
x—a x a x—a xP—af lim ﬁa /3

Xx—a x—a A
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Priklad 2.92. Urgete lim & —>

x—a X —dad

,a>0.

Re%eril Vyrazy v Gtateli jsou dosti nesouréddocniny nemdjani stejriezaklady ani stejiexponenty.
Bude vhodnepri¢ist a odétst mocninu, ktera jednou ze dvou pré@ zminénych mastejny zklad, a
s druhou stejhexponent. Nalzi se tedya* nebox*. Konstanta je ale t@nou pijatelngsi nezfunkce.

Pouijeme protoa”. Wijde

) a* — x4 ) a* — a* + a® — x4
lim = |lim ( ) +( ) =
x—a X —d x—a X —a
.oa¥—a? . x*—=a
= lim — lim =a‘lna—a-a**=a*(na —1).

x—=a X —da x—>a X —d

Pro ur@niposledich dvou limit jsme polifi Prikladui2.87a2.9Q A
x* —a*

Priklad 2.93. Urcete lim ,a>0.

x—a X —dad

Re®ril Zde muéme zdit podobnrgako v piedchozm pfikladé:

X a X X X a
. X" —a . (x*=a" )+ (@ —a%)
lim = lim =
x—>a X —d x—a X —da
. xt—=a* . a*—a’ .xt —a* u
= lim + lim = lim +a“lna.
xX—=a X —ad xX—=a X —Ad xX—=a X —ad

Jsme-li na rozpach, jak vypadttat posledhiimitu, pouZjeme osveteny postup — vyjafime vechny
mocniny prostednictvm mocninésla e.

) X —a* ) exlnx _ exlna ) ex(lnx—lna) -1
lim —lim—— —|im|ehe. —  ~|_—
x—=a X —da xX—a X —a xX—a X —a
. . gfiny-na) _ 1 Inx —Ina
= lim e . lim : x| =
x—a x=a| x(Inx —Ina) X—a
ooefinx-la) _ 1 Iny —Ilna .
= |im - lim dimx=a%-1-=-a=a"
x—a x(INx —Ina) x»a x—a x—a a
Celkem potom doSteame
x* —a“
lim =a“+a°lna=a*(na +1).
x—a X —d A
o . ) ax+h + ax—h _ zax
Priklad 2.94. Urcete lim ,a>0.
h—0 h2
Reri. Zde bychom si miev prvni fadepovdmnout, 2 v Gtateli je mozo vytknouta*. Dde se pak

~ . s e ~ . h_
budeme snatzziskat rian jiz znanouhlmg “h—l =Ina.
—

_ath o —2a% a"+a" -2 a5 -2
lim =lim|ld ——— | =a" - lm —&— =
h—0 h?2 h—0 h?2 h—0 h2
o Iima2h—2ah+l_ ‘L lim 1 (a"-12]
=400 alh? B P N
— gt lim 2 (Iimah_l)z— 2 2 nay? = ot In? A
BRI i R Vull St -4 g e =a a-
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e eﬁx
Priklad 2.95. UrCete lim—— , o # B.
x—0Sinax — sinBx

Reeril Zde mizeme ukaat dvemetody Vipodtu. Prvrilje

eﬁx
i € et L@ D d-e - B
x—0Sinax — sinBx T x>0  Sinax — sinpBx T 50 aSIn(xx ﬂsmﬁx -
r—1
_otllm——ﬂhoﬁx _oz'l—,B-l_l
- sinax sinBx T 4.1—_B8.1
o lim STt — plim 5= - 1-p-1
Druhametoda vypadégakto:
. e‘” — x ) e(a Bx _ 1
im ——  =lim efr. - — =
x—0Sinax —sSinBx  x—0 zcos(oﬂrﬂ )S|n(¥x)
(—B)x _q
1 €
= lim €% . lim i
x— x—0 atp sin(%5~ B x)
cos( 3£ x) S
ele—f)x _ 1
1 Im<T7s 11
1-1im . —-.-=1
x—0 CoS(a+ﬁ ) | sin(“52 x) 1 1
x—0 SF A
In(x? + €v)

Priklad 2.96. Urcete Imi
! 0 In(x* +e%)

Reeril Radi bychom jisteviddli vyrazy tvaru Il + ). Provedeme proto séedujci Upravu:

. In(x*+€) - In[1+ (x*+e - 1]
—oln(x*+e>) x—oln[l+ (x*+ex—1)]

In[1+(x2+e' -1
Dpte Dl y24e -1

= lim = : =
20 | INit+aie -] x4 4 g2 — ]
x4er -1
[1+(x°+€*=D)]
lim B atye -1
Clim Ptate D) o x4 4 e2x — 17
$—0 x4+er—1

K vypotu limit v Citateli a jmenovateli musne pouit vé&u o limité sloznefunkce. Vezmeme vniti
funkci g(x) = x? + e — 1 avngsi funkci f(y) = '””TJ”) Mame

. . In(1
limx?+e —1) =0, |Imu:1,
x—0 y—0 y
a tud pro sloznou funkcif (g(x)) = ”§+M mame
In[1 24er -1 In(1
jim MG = D] Indry)

x—0 x2 +e -1 y—0 y
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......

klad, kterfyjsme dosud zcela opdjali, a to proto, & jeho ovéeriiv dosud probanich piikladech bylo
velmi snadneAby na® jiz uvederigouiti véty o limité sloznefunkce bylo opranéng musme ukaat,
Ze existuje redukovanekoli %;*(0) bodu 0 takoVgZze pro kddex € %;*(0) bodu O jex? + e — 1 # 0.
Zde je nejschdngsi nasledujci postup (i kdyzmezapadao rance pojniua vé, kterezatm pouzvame).
Pro funkcig(x) = x2 + e' — 1 plafi g(0) = 0. Derivace funkce v bode0 je rovnag’(0) = 1. Funkce
g(x) je tedy v bodeO rostouc! To znamehaZze existuje leveredukovaneokol bodu 0, na fmz je
g(x) < g(0) = 0, a rovig praveredukovaneokoli bodu 0, na fmz je g(x) > g(0) = 0. Odtud
je existence okolf*(0) s poadovariyni vlastnostmi zejma Limitu ve jmenovateli vypoeme zcela
stejnym zpisobem a vycha rovn& 1. Zbyvatedy urat

i x+e—1

xILnO x44+ex -1

Zde se opebudeme snakzziskat Virazy tvar%‘l a viyrazy jim podobne

i 24e -1 xP4x-2H
im ——— = lim —— =
xs0xt+ e —1 x—>0x4+2x.62;x_1
x4 &1 IimoxnL Iim0 el 041 1
:Ilm X — xX— x— _ .
—>0x842. €L myx342.limEL 0+2-1 2
2 x—0 x—0 2
Celkovenam tedy vychai
onGftey 11 1
—olnx44+ex) 1 2 2° A

In(x? 4 €°
Priklad 2.97. Urcete lim -~ +€)

x—+o00 [N(x4 4 )
Re%ril Funkce je zdé pinéstejrigjako v predchozm piikladg rozdi je viak v tom, 2 mane urdt limitu
v +o0 a nikoliv v bode0. Opé se budeme snazlostat v’yazy'”(lT**), kdex — 0, kdyzx — +o00. Zde
je potieba si uvdomit, z funkce & roste do+oo rychleji nezlibovolnamocninax”. Presng to v na®m

pfipadeznamenaze Iir+n ;—" = 0 (viz tabulku limit v wvodrii Casti t&to kapitoly). Je
X—>T00

InGx2+e)  Infer(1+5)]
im ———~ = lim ————&= =
=00 IN(xt + ) x>0 In[e2r (1+ &)]

2
%2 ) In(1+%)

a2 Y+ e =
i 2ENEEE) A
1ot 2x +In(14 &) oFee o 4+ % . In(1+4f§)
=
In(1+22) In(1+22)
14+ & Hle 1+ lim £ . lim —
. € i x—>+00 & x—>+oo i
= I|m G 7 = € 7 =
x—+00 2+ X3 ' In(l+f§) 2+ lim sl - lim In(l+f§)
e :274 X—>+00 e X—>+00 :274
14+0-1 1
2401 2
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Zavéretnou @st piedchozino vipodu Ize vak trochu zjednodiils

%2

. X+ In(1+ x_f) . 1+ In(1+4r)
lim e/ = lim —* — =

oo 2x 4 In(14 &) xoFe 54 MHE

x2
1+ fim 2= 14 gim L. Gim In(1+ %)
_ xX—+00 _ xX—+00 x—+00 _
B A+t T EANE
2+ |||1] 7”( —:eZX) 2+x£Toox xlTooIn(1+eZV)
X—> 100
140.0 1
240.0 2° A
n1+ 3*
Priklad 2.98. Urtete lim g
x——o0 IN(1+ 2¥)

Reril. Kdybychom pditali limitu této funkce v+oo, postupovali bychom stejriako v piredchozm
priklade Vypotet by byl jen trochu jednod8s V pripade lim je v&k situace jinaPredevém simusme
uvédomit, 2z lim 2*=0a Ilim 3* =0. Wjde

X—>—00 X—>—00

In1+3) . 3.nEE 3y L]
X—>—00 In(1+ 2%) RS 2. —In(1+2~¥) T x—>—o0 <_> . _In(lzt_ZX)

lim In(l+3 )

3\' xS & 1
== I”“ = ————— = O o — = 0‘

X—>—00 im Ind+29)
<2) Jm 5 ! A

g . In(1+ x + ¥/x)
Priklad 2.99. Urcete Ilim
x—+00 |n(1+[+ \/_)

Regeril Méli bychom nevaat a opebychom se miesnait vytvaret virazy typu'”(lT**), kdex — 0 pro
x — +o00. Zameme naprtakto:

N+ V% + Y7 n|VE(1+ F+ %
e I+ Y5+ 45 x"+°°ln[ %(1+ &=+ &

1Inx+|n(1+[+ )
= |im .
x*+°°1|nx+|n(1+3f+12 )

Zde bychom si ale rfiievSimnout, 2 piipadrievytvorenivyrazu

In(l+ W + Qf)

e

v Citateli (a podobfko ve jmenovateli) celkovyyraz dosti komplikuje (coby jedé nemuselo vadit) a
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hlavneneukazuje’adnou rozumnou cestu KlciLépe je upravit posledrimitu takto:

Sk (1L + )
“T - n N _
X—>+00
e (14 g+ o)
1 1 H
s+ dm g dm (1 o) 3h000

3
- . =1 =5
T4 dim A lim In(1+3—ﬁ+Tﬁ) 5+0.0 2

x—+oo NX  Liso

Z tohoto pikladu bychom si mievzit nasledujci ponaderit Je vhodnevytvorit vyraz In(1 + x) s tim,
ze x — 0, ale nemusb¥t jiZ vhodrievytvaret viraz '”(lT**) Clenem Inx, ktery je jak v Gtateli tak i ve
jmenovateli, je vhodneyddit. (S analogickou situagsme se konéee setkali jizmnohokra.) To ovem
predpokla@a Ze v Gtateli resp. jmenovateli se nezastaa u Viyrazu In/x resp. In¥/x. Pak by ria asi
st&i napadlo vyazem Inv ddlit. A

Pfiklad 2.100. UrCete lim [x(IN(x + 1) —Inx)].

Reeril Je
I|m [ (In(x+1) —Inx)] =
. 1 1
= lim xln(ij ): lim xln<1+ )
xX—>+00 X xX—>+00
. In(1+12
lim —( T ) =1
xX— 400 =
na Z&ladevéty o limité sloznefunkce. A

log(x + h) + log(x — h) — 2logx
h2

Priklad 2.101. Urcete hling

x > 0.

, kde log zndtdekadicKylogaritmus a

Reeril Wskytuje-li se v limitovariefunkei jiny logaritmus nézfirozeny je nejleps tento logaritmus
vyjadfit pomocilogaritmu pirozendo. Pro dekadickjogaritmus log, jak ziao, platiloga = log e Ina.
S pouitim tohoto vztahu dostéme

im log(x + &) +log(x — h) —2logx

h—0 h?
_ im logeIn(x + /) +logeinx —h) —2logelnx
_h—>0 h2 B
. Inx+h) +In(x —h) —2Inx
= foge: i i -
o e”mhﬂ&+hXx—M)—ZMx_
=loge-am, h2 o
=loge- lim InGc® — %) — Inx® =loge- I|m |nx—22
=loge-am, h2 ge- h?
| In(1- ﬁ—i) 1
= 'Oge‘ii“o[_—g (-32) |-
_ _loge . In(1- ) _ loge . loge

X2 h—0 K2 - X2 - X2
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Ctend by se nenienechat znifit ponéud neobvykiyn znaerim v tomto pikladu. Pronianou je zde
h, zatmcox je zde konstanta. A

PFiklad 2.102. Urete lim "1 T *€)
=0In(x + V14 x?)

Reeril Idea Vipodu je stejrigako u piedchozeh piikladl tohoto typu. Jenom technickeovedenije

im In(1+xe’) - In(1+ xe*) B
=0In(x +VI+x2) =0In(l+ (x+vI+22—1))
In(14+xe") xe
= lim xe . =
x—0 In(l+(x+«/l+x2—l)) x++/14+x2-1
x+\/1+x2—l
In(14+xe") et
= lim xe - lim =
x—0 In(l+(x+«/l+x2—l)) =0y 4+4/14x2-1
x+\/1+x2—l

= L iim il
1 x>0x4+/I+x2-1

Posledhlimitu upravime za pomoci vztahd? — B2 = (A + B)(A — B). Zde je ovem z technickgh
divodUuvhodneosamostatnit odmocninu. Pdlaze protoA = +/x2+ 1, B = 1 — x a zlomek roZgime
vyrazemA + B. Dostavame tak

xe"(«/1+x2+(1—x))

xet
lim = lim =
=0x4+4/1+x2—-1 +=0(V1+x2—(1-x)(W1+x2+(1—1x)
L 5 B T X
_)IcanOe"(\/ler + (1—x)) )Iclﬂq01+x2—(l—x)2
—2m =220
x—0 2x 2 A

Pfiklad 2.103. Urtete IiLn [(6+2INx+2) —2(x +DIn(x + 1) + xInx].

Reeril Pliklad nevypadana prvriipohled pili§ prihledne Dvojka u prostedriho denu rian véak
signalizuje momost rialedujci Upravy:
IiT [(x +2In(x+2) —2x+DIn(x+1) +x Inx] =
= "T [(6+2INx+2) — x+DIn(x + D]+
+ lim [xInx — (x + D In(x + 1)].
X—>+00
Je-li (prava v péadku — to ovem Zaisi na tom, zda Vbec existujiposlediidve limity, a piirozene

na tom, @mu jsou rovny. Pddame se na posledra nich, protoe je trochu jednodi# nezta prvril
Jiz jsme viddi (viz Pfiklad 2.100, ze vyskytuje-li se fikde rozdi logaritmiy bjva vyhodriezapsat ho
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jako logaritmus podu. U nas poslednllimity to bohuzl nejde, protde oba logaritmy jsou j&8 n&im
nasobeny. Ale polieme-li metodu vhodn®o piiCteriia od€teril, nakonec se ma to prece podar.

lim [x Inx —(x+Inx + 1)] = E)Too[(x Inx —xIn(x + 1)) +

X—+00
x+1

+(¥In@ + 1) =+ DiInx + D)) = fim_[—xIn —In(x + D).

Ted ale nentézke vidét, ze jsme patriw koncch. Snadno totixidime, 2

_In@@+d
x—400 E

1
X+ ) 1

lim <—x In
X

xX—>400

Iirp (=In(x + 1)) = —o0,

takze

1
im (~xin> R D) = o0,
X

X—+00

cozneveéti nic dobréno. V&chno nan ale zkazil'ten — In(x + 1). My jsme ale hned na Zéiku limito-
vanou funkci napsali jako séatdvou funk¢i V druhese rian objevil pravé zminény clen — In(x + 1).
Neobjevil by se fim u prvriifunkce den In(x + 1) a nezrugy by se oba? Zkusme to:

x+2INx+2—2x+DInx+1) +xlnx =
=[x +2INx+2)—(x+DHINx+ D]+ [xInx —(x+DIn(x + 1] =

=[[+2InG +2) = @+ 2@ + D] + [ +2) N0+ D) = (6 + It + 1] ] +

+[[xInx = x G+ D]+ [x NG+ 1) = (¢ + Dintx + 1] | =

x+2 x+1

+1+In(x+1)]+[—x-ln

- [(x +2)In —In(x + 1)] -

X
= +2n(1+ x—il) a1 )=

Cx+2 In(l+Z7) In(1+3)

= . I I
X+1 x+1 x

Vidime tedy, "B na® prvriimetoda — pouiti véty o limité soutu — nebyla vhodhaale pesto na
alespdnprivedla na sprany ngpad. Jak jsme prét vidéli, oba nepijemnecleny se zrigy. Nyni uz
snadno dostséame

im [(x+2IN(x+2) -2+ DIn(x +1) +xInx] =

i [x+zhln(l+x—_lﬂ) - In(1+;1)} _

x+1 1 1

X—>400 e
x+1 X

1
x+2 . In(l+ =5 .
. lim w — |im T
—_— X—>+00 =
x+1 X

=1-1-1=0. A

_ In(1+ 1)
= lim — =
x—>+oo x +1 x—>+4o0
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Inax
Priklad 2.104. Urcetexll)nl[ln(xln a) - In( in< )] ,a> 1

vypadajm limity se vy nejhife poétaji. Nevime-li, jak zadt, bude asi nejlepsadt zkoumatjednotllve
Cleny limitovanefunkce. Mane

lim In(xIna) = —o0,

x—>0+

| Inax_. Inx+|na_, 1+—_

=0+ InZ  x=0tInx —Ina -0+ 1— Ina

1+ lim ¢ 1+1Ina- lim &=

_ x—>0+ _ x—0+ _
_1—xirg+m—§ 1-Ina- lim ﬁ_
14+Ina-0
“1-Ina-0

Prvrilimita nam vyda nevlasthi Tato informace i@ tedy asi nebude’itetna Druhalimita vychazi 1.

Jinymi slovy, limita zIomku'lr‘“;“, kteryje argumentem logaritmu, je 1. Takovollprtost bychom nere

propast. Vzdyt pfece nizeme napsaflﬂ =1+ (e — 1), pricem?z lim ('rM — 1) = 0. A pravé tento

In2

obrat rian otvira cestu k vipo@u zadandimity. Je
. Inax . Inax
x|l>rT()]+ [In(xln a) - In( in< )] = Xll)rng[ln(x Ina) - In[1+ ( inz — )H =

. Inax In(l + |r|1n*ax1)
= lerTSJr |:|n(x Ina) - ( — l) —_ & =

In%
a In

(e e <|nax e in[1+ (e - 1)]

x>0+ Ilrr]1ax -1

Inax —InZ
In(xIna) - 7) 1=

InZ

= lim

x—0+

x—0+

(Inx +1Inlna) -

lim
x—0+

[
.
( Ina+lnx—lnx+lna>=
. (x—ma

Inx —Ina
Inlna
- Inx +Inina 2|na>:|na2~ lim —nx _
x—>o+ Inx —Ina x—0+ 1-{%
Inna - Iim L
In a2 1+ 04 Inx » 1+Inlna-0 Ina?
=Ina“- = - —  =1Ina“.
—Ina- I|m = 1—1Ina-0
x—0+ NX A

Priklad 2.105. Uréete lim

X—>+00

(Inx+«/x2 2x+1>
V=1 " x-1)

Reeril Zde si stdtpovdmnout, 2

x+Vx2 1 .ox+1

lim =1a Ilm

x—>+00 x /x2 1 x—+oox — 1

=1
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a dde uznas postup nide bit zcela standardnMyjde

(I x+V/x24+1 2x+1)_
vl or-1)

- [ (SR e (2 -

'”[”(:—g_l)]' 3L (In[lf-%_1 1)])2X

lim

X—>400

= v . Jim E
xta/x2-1
X‘H/? -1 M_m
XxﬂTw)?ﬁi——_ll)z 21‘1;&%?2—@)_21 =
1 -1
_ (x—l)z(«/xz—{—l—\/xz—l) _
x—>+00 4(x —1—«/)62——1)
} . lim (x—1°-2 =
4 xotoo (x +4/x2 = 1)(Vx2+ 1+ Vx2 - 1)
@=1?2 1>2

== lim

2X—>+0°x+\/— \/XZ—HJM/m:
1 (1—-) _1 1
2x—>+00(1+\/1__><\/1+ _1_\/1——) 2.2 8 A

Piklad 2.106. Uréete lim [ln(1+ 2v) In<1+ g)] .

X—+00

1
2

Regril Toto je poniené jednoduchypfiklad. Povémneme si e  lim % = 0, takKz druhylogaritmus

X—>+00

nebude teba upravovat. Na druhgtraneov&em je lim 2 = 400, coz neritdobre a podle nash

X—>+00

zkugenostibude vhodhe argumentu prvitio logaritmu 2 vytknout. Wijde:

i [ zn(a )] -

i [z (e 3)] (14 D) -

— lim xln2+ln<1+21)] In<1+ }

x—>+oo

+
=lw
N—

X—>400

— lim |:xln2—|—ln 1+21)] §I<l— _

=lw

— lim [xln2+ln 1+;)] §]. lim @=

X—>+00 X X—>+00

X—>+00

— lim [3 In2+ Lin 1+21)H 1=
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=3 lim [In2+ In 1+

X—>400

=3 lm In2+3 lim [ In<1+2x)}

x— 400 X—+00

1 1
=3In2+3 lim —- Ilim In<1+§>=3ln2+3-0-0=ln8.

X—>4+00 X x—>+00

Priklad 2.107. UrCete Iir?(l —x)log, 2.

Reeril S piikladem trochu podobmy jsme se jizsetkali (viz Ptklad 2.107). Opé pfipomemme, &
logaritmus se Zdadem jinym nezje e bwa vyhodrievyjadfit pomodilogaritmu pirozendno. Obecrie

plafilog, a = 24, odkud pro napfipad dostaame log, 2 = 2. Miizeme tedy pditat

. In2
)ICITl (1-x)log, 2) = I|m ((l —Xx) E> =
1

—In2. Ilmx; —In2-1=—-In2
—=1ln(l+ (x = 1)) A

Pfiklad 2.108. UrCete lim (sinIn(x + 1) — sinInx).

Reeril Je to prklad podobriyPiikladu 2.85 Pouieme trigonometrickou formuli sin — sing =
= 2cos* L sin L

lim (sinIn(x 4+ 1) — sinlnx) =

X—>400

=2 lim [cos%(ln(x +1+ Inx) . sin%(ln(x +1D—1In x)] =

x—>+00
— zxﬂrpm[co%% In(x? + x)) : sin[% In(l + %)]] .

Funkce cof; In(x? + x)) je na celen sven definiaim oboru omezeha pro funkci sirf In(1 + 1))
zrejmeplati

lim S|n2In(1+ l) =0.

X— 400

(Plyne to snadno s poitian v&y o limité slozenefunkce.) Na zkladéVéty 2.5tedy dostaame

xﬂ)m (sinln(x + 1) —sinlnx) = 0. N

Intg(Z
priklad 2.109. Uréete fim M9 +4%)

, b #£0.
x—0 sinbx 7&

Reeril Zde si statuvédomit, & tg( +a- O) = 1 a snadno nahttneme, & postup je zcela standafdni

im In tg( +ax) _lim In[1+ (tg( +ax) 1)] _

=0  sinbx  x—0 sinbx B
— lim In[1+ (tg(3 +ax) —1)] tg(5 +ax) -1 B
N g(4 + ax) -1 sinbx N

_ lim I[1+(tg( +ax) 1)] i tg( +ax) 1
_x—>0 tg( +ax) 1 x—0 sinbx N
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tgZ +t
=1-Iim[.1 .(94+9(ax)_1>i|=
x—0 sinbx  \ 1 —tgZ tg(ax)

—im 1 1+1tg(ax) —1+1tgax) |
~ x—0| sinbx 1—tg(ax) N
. 1 . sinax . 1 . sin
= lim . Losax —1.2. lim - lim = @
x—>01—1tgax x—0Sinbx x—0C0Sax x—0Sinbx
q - Sinax a
=2-1-lim s =27 -
x—=0p . By b A
In cosa
Priklad 2.110. Urcete I|m a b #0.
olncoshx '

Reeril Zde ope stad, kdyzsi vdmneme, e coga - 0) = cogb - 0) = 1. Wjde

Incosax _ . In(1+ (cosax — 1))
x>0lncosbx  x—0In(1+ (cosbx — 1))
_im In(1+ (cosax — 1)) cosbx — 1 cosax —17
x>0 cosax — 1 In(1+ (cosbx — 1)) cosbx —1|
_In(14 (cosax — 1)) cosbx — 1 . cosax —1
= lim - lim - lim =
x—0 cosax — 1 x=0In(1+ (cosbx — 1)) x—0coshx — 1
aZ . 1-cosax 2 2
=1-1-lim —— @0 = % = (%) .
x—0 p2 . o

Ctend by si md uvédomit, 7 na& postup je spheny pouze v pipade ze a # 0. Je-lia = 0, plafiale
zrejme

In cos 0y2
im a mO0=0= ( ) ,
x—01n coshx x—>0 b
co0zznamenaze nalezeny/ztah I|m :Eggzi = (2—‘) plafiiv pfipadea = 0. A
SiN?(m - 2%)

Priklad 2.111. Urcete Ilm—
x—1In(coqm - 2¥))

Reri. Sympatickezde je, e cogr - 2%) = 1. Vime tedy, co diat s logaritmem. Meése rian uzlibi, ze

7 - 21 = 2. Byli bychom radg, kdyby nam po dosazeént = 1 argument u sinu vyclzal 0. Technicky

to zvladneme tak; & napsemen - 2* = (- 2* — 27t) + 21 a pouzieme periodicitu funkce sinus. Je

o siPee29 L [sin(0n 20— 2m) + 2m)]?
x—1ln(cogm - 2¥))  x—1 In(1+ (cogm - 2¥) — 1))
—im [ cogm-2) —1 . (sin2n(2t - 1))2] B
a1l In(14 (cosm-2) —1)) cogm-2¥)—1 |
L OXYy H x—1 x—1 2
_ i cogm-2%) —1 lim [(sm 2:1(2_ 1)>2’ (2n(2 1) } _
x—~1In(1+ (cog(m-2) — 1)) =1\ 2m(2*"1-1) cogm-2¥) —1
_ssin2n(@t—1)\2 (2rn (2t — 1))
-1\ 2m(2x-1 — 1) r—1coq(m- 2" —2n) +2n) — 1
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, (2n(21 — 1))

r—1coq2n(2-1—-1)) -1

Piipomerme op¢ jednou, 2 pii urCeniposlednilimity jsme poui vétu o limité slo“zenefunkce Vnitini
funkce zde bylg (x) = 2n(2*~1 — 1), p“n'éem“zlim1 212t —1) =0, avngsi f(y) = COS\ —+—, plicemz

; 2o 1 _

‘I)IE]O cosy—1 —  |im Loy — —2. A
/ y=>0 ¥

Priklad 2.112. Urcete lim smi **) , B #0.

Reeril Zde bohuiel opé = - 1% aw - 1 nejsou rovny 0, flrz w, takze zase provedeme néjde posun. :

sin(mx®) . sin((mx*—m) +7n) . —sinm(x*—1)
x—1sin(ntxf) Tl Sin((nxﬂ — 7))+ TE) T aol— sinn(x? — 1) -
sint(x* —1) wxf -1 wx*—1)
( a(x* —1) sinnGf—1) wxf— 1)) -

sint(x* — 1) im n(xf — 1) im n(x* —1)

= lim

x—1

= lim . . . =
x—1 m(x?—1) x=isinm(xf —1) x—1m(xf —1)
exlnx -1
=1-1-1
xITl eﬂ Inx _ 1
. (e 1 Blnx alnx
= lim . . =
=1\ alnx efMx—1 Blnx
AL In
— 2 lim - lim plnx ~ 21122
B —~1 alnx x—1efiny — 1 B B
Podobrigako v Piikladé 2.110podotknene, 2 predvedenypostup mamysl pouze pra # 0, ale
Ze rovnost Ilmz:ﬂggﬁi ¢ plafii prow = 0. A
V14 xsinx —1

Priklad 2.113. Urcete lim >
x—0 e —1

Regril Tento piklad nan musijit hladce. ZAme jiz vechny zde psebriepostupy. Dostaneme:

im «/1+xsinx—1_"m 1+xsinx—-1 _
20 e’ —1 a0 — 1) (VIFasink+1)
jim lim 23T
_x—>0«/l+xSInx+l —0e? —1
sinx lim sinx
im 1 e 11
2H0ex_1_2 21 21 2
x? x—0 x? A

cogxe’) — cogxe™™)

x3

Priklad 2.114. Urcete Iina

Reeril Zde si jistevdimneme, e argumenty kosthmaji v bode0 hodnotu 0. Mite nas tedy napadnout
napsat:
cogxe’) — cogxe™) = (cogxe€') — 1) + (1 — cogxe™)).
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Snadno ale nahttneme, 2 tento postup asi nikam nepovede. Prsiétanec by tofizbylo treba dét
(xe)? a my bohtizl mame ve jmenovateli Hili§ vysokou mocninu, totiz3. My ale nagésti zname jee
jinou metodu — nigeme poliit prisludou trigonometrickou formuli:

. co9xe’) —cogxe™) 2 e+ e\ | e —e*
[im = lim —[sm( 7) Sln<x 7)] =
x—0 )C3 x—0 x3 2 2
H e'+e e'+e H e'—e " e'—e "
:_2”m|:sm(x- 7o) x-S sin(x ST xS }:
0 L ete L er—e X 2
xX—> X > X 5 X
~ sin(x . £t i Le&te?  gin(x . &= i eg-e”
= —21im ( 2 ) - lim 2_ . lim ( 2 ) - lim 2 —
x—=0  x. e"+_ze x—0 X =0  x. ex—ze x—0 x2
1. e —¢e* . e-1H+A-¢e
:—2'1-1'1'—I|m—:—llm( ) + ( ):
2 x—0 X x—0 X
. . l1—e" o er -1
= —1|im — lim =—-1—1Iim =-1—-1=-2.
x—>0 X x—0 X x—0 —x A

J1—e>* —./1—cosx
J/Sinx '

Regril Toto je trochu ztdny pfiklad. NahSe vidime rozdi dvou odmocnin, take na asi napadne
rozs§fit cely zlomek jejich soltem. Avak /1 — e 9 + /1 — cos 0= 0, takKe volnefeteno, se hia ve
jmenovateli objevuje daisiula (mane tam jizsin 0= 0) a o takovyo fenom@ v&Sinou mdo stojime.
Vime vak, 2 Ilrrg) sinx — 1 (znamehdo vlastre e funkce sinc ax jsou ekvivalenthv bode0) a pokud
jegeé napsemex zIomekVl €7 (tj. funkci sinx jsme nahradili funkck), dostaame Viraz, ktefyvypada
docela pijatelné Mdzeme tedy zkusit (ono’ma takenic jiného nezBya) napsat

Priklad 2.115. Uréete lim

x—>0+

lim J1—e* —./1—cosx
0+ J/Sinx N
im J1—e* /1 — cosx
a0+ /Sinx x>0+ J/Sinx
Musime ovem petivé prozkoumat obdéimity vpravo:
fim YEZET g (YAS . WX
=0+ JSinx  x—0+\  Jx  JSinx/)
. l1—e> . X
= lim lim [ — =
x—0+ X x—0+ Y SInx
. - -1 X
x—0+ —X x—=0+ Y SINnx

K urceniipredchozech dvou limit je nutno poliz jednostrannou verzig o limité sloznefunkce. Déde

. 1— cosx . J1—cosx . J/x
lim ——— = lim . Wx) =
x—>0+ A/ SINx x—>0+ X A/ SINx
. a/1—cos .
T ﬁ_ffo 0.
x—0+ X x—0+ /SINx x—>0+
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Celkem tedy vychz
1—e*—J1I-
jim YA€t Vizcost gy
x—0+ A/ Sinx A

V daldm vypoteme rigolik limit funkcy v jejichzvyjadreni se vyskytujhyperbolickefunkce. Zde,
podobrigako u trigonometrickgh funk¢) budou hra dileZtou roli dveé limity, totiz

. sinhx . coshx—1 1
lim =1, im —— = —.
x—0 X x—0 x2 2

Obelimity si v dal$m vypdteme. To byl takdnlavrii divod k tomu,”@ jsme je neZadili do tabulky
limit na zadtku tdo kapitoly. (Jejich vgotet je nave jegé velmi jednoduchy Stoji ale zato si tyto
limity zapamatovat. UpozOujeme jé& Ctendge, 2 u druhez limit v Gtateli je opame poradi nez
u trigonometrickgh funk¢r Tam je totizl — cosx.

h
Priklad 2.116. Urcete lim sinhx

x—0 X

Reeril Jiz na teo limité pochopme, procnam hyperbolickefunkce v limitovarigh virazech nepsobi
Zadnemimoradneobfize — Ize je totizvelmi jednodtis vyjadfit pomociexponencilich funkdi(pfesng
feteno, ony jsou pomaoalich prostedefinovay). Je

. sinh . e —gt e -1 l1-¢e*
I X lim —2— =  lim _ L & =D HC ) _
x—0 X x—0 X 2x—>0 X 2x 0 X
1 e—-1 1 l1—-e~ 1 1 e*—-1 1 1
= —-lim — - lim 14 =-1lim =—-—4+--1=1
2 x—0 X T 2 x—0 X 2 T 2 x—0 —X 2 2 A
Priklad 2.117. Urcete lim thz -1
X
Resrnl Je
_coshy—1 . €41 1 eper-2 1 (ef—e?)
Im —— =Ilm —&~—— = —|lim 7:—Ilm7.
x—0 x2 x—0 x2 2x )C2 2x—>0 X2

Upozornene, 2 ipravaé +e* -2 = (e'—1)+ (e *—1) by zde nikam nevedla. Rovnoste ¢ * — 2 =
= (ez — e—é)2 je trivialni, ale stojiza zapamatova. Pokraeijeme-li v ndem pedchozm vipotu,
dostaneme

X X

1. (et—e\2 1 (ERENE 1 /sinhi\? 1 1
—lim{— ] ==1Iim = = lim —Z.1=Z=
2x—>0 X 2x—>0 % 2x—>0 % 2 2

na Z&lade predchozno piikladu. K temuZz vysledku niZeme dospepongud rychleji, zriane-li rizne
vztahy mezi hyperbolickyi funkcemi. (Tyto vztahy jsou osn mnohem e bé&né nez analogicke
vztahy pro trigonometrickdunkce.) Pro ha (cel je vhodryvztah sinﬁ% = Lg’“l. S jeho pomaci
dostavame

lim

x—0 x? x—0  x2 X

coshx —1 . 2sinff3 1 sintf3 1 sinh3\? 1
——— =1im = | Z = Zlim ==
2 2 x—0 2

1

— 1=z
X 2 '

=0 (3) 2

2
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Snad bychom j&& mdi uvést explicitie ze znalost vztahmezi hyperbolickyi funkcemi hm sice
(jak jsme mohli videi nyni) mize Vipotet zkrdit, ale pro vlastnivipotet neninaprosto nuthaProto
si taKetyto vztahy nikdy tolik nepamatujeme. U trigonometritkjunkcije ovem situace diamettaé
odlisna. Neznalost fislusné trigonometrickeformule velmi'asto zgsoly Zze limitu virazu obsahtgiho
trigonometrickefunkce vVibec nevypaeme.

Priklad 2,118, Urtete lim 9™

x—>0 Xx

Re@ril Toto je moc jednoduchpfiklad. Vd@mejme si jen (nejen zde, ale i tkterich jinych prikladi),
Ze postup je zcela stejrjgko u analogickdimity s trigonometrickou funkciVyjde

tghx sinhx 1 . /sinhx 1 . sinhx 1
lim = lim -—):Ilm . = lim - lim =1-1=1
x—0 X x—>0<coshx X x—>0< X coshx) x—0 X x—0 coshx
Zde jsme vyt Prikladu2.116a spojitosti funkcecoﬁ v bode0. A

Piklad 2,119, Urgete lim—SMTY
x—0In(cosh %)

Reeril Zde si jenom uvdonime, 2 coshi3 - 0) = 1 a vidme, & Ize polii zcela standardrpostup:

. sinkPx . sinkPx
Im —— = |lim =
x~0In(cosh%) x-0In(1+ (cosh& — 1))
_im (sinhzx coshd — 1 x2 ) B
~ >0\ x2  In(l+(coshd —1)) coshx—1)
_sinkx . coshd —1 .1 (3x)2
= lim - lim AAim - ——— =
x—0 x2  x-0In(l+ (coshd —1)) «~09 cosh3 —1
1 (3x)2 1 2
—1.1. 2. lim ———2 = Z.2=2,
9 lenO coshx -1 9 9 A

N B
PFiklad 2.120. Urbete lim Smx —Sinha -, coshx — cosha

X—a X —d X—a X —d

Regril. M(izeme postupovat biid jako u trigonometrickgh funkél Ukazeme to na prvinz obou limit.
Nutnéov&m, chceme-li takto postupovat, muna zria formuli

p + B

o
- cosh
2

sinha — sinhg = 2sinh™ ;

(kteraov&Em zde nassti formané zcela odpo\da pfisluie trigonometrickeformuli). S jejim pouitim
dostavame

. sinhx — sinha __ 2sinh*5° cosh%
lim = lim =
Xx—a X —a x—a X —da
. Sinh=% x+a
= lim 2_. lim cosh = 1. cosha = cosha.
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Jinamomost je prostegouit definice hyperbolickgh funkél To zase pro zimmau uk&eme na druhe
limite.

__coshx —cosha g —g4e”
lim — = — |im —2%— 2 —
x—a X —a X—a X —da

1 e —¢ er—e“

:—Iim( )+ ( ) _

2 x—a X —d

“lim & Lyim &

_2x—>a X —a 2x—a Xx—a -

1 o et —-1 1 Loerte 1]

=—€lm——+-€e“lim — =

2 x—a XxX—a 2 x—a X —a

1 1 e-a_1 1 1

=—-€e¢.1—--€e’lm ——=—-¢€& — -e%.1=sinha.

2 2° ia —(x—a) 2 2 “

Plipomermme jen jé&&, ze jsme tu viastheypotetli derivace funkcsinhx a coshx. A

H 2 i 2 _
Priklad 2121. Uréete lim sinhv'x +§oshi'”h” al)

Reeril Tento piklad sice vypadalozté, ale pi troge Skovnosti nemusdat pfilis mnoho pfae. Pedne
si uvedomme, e

. o1 1 1 .
lim coshwk = Im - +e*) == lim e+ = lim e
2 2 x—>+00

X—>~400 X—~400 2 x—+400

2 (+oo)+1 0= +o0

2 2 ’
Tento Visledek jistenezpsobil den e, nybrz Clen €. A pravéten si v jistan smyslu odseparujeme —
napseme totiz (€ + e~*) = 1 e"(1+ e ). Takto dostaéme

im sinha/x2 + x — sinha/x2 — x _ lim sinha/x2 + x — sinha/x2 — x _

x—>+00 coshx x—+00 le(l+e2)
_ < 2 sinhvxZ+4x - sinhm) B
x—>+oo\ 14 e er
g ‘ sinhv/x? + x — sinhv/x? —=x
x—>+00 14+ €2 x—+oo er
Y sinhx/ﬁm—sinhm.
x—+00 er

Poslednilimitovany vyraz nynirozepgseme. (Ani ian moc nic vc nezbya Mohli bychom podi#
formule sinhw — sinhg = Zsinh# cosh#, ale fm — jak se nide @end sam presvealtit — bychom
si vipotet nikterak nezjednodilis)

é(sinh\/ x2 4+ x —sinhy/x2 — x) =
_ %e—x (e\/x2+x _ e—«/xz—i-x _ e«/xz—x 4 e—«/xz—x) =

— %e\/m—x o %e—«/x2+x—x o %e«/xz—x—x + %e—«/xz—x—x‘
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Snadno zjistne, 2

X 1 1
im (Vx24+x—x)= IIm —— = lIm —— ==
x—>+oo( ) x——+00 ,/x2+x+x x——+00 1+l+1 2
a podobrie
1
lim (\/x2 —x —x) =—_.
x—400 2
Dale potom
. . 1
lim (—\/x2+x —x) = — lim x(,/l—{— — +1> =
xX—>+00 x—>—+00 X
. . 1
=— lim x- lim (,/1+ — +l) = —((4+00) - 2) = —00
X—>+00 X—>+00 X
a podobrie

lim (—vx2 —x —x) = —oo.

X—>—400

S pouitim téchto VisledKua véay o limité slozenefunkce dostaame postupne

1 1 1
lim = .eVetr =2 el lim = .e Vi =
x—+o00 2 2 x—+o00 2
. 1 Y 1 . 1 YT
I|m Z.@ xX2—x—x —_ . e—%’ I|m Z.e xX2—x—x — 0
x—+o0 2 2 x—+4o00 2
Celkem tedy vychz
. sinha/x2 4+ x — sinhv/x2 — x 1. 1 .
lim =2-(—e2—0——e 2+O>=
X—>+00 coshx 2 2
1
= e% — € 2 =2sinh-.

2 A

Priklad 2.122. Urcete lim (x — Incoshx).

X—+00
Re®ril Napiane nejprve
e +e*
-

Mohlo by se docela dobrzdd, Ze oba teny vyskytujci se v rozdiu nejdou dobe dohromady. Zde sa
ale musSnapadnout;gx = Ine*. Potom uZde v& hladce:

x —Incoshx = x —In

. . +e* .
lim (x —Incoshx) = Iim (Ine* —1In )= lim In—— =
x—>+400 x—>+00 2 x—>~+00 H%
. 2¢* .
= lim In = lim In =In2.

x—>+4o0 @Y e * x—>400 14 e X B A
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in2c __ esinx
Priklad 2.123. Urcete lim
x—~0 tghx
Regeril Je
) éian _ esinx ) (éian _ l) + (l _ éinx)
im ——— = Ilim —
x>0  tghx x—0 tghx
esian -1 1— esinx
=lm—+Im —— =
x—0 tghx il tghx
("= _ 1 sin2x (™ 1 sinx
= lim - . —lim|{ ———- =
x—0\  SinZ tghx x>0\ sinx  tghx
gsin2c _ 1 . 2sin2c ' esiny _ 1 . sinx
- xILnO sin 2 .leno fghx )Icano sinx .)Icano tghy —
sin2¢ . inx
_ AmEE me
- I|m tghx I|m tghx -
x—>0 ¥ x—>0 ¥
2 1
=1.--1.-=1
1 1
Pouili jsme zde Visledku Pikladu?2.118 A

Déle budeme brav Uvahu limity funkci v jejichzvyjadfeni se vyskytujcyklometrickefunkce. Zde
budeme velmiasto potebovat, 2
arcsinx . arctgx

lim =1 a lim
x—0 X x—0 X

=1

Rovné& rliznevztahy mezi cyklometricky funkcemi (bohled tasto ne moc jednoduchbivaji uztetng,
takz je nutno je Vst v patrnosti.

Priklad 2.124. Urtete lim arcsini_

x—400 + x

Regril Zde stde jen pou“it prislusou jednostrannou verzi'te o limité slozne funkce. Vezmeme

vnitfni funkci g(x) = 1+x £ avngsi funkci f(y) = arcsiny. Plafi

. X T
lim = -1, I|m arcsmy = ——.
x—>+o00 14 x x—>-1 2

Pro sloznou funkcif (g(x)) = arcsm ~ pak plati

. C1—x
lim arcsin =——.
x—+o0 1+ x 2

Sprarné jsme mdi jesté ovEit, Ze existuje ngke okoll bodu+oc, na nenz ~ # —1, ale je to Zejmeg
nebot’rovnlce i = —1neniareri A
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Priklad 2.125. Urgete lim arccogv/x? + x — x).

xX—>+00

Reril Nevime-li, co podniknout, rizeme alespouaijistit, ze

lim (Vx2+x—x)= lim = lim ;—}

X—~400 X—~400 /x2 +x4x x—~400 1+ 11 2

Funkce arccos je ale naintervaly—1, 1) a fim spse v bod& spojita takz I|m arccosy = arccosl =

y_’z
= 3. Tedy podle V& o limité slozenefunkce
lim arccogvx?+x —x) =
x—-+00 A

Priklad 2.126. Urcete Ilmarctg( — 2)2

Regril Zde vezmeme vnii funkci g(x) = a vngsi funkci f(y) = arctgy. Mame

2)2
x—4 1 . 1
im, o = Im -9 W] = I g T 2 =
Dée pak
. TT
yﬂ)rpoo arctgy = —5
takze podle vty o limité slozenefunkce
I|m arct -4 _ T
9 2r T 2 A

Priklad 2.127. UrCete lim arccotgi

xX——00 /1 +X2
Re®ril Postupujeme zcela stéjjako v predchozm pfiklade Vezmeme vnitmi funkci g (x) = —=

a
N/ 14x2

musme byt velmi opatriy protoz tu mane vitetnou pfileztost uddat

vngsi f(y) = arccotgy.
Jen prvypodu lim

X—>—00 4/ 1+x
chybu. Limitu pdétame v bode—oo, milzeme se tedy omezit nagma jeho okdli(—oo, 0), cozjinymi
slovy znamehgze budeme uvawatx zgporna Budeme samoejmeéddit x tak jako valycky, ale musne
da velky pozor, protoe pro Zgornex neplatix = +/x2, nbrz x = —+/x2.

X
lim = lim = — lim =-1
X——00 /1+x2 x—>—00 /14x2 X——00 1+ iz
X X

Déle pak Iim1 arccotgy = arccotg—1) = ;3;75, nebotfunkce arccotg je na intervalu—oo, +00) (a fm
y—>—
spie v bode—1) spojita Podle viéy o limité slozenefunkce tedy

. X 3
lim arccotg——— = -m.
X—>—00 14+ x2 4 A
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arctgx + h) — arctgx a lim arccotdx + h) — arccotgx

Priklad 2.128. Urcete lim
h—0 h h—0 h

Reeril Whledame-li piisluse rozdiové formule, zjistme, 2

oa—p
tgo — tgB8 = t -1
arctge — arctgp = arc gl T op proaf > —1,
af +1
arccotgx — arccotgg = arccotgr proa # B.
—«

(Doporuaijeme “tendi, aby si obeformule odvodil. Nehito nic t&Zkého — stat vyjit ze sodtovych
formuli pro tangens a kotangens.) K pauzrvni formule potebujeme, aby byla splna nerovnost
(x +h)x > —1. Ale protoz chceme pdtat limitu, nebude obine zajistit splnai této nerovnosti. Bude
stadt, kdyz se omezne na dostate® maleokoli bodu.x.

a) Je-lix < 0, omezme se na okolo polomeu —x. Potomx + 4 < 0, atudg (x + h)x > 0> —1.

b) Je-lix = 0, je nerovnost Ajmévzdy spinaa.

c¢) Je-lix > 0, omezme se na okolo polomeu x. Potomx + 4 > 0, atud (x + A)x > 0.

Na piislusiem okoli tedy plati

arctgx + h) — arctgx = arctg

1+ +h)x
Odtud
. arct h) — arct _arctg2—
lim gx + 1) O _ im TGy
h—0 h h—0 h
h
l arCtgl+(x+h)x 1+ (x+h)x
= |Im 7 . h =
h=0 TrGeti)x
h
—im Yy o L 1 1
= 7 n = 2 = 2"
=0 s =014+ (x +h)x 1+ x 1+x

Druhaz limitovanych funkdije v bodeh = 0 spojita takz s limitou nehipofiz. Na vipotet prvrii
limity je ale ope potreba véa o limité slozenefunkce. Vezmeme vniti funkci g(h) = avngsi
f(y) = ¥ Protoz

—h
1+(x+h)x

. ., arct
im —— =0, lim 9 _ 1,
h—01 4 (x + h)x y—0 y

, . . arctg—-2—
mame pro sloenou funkcif (g(h)) = M rovnost

I+(x+h)x

1+(x+h)x

arctgr __

Existuje ale i jinyzplsob Vipottu teto limity, pfi kterem ani nepotebujeme vdé, ze I|m =1, ale

hlavne nepotebujeme zfasloztou formuli pro rozdi arkustangent. JlsteX|stu1|Jednoznane uréena
Cislaz, w € (—3, 3) takova ze
x =19z, x+h=tqw.
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PrepBeme-li zcela formime vyraz 3tdrn-ardes

pomociz aw, dostvame
arctgx + h) —arctgx  arctgtgw) — arctgtgz) w—z
I - tgw — gz T gw_tgz’
Limitu poslednho virazu prow — z umime spodat. Toto by ria mdo privést na mytenku vyjadrit
plvodrii limitovanou funkci jako funkci slégnou, a potom k jéiu ureeri pouzt vétu o limité slozene

funkce. Vezmeme vniti funkci g(h) = arctgx + i) a vngsi funkci f(w) = tgzjgz. Mame

lim arctgx + ) = arctgx = z lim 2~ % _ cosz = ! = ! .

h—0 ’ w—>z igw —tgz 1+tg2z 1+ x2
Pfitom pii vypodu prvrii limity jsme poudi spojitosti funkce arctg a pii vypodu druhielimity Pfi-
kladu?2.66 Pro sloenou funkci

arctgx +h) —z arctgx + h) — arctgx  arctgx + h) — arctgx
F&) = e arctgx + ) —tgz Xt+h—x - I
tedy plati
im arctgx + h) — arctgx — m w—z o 1 ‘
h—0 h woztgw —tgz 14 x?

Druhou z limit naeho pikladu mizeme pditat analogicky, ale bylo by to velmi nélagdne Nesnime
zapomenout;& mane k disposici kranou formuli

T
arctge + arccotgy = >

S jejim pouitim dostaame
(3 —arctgx + h)) — (3 — arctgx)

arccotgx + h) — arccotgr i

lim I =
h—0 h h—0 h
., arctgx + h) — arctgx 1
= —lim =— .
h—0 h 1+ x2
Poznamenejme J&s Ze jsme v tomto fikladévypotetli derivace funkcarctgx a arccotg. A
In £

Priklad 2.129. Urcete lim .
x—~o0arctgl+ x) — arctg1l — x)

Reeril S logaritmem si Uzimime poradit a roZdiarkustangent vyjdfime pomotiformule, kterou
jsme uvedli v pedchozm piiklade Povsmnéme si j€$2 (kvlli moznosti pouiti zminéne formule), 2
(14+x)(1—x) =1—x? > —1, omezme-li se najpirna okolibodu 0 o polorfies 1. Takz na tomto okdli

arctg1l+ x) —arctg1l — x) = arctg

2—x2°
Pouijeme-li tuto formuli, dostaame
|n 4x
lim 1o =
x—0arctgl+ x) — arctgl — x)
[In[1+(FE -] -1
= lim Ttx ’ = | T
x—0 - 1 arctgm
i+ (FE -] [ -1 £
= lim T . lim 5 . o —
x>0 1—x 1 x=0 2—x? arCtg 2—x2
1+x—1+4x Az 2 _ 42
=1-lim —*— . lim —2=— = lim 1=2.1=2
x—0 5= x—0 arctgm x—01—x A
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Priklad 2.130. Urcete lim x(z — arctg—)

x——+00 1

Re@ril Argument u arkustangenty s& pr— +oo bliZi k 1 a my bohtiel unime neo uddat v&sinou
jen v piipade ze se blti k 0. Ale zdanlivé nehomogenmozdi v zavorce zaoe hned vypadat prétivéji,
kdyz napseme 7 = arctg 1. Na vhodia okoli bodu-+oo (napt na intervalu(0, +o0)) je nepochybne

1.5 > -1 takae mizeme polizt nam jiZ znamou rozdiovou formuli. Dostaame

lim (n arct al
x _— — —_—
2 g

X
Jim s 1) = lim x(arctg 1- arcthL) =

X—>+00

1- = 1
— i L | _
= lim |:x arctg1+ - } = lim (x arctgzx+1) =

xX— 400 x_+1 xX—>+00
_ arctgs—— 1 . arctgz—= x
= lim 2 x| = lim ——=2* . im =
X—>~400 o1 2x +1 X—~400 1 x—>+00 2x + 1
1 1
—1.- ==
2 2

| zde mane ovem maonost jinemetody — metody poiité jiZ v pfedchozm prikladé Bylo by jisté

pfijemne kdyby se hned za arkustangentou objevila tangenta. Zkusme teditpgioz= tgy. Snadno
tgv

vypodemex = 5 apo dosazérdo limitovando virazu mane

bl tgy tgy b

— — arct = - (= — arctgt = (==y).

x(4 gx+1> 1-1tgy (4 9t9)) 1-1tgy (4 v)

Toto jsou ovem pouze f:edb“én’e Gvahy. Formiéné musme postupovat’rsiedujc’lm zptsobem. Zvdime
vnitfni funkci g(x) = arctg; avnqs’l funkci f(y) = ltgtgy - (3 —y). Mame

lim arct = arctg 1= —,

X—+00 g 1 g 4

) tgy 817 Y= 7 n 1

lim (= —-y)|=limtgy- lim —2— =cod~ = =.

y—)ﬁl:l—tgy (4 y>] y—>4gy =3 tgy —tg7 4 2

Odtud potom pro sleenou funkci

~ tg(arctg-15) T X o\
Flg) = 1— tg(arctg—5) . (Z B arctgx + 1) N
_ @i (T Y ) o2 =
g (4 arctgx - 1) = x(4 arctgx 1)
plyne tg 1
T X T y . E _ —
Gy % G

X—>+00

Priklad 2.131. Uréete lim x(g — arcsin > l).
x4+

Reril MiZeme postupovat stejrjako v predchozm piiklade Nejprve si vypdteme vrigsi funki.
Libilo by se ria, kdyby se za arkussinem vyskytoval sinus. Name ted«/y%1 = siny a podgtame:
xXe+
x2
x2+1
, Sty siny
X

= sir? v, x2(l — sir? y) = sir? v,

= , X = .
cogy cosy



2.2 Piiklady 103

(Vypotet majen piedb&ny charakter, take si zatm nedéame starost se esni detaily.) Dée mane

)— siny(n arcsin(sin )) _ Siny (n )
“2+1/ cosy\2 V)= cosy\2 ~ )

(7: arcsin
X\ — — |}
2

Ateduzzameme daat pozor. Vezmeme vriiti funkci g (x) = arcsin\/)‘z_l definovanou ng—oo, +00)
x2+

a vngsi funkei f(y) = (3 — ) definovanou n¢—3, ). Plafi

X T

lim arcsin—— = arcsin1= —,

X—>—+00 /x2 11 2
siny /7 . : . Z=y

im —y<— —y) = lim siny- Ilim 2—W =

y—>3%— COSy \ 2 y—>3— y—3—- COSy — COS%
T
. y—3 1
= (=1 - lim 2 __ = —— =
y—)%— COSsy — COSE — S|n§

podle Pikladu 2.65 Podle prsluse jednostranhererze vigy o limité slozznefunkce nynipro sloznou
funkci

sin( arcsin—= )
(g(x) = VA (2 aresin——) =
§ _ 2 Va2 1
cos(arcsm Tz“) X
A/ .)C2 .
= i . (g — arcsin— 1> =
1-— sin2(arcsin =3 ) X%+
\/ A/ X241
= S (n arcsin— ) =
B 1 ( . )2 2 NV
x24+1
_ v (E — arcsinL> = x(E — arcsin—)
1_ iil 2 V241 2 x2+1
plafi :
lim (n arcsinix ) lim siny (n ) 1
x| — — = — | = — — 1.
x—>4o00 \2 VxZ+1 y—3%- COSy \ 2 Y

Podotkriene jese, Ze pii vypodu sloznefunkce f(g(x)) jsme zcela sprné pouili vztahu cosx =
= +/1 - sirfa, nebotv ndem piipadex = arcsin—~— € (-3, 5) azde tento vztah pla takovichto

i

pripadech doporiigeme zvgenou opatrnost, velice snadno 1z€ ladehybu!
Pred€$y postup je ovem mone mirné modifikovat. Za tm UCelem polieme vztah

arctge = arcsin
1+ a2

platnypro vechnax € (—oo, +00). Dostavame tak ihned

L) = lim x(E — arctgx)
/x2 4+ 1 T x> +oo 2 )

. B4 .
lim x(z — arcsin

X—>400
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Nyni postupujeme stejngko viSe, ale jsme technicky v trochu jednd@usituaci. Vezmeme vniti
funkci g(x) = arctgx a vngsi funkci f(y) =tgy - (3 — ). Je

. L . T s v -~
XE)TOO arctgx = 5 ylrg_tgy . <§ — y) =1 (stejngako viyse).

Pro sloznou funkci
T T
f(g(x)) = tg(arctgx) - <§ — arctgx) = x(i — arctgx)
pak dostaéame stejriyvysledek jako Ve, totiz

lim x(% — arctgx) = lim tgy- (% — y) =1

X—>+00 y=>35—

formuli pro rozdl arkussiriu Plafitotiz

arcsiny — arcsing = arcsir(a\/l — B2 —BvV1-— a2) ,

jestlize budap > 0 neboa? 4 B2 < 1. V naem pipade(protoz zkouniae limitu v 400 a mizeme se
tudiz omezit fieba na interval0, +00)) plafijiste 1. —=— > 0, takz
X241

T X X
lim x(— — arcsin ) = lim x(arcsin 1— arcsin ) =
X——400 2 /x2 11 X—>~400 Vx2+1

:xﬂrpoo[xarcsir(\/l— (\/xzx—Hy_ x;+1.0)} N

; 1
arcsin
, . 1 . x2g1 X
= |lim [xarcsin———| = Iim T . =
x——+00 /x2 + 1 x——+00 ; x2 + 1
x4+1
arcsin 12 - .
. + .
— lim . lim —1.1=1.
x— 400 xX—+00 )C2 + 1
x2+41 A

Posledhityp limit (pokud Vibec o typech limit Ize mluvit) budou limity tvatim [ (x)*™]. Zde je
velmi vihodnepostupovat hsledujcim zpsobem. Nageme

h(x)k(x) _ (elnh(x))k(x) — g nhG)

a pouzieme veu o limité sloznefunkce. Vezmeme vhitrfunkci g(x) = k(x) Ink(x) a vngsi funkci

f(y) =e. Je-li
limk(x)Inh(x)=A a lime =¢',

y—>A

potom pro sléenou funkcif (g(x)) = e®@ MA@ = j(x)k® plat]

lim [2(x)*] = lim & = ¢".
y—

X—a

vvvvvv

v pripadepotieby rovrig symbolenexpx. Tedy rikdy mstoe’ ) budeme pSaexp f (x).
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14+ x\ 25 . A4\ d4x\
) ,Ilm( ) a I|m< ) .
24+ x x—>1I\2 4+ x x—>400\2 + x

Reeril Zde konkféné mizeme napsat

Priklad 2.132. Urgete |im(

x—0

1 = 1- 1
( +x>1, :exp( ﬁln +x).

24+ x 1—x 2+x
Déle potom uzpokrawjeme vcelku bez neSra

1—Jx 14xy 1-40 140
[ [ = [ =—1In2
lenO( 1—x n2+x> 1-0 n2+0 ne
nebot limitovariafunkce je spojitar bode0. Dde

— 1 1-— 1

im ( vE +x>:|im VE i in 2

=1\ 1—x 2+ x x—»1 1—x x->1 24x
— lim 1-x n2—im_—+ _ ;n2_1p?
T -1 (1-x)A+4Vx) 3 —-114x 3 2 3’

Am (11_—{6 In ;j: i) -

n[1+(E-1)] 1+x  N\1-var|_
{ G-y

= lim
x——+00 ;‘I—i -1 24+ x 1—x
In[1+ (3 — 14x—2—x 1—
— I|m [ 1+(2+X )] . I|m < +‘x X . ﬁ) —
X400 2+_§ -1 x—+00 24+ x 1—x
1 1
-1 TJ/x 12 0
—im =Yl i S L)
x—>+00 (2+ x)(1 — x) x—>+00 (; + 1)(; — ]_) -1
S pou#tim predchozeh fii vysledkKunyni postupriedostarame
xR I |
)Icano<2+x) _y—IJr—nlnze =€ T2
. 1+x 1If . 1,2 2 \/E
lim = lim e =e"s=/ei= |2,
x—>1<2+x> y—>3ing 3
xS 0
Jm (3y) T =lme ==t
o . . x+2\*
Priklad 2.133. Urcetex_l)linoo(zx _1> .
Re®ril Zde mane
(x+2>x2 exp[zlnx+2]
= X ,
2x—1 2x—1
a tedy
Iim[zlnx+2]— im 22 0im 22— oo int = —co
x—>+oox 2x —1 _x—>+oox x>to0  2x —1 2 ’

Odtud potom

lim (;;_21))‘2 — lim & =0

X—> 400
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32— x4+ 1\ o
Priklad 2.134. Urcete I|m (7)1”.

x—>40o\2x2 +x + 1
Re®ril Je
. x3 Sx —x+1
lim ( )
xotoo \1 — x 2x2+x+1
Cim S gim om ot 3l
_x—>+ool—x X—>~400 2x2+x+l_ 2 '
Odtud opé

3

im (SXZ_XH)XX— im e =0
x——+00 2x2+x+1 _y—>—00 - A

S

x2—1>j§ﬁ

Priklad 2135. Urtete lim (=
X

X—>+00

Reril Je

2_
i In[1+ (377 - 1)] (x2—1 1) x—1
T xotoo ijﬁ—l x2+1 x+1
i+ (-] -2 x-1
= lim 1 - lim ( > . ):
x— 400 x2+1_1 x—>too\x4+1 x+1
2 1
—1. lim im 2 ~-—1.0.1=0.
x—>+o0 x¢ 4+ 1 x—>+oox+1
Dostavame tedy
2 1 x=1
I (x )"* —lime' =& =
x—~400 x2+l y— A
2 1 X2
Priklad 2136. Urtete lim ()"
x—+oo\ x4 — 2
Reeril Je
241 In[1+ (3£ 241 32
im_(+2In + )= lim 1+ (75 )].(x + —1)a?| = lim =3
x—+00 x2 -2 x—+00 Xz‘f‘% -1 x2 -2 x—+00 x2 — 2
a tedy
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. . . x24+2x — 1,1

Priklad 2.137. Urcetex_l)linoo(m) .

Re®ril Je
im <l n x2+2x—l>_ i |n[1+(§x2£23§__12— )] <x2+2x—l_l) 1
x—>4o0o\x 2x2—3x—2 _x—>+oo %_1 2x2—3x—2 X '

Tak se nan podailo napsat rovnost sice spriaou, ale zcela zbyteou. Vidme, 2 nenidobresklouZazat
do mechanickieo a bezmytenkoviteho podtani. V na®em pipadetotiz

. x4+ 2x—1 1
lim ———  — —
x—>400 2x2 — 3x — 2 2

a nenitedy divod pouzvat nd& prededy postup (jako napiv predchozm piikladg). Zde stattotiz

im Lop it ol el
x—+00 X 2x2 —3x — 2  x—+4oox x—+4o0 22 —3x —2 2
Potom X )
. x“+2x—1\x .
lim 7) =lime =€’ =1
x—>+oo<2x2 -3 -2 y—0 A

Priklad 2.138. Urcete Iingi/l — 2x.

Re@ril Zde i@ nesmbodradit porikud neobvyklytvar limitovariefunkce. Stattotiz napsat/T — 2x =
1
=(1-2x)".Je

1 o In(l—2x) —2x
lim —In(1 —2x) = lim . = —2.
xl—>0x ( ) xl—>0 —Zx X
Potom tedy
lim V1—2x = lim & =¢e2
x—0 y—>-2 A

Priklad 2.139. Urcete lim [tg(g +x)]tg2x.

x—>Z+

Regril Jako obvykle naeme

[tg(% + x)]tgzx - exp[tg 2x - Intg(g + x)]

Pak

lim (thxIntg<g+x)) = lim tg2¢- lim Intg<g+x) =

e o x> Iy i Iy
— (—00) - Intg(% + %) = (~00) - Intg(gn) = —oo.

Zde jsme nik opé&t tfi vytetne prileztosti uddat chybu. V limitovariefunkci se vyskytuje logaritmus,
mohli jsme se proto sfidzpsa

Intg(% +x) = In[1+ (tg(% +x) - 1)]
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cozby, podobrigako v Piklade2.137 bylo zhola zbytéag nebot
lim tg(8 x) # 1

x—>4+

Dée je monost omylu u lim tg 2¢. Pii troSe nepozornosti se snadno @RIz je rovna+oo. Toto

x—>4+
totiz plafi pro I|m tg2¢, zatmco lim tg2x = |lim tgy = —oo. Koneme pri ureri soudnu
x—)Z— x—>4+ \—>2+
(—00) - Intg(§n> musme nezbytiewutnezna znanieko drulidno Gnitele. Protde vak ;1175 < gn <
< 2, plafitg(2n) > tg(3n) = 1, atudz Intg(3n) > 0. N&Svysledek je
tg 2x
lim [tg(E +x>] — lim & =0.
x—>%+ 8 X—>—00 A
Priklad 2.140. Urcete lim(1 + x2)ycotdx,
Reeril Je
) ) In(1+x2) cos x
2 _ 2
)IcIEIO [COtgzx In(l+x )] o )IcIEIO[ x2 szx]
2
=1-limcogx - I|m< al ) =1
x—0 x—0\Sinx
takze
im(1+x)°¢* = ime =¢' =e
x—0 y—>1 A

Priklad 2.141. Urcete Iin;n(l + sinmx)cognx,

Reeril Je
In(1+sinmtx) . COSTIX
I|m [cotgnx In(1+ sinmtx)] = lim [— - SinTx - — ] =
1 sinmx sinx
. In(A+sinwx)
= lim —— = . lim cosnx = 1-cosmt = —1.
x—1 SINTTx x—1

Zde bylo nutriesi povémnout, 2 sint = 0. Potom uzyla metoda vpodu zcela jashalako Vigledek
dostavame

1
I|m(1+ sinwtx)®9™ = |im ¢ =e¢e! )
y——1 e A
t 1
Priklad 2.142. Uréete Im(ﬁ)“ﬁx.
X

Rezril Je

i [ (e ] =

[+ (g -] 1+tgx 1
= lim gy ' <1 inx 1> simx |
x—0 Tisine — 1 + Sinx SIN° x
_/tgx —sin 1 _ 1 oS giny
:1-I|m<gx ; Al _ ):lm . cosy =
x—>0\ 14 sinx siMx x—>01+sinx x—0 sSiMx
1— cos . ,s1—cos 2 1 1 1
=1-1lim il _Ilm( Al ,x . ):—-1-1:—,
x—0SiN x COSx  x—0 x2 Sikx cosx 2 2
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a tedy

. 14+tgx \ o3 . . 1
lim (—,)S' “=lime =e2 =, e
x—0\1+ Sinx y—> f

L

Priklad 2.143. Urcete |im(2::x) L a k.
a

X—a

Re®ril Je

x—»alx —a sina Sinx sina

In[1+ (Shx _ 1 ;
lim [ 1 In ﬂ] = lim |: [ + (sma )] ) <S|nx _ 1) ' 1 :| _
X—a m p—
sinx —sina  cosa
=1-lim = —— = cotga
x—a (x —a)Sina  sina

na Z&ladePtikladu2.65 VWchazi nam potom

Sln xX—a
Iim( x) = lim e = eo
x—a S|na y—cotga A
1
Priklad 2.144. Urcete |im( cosx )2
x—>0\COS X
Reeril Je
1  cosx Inf1+ (== — cos 1
iim (5 n ) = lim [ Co(;oszf )].( —-1) 5=
x—>0\x2  CcOS X x—0 =1 CcoSs X x2
. rcosx —coszx 1
:1.|.m[—._] _
x—0 CoS X x2
1 -1 1-—
— lim lim (cosx ) + ( Ccos %) _
x—>0COS X x—0 x2
. cosx—1 . 1—cosz
=1 (J;'To sz tlima- (2x)2 )
_ 1,18
2 2 2’
atedy
. COSX \ = 3
I|m< )‘Z—Ilme =e’.
x—>0\COS & y—3 A
Priklad 2.145. Urcete Ilm(tgx)tgz"
x—>4
Re®ril Je
IN[14+ (tgx — 1
lim [tg2x - Intgx] = I| [ [+ (gx - D] -(tgx—l)-thx] =
x—>7 -7 gx — 1
2t -2t
1im [tgx — 1) —g’;] — fim —29% _ g
x—>% tg X x—>7 l+tgx
atedy
lim (tgx)'9% = I|m @ =¢etl

x—>7 e A
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Priklad 2.146. Urcete Ilm(smx)tgx

x—>2
Reeril Je
In[1+ (sinx — 1)] .
I|m [tgx - Insinx] = lim .( ) -(sinx —1) -tgx | =
-3 3 sinx —1
. . sinx . . . Sinx—1
=1-Ilim [(smx -1 - ] = lim sinx - M —— =
x—3 COSx x—3 x—7% COSx
. . sinx—sin%
sinx —sinZ % cos3
=1. I|m — < = |im = = =
x—% COSx — COS— x—3 cosx— COSZ —Sln§
x—3

s pou#tim Piikladu2.65 Pak
lim (tgx)'9% = I|m @ ==1

.)C—)z

A
Priklad 2.147. Uréetexli_)ng[tg(% — x)]wtgx.
Reeril Je
)ICiLnO [cotgx . Intg(% — )] =
-t | LD (- 1) o | -
—1. liﬂqo[(% _ 1) .cotgxi| _
- [Ty ] = 2
a tedy N ot | | )
tmte(Z —x)] " = im, e e A

1 1\=*
Priklad 2.148. UrCete I|im (sin— +cos—> .
X

X—>+00 X
Reril Je
1 1
lim [xln<sin—+c03—>]=
X—>+00 X X
In[1+ (sind +cost —1 1 1
lim [ [ _(1 2 — )]-(sin—+cos——1)-x}=
x—+00 sin: + cosy — 1 X X
1
=1- lim [(sm—+cos——1> x]:
xX—+00 X
1 1
. sin=  1-—cos= 1 1
= lim [ 1)‘— 2”—]:1——‘0:1,
x=oo| 2 (1) x 2
a tedy

. 1 1\« o
lim (sm— +cos—> =lime =e
x—+00 X X y—1
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Priklad 2.149. UrCete lim y/cos/x.

x—>0+

1
X

Re®ril Zde podobiigako v Piklade2.138staé napsat,/cos/x = (cosy/x)*. Je

71 _ In[1+ (cosyx — 1)] 1
lim [—Incos ]: lim - (cos -1 .- | =
x—0+ Lx v x—>0+|: cosyx — 1 (cosvx = 1) x
-1 1-— 1
_qgim SOV g, Izcosve 1
x—0+ X x—0+ (\/)?)2 2
a tedy
im i/cosyx = lim e —e ? = 2
im {/cosyx = lim @ =e 2= —.
x—0+ * y—>—1 Je A
14+x-28\x2
PFiklad 2150, Urgete lim( —— = \*".
x—»0\1+x 3
Re®ril Je
. 1 1+x-2¢
lim [— In —] =
x—0Lx2 1+4+x-3
0 ez o1 14x-3 x2 |
_1 Iim[1+x-2x—1—x-3x 1]—im 2r -3 .
- x—0 14+x.3 x?2 _x—>0X(1+X'3x)_
. . 2x _3x . 2x _3x
= lim - lim = lim .
=014+ x-3F x>0 x x—0 X

Pro Vipotet posledhlimity mame k dispozici nejrmee dvé metody. Budo

2 -3 2 -1 -3
lim _jim & =D +d-3)
x—0 X x—0 X
2 -1 F-1 2
= lim — lim =In2—-In3=In=
x—0 X x—0 X 3
s pou#tim vysledku Pikladu2.87. Nebo
X _ 3¢ 2\* _ 1
lim 3 = lim 3. (3) =
x—0 X x—0 X
2\y* _1
= lim 3. lim L:l‘lngzlng
x—0 x—0 X 3 3

opé podle Ptkladu 2.87. (S tamito postupy jsme se ostatijig setkali v Ptklade2.88) Jako Vigledek
tedy dostaéme
lim

x—0

() = me =5

2
y—Ing A
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(1 + sinx cosax )cot93x

Priklad 2.151. Urcete lim( ———
1+ sinx cosBx

x—0
Reeril Predpoklalejme nejprve)ea # B. Pak

1+ sinx COSax] _
14 sinxcosfx]

[I”[l+ (Tremreses — 1)] ' (l+ sinx cosa.x

lim [cotg3x -In

= lim
Sinx COSu.x H
x—0 sinxcospx 1 1+ sinx cosBx
i [sinx(cos(xx — CcOSBx) cos?’x]
~ x—0 1+ sinx cosBx simxl
- cos x COSax — COSPx
~ x—01+sinxcosfx x—0 Sire x N
w —2sin“$x sin L x
x—0 sm2x
Cosin%fyx sin®fx o+ o —
= —2lim —2— . lim —2— = -2. F p
x—=0 Sinx  x—0 Sinx 2 2
a .
1 + sinx cosax \ cotg’ x . y 1
lim (—) = lim e =e?
x—0\1 + Sinx cosBx y—3(B2-a?)

Je-lia = B, je
. 71+ sinx cosax \ cotg® x
I ( )
x—0

m(——
1+ sinx cosBx
Vidime tak, 2 vige uvedenwztah platii pro o = 8.

. . _sat b 4\
Priklad 2.152. Urgete |m3(f) a>00b>0,c>0.
Reril Je
. 1 a*"+b"+c*
lim | S 2 T |
x—0 3

= lim

x—0

|:In[1+ (etote

X X X
a+173+c -1

. at+b "+ -3
= lim .
x—0 3x

1)] ‘ <ax +b"+c*

Pamatujeme-li si igledek Pikladu 2.87 alespdnv dlleZitém speciinim tvaru I|m

— 1) 'cotgax:| =

= lim 1°9* — |im 1 = 1.
x—0 x—0

=1 = Ina (cozse

vyplatl), mdo by nas napadnout;eztrojka je sotiem fii jednitek, tj. z mLzeme psa

ax+bx+cx—3_1

lim — lim

@-D+@" -D+( =D

x—0 3x B 3 x>0 X
1,. a" -1 . b -1 =1
= — (Ilm + lim + lim ) =
3 x—0 X x—0 X x—0 X
1 1
= :—g(lna +Inb+1Inc) = 3 In(abc),
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2.2 Piiklady
a tedy
. b N\t . .
lim (w) —  lim e =ei"@w — Yube
x—0 3 y= 3 In(abe) A
x+1 4 pe+l x+1 %
Prikiad 2153, Urcete lim(“ ++ . : ). a>0b>0c>0.
X—> a C
Reril Je
1 ax+l+bx+l +Cx+1
lim —1In =
x—0Xx a—+ b +c
(N[ (ST )] gt g el ot 1
= )ICILnO a,r+1+bx+1+cx+1 : < a + b + c - 1) : ; =
a+b—+c -1
x>0 x(a+b+c)
__ 1l @40 b+ (o)
a4+ b+cx0 X o
1 . a* —1 . b* — . -1
=7(|Ima- +limb- + lim ¢ - ):
a-+b+c \x—0 X x—0 X x—0 X
! (@lna+binb+clinc) ! IN(a“b’cc)
=—-(alna clne) = ——In@“b°¢"),
a+b+c a+b+c
atedy
ax+1+bx+l+cx+l % 1 1
Iim( ) = ex (— IN(a“b’c* ) = (a“bPcC) e
x—0 a+b+c pa b+c (@b (a C) A
2 2 1
. T4 by
Priklad 2.154. Urcete Img(%) a=0b=>0.
x— a* x
Reeril Je
. 1 a*’ + b’
lim [— -In 7] =
x—0Llx a* + b*
axz b"z x2 x2
g | I (G — )] .(a +b _1>’1 _
x—0 a’filgiz -1 a* + b* X
— lim a’ + b —a* — b o 1 lim (ax2 —a*) + (bx2 —-b)
=m x(a* +bx) _x_)Oax+bx 10 X =

1, a“—a* b~ —b
= —(Ilm —— +lim —)
2 \x—0 X x—0 X
Obeposledilimity mizeme vypdest nejmimédvéma zpisoby. Mizeme Teba picist a odétst jednidku:

2 2 2
,_at —a' @ -D+@A-a" oat =1 . a*—-1
lim = lim = lim — lim =
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X

2
. a -1
:I|m< -x)—lna:O—Ina:—Ina.
x—0 xz
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Nebo mizeme vytknoutz*:

2 2 x2

. at —a' . at =1 _ a7 =1
lim = lim <ax . 7> =lima* - Im — =
x—0 X x—0 X x—0 x—0 X
2 2
X-x _ 1 ) ex 1
=lim(“—= (- ) =lim == Im(x — 1) =
x—0 x(x — l) x—0 x(x — 1) x—0
=Ina-(-1) =—Ina.

Celkem potom vych#

1 a” 4+ b 1
|im[—.|n7]=——|n b).
x—0Lx a* + b~ 2 (ab)
atude , ,
o sa" b\ 1 1
im(——— =exp(—=In(ab)) = —.
x—)O( a* + b~ ) p( 2 (@ )) Jab A

X
secH

Priklad 2.155. Urcete Iin}(2 —X)

Re%ril (Plipomemme definici mi@é znan§ch funkci sekans a kosekans. Definujeme sees —L-

1 cosa !
coseqr = ) Je

sina

. X N1+ 1 -x)] 1
lim [sec— In(2 — ] =lm|[—— - (1—x)- =
x—1 2 2= x—1 [ 1—x (1= cos“—zx]
1- 2 5(1— 2 T =3
= tim [ nﬁ]:lim—.%:——lim%:
x—~1lcos% x—>1T COS% — COS% T x—~1COS%- — COS5
2 1 2

T —siny mw

na Z&ladePTikladu2.65 Ctend necht'si povémne, jak Uitetnebylo napsat CoS —cos; misto cos’y .
Mnohdy ran takto pom&avyjadreri nuly vhodriyn zpisobem. Zgérem pak dostéame

N

lim (2 — x)%*°%7 = lim e =e~.
x—1 y—)% A

x241

PFiklad 2.156. Urcete lim(2e71 — 1) .

Reeril Je
2 1 .
Iimo[x i In(Zem—l)]:
| In[1+ (26571 -2 . 241
x>0 2e1 — 2 X
x 2+1 e —1 241
:2Iim[(exf+1—1)-xJr ]:2||m +x s
x—0 X x—0 p x+1 X
241
_2limit o
x=0x+1
a tedy

x 2241 .
lim(2e71 — 1) " = lim e’ = €.
x—0 y—>2 A
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1
X

< « . X 3
Priklad 2.157. Urcetex_l)linoo(tg >+ 1) .

Regril Je

Jm [1 Intg anx 1] =7

Zde nenideme postupovat tak jako Vkealika predchozeh piikladech, nebot

lim t = I|m tgy = +o00.
x—>+0092x+1 y—>7— gy +

Pouijeme znalosti limity lim '”Ty = 0 (viz tabulka limit v pipravnecasti). Za tm Ucelem nafeme

y——+00

1 Intg ;™= 1
im [Zintg———] = Iim 921 g™ 1)
x—+oo Lx 2x +1 x—>—+00 thx+l 2x+1 x

_ jim M9z Iim[ tg — ]
x—+o0 1g 2:_):_1 X—~400 2x +1

Prvritlimitu snadno ufome podle véy o limité sloznefunkce. Vezmeme vniti funkci g(x) =
a vngsi funkci f(y) = 2. Plafl

X
2x+1

. . ny
lim t = 400, im — =0.
x——+00 g 2x + 1 y——00 y
Pro sloznou funkci In g
ntg ===
f(gx) = t—,%’;“
9741
tedy plati
Int In
lim #: im — =0.
x——+00 tg S t1 y—>+oo y

Déle potom mane

. 1 . 1 Sin ==
lim [ tg—— ] lim 2";;1 =
x—+00 2x +1 x—+oo | x COSZx—i—l

lim sin——— . lim 1
T xotoo . 2x 41 x—o+too x coszj:j‘rl -

1
=1 lim —— = Im

x>+00 X COSzag  x—>+00 X COSzy

Pokud jsme na rozpazh, jak dde pokraovat, podvame se na argument u kosinu. Je ligf; =

X—)OO

Vzhledem k tomu; e jsme sfBe schopni zvldnout situace, kdy se argumentik nule, mizeme provet
posun 03.

lim 1 lim =
x—+00 X COSZ;[-)‘,C-l T x>0 X Coi( Trx _ %) n %] =
1 . 1
= lim — = lim , - =
roteo —x S'n(2x+1 5) xtee —xsin[x- 2(2x+1)]

x—>+00 | SiN ==t X x—>+00 X T

_im { sy 2(2x+1)}:1‘ L2l 4

2(2x+1)
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Dostavame tak

1 X 4
lim |—Int =0.-— =0,
o [x 95 & 1] -
ated
y Lo
. oy
xlrroo(tg& 1) —l'L“oe o A

Priklad 2.158. Uréete Iing /1 4 x2er.

Rezril Je

. 1 )
I | T g M1+ ")

In(l+x2e?‘) x’et ]
"1-—cosx|
2=

:liLno[ex'l—cos;c] 1-2=2

|im0 10 /1 + x2e" = Iimzey = é.
X— y—

X+a x+b
Priklad 2,150, Urtete lim St @ " +0)
x—>+o00  (x +a+ b)2x+a+b

a tudg

Reeril Zde je Uitetne si vimnout exponerituSou@t exponeritw itateli je totiz roven exponentu ve
jmenovateli. MZeme proto polit nasledujci postup:

x+a p)*tb x+a b x+b
lim @ +a)y ™ x+b)"" lim [(&) . <L> ] —
x—>+oo (x4 a + b)Ztath x—>+ool\x +a +b x+a+b

: X+a \¥ta . X+b \xtb
= lim <—> - lim <—> .
x>too\x +a+b x>too\x +a+b

Budeme poitat lim (545)"". Je

x+a+b
X +a
lim [ + In —] =
x—>-+00 (x+a) x+a+b
|n 1+ x+a 1
— I|m [ xS_);—‘ra-‘rb )] . ( X + a _ l) . (X +a) —
x——+00 tath 1 X +a+ b
— lim [_— ) (x+a)] — —b lim _xXta — _b,
x>toolx+a+b x>toox +a+b
takze
i X +a x+a . ! _b
lim (7) = |lm e =e
x—>+oo\x +a+ b y——b

Druhaz limit v sou@nu vznikaz prvriizanénoua ab. Tedy

. x+b x+b u
lim <—> =€ .
x=>foo\x +a+b

Wchazi nam tak
x+a x+b
lim x+a)y T +hT el gt =g @th,
x>+00  (x 4+ a + b)Ztatd A
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1— sire+s
P¥iklad 2.160. Urgete lim S X 4-08>0.
x—3 /(1 — sire x)(1 — siré x)

Regril Myslime-li si v tao limité napsao x misto sinx, mohli bychom si vzpomenout na Illﬁ;l_Lll =a
(viz Priklad 2.90). Pouzjeme-li v&u o limité slozenefunkce s vnitni funkci g (x) = sinx a vngsi funkci

fy) = Vv_‘ll dostaame pro sléenou funkcif (g(x)) = L1 yysledek
sitx—1_ -1

Iim ——— = Iim =q.
x—>% sinx — 1 y—>1 y—l

S jeho pouiim jiz zadanou limitu snadno vyptme. Nassnahou bude upravit limitovanou funkci tak,
aby se v Aivyskytovaly Viyrazy typusf2=t \Ajde

sinx—1
. 1—simtfy
lim _ _ =
x—3% /(1 — sire x)(1 — sinf x)
_ [1—sin"‘+ﬂx 1 —sinx ]_
T xogl 1-sink /1 —sirxo@d—sifr)d

msin‘”ﬂx—l im V1—sinx-/1—-sinx
>3 sinx—1 3 /I—sifx-J/1—siPx

@+ B) - lim [ sinx —1 im sinx — 1
= (U . _— _— =
x—3 sikx — 1 x—>3 sifx —1

— @tp) = P
B Ve /B JaB A
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Kapitola 3

Spojitost funkce

3.1. Pripravnatvrzeni

Véta 3.1. Budte f(x) a g(x) dvefunkce definovanea okolibodua € R a spojitev bodea. Budc reané
Cislo. Potom funkce (x) + g(x), cf (x) a f(x)g(x) jsou rovne spojitev bodea. Je-li navc g(a) # 0,
potom je i funkeel spojitav bodea.

Zcela analogickavrzeniiplati téz pro jednostrannou spojitost.

Poznamka. | zde budeme funkaiozume komplexnifunkci redné promenne Budeme ovem pracovat
VE&Sinou s réinymi funkcemi.

Véta 3.2. Bud f(x) funkce definovanaa okolibodua. Jestliz funkcef (x) je spojitav bodea, potom
téz funkce| f (x)| je spojitav bodea.
Zcela analogickavrzeniplati opé pro jednostrannou spojitost.

Véta 3.3. Bud f(x) funkce definovanaa okolibodua. Potomj (x) je spojitav bodea pravéetehdy, kdyz
je v tomto bodespojitazleva a zeovenhspojitazprava.

Véta 3.4. Bud f(x) funkce definovanhaa okolibodua. Potomj (x) je spojitav bodea pravéetehdy, kdyz
)[iﬂja fx) = fla).
Zcela analogickevrzeniopd plati pro jednostrannou spojitost.

Véta 3.5. Bud g(x) redna funkce definovanaa okolibodua a spojitav bodea. Bud f(y) funkce
definovanana okolibodu g (a) a spojitav bodeg(a). Potom sldenafunkce f (g(x)) je rovn& spojita
v bodea.

Poznamka k Vété 3.5. Toto je takzvahavéta o spojitosti sldenefunkce, ktefanam bude velice asto
uztetna Lze vyslovit t& jeji jednostranheverze a’adame dende, aby se o to pokusil.

Véta 3.6. Bud f (x) funkce definovanaa okolibodua. Pro kazle x z tohoto okdlpidme f(x) = fi(x) +
+1i f2(x), kde f1(x) respektivef,(x) je redna respektive imagimai ¢ast dsla f (x). Potom funkcef (x)
je spojitav bodea pravetehdy, kdyjsou v tomto bodspojiteobefunkce f1(x) a f>(x).

Véta 3.7. Budte f(x) a g(x) dvefunkce. Necht na fiakem okolibodua plati f(x) = g(x). Potomf (x)
je spojitav bodea pravetehdy, kdyz (x) je spojitav bodea.

Zcela analogickévrzeniplati opé pro jednostrannou spoijitost. Zde Stggedpoklalat f(x) = g(x)
na levem respektive prave okolibodua.
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Na Zavér opé& uvedeme fakta o spojitosti eleméntech funkdl

1) Kazapolynomidni funkce P (x) je spojitav kazdem bodesveho definiciiho oboru, tj. na intervalu
(—o0, +00).

2) Kaza raciondni funkce 52 je spojitav kazdem bodesvéno definigiho oboru, . na mntng
(—o0, +00) \ {x; Q(x) =0}.

3) Funkce sinc a cosx jsou spojifev kazdem bodesveho definimiho oboru, tj. na—oo, +00).

4) Funkce tg je spojitav kaadem bodesveho definiaiiho oboru, tj. na8—oo, +00) {% +km; k € Z}.

5) Funkce cotg je spojitav kazdem bodesveno definigiiho oboru, tj. na—oo, +00) \ {km; k € Z}.

6) Kazda exponencilmi funkcea*, a > 0 je spojitav kazdem bodesvého definiaiiho oboru, tj. na
(—o0, +00).

7) Kazdalogaritmickafunkce log, x, a > 0,a # 1 je spojitav kazdem bodesvého definiaiiho oboru,
tj. na (0, +00).

8) Funkcex® (tzv. obechanocnina) je spojita kazdem bodesveho definiaiho oboru. (Tento zde i
nac.)

9) Funkce arcsim a arccos: jsou spojitev kazdem bodesveho definiaiiho oboru, tj. ng—1, 1). V bodé
—1 ovEm spojitostminime spojitost zprava a v bodespojitost zleva.

10) Funkce arctg a arccotge jsou spojitev kaadem bodesveho definimiho oboru, tj. na(—oo, +00).

3.2. Priklady

Ve vech nialedujcich piikladech budeme Vg#ovat, ve ktetgh bodech s\wgh definimich oborujsou
zadariefunkce spojiteV bodech nespojitosti‘'sanave bude zdmat, jedriali se o nespojitost 1. druhu
nebo nespoijitost 2. druhu.

Priklad 3.1. W3ettete spojitost funkce (x) = |x]|.

Regril ZfejmeD; = (—oo, +00). Vidime-li absoluthhodnotu, je dobrsi vzpomenout na\&e uvede-
nou V&u 3.2. Funkceg (x) = x je polynomiani funkce, a tud je spojitana celen svan definicmiim oboru
D, = (—o0, +00). Podle Vity 3.2 je tam pak spojitaéz funkce |g(x)| = |x|. Tedy funkcef (x) = |x|
je spojitana Dy = (—o0, +00). A

Priklad 3.2. Ws3ettete spojitost funkce

-4 rox #2
fo={x-2 POr7s
A prox = 2.

Reeril Zde ope Dy = (—o00, +00). Vezmeme-li libovolriyboda # 2, potom na okoltohoto bodu

fx) = ’;2_‘24. Funkc:—:"f_‘z4 je racioridni, a tudg spojitav kazdem bodesveho definimiho oboru, ktehn
je (—oo, +00) \ {2}. Na Z&ladeVeéty 3.7 je tedy funkcef (x) rovn& spojitav bodea. Uvaaijme nyni

boda = 2. Protdz na jeho redukovane okoli je rovn& f(x) = );_‘24, miZeme vypdst

X2

—4 )
> = llﬂ’lz(x +2) =4

lim f(x) = lim
x—2 x—2 X —

Plipomemme j€%8, Ze f(2) = A. S vyuitim Véty 3.4 nyni dostarame naledujci vysledek:
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a) Je-liA # 4, je funkce f(x) spojitav kazdem bodesveho definiaiiho oboruD; = (—o0, +00)
s vijimkou bodu 2. V bod® manespojitost 1. druhu (cljednostranhdimity existuji a jsou rovny 4,
nebot existuje a je rovna 4 limita oboustrahm@gedriase dokonce o odstranitelnou nespojitost.

b) Je-liA = 4, je funkcef (x) spojitav kazem bodesveho definiaiiho oboruD s = (—oo, +00). A

Priklad 3.3. Wsetrete spojitost funkce

fw =Tz POrTE

A prox = —1.

Reeril Dy = (—o0, +00). Funkce f(x) v okoli kazdého bodua # —1 splya s racioritni funkci

(1+—1x)2, a tudg je v tomto bodespojita Splivas touto raciofilmi funkcii na redukovan okoli bodu—1,
atudi 1

Am, feo = lm, G = e
Vidime tedy, & funkce f(x) je spojitav kazlem bodesveho definimiiho oboruD; = (—o0, +00)
s vijimkou bodu—1. V bode—1 manespojitost 2. druhu. A

Priklad 3.4. W3ettete spojitost funkce
sinx

feo =1«
1 prox = 0.

prox # 0,

Reril Dy = (—o00, +00). Funkce sinx a funkcex jsou spojitena (—oo, +00). FunkceSixﬂ je tedy
spojitapodle Vey 3.1 v kaadem bodea # 0. Podle Vigy 3.2 je potom v kddem bodea # 0 spojitai
funkce|2* |. Protoe f(x) = |32 | na okolibodua # 0, je i funkce £ (x) spojitav kazdem bodea # 0.
Na redukovane okoli bodu 0 je rovrig f(x) = |2, a tudz

sinx

im —| =1 =1
x—0 X

. ., |sinx
im f(x) =lim |—| =
x—0 X

x—0

Protoz f(0) = 1, vidime na zhladeVéty 3.4, ze funkce f (x) je rovn& spojitav bode0. Zavérem tedy
mizeme'ici, Ze funkcef (x) je spojitana celen svem definicim oboruD; = (—o0, +00). A
Priklad 3.5. W3ettete spojitost funkce

sinx

fey =1 kI
1 prox = 0.

prox # 0,

Regril Dy = (—o0, +00). Funkce sinx a |x| jsou spojitena (—oo, +00), a tak snadno vidne, 2
funkce f (x) je spojitav kazdem bodea # 0. Je

sinx . sinx sinx sinx

Im —=Ilm —=-Im — =—-Ilm — = -1,
x—=0— |x]| x—>0— —Xx x—>0— Xx x—=0 x

. Sinx . Sinx . Sinx

Im — = Im — =Ilm — =1
x—=>0+ |x]| x—>0+ Xx x—»0 Xx

Vidime tedy, "2 funkce f(x) je spojitav kazlem bodesveho definigiiho oboruD; = (—o0, +00)
s vijimkou bodu 0. V bod® manespojitost 1. druhu. Krom toho je v bo@espojitazprava (a firozene
neriispojitazleva). A
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Priklad 3.6. \Ws3ettete spoijitost funkce

1
sin— prox # 0,
fx) = x
A prox = 0.

Regrl Dy = (—00, 4+00). Vezmane libovolny boda # 0. Funkce% jakozo raciori#ni funkce je
spojitav bodea. Funkce siry je spojitav kazdem bode a tedy i v bode%. Podle vy o spojitosti

sloznefunkce je tedy sloenafunkce sin}% spojitav bodea. Na okolibodua # 0 je f(x) = sin%, a

tudiz funkce f (x) je spojitav bodea. Zbiwva vysetiit chovani funkce f(x) v bode0. Ukazeme zde, &

neexistujiani jednostrannémity in_r)rg_ f(x) axir(r;r f(x). Zamd&ime se teba na prvhe nich. K tomuto
UCelu pouizieme Heineho Vi (viz Véta 2.14). Jako vdy pii pouzti Heineho vy potrebujeme dve
posloupnosti. V naam piipades limitou 0. Vezmene

x/ _ _i x// — 1
" nm’ " Z+2nm
Ziejmex, < 0,x; < 0 pro kazlern a lim x, =0, lim x; = 0. Dde pak
n—oo n—oo
. , . 1 . :
lim f(x,) = lim sin— = lim sin(—nmn) =0,
n—00 n—00 x”l n—00
. " . 1 . . T
lim f(x,) = lim sin— = lim sm(—— — 2nn> =-1
n—00 n—00 x;l’ n—00 2

Limita XinO]_ £ (x) tedy nenie existovat, jinak by tofipodle Heineho Wy obepredchozilimity musely
bt stejne Zcela analogicky Ize Ulat, 2 neexistuj% _JI()T f(x). Tuto skutéoost ale nideme dokaat i
jinak s pomocvéty o limité slozenefunkce. Kdyby existovalz;l_)ltiprp £ (y) (f (y) zde bereme jaKda vngsi
funkci), existovala by’ﬁexirg_(f(g(x)), kdeg(x) = —x. Avdak f(g(x)) = sint = —sini = — f(x).
Existovala bytedy’ﬁsxirg_(—f(g(x))) = lerr()\_ f (x), cozje spor s Ve dosaenym vysledkem. (DieZté
pro tento dkaz je, 2 funkce sirt je licha Timto zpisobem nideme pro kadou lichou funkcig(x)
dokazat, 2 Ilm g(x) existuje praé tehdy, kdyzeX|stu1e I|m g(x). Existujtli obé tyto limity, potom
I|m glx) = — I|m g(x). Odtud je t& hned vide, ze I|m g(x) existuje praé tehdy, kdyz I|m glx) =

= I|m glx) = 0) Zjistili jsme tedy, 2 funkcef(x) je spojitana celen svem deflnlcnlm oboru
Df = ( 00, +00) s Vijimkou bodu 0. V bod® manespoijitost 2. druhu. V tomto bddeeriispojitaani
Zleva ani zprava. A

Priklad 3.7. Ws3ettete spoijitost funkce

X sinl prox # 0,
fx) = x
0 prox = 0.

Regril Dy = (—o00, +00). V pfedchozm piikladéjsme viddi, Ze funkce sin} je spojit’av kazdem bode
a # 0. Funkcex je spojitav kazdem bode takz podle Vey 3. lje funkce x sin spojitav ka“zdém
bodea # 0. Tote zrejmeéplafi pro nasfunkci f(x). Dade I|m xsm— =0 (nebot’ |Imx =0a sm je
omezenaa f(0) = 0. Ukazali jsme tak, 2 nde funkcef(x) Je spojitana celen svem deflnlmlm oboru
Dy = (—00, +00). A
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Priklad 3.8. Ws3ettete spojitost funkce

e

rox #0,
£ = prox #
0 prox = 0.

RerL Dy = (=00, 400). Vezmeme-li libovolnyboda # 0, potom funkce—x—l2 jakozo racioridni
funkce je v tomto bolepojita Exponencili funkce € je spojitav kaadem bode a tudi té&z v bode
1

—aiz. Podle véy o spojitosti sloenefunkce je tedy sloenafunkce e x> spojitav bodea. V kazdem bode
a # 0 je tedy Zejméspojitatéz nase funkce f (x). Dae pak

im £ (x) = |im0e‘f2 — lim & =0= f(0).

X—> X— y—>—00
(Zde jsme polifi vétu o limité slozenefunkce.) Zaérem tedy nideme ici, Ze nae funkce f(x) je
spojitav kazdem bodesveno definiaiho oboruD ; = (—oo, +-00). A

1
Priklad 3.9. Wsetfete spojitost funkce (x) = — prox # 1, f(1) = A.
1+ et

Reeril Dy = (—00, +00). Raciori#ni funkcex—fl je spojitav kazdem bodea # 1. Tudg, jak jsme
vidéli v pfedchozm pfikladg je v tomto bodespoijitai funkce e-1. Konstanthfunkce rovrial je spojita
v kazdem bodg a tud podle Vay 3.1je i funkce 1+ em1 spojitav bodea. Protoz 1+ 6—1,1 # 0, je podle

té7e vay v bodea spoijitai funkce —1— a tud i funkce f (x). Zb{vatedy vyetiit chovani funkce f (x)

; 1+ex-1
v bodel. Dostaame

lim = —00, lim = 400,
x—>l—x—l x—>1+x—l

. 1 . 1

lim e—1 =0, lim e—1 = +o0,
x—1— x—1+

. 1 .

lim — =1 lim — =0.
r—>1-1 + ev1 x—14 1+ e

Piipomemme, 2 /(1) = A. ZjiStujeme tak, 2 funkce f (x) je spojitana celen svan definimim oboru
Dy = (—00, +00) s vijimkou bodu 1. V bodd mafunkce f (x) nespojitost 1. druhu. Nawi

a) je-li A # 0, 1, nenifunkce f (x) spojitav bodel ani zleva, ani zprava.

b) je-li A =0, je funkcef (x) spojitav bodel zprava (ale néru ném spojitazleva).

c) je-li A =1, je funkcef (x) spojitav bodel zleva (ale nenv ném spojitazprava). A

Priklad 3.10. W&etiete spojitost funkcef (x) = x Inx? prox # 0, £(0) = A.

Re®ril Dy = (—00, +00). Polynomidni funkce x? je spojitav kazdem bodea. Protoz vak funkce
Iny je definovaa a spojitgpouze ng0, +oo), budeme uvaavata # 0. Za tohoto pedpokladu maeme
tedy ici, ze funkce Iny je spojitav bodea?, a tudz slozenafunkce Inx? je spojitav bodea. Funkcex
je spojitav kazdem bodex, tedy podle Véy 3.1je i funkcex In x? spojitav bodea. V okoli bodua plafi
f(x) = xInx?, takze funkcef (x) je spojitav bodea. Zbiyva opé vy3etiit jeji chovani v bodeO.

xILrTS_ fx) = xin(’)l_x Inx2= lim xInjx|?> = ZXErQ_x In|x| =

x—0—

= -2 lim |x|In|x| =0,
x—0—

lim f(x)= lim xInx?=2 lim xInx =0
x—0+ x—>0+ x—0+

(viz tabulka v kapitolel). Vidime tedy, &:
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a) Je-liA # 0, je funkce f(x) spojitav kazdem bodesveho definiaiiho oboruD; = (—o0, +00)
s vijimkou bodu 0. V bod® manespojitost 1. druhu. Jedisa zde o odstranitelnou nespoijitost.
b) Je-liA = 0, je funkcef (x) spojitav kazdem bodesveho definiaiiho oboruD s = (—o0, +00). A

Priklad 3.11. WsSetfete spojitost funkceg (x) = signx.

Reeril Dy = (—00, +00). Je-lia # 0, je funkcef (x) na okolibodua rovna konstantniunkci, a tudz
je v tomto bodepodle Vay 3.7 spojita Zbyva vysetiit jeji chovail v bode0. Na leven redukovahm
okolibodu O jef (x) = —1, atudk

iy 70 = iy (=1

Podobne
xll[TO]—i- f(X) - x|l>rg+ 1 - 1

Mlzeme tedy ici, Ze funkce sign: je spojitana celen svem definimim oboru D, = (—oo, +00)
s vijimkou bodu 0. V bod® manespojitost 1. druhu. A

Priklad 3.12. WsSetfete spojitost funkcg (x) = [x] (tzv. celacast Gslax).

Reril Dy = (—00, +00). Budn < a < n + 1, n cele Potom na okdlbodua je funkce[x] = n, a
tudiz je v tomto bodespojita Zbyva vyseftit jeji chovall v bodea = n, n cele Na leven redukovanm
okoli bodurn plafi [x] = n — 1, atudZ lim [x] = n — 1. Na praven redukovahnm okoli bodun potom

plafi [x] = n, takze Iim+[x] = n. Navic [;;] = n. Zavé&rem tedy nigeme’ici, ze funkce[x] je spojita
v kazdem bodesveho definimiho oboruD; = (—oo, +00) s Vijimkou celogselnych bodu V kazdem
celodselnan bodemanespoijitost 1. druhu.Rom v Zadnam celodselnan bodenenispojitazleva. Zato
v kazdem celodselnen bodeje spojitazprava. A

Priklad 3.13. VW3etfete spojitost funkcef (x) = /x — [/x].

Reril D; = (0, +00). Podle naigh znalostiz pfedchozno piikladu mizeme dekavat nespojitost
v bodech, kde,/x = n. Uvaaijeme tedy nejprve intervah?, (n + 1)), kden je celeneZgporne Na
tomto intervalu je

f0) = VE - [VF] = vF -,

coz je zrejme funkce spojitana celen intervalu (n?, (n 4+ 1)%). Dde pomocipredchozino vyjadieril
dostavame

lim f(x) =0, f(n® =0,

x—(n2)+

im fx)=1  f(n+1>H=0.

x— (n+1)2—

Odtud vidme, 2 funkce f(x) je spojitav kazlem bodesvého definiciiho oboruD; = (0, +00)
s Vijimkou bodutvaru»?, kden je celekladne(v bode0 je spojitazprava). V kddem z bodun? ma
nespojitost 1. druhu. @sndi, v Zadnam z techto boduneriispojitazleva, ale v kadem z nich je spojita
zprava. A
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1
Priklad 3.14. Wsetrete spojitost funkce (x) = : 5 Prox # -1, f(=1) =

Regril Dy = (—o00, +00). Funkce je zejmespojitav kazdem bodea # —1. Dde pak

1+x . 1+x . 1 1
lim —— = lim = lim ———— == = f(-1).
x—>-11+ x--1(1+x)A—x+x2) 1»-11—x+x2 3

Odtud vyplya, Ze je spojifarovné v bode—1. Zavérem tedy nigeme’ici, Ze funkce f (x) je spojitana
celem svam definicim oboruD ; = (—o00, +00). A

Priklad 3.15. WsSetfete spojitost funkceg (x) = sign(sin E) prox # 0, f(0) =
X

Rezeril Dy = (—o00, +00). Uvazmvanafunkce Zejmenebude fitis slozta, nebot bude nabyat nejvise
Ctyf hodnot, totiz—1, 0, 1,A. Bude ria velmi zajmat, jakeznani@ko v darien bodemafunkce sin=.
Tato funkce se ‘mjmeanuluje ve vech bodech, kdé = n, tj. v bodechx = 1 kden je celenenulove
Uvazijme proto nejprve intervdl=, +), kden je piirozenie Je-lix € (5. —) fj. -5 <x < %, potom
nm < % < (n+ 1= Odtud snadno vidne, 2 na intervaly =, %) je

sign(sin ;) = (-D".

1

Protoz funkce sigifsin 2) je funkce licia mame podobiima intervalu(—=, — -

), n plirozerie
sign(sin E) = (=1,
X

Je-lix > 1, potom O< Z < & a mane sigr(sinZ) = 1. Podobfigrox < —1 mame sigr(sinZ) =
=-1.
Dostavame tak pro kade pfirozenen (n = 1 zde musne uvanvat zvia)

lim f(x) = (=", lim f(x) = (D"
X—>*— x— = +
im  f(x) = (=", lim f() = (D"
x—)——— x—)———i—

Déle pro kazle pfirozerien mame

Odtud jiz mizeme usoudit,’e funkce £ (x) je spojitav kazlem bodea # % pro n cele nenulove
aa # 0. Zaovehvidime, 2 v kazlem z bool’utvaru;l mafunkce f(x) nespoijitost 1. druhu. Nakonec
uz zbiwa vysetiit jen jeji chovani v bode0. Ukazeme bez nesmaa (podobrigjako v Plikladeé 3.6), ze
neexistuje ani jedna z jednostrachylimit xIerg_ fx) axir&f(x). A
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. 1
Priklad 3.16. Ws3etfete spojitost funkce (x) = arctg— prox # 0, f(0) = A.
X

Regrl Dy = (—o0, +00). Uvedonime-li si, z funkce arctg je spojitav kazdem bode snadno vidne,
Ze funkce f (x) je spojitav kazdem bodea # 0. Dde potom

, . 1 .
lim f(x) = lim arctg— = lim arctgy = —E,
x—0— x—0— X y—>—00 2

N A

1
lim f(x) = lim arctg— = lim arctgy =
x—>0+ x—>0+ X y—00
Odtud vidme, 2 funkce f (x) je spojitav kazdem bodesveho definiaiiho oboruD; = (—o0, +00)
s vijimkou bodu 0. V bodeD manespojitost 1. druhu. Je-h = —7, je v bode0 spojitazleva, je-li
A = 3, je v bode0 spojitazprava. A
1
Priklad 3.17. WSetfete spojitost funkce (x) = 4/x arctg— prox > 0, f(0) = 0.
X

Regrl Dy = (0, +00). Snadno vitne, 2 funkcef je spojitav kazdem bodea > 0. Dde je
1
lim f(x) = lim /x arctg= = 0= £(0),
x—>0+ x—>0+ X

nebot Iir(? +/x = 0 a funkce arcté je na celen svan definiciim oboru omezen&Zjistili jsme tak, 2
x—>0+

funkce f (x) je spojitav kazdem bodesveho definiaiho oboruD s = (0, +-00). V bode0 se samoajmée
jednao spoijitost zprava. A

1
Priklad 3.18. WsSetfete spojitost funkceg (x) = g prox #0, f(0) = A.

Regrl Dy = (—o00, +00). Funkce je spojita kazdem bodea 7 0.Pitom

1
. . +1 . !
lim f(x)= lim e * = lim & =0,
x—0— x—0— y—>—00
. . +1 . !
im f(x)= lim e * = lim €& = +o0.
x—0+ x—0+ y—>—+00

Vidime, 2 funkcef (x) je spojitav kazdem bodesveho definiaiiho oboruD ; = (—o0, +00) s Vijimkou
bodu 0; v bod® manespojitost 2. druhu. Je-K=0, je v tomto bodespojitazleva. A

Priklad 3.19. Wsetfete spojitost funkce (x) =

o prox #0ax #1, f(0) = A, f(1) = B.
— el
Regril Dy = (—o0, +00). Racion#ni funkce 1* je spojitav kazdem bodea # 1, a tudz i funkce
eT je spojitav kazlem takoven bode Potom je tam spojitafunkce 1— eT=, kterase anuluje pouze
v bode0. Odtud ihned vidne, 2 funkcef (x) je spojitav kaadem bodea # 0, 1. Dde potom

im ) = lim — im —~ —
= = = T00,
x—0— A x—0-1 — eﬁ y—0-1—¢e
lim f(x) lim = lim —1
= = = —OO,
x—0+ * x—=0+ 1 — eﬁ y=0+1— e
1 1
lim = lim = lim =0,
x—>1— fx) x—1-1 — el%x y—>4o00 1 — e

. . 1 . 1
lim f(x) = lim — = |im - =1
x—1+ >+ ] — el yo-ol—@
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Mlizeme tedyrci, Ze funkce f (x) je spojitav kazdem bodesvého definimiho oboruD; = (—o0, +00)
s Vijimkou bodu0 a 1. V boded manespojitost 2. druhu a v bodenespoijitost 1. druhu. Navie-li
B =0, je spojitav bodel zleva, je-liB = 1, je spojitav bodel zprava. A

Priklad 3.20. WsSetfete spojitost funkce (x) = x[x].

Reril Dy = (—o00, +00). Vime jiz (napr. z Piikladu3.12), Ze je vhodnevysetiovat interval(n, n + 1),
kden je cele Na tomto intervalu jef (x) = nx, tedy v kdzlem bodetohoto intervalu je funkce (x)
spojita Dde pak

im+ f(x) =n?, lim  f(x) =nn+ 1), f(n) =n?

—(n+1)—

Odtud ihned vitime, 2 lim f(x) = Iim+ f(x) pouze v bodd®. Zavérem tedy nideme’ici, Ze funkce
f(x) je spojitana celen svem definimiim oboruD ; = (—o0, +00) s vijimkou nenulovgh celogselnch
bodu V kazdem nenuloven celogselrien bodemanespojitost 1. druhu a je V' mespojitazprava. @Gend
necht si povénne, ‘2 piesto, 2 funkce[x] neriiv bode0 spojita funkcex[x] v tomto bodgiZ spojita
je. A

1 1 1
Priklad 3.21. Wsetrete spojitost funkce (x) = arctg( +—+ —) prox # 0, 1, 2, picemz

x—1
FO=A,f1=8,f(2=

Reril Dy = (—o00, +00). Racioridni funkce +=+= Je spojitav kazdem bodes vijimkou bodu
0, 1 a 2, funkce arctg je spojitav kazlem bode Odtud podle VB 0 spojitosti sléznefunkce snadno
plyne, 2 funkcef (x) je rovne spojitav kazdem boderliznem od 0, 1, 2. Cholai funkce f (x) v téchto
tfech bodech musie jesé zvIa&t vysetiit.

i | 1 1 i o
anS_ fx) = Im arctg( l - 2) = y_l)@oo arctgy = R
i i 1 i T
erngf(x) = er701+ arctg( — 2) = yl)rpoo arctgy = 5

. . 1 1 ) T
xIerll_ fx) = lenl]_ arctg( — 2) = ylrpoo arctgy = —5>
i i 1 l i B1
Jm f@&)= lm arctg( — 2) = lim_arctgy = >,

. . 1 l . o
X'L”Q_ fx) = xll)n;_ arctg( 2) = ylrpoo arctgy = —5>

T
lim I|m arct = lim arctgy = —.
x_>2+f(x) g(x + X — 1 + X — 2) y—>-+00 9y 2

Vidime tedy, 2 funkce f (x) je spojitana celen sven definiayim oboruD; = (—oo, +oo) s vijimkou
tfi bodu0, 1 a 2. V kadem z techto fii bod°uménespojitost 1. druhu. Nawjje-li A = -3 (A = %), je
funkce f (x) v bode0 spojitazleva (zprava). Je-IB = —7 (B = 3), je funkce f(x) v bod”el spojita
zZleva (zprava). Je-I’ = —7 (C = 7), je funkcef(x) v bod“e2 spojitazleva (zprava). A
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1
Priklad 3.22. WSetfete spojitost funkceg (x) = x [ } prox #0, f(0) = 1.

Re®ril Dy = (—o0, +00). Omezme se nejprve na > 0. Vezmiene interval (-2, 1), kden je
prirozerie Je-li x z tohoto intervalu, potom
1 1

<x < -, n<-<n+1,
n+1 n X

Gli [1] = n, atudi na tomto intervaluf (x) = nx. Funkcef (x) je tedy na tomto intervalu spajit®ae
potom Zejmé

| | 1, 1—1
Jim e = 1 Jmose=1 r(g) =t

Koneméprox € (1, +00) je
x> 1, - <1,
X

atudz f(x) = x[1] = x - 0= 0. Je potom

lim f(x) =0, f() =1

x—1+
Aby na® visledky prox > 0 byly Uplng vy%etfime jesé IirT01 f(x). Snadno viéne, 2 na intervalu

x— 04

(n-::-l’ )Je

1 1 <1 n oy <1
n< — - -n, < =< 1.
n+1 X =w n+1 *

Tato poslednnerovnost ukazuj€ gzby mohlo platit Iim f(x) = 1. Zkusme tedy toto dékat. K dikazu

pouzjeme prostedefinice limity. Budtedy dano CIS|08 > 0. Protoe posloupnos{ n+1} e rostouu
a lim 2= = 1, existujeno takove ze pro vechnan > ngje 1 - ;%5 < e. Vezmene6 = =, Je-li
n—oo
0 < x < 4, existuje Zejmén > ng takove ze x € ( ol —) Pro takovéo x, jak uvedeno V3e, platl
< fx) <1,

n+1

odkud

U@%—Hzl—f@)<l—;%1<&

¢imzje rovnost Iim f(x) = 1 doKaana.

Nynlvysetnmex < 0. Je-lix € (—%, —-17), potom
1 1 1 1
——<x< - < —x < -
n n+1’ n+1 e
1 1
n<-——<n+1, —(n+1) < - < —n.
X X
Odtud vychai f(x) = —(n + Dx na(-1, _Fll) Tedy
. 1 1
lim  fo) =252 im o) =1, f(--) —1
1 n

x—>—y4t X—— _I n
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Je-lix € (—oo, —1), potomx < —1, cozimplikuje 2 > —1, atudg f(x) = x[2] = —x. Odtud
I|m f(x) =1, f(=1D =1

Analogickym zpisobem jako v prvingasti mizeme potom j&& dokzzat, 2 Iir(r)1 f(x) = 1. Dosta
vame tak rialedujci vysledek. Funkcg (x) je spojitana celen svem definianim oboruD ; = (—o0, 4+00)
s vijimkou bod’u%, kden je celea nenuloveV kazdem z bod’u% mafunkce f (x) nespojitost 1. druhu.
Piitom v kazdem z techto boduje spojitazleva. Nakonec j@8 zdirazrime, & funkce f(x) je spojita
v bode0, nebot zde Iiom fx)= Iirr01 f(x)=f0 =1. A
X—>U— x—0+

1
Priklad 3.23. Ws3etfete spojitost funkce (x) = [—2} sign(sin E) prox #0, f(0) =
X

Reeril Dy = (—o00,400). Funkce f(x) je soutnem dvou funkC|[ ] a S|gr(sm ) Piitom prvrii
z téechto funkdije sudaa druHalicha Jejich sotim f(x) je tedy funkce I|chaProzkourﬁme nejprve
spojitost obou'initeld.

Podvejme se nejprve na funk{i—] Vime jiz z Piikladu 3.12, Ze funkce[y] je spojitav kazdem
bode ktery neri celodselny Funkce je spojitav kazdam nenuloven bode Podle vy o spoijitosti
slozenefunkce tedy snadno zjistie, ze sloenafunkce[ ] je spojitav kaadem bodea takoven, ze
a#0a2 5 L neriicele&islo. Jsou to body Qt , kden je pfirozerie Vysetnme proto jednostrarine

I|m|tyvbodechi L. Nejprve budeme uvawat I|m [5]- Je-lix € (25, &), shadno zjistme, 2

L Vnt+1’ )
ﬁ
1 1 1 , 1 ‘1
<X < —=, <x°< -, n<-—<n .
Jn+1 Jn n+1 n x2
l l . l . A ~ . 1 - 7 o
Na (ﬁ ﬁ) tedy je[%] = n, odkud ihned vitne, BX_I)IE_[P] = n. Analogickym zpisobem
N
vySetiujeme limitu v bodeﬁ zprava av bode% zleva a zprava. Celkem vyCtia
. 1 . 1
I|rr11 | =n I|n;1 - =n-1,
X e X x—>ﬁ+ X
1 _ 1
I|m |:—2] =n-— 1, I|m1 |:—2i| =n.
X_)_ﬁ_ X x—>——t X

Zbyva tedy vy®tiit bod 0. Zde je situace intuitivnmsna Formdné vzato pougeme nerovnostfa] >
> a — 1 platriepro kaziea € R. Tedy take[ 5] > 5 — 1, a protde Iirrz)(x—l2 — 1) = +oo, je podle

Vety 2.7

1
lim [ 2} = +00.
x—0| x
Nyni se tedy musne jes€ zabyat funkc'|S|gn(S|n %). Zde mane ovem prai velmi usnadieu, nebot
tuto funkci jsme jizvySetiovali v Piiklade3.15 Tam jsme zjistili, 2 tato funkce je spojita kazdem bode
s v§jimkou bodua = 2 pron celenenulovea s vijimkou bodua = 0. Z visledKuPTikladu 3.15rovng
snadno vydedukujeméez
lim S|gn<sm ) = (-D", lim sngn(sm ) = (=",

X—>— xX—>=+

lim S|gn(sm ):(—1)”, lim S|gn(3|n ):(—1)”*1.

X—>—a— X—>—n+
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Pfitom v Piikladu3.15jsme viddi, Ze Iir(r)1 sign(sinZ) a Iir(r)1+ sign(sinZ) neexistuiji Je zcela &jmg ze
kazly bod nespojitosti funkce siggin *) je rovnigz bodem nespojitosti funkdes; |. Bod —\/iz respektive

% je ovem bodem nespojitosti funkce si@in%) pravé tehdy, kdyzn je kvadiaem pirozerido Gsla.
Musime tedy rozlig dva pfipady.

a) n nerikvadra. Pak

lim [i] sign(sin%) = n sign(sin(m+/n)) ,

x—)%— x2
lim [%] sign(sin E) = (n — 1) sign(sin(rty/n)),
x—)%+ X X

Hlﬁn%_[é} sign(sin ;)

Iim1 [iz} sign(sing) = —n sign(sin(t+/n)).
N

—(n — 1) sign(sin(mt+/n)),

Protoz podle pedpokladu,/» nericislo cele je Ztejmésign(m/n) # 0 a tedy kady z bod’u—%,
% je bodem nespojitosti 1. druhu. Progoz

f(%) = n sign(sin(m+/n)), f(—%) = —n sign(sin(/n)),

vidime, 2 funkcef (x) je v bode% spojitazleva a v bodeu% spojitazprava.
b) n je kvadrd, n = k2. Pak

1 1
lim | = sign(sinz> = lim | = |- lim sign(sinz> =k?. (=D,
xe%— x2 X x—)%— x? x—)%— X

) 11 . :
lim [—2} &gn(sm%) = (K* =1 - (=D,

x—>ﬁ+ X
. 1 . .
lim [—2] S|gn<sm E) = (k> = 1) - (=D,
xﬁ_%_ X x
1
lim [—2] sign(sin E) = k% . (=D)L,
xa—%+ X X

Rovn& i zde ihned vidime, 2 kazly z bod’u—%, % je bodem nespoijitosti 1. druhu. Tentokra

1 1
(7)=1(-7)=0
odkud vidme, 2 tentokfa je funkce f(x) spojitav bodel zprava a v bode-1 zleva. V ostatroh
bodech tvaru—%, % nerilani spojitazleva, ani spojitaprava.

Celkem tedy zbya vySetiit bod 0. Potigeme-li posloupnosti
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(prakticky stejrigsme postupovali v Rklade3.6), vychai

f (&) = [n?] sign(sinnm) =0,

/A 1 2 H : T _ 2

fx) = [(5 + 2n> ] &gn(sm(i + Znn)) =2n +4n°.

Odtud
lim f(x)=0, lim f(x) = o0,

coz ukazuje, ® Iir(r)1+f(x) neexistuje. Protaz f (x) je lichafunkce, neexistuje’ e Iing f(x). Je tedy
jasne ze funkce f (x) mav bode0 nespojitost 2. druhu.

Vysledek nasho zkoumai je tedy rnialedujct:
Uvavanafunkce je spojitave vech bodech s\jymkou bodu0, :I:%, kden je ptirozene V bode0

ma nespojitost 2. druhu, ve esh bodecrtt% ma nespojitost 1. druhu. Né#ii » kvadrd, potom je
fx) v bod”e% spojitazleva a v bode—% spojitazprava. Je-lin kvadrd, n > 2, potom f(x) nerii
v bodechi% spojitazleva ani spojitazprava. Konégeé f (x) je spojitazprava v bodd a spojifazleva
v bode—1. A
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Kapitola 4

Derivace funkce ajgi uziti

4.1. Pripravna tvrzeni

Véta 4.1. Budte f a g dvefunkce definovanea okolibodua a majci v tomto bodevlastriiderivace
f'(a) ag'(a). Dde budc Cislo. Potom funkcg + g, cf, fg majiv bodea vlastriiderivace a pldti
a) (f +8)(@) = f'(a) + g'(a),
b) (cf)(a) = cf'(a),
c) (fg)(a) = f(@)g(a) + f(a)g'(a).
Je-li navc g(a) # O, potom i funkce§ mav bodea viastriiderivaci a plati

Y flag@ — flag (@)
9 <E> (@ = [g(@)]2 '

Poznamka. Véta samozejmeplatipro komplexnfunkce rénépromane My ji ovSem vé@sinou budeme
pouzvat pro rédné funkce. S pislusiymi zfejmymi zméami véa plafitéz pro jednostrannderivace.

Velice tasto budeme vidiovat derivaci funkce na cateintervalu a ne pouze v jedinebode Mé&me
tedy dvefunkce f ag definovanena intervalul majici na tomto intervalu viastrderivaci. (PFipomemme,
ze vyrokem ,funkce mana intervalu viastnderivaci“ minime, 2 mavlastrii derivaci v kadem bode
tohoto intervalu. V fipadnych krajich bodech rmime samozjme pfisluie jednostranhealerivace.)
Z Véty 4.1ihned vyplwa, ze potom funkcef + g, ¢f, fg majina intervalul vlastriiderivace a plati

a) (f +8)x) = f'(x)+g'(x),
b) (cf)'(x) = cf'(x),
C) (fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).
Je-li nave g(x) # 0 naintervalul, potom i funkceg mana/ vlastriiderivaci a pldt

N g — f0g(x)
9 <E> 0 = [g(n) P2 '

Véta4.2 (O derivaci sozenéfunkce). Bud g redna funkce definovanaa okolibodua a majci v bodea
vlastriiderivacig’(a). Bud f funkce definovanaa okolibodug(a) a majci v bodeg(a) vliastriiderivaci
f'(g(a)). Potom sléenafunkcef o g je definovaa na okolibodua, mav tomto bodevlastriiderivaci a
plati

(fog)(a) = f'(g(a) - g'(a).
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Poznamka. Jak je patrhe formulace vy, vngsi funkce f miize byt komplexrifunkce réné promene
VEtu Ize taKevyslovit v riznjch jednostranigh verzch.

Velice Gasto se oftesetKkawame s rialedujci situaél Funkceg je definovaa na intervalu/, mana
tomto intervalu viasthderivaci a zobrazuje intervdldo intervalu/. Na intervalu/ je potom definovaa
funkce f a mana nen vlastriiderivaci. Z Vay 4.2 potom ihned vyplya, Ze sloznafunkce f o ¢ ma
vlastriiderivaci na intervald a plafi

(fog)(x) = f'(gx) gx).

Véta 4.3. Bud f funkce definovanaa okolibodua. Potom funkcef mav bodea derivaci f/(a) pravé
tehdy, kdyznav bodea jak derivaci zlevaf’ (a), tak i derivaci zpravaf; (a) a plati f’ (a) = f (a).
Ma-li funkce f v bodea derivaci f'(a), potom platif'(a) = f’'(a) = f(a). (Povsmnée si, 2 v tdo
vé&e nepredpoklalame, & by uvaavanederivace musely thylastrit)

Véta 4.4 (O limité derivace). Bud f funkce definovanaa okolibodua a spojitav bodea. Necht
funkce f mana redukovane okolibodua vlastriiderivaci a necht existuj@im f’(x) (ne nutrievlastri).
Potom funkcef mav bodea derivaci a plati f'(a) = lim f'(x). Plafi té€Z jednostranneverze {éo véy.
(Doporuajeme tendi, aby si je zformuloval.)

Véta 4.5. Bud f funkce definovanaa okolibodua. Pro kazle x z tohoto okdlpisme f(x) = fi(x) +
+ i f2(x), kde f1(x) respektivef,(x) je redna respektive imaginai cast dsla f (x). Potom funkcef (x)
mav bodea vlastriiderivaci pravé tehdy, kdyznaji v bodea viastriiderivaci oberedné funkce f1(x) a
f2(x). V piipadg ze existuje vlastny’(a) (nebo ekvivalenthexistujivlastrii f;(a) a f;(a)), plati

fl@ = fi(@ +ifya).

Véta 4.6 (I'Hospitalovo pravidlo typu g). Budte f a g dvereané funkce definovanea redukovane
okoll bodua. (Mlize bt t&Z a = —oco neboa = +o00. Potom ovem nisto redukovah@koli musme
vaude Tikat okoll) Nechflim f(x) = Iim g(x) = 0. Necht funkcef a g maji vlastrii derivace na

redukovane okoli bOdua a necht’ eX|stu1eI|m L™ (ne nutrievlastri). Potom existuje telim £ a

g'(x) x—a 8&)

plati lim f((j)) lim £((f))

Véta 4.7 (' Hospitalovo pravidlo typu %). Budte f a g dvereanéfunkce definovanea redukovane
okoli bodua. (Op# zde nide byt « = —oo neboa = +oo, pfitemzpotom msto o redukovaie okoli
musme vside mluvit 0 okol) Nechflim g(x) = —oo hebo+oo. Nechtfunkcef a g majivlastriiderivace

na redukovane okolibodua a necht’ eX|stu1d|m f,((x)) (ne nutrieviastri). Potom existuje’telim L5 a
X—a

@) _ fim L@

Jile9)
plati I|m e = M o

Poznamka. Plafi té&z jednostranheverze obou Ve uvedengh I'Hospitalovich pravidel. (Je velmi
snadrige zformulovat a doporugeme tendi, aby si pisluse formulace rozmyslel.) Poisnéte si, =
u pravidla typu™® nepedpoklalame nic o lim f(x) (ani to, 2 existuje).

Véta4.8(L agrangeovavétaostiedni hodnoté). Bud f rednafunkce definovanaspojitana uzavenem
intervalu (a, b). Necht f maderivaci (ne nutielastri) v kazlem vnitmim bodetohoto intervalu. Potom
existuje bod: € (a, b) (tedy bod z vniku intervalu) takovyze

f(b) = fla)

= ).
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Véta 4.9 (Cauchyova véta o stiedni hodnoté). Budte f a g dvereané funkce definovana spojitena
uzavenan intervalu(a, b). Nechtfunkcef maderivaci (ne nuthelastri) v kazlem vnitmim bodetohoto
intervalu. Nechtfunkcg mavlastriinenulovou derivaci v Kalem vnitmim bodetohoto intervalu. Potom
existuje bod: € (a, b) (tedy bod z vniku intervalu) takovyze

fb) — f(a) _ &)
gb) —ga) gE&)

Poznamka. Snadno je vide Ze Lagrangeova e je specilnim pfipadem v&y Cauchyovy. (Stac
v Cauchyovevété polozt g(x) = x.) Je vak natolik pouivang ze je vhodngi formulovat zviast.

Véta4.10. Bud f funkce definovanma intervalul. Nechtf’(x) = Onal (v pfipadnych krajrich bodech
samozejmeminime pislusé jednostranhealerivace.) Potom je funkcg na intervalul konstantfu

Véta 4.11 (L eibnizova formule). Necht funkcef a g jsou definovay na okolibodua a majiv bodea
derivace azlo radu n veetne Potom funkcefg mav bodea derivace azlo fadu n véetne pricemzplati

n

™ (g) = (”) ®(g) . om0 (g).

(f&)" @ ;kf (@ - g" M@

Véta 4.12 (Peanova). Bud f funkce definovanaa okolibodua. Necht f mav bodea vlastriiderivace
azdo tadun veetne(n je pfirozenenebo nula). Potom existuje prajeden mnohden P, (x) stupne< n
(anebo nuloVytak, 2 plafi

f&x) = Py(x)

lim 0.
x—a (x —a)"
Tento mnohden matvar
M@ .
Pn(x)—kEO 0 (x —a)".

Nazya se Taylorovgn mnohdtenem stuphe a oznacijeme jej symboleny, (x; a, f).

Véta 4.13 (Taylorova). Necht funkcef mavlastriiderivace azdo tadu (n + 1) véetne(n je pfirozene
nebo nula) na uzaenen intervalul s koncovyni bodya, x (v krajnich bodech derivace jednostranne
Nechtfunkcep je spojitana intervalul a mavlastriinenulovou derivaci na viiw 7° intervalu 7. Potom
existujes e I° tak, 2

(= 8" p) — ()

Ri1(x) = f(x) — Fp(xsa, f) = D).

n! 9'(§)
Speci#né
a)prog(r) = (x —n)"*je
Ryp1(x) = %:fii) (x —a)"*
(Lagrang€w tvar zbytku),
b) prop(r) =t je
(1-0)"

Risa(@) = ———f""P(a+ 0 —a) - (x )"

(Cauchyw tvar zbytku), kd® < © < 1.
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Tabulky derivaci.

1) x*) =ax*"t,  obor platnosti zasi na«,
2) (€)' =€, xe(-00,+00),

3) (@) =a*lna, x € (—oo, +00), a > 0,

4) (Inx) = E , x € (0, +00),
X

5) (log,x) = i, x €(0,4+0), a>0,a#1,
xlna

6) (sinx)’ = cosx, x € (—00, +00),

7) (cosx)' = —sinx, x € (—00, +00),

1
8) (tgx) = ods X € (—E + kT, X +kn), k je cele

2 2
9) (cot )’——i € (km, (k + =), k je celk
) =Gy U T RIecel
10) (arcsinx)’ = e (=11
= y X ) ’
V1—x?
1
11) (arccost) = — , x e (=1,1),
12) (arctgx) = o2 x € (—00, +00),
13) (arccotgr) = et x € (—00, +00),

14) (sinhx)’ = coshx, x € (—o0, +00),

15) (coshx)’ = sinhx, x € (=00, +00), (Pozor! Zde nenminus jako u(cosx) = —sinx.)
1
16) (tghx) = ———, x € (—00, +00),
coshtx
1
17) (cotghx) = —— , x € (—o0, 0) U (0, +00),
sinkx
18) (argsinhx)’ ! € (—00, +00)
= ] X - ) ]
V14 x?
1
19) (argcoshx) = , x € (1, +00),
x2 -1

20) (argtghx)’ = % x e (=1,1),

x2’

1
21) (argcotghy)’ = T x € (=00, —1) U (1, +00).

x2’
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Taylorovy polynomy a zbytky

n _xk
1) Zy(x;0.€) =)

K
k=0

lim R, 1(x) =0 prox € (—oo, +00),

x2k+l

(2k +1)!°

lim Ry, 2(x) = lim Ry, 3(x) =0 prox € (—oo, +00),
n—>oo n—>oo

2) Topq1(x: 0,sinx) = F5,12(x; 0, sinx) = Z(—l)"
k=0

n 2k

3) J2.(x; 0, cosx) = Fp,11(x; 0, cOSx) = Z(—l)" =
k=0 (20!

lim Ry, 11(x) = lim Ry,2(x) =0 prox € (—oo, +00),
n—oo n—oo

" k
4) 7,(x;0,In(1+x)) :Z(_l)k—l%'
k=1
lim Rua(x) =0  prox e (=1,1),

5) Zu(x:0,(1+x0) =)
k=0
lim R, 1(x) =0prox € (—1, 1),

al@—=1)---(a—k+1) ,
k! o

X2k+l

2k +1'

(VSimné&e si velKepodobnosti s Taylorouy polynomem funkce sin. Zde mane pouze 2+ 1 misto
2k +1)!.)
lim Royio(x) = lim Ry, 3(x) = 0 prox € (—1, 1),

6) Taur1(x; 0, arctgx) = J,42(x; 0, arctgx) = » (~1)*
k=0

n —_ 1Hm2
7) Topia(x; 0, arcsine) = J,,2(x; 0, arcsiny) = Z %xz"“,

k=0
(Pfipomeme, 2 (2k — DH!'=1-3-5..... 2k —-1).)

lim Ry, 2(x) = lim Ry, 3(x) =0prox € (—1,1).
4.2. Priklady.

Nebudeme zde Ut priklady na mechanickpacvik vypotu derivaci U standardimh piikladuje treba
znd:
1) derivace elemehtaich funkci(viz tabulka v Zaéru pfipravnecasti),

2) formule pro derivaci soia funkcl, nasobku funkce konstantou, sooa a podiu funkci (viz Véta4.1),
a pro derivaci sloenefunkce (viz Vaa 4.2).
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Jinak je Vipotet derivacraeZtosfi zcela mechanickou. Velmi Zdaztujeme, eje tfeba pddtat velmi
pozorne Vypody jsou totizcasto dosti dlouha je mnoho fiteztosti uddat chybu. My zde ukzeme
jen ne&olik malo standardiuh piikladu na vipotet derivace, abychom si ujasnili, jakyzpisobem se
pouzvaVeétad.la V&a4.2

Priklad 4.1. Wpottéte derivaci funkcef (x) = 1 + 32 + % :
X X X

Re@ril Danou funkci nfiZeme pepsat ve tvary (x) = x4 2x 2 + 3x 3. Zfejmeji miizeme chipat

jako souet tii funkci f(x) = fi(x) + fo(x) 4+ fa(x), kde fi(x) = x71, fo(x) = 2x 72, fa(x) = 3x~3.

lhned vidme, 2 Dy, = Dy, = Dy, = Dy = (—00,0) U (0, +00). V kazdem bodez D, makazla

z funkcli f1, f>, f3 vlastriiderivaci. Podle tabulky derivaoname

1
A =60 =D = -5
X
Dale pak s politim Véty 4.1bodu b) a tabulky derivagname
4
[ = @) =267 =292 = —
X
9
f30) = @ 7% =8(7%) =33 = ——.
X
Z Vety 4.1bod a) nynivyplyva, ze i funkce f(x) = fi(x) + fa(x) + fz(x) mav kazdem bodez D,
derivaci a pldti
/ / / / 1 4 9
F) = f1(0) + f,(0) + f3(x) = T2 3 A
Ctend necht'si povémne, 2 bod a) Vé&y 4.1 hovoii o soutu dvou funkér Indukciviak tvrzeriibodu a)
Véty 4.1 mizeme roZ&it na libovolny konemy sou@t. My jsme je zde poiilk na sout fii funkcl. A

Priklad 4.2. Wpottéte derivaci funkcef (x) = (1 — x)(1 — x?).
Re@riL Danou funkci nieme chpat jako solim dvou funkéi f(x) = f1(x) f(x), kde f1(x) =1 — x,
fo(x) = 1—x2. Z¥ejmeDy, = Dy, = Dy = (—00, +00). V kazdem bodez D ; maji obeéfunkce f1 a f>
vlastriiderivaci (jsou to polynomy). Pla¢s pouztim V&ty 4.1bod a) a b) a s poutzm tabulky derivag
i) =A-x)"=A+CEDx)' =0 +(-Dx)' =0+ (-D(x) = (=D - 1= -1,
[ =1-x%" =1+ Dx®) =D + (=Dx*) =0+ (=D (x?/
=(-1) - -2x = —2x.
Podle Vity 4.1bod c) nyniplyne, 2 i funkcef (x) = fi(x) fo(x) mav kazdem bodez D vlastriiderivaci
a plati
f/(x) = i) o) + fa(x) fo(x) = =1- (L= x%) + (L — x)(—2x) =
=—14+x2 -2+ 2% =3%-2x -1
Pt praktickem podtani ovéem wahy pedchozino typu véSinou provalime jen v duchu (situace totiz
byva vétsinou velmi prihledn3 a géeme rovnou
(1-0A-x%))=1-0'A-x)+1Q-x)A—x%
=—(1-x)4+ A —x)(—2x) = =1+ x> — 2x + 2x?
=3 -—2x—1
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(pokud to ovem nepseme je&& strumgi). Derivaci uvaovanefunkce mizeme ovem vypaést i jinak
— totiz tak, 2 funkci nejprve uprawne rozrigobefm. Je

f(x):(l—x)(l—xz):x3—x2—x+l

a odtud
fl(x) =32 —2x — 1. A

1+ x —x?

Priklad 4.3. Wpotiéte derivaci funkcef (x) = —— .
1—x+x?

Re®ril Danou funkci zde jEdevém musme chigat jako podi f (x) = L, kde fi(x) = 1+ x —x%,
fo(x) =1 — x + x2. Zfejme

1\2 3

— 2 — —_— —

1 x+x—(x 2>+4>0,

atudg Df = sz = (—00, +00). Mame

fix) =Q+x—x%) =1-2, frx) =L —x+x%) = -1+ 2.

Protoz f>(x) # 0 na(—oo, +00), mapodle Vay 4.1, bod d) funkcef (x) = gg; na(—oo, +00) vlastri
derivaci a plati

_ [0 L) = i) ()

1 (/2P
C(A-200—x+x%) —(14+x—x)(-14+2x)
B (1—x + x2)* B
_ 1—x4+x2—2x+2x%2—2x3+14+x —x2—2x —2x%2 4+ 2x° _
B (1—x + x2)? B
—4x + 2 21— 2x)

- (1 — x + x2)? - (1—x+x2)?’
V praxi ovem vipocet zapisujeme $pe naledujcim zpisobem:
<l+ x — xz)’ B
1—x+x2)
A -200—-x+x*) - (14+x—x)(-14+2x)

(1—x +x2)°
Cl-x P =2+ 22 -2 L —xP - 2 =20 23
(1—x +x2)?
=& +2 21— 2)
L-—x+4x2" (@-x+x)? A
o e'sin
Priklad 4.4. Wpottéte derivaci funkcef (x) = el
x2—3x+2

Regril Danou funkci opepredevém musme chigpat jako podi f(x) = gg; kde fi(x) = €' sinx,
fo(x) =x% —3x + 2; ZrejméDy, = Dy, = (—00, +00). Avdakx? —3x +2 = (x — 1)(x — 2), atudk

Dy = (—00,1)U(1,2) U (2 +00). S pouitim Vety 4.1bod c) dostaame

f1i(x) = €" sinx + € cosx, fa(x) =2x = 3.
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Z Véty 4.1bod d) nynivyplyva, ze funkcef (x) = ;1()‘; mavlastriiderivaci v kazlem bodez D, nebot
v kazdem takoven bodeje splna predpokladf,(x) # 0. Vychai potom

1) o) = ) f,00)

'(x) =
! [f2()]?
_ (e'sinx + €' cosx)(x* — 3x 4+ 2) —e'sinx(2x —3)
a (x2 — 3x 4+ 2)° a
_e'sinx(x® —5x +5) + e cosx(x? —3x +2)
B (x2 —3x + 2)2 B
(x — 5x + 5)sinx + (x% — 3x +2)COSx
(x2—3x + 2) A
o x2 -1
Priklad 4.5. Vypoteéte derivaci funkcef (x) = In ——.
x4+1

Re®ril Zde muéme danou funkci chzat pedevém jako funkci sloenou. Situace je zdé€ sledujc:
vngsi funkce f1(y) =Iny, Dp = (0, +00);

vnitfni funkce f>(x) = iz—j Dy, = (=00, =1 U (1, 4+00).
Vnitrni funkC| bychom sice mohli btes definiaiim oborem(—oo, +00), ale neni® by to smysl, nebot
funkce % ‘1 T zobrazuje interval—1, 1) do intervalu(—oo, 0), na ktefen funkce f1 nerii definovaa.

Zrejmeje

fx) = (fro f2)(x), Dy = (—00, =1 U (1, +00).
Mémefi(y) = % nanl,

21y 2x(x%+1) —2x(x2-1 4
X )= x“+1 (x )_ X haD,,.

falo) = <x2 +1 (x2 + 1)2 T (2412

Podle véy o derivaci sloenefunkce (Vaa4.2) mafunkce f (x) = (f10 f2)(x) vlastiiderivaci v kazdem
bodez D a plati

@) = (fio f2)/(x) = fi(fo(x)) - fo(x) =

1 4x _x2+1 4x A
I B O e

Pt bé&Znam vypotu si ovem uvalomujeme pouze v duchu, kiefankce je vigi a kteravnitfni. Zapis
by potom vypadal fgledujcim zpisobem:

2 1y, 2 _ 2 _
(Inx 1)_ 1 2x(xc+1) — 2x(x 1):

2 - 21 2 2
x2+1 o x°+1)

x2+1 4x . 4x
-1 2412 x*-1

(

kterych funkce f viibec nendeflnovana atudi tam nemlze nit ani derivaci. S'mto jevem se Ize setkat
Cast@ a neriitfeba se’m nikterak znepokojovat. A
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Priklad 4.6. Wpottéte derivaci funkcef (x) = In3x2.

Reeril Zde je asi nejlefiszapsat danou funkci ve tvarfi(x) = (In x2)3. Z tohoto tvaru je vide ze

f(x) = (fio fa0 f3)(x), kde f1(z) = 2%, fo(y) = Iny, f3(x) = x% ZfejmeD; = (—o0, 0) U (0, +00).

Proto funkcefi, f2, fz vezmeme s defifidmi obory Dy, = (—o0, +00), Dy, = (0, 4+00), Dyf, =

= (—00,0) U (0, +00). Kazda z funkci f1, f>, fz mav kaadem bodesveho definiaiiho oboru vlasthi
derivaci. Snadno vidne, 2

1
fik) =32 frn= 5 f3(x) = 2x.
Podle Vey 4.2 mafunkce f(x) = (fio f2 o f3)(x) v kazdém bodez D vlastriiderivaci a pléti

F' @)= (fio fa0 f5)(x) = (fro (f20 £3)) () = fi((f20 f)(X)) - (f20 fa) (x) =
= fi((f20 5@) - [f3(f3(0))] f3(x0) =

1 6(nx?)2  6In’x2
—3(nx»*. 5 - 2r = (nx?” _ 6Inx”
X

X X

Povimnée si, 2 V&u 4.2 jsme pr vypotu poudli dvakrat. Vzhledem k tomu, & skfaani funkci je
asociativii) mohli jsme postupovat i stedujcim zpitsobem:

') = (fio fao f2)'(x) = ((fio f2) o f3) (x) =
= (f10 f2)'(f3(®)) - f3x) = f1((f20 fa)(X)) - fo(fa(x)) - f3(x),

cozje zrejmestejnyvysledek jako vie. Praktickyvypotet by ovem vypadal asi takto:

1 61nx2
(IN°x?)’ = 3In?x?. — 2= Al
X X A

Priklad 4.7. Wpottéte derivaci funkcef (x) = x** + x4 +a*", D; = (0, +00), a > 0 je konstanta.

Regril V tomto piikladechceme tende upozornit, jak derivovat funkci tvarfi(x) = g(x)"®. Zakladri
my3denka je stejhgako pii vypodu limit. Funkci piedevém vyjadfime ve tvaru

fx) = di)-Ing(x)
Ziejme f(x) = (f1 0 fo)(x), kde fi(y) = €, fo(x) = h(x) - Ing(x). Plati f{(y) = €, takze mane

F/(x) = MO (R(x)  Ing(x)) =
= g)"[1'(x) - Ing(x) + h(x) - (Ing(x))].

Pro Vipotet derivace(ln g(x))’ opé stad pouit vétu o derivaci sldenefunkce. Napgeme Ing(x) =
= (810 82)(x), kdegi(y) = Iny agz(x) = g(x), takze mane

1 g'(x)
I — .o — )
s =26 W= %m
Celkem tedy dostame:
£/) = g0 (1 () Ing () + pof D).
g(x)
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Tuto vislednou formuli nenale nutriesi pamatovat. Vi&inou v konkranich pfikladech celytento postup
prosteopakujeme. Nento tak dloulie jak to mize na prvhipohled vypadat. M&inu (vah tikajicich se
sloznich funkdiprovadime opé pouze v duchu a zapisujeme jehsigdky.
V na®m konkfénim pfikladetak dostaame:
(xx“ _{_xa"( + ax")/ — (ex‘llnx)/ + (eaxlnx)’ + (ex’( Ina)’ —
ex" Inx(xa Inx)/ + eax Inx(ax Inx)/ + ex" Ina(xx Ina)/ —

a 1 X X
= x¥ (axa—llnx 4 x4 _) + x4 (exlna Inx)/ +a° (exlnx In a)/ _
X

a X 1
=x"xYalnx +1) +x* (e"'““ Inalnx +e™M. —) +
x

. 1
ta Inaex'”x(lnx fx- —) -
X

. . 1 x
=x""Yglnx + 1) + x* ax(lnalnx + —) +a" x*Ina(inx + 1).
X

Priklad 4.8. Wpottéte derivaci funkcef (x) = /x — arctgy/x.

Reril Ziejmé Dy = (0, +00). Chceme-li na vgotet derivace polt jako obvykle Vay 4.1 a 4.2,
musme se omezit na interval, +o00). VEty 4.1 a 4.2 hovofi totiz pouze o vlastiwh derivaéech a
v na®m pipadeje (/x),_o, = 4o0. Tuto skuténost zjistme snadno pomowéty o Iimité derivace

(Véta4.4). Funkce/x je totiz spojitav bode0 zprava, na interval(, +o00) plafi (v/x) = azre1me
I|m+([) I|m # = +oo. Tedy i (\/x),_q, = 4oo. Na intervalu(0, +oc) ovsam S pomoci
Vét4.1a4. anadno najdeme
1 1
— arct . =
) =(Wx gvx) = f T1x 20

1 (1 1 ) 1 x W
T 2Jx 1+x/) 7 2yx 14+x 2Q+x)°

Vzhledem ktomu;e D, = (0, +00), jedinaotazka tykajici se derivace, ktérabinva, je otazka pof’ (0).
V takovichto piipadech ale velmiasto pomhavéta o limité derivace. Funkcg (x) je spojitav bode0

Zprava, Ii(r)rl f(x) = I|m 2(‘1@) = 0, takKz 17 (0) existuje a pldtif; (0) = 0. Celkovepotom mizeme
napsat, e plafi
ﬁ
— arct na (0, +00).
V bodé0 mane pirozenena mysli jednostrannou derlvaci. A

Priklad 4.9. Wpottéte derivaci funkcef (x) = x + /x + ¥/x.

Re®ril Zde je zaseD; = (0, +00), ale ze stejgh divodljako v pedchoam piiklade miizeme podle
Vet 4.1a4.2podtat derivaci pouze na interval®, +oo). Dostavame tak
/ 3 1

Fi@) = (x4 V3 +¥x) = 1+2f+ et
Zajimali nas jese £ (0), pouzjeme opéneé vétu o limité derivace. Funkcef (x) je spojitav bode0
zprava a plati

lim f'(x) = lim (1+ 1 i) — oo

x>0+ x—0+ 2J/x 332
Existuje tedyf: (0) a plati 1 (0) = +oo. A
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2

Priklad 4.10. Wpottéte derivaci funkcef (x) = arcsin

1+x2°
Reeril Zde mitze bt trochu nejashatazka definimiho oboru. Naffieme-li vak nerovnosti
1—x2
1< <1 (14 x?),
T 14+x2 7 (d+x9
—1-x?<1—x% <1+4x%

vidime ihned, @ posledhnerovnosti platpro v&chna rélma x a 2 tedy D, = (—oo, +00). Vnitini
funkce };ii ma zfejme vlastrii derivaci v kadem bodez intervalu (—oo, +00). Bohuzl v&ak vngsi
funkce arcsiry manevlasthijednostranhederivace v bodech-1 a 1. Prpouiti véty o derivaci sléene

funkce se tedy musie omezit na ta, pro kteral=x # F1l. Je

1+x2
1—x?
Tre =T A,
1-x?=F1+x?,
x=0.

Vidime tak, 2 derivaci funkcef (x) miizeme podle Wy o derivaci sldenefunkce vypdést pro vechna
x € (—o00,0) U (0, +00). Mame

70 = (aresimt—5) = L (A1)
1+ x2 l—(l‘—)‘i)z 14 x?
1+x
\/ (1+ x2)2 x4 xD) — (1—x?) - 2x
R e T (1+ x2)?2 B
14x% —2x-2 2x 2 signx

2x] A+ x2)2  x|(A+x2) 142
Funkcef (x) je oavidné spojitav bode0 (a tedy je spojitar bode0 jak zleva, tak i zprava) a taplaf

. , . 2 signx
I s =t (~177) =2
. e 2signxy
len(Lf x) = len(L(_ 1+ x2 ) =2
Podle vty o limité derivace je tedy”’ (0) = 2af} (0) = —2. Oboustranhderivacef’(0) tedy neexistuje
(viz Véta4.3). A
2
Priklad 4.11. Wpottéte derivaci funkcef (x) = % a? —x?+ % arcsin® , kdea > 0 je konstanta.
a

Re®ril Snadno zjisme, 2 Dy = (—a, a), ale 2 podle Véy 4.1a4.2 je momo derivaci pottat pouze
na otevenam intervalu(—a, a). Zde plati

1 X 1 a? 1 1
)= =vVa2 —x24+ = — = ()
fx) sVa? —xt 4 Wi (20 + 5 1_({)2 p
1 > > x? a?
= =+va*—x?— =
2 2/a?2 —x2  2/a? — x?
2 2
=1‘ az_x2+} @ 7Y a2 2
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Podle vy o limité derivace zde bez nestiajistime, 2 f/(—a) = 0 a f’ (a) = 0. Mlizeme potom

napsat
f'(x) =+vVa?—x? na (—a, a),
kde v krajrich bodech ofterozunime piisluéejednostranhelerivace. A

Priklad 4.12. VWpottéte derivaci funkcef (x) = |x|.
Reeril ZiejmeD ¢ = (—00, +00). Zde je Vihodrienapsat

—X prox € (-0, 0),
fx) =
X prox € (0, +00),

nebot odtud ihned plyneez

flx)=-1 prox € (—oo, 0), (0 = -1,
flx)=1 prox € (0, +00), fi0) =1

Z téchto visledKuvidime podle gy 4.3 Ze funkce f(x) = |x| nemav bodeO derivaci a2 Dy =
= (—00, 0) U (0, +00). MlZeme napsat

f'(x) = signx prox € (—o0, 0) U (0, +00).

Podotkriene j€g, Ze viskyt absoluthihodnoty ve vyjarerii funkce mnohdy zpsobuje, "2 funkce
v nékterych bodech nemederivaci. Nemustomu ale tak byvzdy, jak ukazuje nsledujci priklad. A

Priklad 4.13. Wpotéte derivaci funkcef (x) = x - |x|.
Regril D = (—o0, +00). Opé& pouzjeme postupu, kt€rjsme viddi v pfedchozm piiklade Miizeme
psa
—x? rox e (—oo, 0),
=17 p ( )
X prox € (0, +00).

Odtud

fl(x) =—2x prox € (—oo, 0), f.(0) =0,
f(x) =2x prox € (0, +00), f1(0) =0.

Vidime pedevém, ze f'(0) = 0, atedyD ; = (—o0, +00). Celkem niZeme napsat
fl(x) =2]x|.
Zavérem si povénnéme naledujci skutemosti. Funkcef (x) = x - |x| matvar sodinu, mav bode0

vlastrii derivaci, ale tuto derivaci nerdeme vypdest podle Véy 4.1 bod c), nebot jedna funkce ze
sougnu — totiz funkce|x| — nemav bodeO derivaci (c6zsme viddi v predchozm piiklad8. A
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Priklad 4.14. Wpottée derivaci funkcef (x) = In |x|.

Reril je D; = (—o00,0) U (0, +00) a

In(—x) prox € (—o0, 0),
fx) =
Inx prox € (0, 400).

Na (—o0, 0) dosfvame

1 1
o) =— (==
—X X

Na (0, +00) dostarame f'(x) = % Celkem tedy mzeme napsat

1
(Injx)' = - prox € (—oo, 0) U (0, +00).
X

Tento piklad nebyl piliS zajimavy, ale zaadili jsme ho sem proto,ezjeho znalost je velmi patbrapri
vypodech primitiviich funkci(= neurdtych integrd). A

Piiklad 4.15. Wpottéte derivaci funkcef (x) = |(x — 1)?(x + 1)3|.

Regrl ZfejmeD; = (—o0, +00). Pro Vijpotet derivace je dobrsi vimnout, 2 mizeme psaf(x) =
= (x — 1)?|(x + 1)3|. Funkce f(x) matedy tvar sotinu, piicemz prvniho Gnitele unime snadno
zderivovat. Potejme se proto na derivaci funk¢er + 1)3|. Pouzieme opé metodu z Pikladu4.12a
4.13

—(x 4+ 13 prox e (—oo, 1),

|+ 1% = .
(x+1)>° prox e (-1, +o00).
Odtud ihned dostsame
(x+1°% =-3x+12 proxe(—oco0,-1), |x+D3__, =0,
I(x + 1% = 3(x + 1)2 prox € (-1, 400),  |(x+13,_,, =0.

Zfejmetedy D = (—o0, +00). Vysledek nizeme zapsat v jednotmetvaru
I(x + 1% = 3signx + 1) - (x + 12

(Povamné&e si, jak zde pol# funkce signe zjednodusje Zgis!) Nyni na Z&ladé Véty 4.1 bod c¢)
dostavame

Fo = (- +DY) =
=2x —D|(x +D®| + (x — D?-3signx + 1) - (x + D* =
=20 —D(x+D3x 4+ 1+ (x —D?-3signx +1) - (x + 1?2 =
=2x —D(x + D*(x + Dsignx +1) + (x — 1D?-3signx + 1) - (x + 1)? =
= (x — D(x + 1)?(x — 1) sign(x + 1). A
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Piiklad 4.16. Wpottéte derivaci funkcef (x) = |sinx|.

Regril Dy = (—00, +00). Kvlli absolutrithodnotebudeme ¢eat pozor na intervaly, kde sin > 0 a
kde sirfx < 0. Jsou to zjmeintervaly tvaru(km, (k + 1)7t). Na intervalu(km, (k + 1)7) pro k sude
dostfarame

f(x) = |sir’x| = sir’x,

odkud
f'(x) = 3sirfxcosx prox e (km, (k+ Dm), fLtkn) =0, f.((k+1mn) =0.
Na intervalu{kr, (k + 1)w) prok liché dosfavame
f(x) = |sir’x| = —sir’x,
odkud
f'(x) = =3sirfxcosx  prox € (km, (k + ), fL(km)=0, f ((k+1m)=0.

Vidime tedy, & pro libovolriek celeje f’ (km) = fi (kw) = 0 a2 tedy (podle iy 4.3) f'(km) = 0.
Odtud ihned plyne;& Dy = (—o0, +00). Abychom mohli f'(x) vyjadrit pomoci jedine formule,
povémnéme si, 2 mizeme psa

) 2 sin 2v - sinx pro x € (km, (k + 1)m), je-li k sude
ffx)=1 3

—3sin 2 - sinx pro x € (km, (k + Dm), je-li kliché.

(Zde 1’ (x) znad v kazdem bodeoboustrannou derivaci!) Petoovali bychom tedy funkci, ktéise rovria
sinx na intervalech{km, (k + 1)) s k sudym a ktefase rovia— sinx na intervalechikm, (k + 1)mt)
sk lichym. To je ale Zejmefunkce|sinx|. MUZzeme tedy zaérem napsat

. 3 . .
sinx| = > sin 2x - |sinx|.

1
Priklad 4.17. Wpottéte derivaci funkcef (x) = arccosﬁ .
X

Re®ril ZfejmeD; = {x; = < 1} = {x; [x| > 1} = (—o0, —1) U (1, +00).

x| —

Na (1, +o00) dostavame

flx) = (arccosﬁ)/ = —i : (—x—12> = ﬁi—l

Na (—oo, —1) dosfavame

f(x) (arccosi>/ ! 1 7\/F !
X) = = — - —_— = — - — =
|x] 1-31 x? VxZ—1 x2

X

x| 1 —x 1

1
«/xz—l.xz B \/362—1'%2 a2 —1
Podle vy o limité derivace dostegame nave

fL(=1D = lim _ = —00, iD= lim _ = +00.

x—>-1l-x/x2 -1 =1t x/x? -1
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JetedyD; = (—o0, —1) U (1, +00) a plat

'(x) = arccosi P
fx—( |X|>_x s A

Priklad 4.18. Wpottéte derivaci funkcef (x) = [x] sin’mx.

Regril Dy = (—o0, +00). Na Z&ladé nasch zku®nostis funkci[x] vime, 2 je vhodneuvamvat
interval (n, n + 1), kden je cele(samoZejmemiize byt t€Z zgporng. Na tomto intervalu &jmeje

f(x) = nsirfnx,
atudig
f'(x) =n-2sinmx cOSTx - T = Ttn SiN 2nx prox € (n,n + 1), fi(n) =0.

Zbyvatedy urdt f’ (n + 1). PokuSme se opepoudt vétu o limité derivace. Za'tm UCelem ukdme
nejprve, 2 funkce f (x) je v boden + 1 spojitazleva:

fn+1D =Mn+1sifntr+1) =m+1)-0=0,

lim f(x)= lim nsifrx =0.
x—(n+1)— x—(n+1)—
Déle
im  f'(x)= lim (s -sin2w) =0,
x—(n+1)— x—(n+1)—

odkud vyplwa, ze f'(n + 1) = 0. Na Z&lade téchto visledku snadno vitme, 2 funkce f(x) ma
vlastrii derivaci i v kazlem celodselrien boden, piicemz plafi f/(n) = 0. Mlizeme tedy napsat,ez
Df/ = (—OO, +OO) az

Ttn - Sin 2nx pro x € (n,n + 1),

fi= 0 pro x = n.

Chceme-li igledek zapsat v héa tvaru (uvelomte si, 2 na intervalun, n + 1) je [x] = n), mlzeme
psa
f'(x) = w[x]sin 2nx. A

Priklad 4.19. Wpottéte derivaci funkce

1—x pro x € (—o00, 1),
f)=11-x2-x) pro x € (1, 2),
—(2—1x) pro x € (2, +00).

Reril D = (—o0, +00). Pouijeme op¢ na$ osvaltenemetody. Mizeme psa

1—x pro x € (—o0, 1),
f&x)=11-x@2~-x) pro x € (1, 2),
—(2—-1x) pro x € (2, 400).
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Odtud
flx)y=-1 prox € (—oo, 1), L =-1,
fl(x)=2x -3 prox € (1, 2), i =-1 ff2=1
flx)=1 prox € (2, +00), fi2=1

Vidime ihned,’2 Dy = (—o0, +00). Celkovyvysledek nideme zapsat ve tvaru

-1 pro x € (—o0, 1),
ffx)y=432x -3 pro x € (1, 2),
1 pro x € (2, +00). A

Priklad 4.20. VWpottéte derivaci funkce

(x —a)’(x —b)?> pro x € (a, b),

Je = 0 vaude jinde.

Regril D; = (—0o0, +00). Povémnéme si, 2 mizeme napsat

0 pro x € (—oo, a),
fx) =& —a)?*(x—b)?  prox € (a,b),
0 pro x € (b, +00).
Odtud Zskame ihned
f(x)y=0 prox € (—oo, a), f(a) =0,
f'(x) =2(x —a)(x —b)(2x —a — b) prox € (a, b), fi(a)=0, f.(b)=0,
f(x)=0 prox € (b, +00), fib) =0.

Zase vidme, 2 D = (—o0, +00) a celkovyvysledek nizeme zapsat ve tvaru

2 —a)(x = b)(2x —a —Db) pro x € {(a, b),
0 vaude jinde. A

Priklad 4.21. WWpottéte derivaci funkce

X pro x € (—o0,0),

Joo = {In(1+ X) pro x € (0, +00).

Regril D; = (—o0, +00) @ opé mizeme napsat

F) = by pro x € (—o0, 0),
“lIn@+x)  pro x € (0, +00).
Odtud
ffx)=1 prox € (—oo, 0), (0 =1,

ey 1L S
fx) = To; Proxe 0, +00),  fL(0) =1
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Vidime tak, 2 Dy = (—o00, +00) a 2

, 1 pro x € (—oo, 0),
&)=,
T pro x € (0, +00). A
Priklad 4.22. \Wpottéte derivaci funkce
arctgx pro |x| <1,

o]

Zsignx + 51 pro x| > 1.
Re®ril D, = (—o0, 400). Zfejmeopé mizeme psa

-z 4 pro x € (—oo, —1),
f(x) = {arctgx pro x € (-1, 1),
Z4t pro x € (1, +00).

Zde je trochu nejilemne ze hodnota funkce +)‘7‘1 v bode—1 nerirovna hodnotéunkce arctge v bode
—1, tak® neniZeme napsaf (x) = —% + "—gl prox € (—oo, —1). Kazdopalnévsak z pedchozno
vyjadferiifunkce f (x) ihned plyne

1
fx) = > prox € (—oo, —1),
/ 1 : I
)= 21 prox € (-1, 1), (=D = >’ - = 5
1 1
flx) = > prox € (1, 400),  fi (D)= 5
Zbyvatedy jedinaotazka — jak vypadaf’ (—1). Snadno vitne, 2
. . n x-—1 T U
x—I!Tl—f(X):x—Ilr—nl—(_Z+ 2 )Z_Z_l’ feb==7-

Funkcef neriitedy v bode—1 spojitazleva a odtud je ihned jasnge pokudf’ (—1) existuje, niie bt
pouze nevlastn(Plipomemme, 2 mali funkce v bodevlastriiderivaci resp. vlastralerivaci zleva resp.
vlastril derivaci zprava, je v tomto bddgpojita resp. spojitazleva resp. spojitzprava). K dkazu
existence f' (—1) nemizeme poti# vétu o limité derivace, nebot bohie nerii spinen predpoklad
spojitosti funkcef v bode—1 zleva. Nezbya nezpouit definici derivace:

_x x=1y _(_=m
Fny= fim SO SED g Cat ) mCw)
x—>—1— X—(—l) x——1— X+1
x;l 1 v 1

= lim +o00.

= — m =
r—»-1-x+1 2x>-1-x+1

Tim je vy®tiovani derivace ukoieno. Zejmé Dy = (—oo, —1) U (-1, +00). CelkoVy vysledek
miZzeme zapsat ve tvaru
1 pro x € (—1,1),

/X — 1+x2
f ) : pro |x| > 1. A
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Priklad 4.23. Wpottéte derivaci funkce

2
x2e* pro |x| <1,

fo =17

L pro |x| > 1.

Re®ri. Dy = (—oo, +00) a mizeme péh

1 pro x € (—oo, —1),
fx) = {x% pro x € (—1,1),
2 pro x € (1, +00).
Odtud ihned plyne
f'(x)=0 pro x € (—oo, —1), (=1 =0,

) = 26 4 1% (—2x) = 2xe*(1—x?)  prox e (-1, 1),
fi(=1) =0, f.(1)=0,
f'(x)=0 pro x € (1, +00), fi()=0.

Vidime tedy, B Dy = (—o0, +00) a & plafi

2xe (1 — x?) pro |x| <1,

Jx)= {O pro |x| > 1.

Priklad 4.24. Wpottéte derivaci funkcef (x) = |(x — 1)(x — 2)%(x — 3)3).

Regrl Zfejme D, = (—o0, +00). Podobrigako v Piklade4.15mizeme zde napsatezlafi f (x) =
= (x —2)?- |(x — 1)(x — 3)%|. Odtud vcelku bez ofti zjistime, 2

x—=1D(x—-22%x—-33% prox e (—o0, 1)U (3, 400),

ﬂ”:{—u—nu_zmx—$3 Pro x € (1,3).

(PovSmnée si, 2 viasrie,vytknuti“ vy razu(x — 2)? z absoluthhodnoty rian ukazalo, 2 pii vySetiovani
funkce f (x) bod 2 de facto nemusie bra viibec vvahu.) Wpdtéme nejprve
(6 =Dx —2%x =3 = —2%(x =3+ (x - D2(x —D(x — 3)° +
+(x—Dx—223(x -3 =(x—-2(x —I*((x —(x —3) +
+2x —Dx =3)+3x -DH(x —-2) =
= (x — 2)(x — 3)%(6x% — 22x + 18) = 2(x — 2)(x — 3)?(3x? — 11x + 9).

Odtud

fl(x) =2(x —2)(x —3)2(Bx? —11x +9) pro x € (—oo, 1) U (3, +00),
ffH=2-(-1)-4-1=-8, f.(3 =0,

fl(x) =—=2(x —2)(x —32%(3?—11x +9)  pro x € (1, 3),
i =8, ff3 =0
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Ihned vidme, 2 Dy = (—00, 1) U (1, +00) a ze plati
2(x —2)(x —3)?(3x?> —11x + 9) pro x € (—oo, 1),
ffx)=1{-2(x —2)(x —3)?(3x?%—-11x +9) pro x e (1, 3),
2(x —2)(x —3)?(?—11x +9) pro x € (3, +00).
Chceme-li vyjdfit f'(x) jedinou formulj potrebujeme funkcb(x) takovou, 2
1 pro x € (—oo, 1) U (3, +00),
o(x) =
-1 pro x € (1, 3).
Lze si ale vémnout, 2 takovou funkcje funkceo(x) = sign(x — 1) sign(x — 3). Takze mizeme napsat
f'(x) =2 signx — 1) - sign(x — 3) - (x — 2)(x — 3)?(3x? — 11x + 9). A
Priklad 4.25. Wpottéte derivaci funkcef (x) = |2 — x?| sirx.
Regrl D; = (—o00, +00). Kvilli absolutrithodnotevyskytujici se ve vyjalferil funkce f(x) budeme
uvamvat intervaly(—oo, —1), (—, 1), (1, +00). MlZeme Zejmepsa
(x? — %) sirfx pro x € (—oo, —m) U (1, +00),
(m? — x?) sirfx pro x € (—m, ).

f(x):{

Odtud
f/(x) = 2x sirfx + (x? — ?) 2 sinx cosx
= 2sinx (x sinx + (x> — 7?) cosx) pro x € (—oo, —m) U (1, +00),
fl(=m) =0, fi(m)=0,
f'(x) = —2sinx (x sinx + (x* — 7%) cosx) pro x € (—m, m),
fi(=m)=0, f'(m)=0.
Tedy D = (—oo, +00) a celkovyvysledek nideme zapsat ve tvaru
f'(x) = —2sign(=?® — x%) sinx (x sinx + (n® — x%) cosx). A
Priklad 4.26. Wpottéte derivaci funkcef (x) = arcsinsinx).

Reeril Zfejme Dy = (—o0, +00), nebot oborem hodnot funkce sinje interval (—1,1) a tenty
interval je definioim oborem funkce arcsin Funkce arcsiy se zavdi jako funkce inverznk funkci

sinx, cozsvadi k tomu, napsat arcsiginx) = x. Toto je Zaadnhichyba, nebot je &ba si uvdomit, 2
funkci arcsiny definujeme jako inverZniunkci k funkci sinx uvazvanepouze na intervalt(l—g, g).

Plafitedy arcsitsinx) = x, ale pouze pra € (—%, Z). Pro detailhirozbor funkce arcsigsinx) je dobre
si povémnout, 2 tato funkce je periodickaperiodou 2 (diky tomu, 2 je takovaunkce sinx). Stagd ji

tedy uvépvat na intervalu diy 2. My si vybereme interval—%, 3%).

Na intervalu(—3, 3), jak jiZ bylo feteno, niane

arcsinsinx) = x.
Na intervalu(%, 3} potom dostaame

arcsir(sinx) = arcsir(sin((x — n) + nr)) =
= arcsin(— sin(x — )) = —arcsir(sin(x — 7)) = —(x — 1) = 7 — x,

nebotx — & € (—%, %). Pro leps zapamatoyal uvedeme graf funkce arcgsinx). (Pro jeho nakresléni
vyuzijeme periodiosti!)
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y = arcsinsinx)

NERS

Z predchozeh visledKuihned plyne:

st pme(ER A )

fo=t pee(3E) n@- ()=

Odtud (s pouitim periodigosti) snadno viane, 2 definiai obor derivace je
Dy = (=00, +00) \ {E +km; k € Z}
az

£ 1 pro x € (—3 + 2km, § + 2n), keZ,
X) =
—1  proxe (3+2kmn 3 +2%n), kel

Priklad 4.27. Wpottéte derivaci funkcef (x) = 1 il - prox #0, f(0) =
+ ex

Re®riL D; = (—o0, +00). Prox # 0 vypodeme
: x (e —xer(—3) 1 et
fx) = T) = 1.2 = T+ 1,2 "
1+ed (1+er) 1+e  x(1+ev)
Zbyva vysetiit, zda existuje derivace nebo zda exisigspdonjednostranhalerivace v bod®. Zde je

asi nejlpe, povémneme-li si pomimétechnicky vhodnido tvaru funkcef (x) a zameme podat 1 (0)
a f (0) podle definice.

F@O= O _ o ) 1

"(0) =i lim =i =1
f_( ) ang— x—0 x—0- Xx an(}— 1+ e%
- 1
0 = tim LSOy SOy L
x—0+ x—0 x—=0+ X x—>0+ 1+ eV

Tedy Dy = (—00,0) U (0, +00) a f'(x) prox # O je ureno Vise uvedenou formaliPokud se
nerozhodneme paat f/ (0) a £/ (0) podle definice, mfeme j€ poudt vétu o limité derivace. Tento
postup ale, jak ihned uvinthe, je zde podstatnechnicky naotngsi. Predne abychom vau o limité
derivace mohli pouiz, musme ovéit, zda funkcef (x) je v bode0 spojita
N |in(’)1 x 0
lim f(x) = lim = =-=0= f(0),
x—0- =0-14er  lim (14e) 1

x—0—

Iin3+f(x): lim = lim x- lim +=0.-0=0= f(0.

x—>0+ 1 + e% x—0+ x—>0+ 1 + e)c
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Funkcef (x) je tedy v bode) spojita takze mizeme pditat limitu derivace.

1

. . 1 ex :
lim f'(x) = lim ( T+ I 2) = lim -
x—0— x—0— 14+ ex x(l+ e;) x—0— 1+ ex

=l

, e N 1
+ lIim ———= =1+ lim —. Im ——— =
X*°‘x(1+e?)

1

==

. Ex . e
=14+ Ilim —-1=1+ lim —.

x—>0— Xx x—0— Xx

Poslednlimitu mtizeme vypdest nasledujcim zpisobem:

er e 1
im == = Iim — =— lim 2 =— lim — =0.

x—0- Xx y—+400 _1 y—>+o0o & y—>+o00 @
y

PTi vypotu jsme pouiti vetu o limité slozenefunkce (vnitini funkce je—;l, vngsi — ) a 'Hospitalovo
pravidlo. VWchai tak Iir(T)1 f'(x) = 1, atudk dosfavame ope /' (0) = 1.

ex
lim f'(x) = lim < + ) = lim +
o =0r\1+er  x(l4er)?) O lte
1 1
. ex . ex . 1
+ Iim ———— =0+ lim - - lim ——— =
x—>0+x(1+e;) x—0+ 1+e; x—0+ x(1+e;)
. — 1
= lim — < lim ——=1.lim ——— = |lim — =0.
x—=>0+ @3 +1 x=0+ 1 + ex x—>0+ @y (_x_lz) x—0+ @y
(Opé jsme potidi 'Hospitalova pravidla.) Odtud znovu dostame, 2 £ (0) = 0. A

Povsmnée si, jak volba nevhodnmetody znawe zkomplikovala vietfovani derivact Vyplati se
proto valy premiélet 0 monjch postupech a sndése uhodnout, ktérg nich bude nejvhodig.

Priklad 4.28. Wpottéte derivaci funkcef (x) = v 1 — e~2,
Reeril Za Welem urerii definimiho oboru uvagjme nerovnost
1-e*? >0, e <1, —x?<0.

Posledhinerovnost je spliea pro vechna réma x, odkud plyneD; = (—oo, +00). Vnitfni funkce
1 — e*? mavlastriiderivaci v kdzlem bode vngsi funkce . /y v kazdem bodey > 0. Je tedy&ba (za
UCelem pouti véty o derivaci sloenefunkce) vyloudt body, v nichz

Takovybod je ale pouze jeden, totimdx = 0. Prox # 0 mizeme tedy poliz vétu o derivaci sloene
funkce. Dostaame

— 1 1 2 -2
f/(X):( 1_e—x2) :E T > (—e_x)(—Zx):%
_e—x A/ _e—x
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Zb{va vygetiit bod x = 0.

f (O) o Il[g— x|—>0— x|l>0— J—
: 1—e? . e~ —1
=— lim — lim
x—0— x—0—

Upozorn@ne opé, ze pii vypodu limity v bodeO0 zleva uvamjemex < 0, a tud x = —v/x2.

f+(o)— lim M lim ﬁ fim E:

x—0+ X — x—0+ x—>0+ V x2
_ 1—e* _ e~% — 1
x—0+ x2 x—0+
Je tedyD s = (—o0, 0) U (0, +00), pfiCemz f'(x) je urceno Vige uvedenou formali A

Priklad 4.29. Wpottéte derivaci funkcef (x) = arcsin

14+ x2°

Reeril Za elem ureri definitiho oboru uvagjme nerovnost

<1, 2)x| < 1+ |x|?,

1+ x2
0<1-2ux+[x2 0= (1)

Odtud ihned vitne, 2 Dy = (—o0, +00). Zaoven je ziejmg ze funkce f(x) je na celen sven
definianim oboru spojitaVngsi funkce arcsirny nemavlastriiderivace v bodech-1, 1, a proto zaéelem
pouiti véty o derivaci sloenefunkce muéme vyloudt body, pro ktefge

2
1+x2‘:1, tedy (1—|x[)°=0.

Jedniase tedy o dva body-1 a 1. Prax # F1 dostaame

’()—(arcsir‘ 2 )l— ! ( 2 >/—
f X) = I1+X2 - l_(A)Z 1+X2 =

1+x2
B 1 2(1 + x?) — 4x? 1+ x2 2(1—x2)
- ’ 22 232
JEREmal AP A2 )
2(1 — x?) 23|gr(1—x)
T 1—x2(1+x2) 14+x2 7
, ) oo 2signl—x®) -1
So(=D) _x—llr—nl—f (x) = x—Ilr—nl—T = 2 I|m 112 = —

Analogickym postupem zjiSine, 2
fi=D =1, =1 [ =—

(Kureni f/ (1) a f1 (1) Ize pouit téZ znalosti ' (—1) a f| (—1) atoho, 2 funkcef (x) je licha) Vidime
tedy, 2 Dy = (—o0, —1) U (=1, 1) U (1, +00). A



4.2 Pfiklady. 153

Priklad 4.30. Wpottéte derivaci funkcef (x) = (x — 2) arctgi2 prox # 2, f(2) =
X —

Re®ril ZfejmeD,; = (—oo, +00). Prox # 2 dostaéme

f(x) = ((x -2 arctgx—i2> = arctgx i

! -(— )—arct __x—e
1_{_()‘_}2)2 (x —2)2) gx—2 x2—4x +5°

2+

+x -2

Vzhledem k piznivemu tvaru funkcef (x) bude vhodhgednostranhealerivace v bode podtat podle
definice.

T i f( ) 1 =
fl (2 = xll)n;_ x — = xll)m_ arctg —5 ="
o fx f(2) om
f+(2) o x|l>r72]+ X — x—>2+ o 2 )
Tedy Dy = (=00, 2) U (2, +00). A

Priklad 4.31. ypottéte derivaci funkcef (x) = |In |x||.

Reeril Dy = (—00,0) U (0, +00). Funkce Inx méni znami@ko v bodex = 1, takz funkce Inx| bude
ménit znamako v bodecht = —1 ax = 1 (je to konéaé sudafunkce). Snadno vidne, 2

In(—x) pro x € (—oo, —1),
Fx) = —In(—x) pro x € (—1,0),

—Inx pro x € (0, 1),

Inx pro x € (1, 400).

Odtud

1
f'(x) = P pro x € (—oo0, -1),  fL(-1)=-

1
fx) = 3 pro x € (=1,0), fi=D =1,
1
fx) = 3 pro x € (0, 1), L) =-
f(x) = )—t pro x € (1, +00), fi)=1

Vidime, 2 Dy = (—o0, —1) U (—1,0) U (0, 1) U (1, +00). CelkoVyvysledek nideme naprzapsat ve

tvaru _
sign(x| — 1)
e

fx) =
Priklad 4.32. Wpottgte f© a £ funkce f(x) = x(2x — 1)%(x + 3)3.

Reeril Uvamvanafunkce je Zejmepolynomem stuphé. TedyD; = Do = Dyay = (—00, +00).
Obecriesnadno vifine, & m-ta derivace polynomu stupne pfi m > n je rovna nule. Tedyf” = 0.
K vypotu Ssfederivace polileme Leibnizovu formuli:



154 Derivace funkce a jépiati

f(G)(x) — (x(Zx _ 1)2( + 1)3)(6) _
- Z ( s - 17 (e 97) 7 =

= (2) (x(2x — 1)2)(3)((x + 3)3)<3> = 20(x(2x — 1)2)<3>((x n 3)3)(3)’

nebotvechny ostathsttance se z §e uvedenko divodu anuluji Podobrigjistime, 2

3
(x@ -3 =" (f’) @D (2x =) =3P . (2x—1?)?@ =3.1.8=24

i=0

Wchazi nam tedy
F®(x) =20-24- ((x + 3% = 480- 6 = 2880 A

Piiklad 4.33. Wpottéte 0 funkce f(x) = x2€**.
Regrl ZiejmeD ;@0 = (—o0, +00). Podle Leibnizovy formule dostame
20

AOEDY <2i0) @)D (€)ED = <200) @@ @) +

i=0
N (21O> (x2)D . ()19 4 (220> (2@ . ()19,
nebot' vechny ostathsdtance se anulujMychazi nam tak
@0 (x) = x22%0e% + 20 2x - 21%* +190. 2. 218e* = 220 (x2 4 20x + 95). A
Priklad 4.34. Wpottéte 19 funkce f(x) = —

Re®ril Dy = D a0 = (—00,0) U (0, +00). Je

£ — (e" . %)(1@ _ Z (10) (&) . (i_)(lO—i) _

i=0

[l
gMo

10 10— (10_1)'
( )ex (=D )xlo—i+l =
B 20: (110 (10—i)!
= o ,(10_ ! x10-i+1
10 looi 0_ 10! 1
=€) (D e e‘D Y G v

i=0

10 .
_ eXZ(—l)"lo' (10—t 1)

xi+1
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1+x
1_

Priklad 4.35. Wpottéte £1%0 funkce f(x) =

=

Re®ril ZfejmeD; = Djan = (—00, 1). Protoz f(x) = (1+ x) - Jllj mizeme zkusit postupovat
tak jako v Piklade4.33

1 )(100)
J1—x N
100

B 100 0 1 \@oo-h
-2 (Ve (=) -

\/11_—x>(10(b +100. (JJjL_—x)(99).

Vidime, & by bylo dobrevéd, jak vypada(\/%)“‘). Postupiieostarame

£ = (@40

=@+0-(

( 1 )(l) _ 1 1 < 1 )(2) 1 3 1
Vi—x/ 2 1-x?¥2’ V1i—x
odkud vidme, 2
( 1 ><k> (2 -1 1
Vi—x/ 2 a-xn¥%
Dlkaz tohoto vztahu Ize préseindukéi (Plipomemme, 2 symbol(2k — 1)!! ozndwje sod lichych
Cisel 1- 3--- (2k — 1).) Dostavame potom

k e N.

199! 1 197! 1

(100 _ —
7O900) = () - S5 - T +100- _

201 199

x)2 2% (1-n%
197! 1 1971(399— x)

Ly 1991 + x) + 2001 — x)] = .
200 1o N0 200 -] = o e A

2
Priklad 4.36. Wpotéte f® funkce f(x) = 1x_

Regrl ZdeDy = Dse = (—00, 1)U (L, +00). (f(x) je racioridgni funkce.) V tomto pipadeje nejleps
funkci f (x) rozlozt nasledujcim zpisobem:

x? _(x2—1)+1_x2—1+ 1 14t
1—x  1-x 1—x "T1—x~7" 1—x'
Odtud 1 ®
@ (r) —
fom=(=)
Podobrigako v piedchozm prikladésnadno zjistne, 2
1 \W k!
= k € N.
(l—x> (1 — x)k+1”° c
Dostavame tedy
8!
Fow =

1-—x)°" A



156 Derivace funkce a jépiati

I
Piiklad 4.37. Wpottéte £ funkce f(x) = nx.
X

Re®ril ZfejmeD; = Do = (0, +00).

Snadno zjistne, 2

I\N©  (=D)*k!
(}) =% kewoon
1\ =D 1 Lk — 1)!
no® = (2)T =R e
X X

Odtud

4

| —_1)i _NN\5—-i-1l |
fOm =3 5L (D (DTG

~ i65—i)! xit! x5=i

(—1)55! h 1 1

—— —Inx=5 —— 5 |nx =
+ x6 X Z (5_ i)x6 x6 X

i=0
5,y 1 120,137 274— 120Inx
=F<25_l—InX)ZF(E—InX>=—x6 .

i=0 A

Piiklad 4.38. Wpottéte f19 funkce f (x) = sinx sin 2x sin 3.

Regrl Dy = D a0 = (—00, +00). Naprvripohled je vidg ze jakykoliv pfimy vypocet (byts pouztim
Leibnizovy formule) by byl dosti zdlouhavilagéstije ale monéefunkci f (x) nejprve upravit. Poligme
trigonometrickeformule

1
sinasing = E(cos(oz — B) — cosw + B)),
. 1, . )
Sina cosp = E(sm(a — B) +sin(a + B)).
Dostavame
1
Sinx sin 2x sin 3x = E(cos;c —C0S ) -sin3x =
1. 1 .
= Esm3xc03x 7 2sin3ccos X =
1 . . 1. 1 . . .
= Z(sm 2 + sindx) — Zsm 6x = 21(sm 2¢ + sin4x — sin 6x).
Plipomemme, 2 prok € {0} UN je

(sinx)* = sinx, (sinx)*+D = cosx,

(sinx)*+2 = _sinx, (sinx)*+3 = _ cosx.
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Speci#né tedy (sinx)*? = — sinx. Odtud jizsnadno plyne; e

1
%) = Z(sin 2¢ + sin4x — sin 6r)10 =

1
= Z,(—Zlosin 2c — 4sin 4 + 6'%sin6r) =

= —28sin2c — 2'8sin4y + 22 . 39sin 6. A
. e 1
Priklad 4.39. Wpottéte ™ funkce f(x) = —
Re®ril D; = Dsw = (—o0, 1). Postupiigostaame
Dy — @ () —
Zfejmebude
2n — D!
ﬂm@)=—L——%%T, n e N.
1-2x) 2
O sprarnosti tohoto vgledku se mzeme pesveldit indukc:
widy oy _ (21 =D ) _
W ((1 — )%
2n+1 1 (2 +1) — 1)
= (2n - 1)”(_ 2 ) ' PEUE —2) = Dl
(1-20)"F+ (1-20)""% A

X
Priklad 4.40. Wpottéte f™ funkce f(x) = :
V1+x

Re®ril Dy = Djw = (—00, —1) U (=1, +00). Je

n . n i 1 (n—i)_
o= () () -

i=0

Snadno vypGeme
< 1 )(1) _ 1 1 < 1 )(2) _ 1 4 1
Y1+x/ 3 A+x0)¥3 Y1+x/ 3 3 A+x)7B
Odtud jizvidime, 2 plaft
1 (®) ;14 (3k—2) 1
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Dostavame tedy

1-4---(3n—2) 1
n (14 x)@ntD)/3 T
1-4.--Bn—1 -2 1
+a(=1r 1 <3f1_1 )2 T
1-4..-(3n—5) 1

el (1+x)(3n+l)/3
_(=D)"t1-4---(3n—5)(2x + 3n)

3(1+ 1) A

FPx) = x(=1)"

= (="t (—x-@Bn—2)+3n(l+x)) =

Piiklad 4.41. Wpottéte £™ funkce f (x) = sirfx.
Regrl Dy = Dw = (—00, +00). Zde je opg podobrigako v piiklade4.38 vyhodniepouit trigono-
metrickou formuli a napsaf (x) = %(l — C0s ). Piipomemme, 2 prok € {0} UN je

(cosx)® = cosx, (cosx) #+D = _sinx,

(cosx)#+2 = _ cosx, (cosx) #+3 = sinx.

S pomocitéchto vztalitssnadno zjisme, 2

£ () = —2%1oog A, keN,

FEHD (x) = 2% sin 2, k € {O}UN,
FAD () = Ml oog o k e {O}UN,
FEHD () = M2 gjn 2 k € {0} UN.

Tyto vysledky ale dokonce ha@me napsat v jednotnetvaru. Vezmeme-li totifunkci cos(Zx + %)
dostarame pro

Ak

n =4k cos(Zx + TTE) = COS 2,
4k + 1

n=4k+1 cos(2x+%>=—sin2x,
4 + 2

n=4k+2 cos(2x+%>=—cos2k,
4k + 3

n=4k +3 cos(2x+%>=sin2x.

Nyni snadno vitine, 2 mizeme psa

(n) _ _on—-1 H
FO(x) = —2 cos<2x+2>, neN.

Piiklad 4.42. Wpottéte ™ funkce f(x) = coSx.
Re®ril Dy = Djw = (=00, +00). Je

1+COS2}C—lcos +1COSx COS & =
2 2773 -

—lcos +1(cos +c033c>—3cos +10053c
—2 X 4 X —4 X 4 .

COS'x = COSx - COSx = COSx -
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Pouijeme-li tabulku derivacfunkce cos:, kterou jsme uvedli v fgdchozam piikladg dostaame pro
ke {OJUN
3 4k 3 H+1
F(x) = 7 COS¥ + — Cos 3, FEHD () = -2 sinx —

3
FEFD(x) = —7 00X —

sin 3x,

4fc+2 3 4k+3
cos 3, FED(x) = y sinx +

sin 3x.
Chceme-li tyto vgledky napsat v jednotne tvaru, postupujeme sté€jrjako v predchozm priklade
Wchazi
3 n 3 nm
My = > il hl il
f (x)—4CO x + 2)+ 7 cos<3x+ 2).
Priklad 4.43. Wpottéte ™ funkce f (x) = sinx + cos'x.

Regrl Dy = Dm = (—00, +00). Zde jenom ukzeme, jak uvaavanou funkci rychle upravit na tvar
vhodngsi pro derivovanl.

sin*x + codx = sin*x + 2sirfxcofx + coslx — 2sirfx cox =

1 1
= (Sirfx 4+ cogx)? — E(Zsinxcos»c)2 =1-— EsinZZx =

1 1—-cos4& 3 1
-1_-.___ " _ T, )
> > 4+4cos4c

Nyni jiZ stejnym postupem jako v@dchozeh dvou prkladech zjistme, 2
(n) _ -1 E
FO(x) = 4 cos<4x +5 )

Priklad 4.44. Wpottéte ™ funkce f(x) = e*cos.

Re®ril Dy = Djw = (—00, +00). Je
f ; L

_ ~ (n ) (n—k) _ — (1 (n—k)
= (k)e’f (cosx)"H = Y (k) (cosx)" ™.
k=0 k=0

Na tomto msté mizeme docela ddler nevel&, jak postupovat. Z dv&ska sice vme, 2 (cosx)® =
= cos(x + "7") ale ani toto vyjdreriinenaznagje mozosti dal$ho postupu. Mzeme snad j@& napsat

— k=

(COSx)("_k) = COS(x + (n 5 (n—Kkm . . (n—k)m

= Cosx cCOS———— —SInxsInN—,
) 2 2

takze po dosazérostarame

F™(x) = e"cos;eZ() —e"sme() w

Moznase rian zda ze jsme vyjalteni n-té derivace jé& vice zkomplikovali. Ale zde, nebo nina uz
i dfive, by i@ méo napadnout,’@ binomicKy koeficient (Z) se vyskytuje pedevém ve formuli pro
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n-tou mocninu dvojenu. Kdyby jen naprmisto cos”—* a sin=P se tam vyskytovaly mocniny!
Posloupnosl{cos%“},‘:io je v&ak pomené jednoduchaMezi jejimi €leny jsou pouzeisla—1, 0 a 1.
Ihned vidme, 2

cos%:l pro k=4,

cos]%czo pro k=441,
cos]%c:—l pro k=442,
cos]%czo pro k=4+3.

’ . k ~ . . 7 ~ ~ 7 7
Pokusme se vyjiit cos— ve formemocniny. Vidme ale na prvnpohled, 2 pro adne a neplati

c:os’%T = a*. Nebylo by ale dobr@ravé zde se vzola Mlizeme se jé pokusit vyjadiit cos’%T ve forme

soutu (presnd linearni kombinace) dvou mocnin. Midoychom pijit na to, 2 plati
1+ (D" 1 pro k sude
2 ]o pro k liché.

Tento Viraz nam jiZ vyhovuje prok lichg, ale bohuel neriije&é dobry pro k sude Wlepdme ho tedy
tak, 2 ho néim vynasobme. Prok liché tim urGté nic nezkazne. Musme to ale udit, tak, aby pro
k =4l vySa 1 aprok = 41 + 2 vyda —1. Zde bohtel musme do komplexhoblasti. Zjistme, z plat

ko, 14+(=DF 1., 1,
cos— =ik. T~ 7 — Z ik T (i),
2 2 2 b

kde i znat komplexrijednotku. Podobhegjistime, 2 plafi

k _1\k-1
Sin—n:ik_l‘l+( l) :}‘ik_l
2 2 2

(Zapamatujme si alespaamcove ze takovevyjadreriije momé) Zbytek je uznyni potetni zaeztosti.

£ (x) = € cosx g (Z) (% NEE % (=] )n—k) _
— €' sinx Zn: (Z) (% Gl % (=i )n—k—1> —
ko kio (’Z) 1t (i )”"‘) -
5 Bl )
= %e" cos;c(kio (Z) L K g :0 (Z 1k (=i )”_k> —
— 2—1ie" sinx(]:0 (Z) 1k ik — g <Z> 1% (—i )”"‘) =

= %GXCOSX((l—f—i)n—f—(l—i)”) —z—lie"sinx((1+i)” —@1-D)").

+ % (=)
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Wpottéme si nyni

A+i)" +@=i)" = [v2(cosy +ISln4)]”+ﬂ[x/§(cos<—%)+isin(-%))]”:

= %(cos— 41 sin —n> +2 (cos(—%) +i sm(—%)) = 2%+1 cos% ,

4
A+i)y —@A—i)y =221 -sm%.
Odtud
FP(x) = —e" cosx - 22 cos™E — —e" sinx - 227 L sin2X =
4 2i 4
_ % oo Ty _ 5 nn
=2 e"<c03xcos4 sinx sin 4)_2 e"cos(x+ 4). R
b
Priklad 4.45. Wpottéte ™ funkce f(x) = In at bx , ab # 0.
— DX

Regrl Abychom ufdi definiéni obor, budeme uvawat nerovnosl‘% > 0. Uveddomme si velmi
uztetnou skuténost, "2 totiz podi dvou @sel je kladriy(zgporny) pravé tehdy, kdyzjejich souin je
kladny (zgporny). Stad tedy uvaovat nerovnost

(a + bx)(a — bx) > 0, a’ — b’x? > 0,
2

2 4 a
X< ﬁ’ |'x| < Z )
odkud vidme, 2 D = Dsw = (—|%|. |%]). Pak
FO() 1 ba—bx)+bla+bx) a—bx  2ab 2ab
X) = — )
athy - (a — bx)? T a+bx (@—bx)2  (a+bx)(a—bx)

Kdybychom nechalif ®(x) v posledim tvaru, Vipotet vySich derivaciby byl technicky sloizy a
nepkehledry Obecrievzato, v pipadevypotu derivacivysiho tadu raciori#ni funkce (coze pravé nds
pfipad) se vyplattuto funkci rozlozt na tzv. parciini zlomky. (Tento rozklad se al€'t&nou probira az
v souvislosti s integraaaciondnich funkci) V na®m piipaderozklad na parciai zlomky znamenaze
napseme

2ab b b 1 1
(a+bx)(a—bx) a+bx a-—bx a+bx a-—bx
Snadno vitine, 2

( 1 \® N k! b 1 ><k> k! b
a+bx> T (@ + bx)ktL (a—bx "~ (a — bx)k1’

Odtud plyne pror € N

— n—1 _ n—1
f(m(x):b((_l)n_l(n Dyt —Dlh >:

(a + bx)" (a — bx)"
_ . n 1 _1\n—-1 1 _
=@=Dib <(a—bx)”+( b (a+bx)”>_
(n—21p"

= m(m +bx)" + (=1 Ha — bx)").
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1

. “eta £ =
Priklad 4.46. Vypottéte /() funkee £ (x) = 7 S

Reril Zde podobrigako v predchozm piikladu pouZeme rozkladu na pardiai zlomky. (Pokud ho
Ctend neovlala nevadi Pii integraci racionbaich funkcy jak jsme se jizmnili, se s nm stejnesezriani.)
Plafi

1 2 1
— 3 + 3 )
1—20)A4+x) 1—-2r @ 1+x
Odtud
2, 1 \m 1, 1 \®m 2 g 1 n!
™ (x) = S(—— (—) =2 %2 Loy
S 3(1—2x> 3<1+x) 3 (1—2x)”+l+3( )(1+x)"+1

Dale derivaci upravovat vcelku nemsanysl, protoe nasm {kolem je vypdést pouzef ™ (0). Po dosazeni
x = 0 dostadame snadno

n!

F™0) = :_Zgn!zn + %(—1)";1! =3 (2 + (-D").

A
Priklad 4.47. ottéte £ (0) funkce f(x) = ——— .
Wp F0) ) N
Re@ril Derivace podu vychazi obvykle trochu sloit&jsi. Proto se fim zde vyplatinasledujci Gprava
X —X 1—-x-1 1
=— =— =—VI—x+ :
V1—x J1—x V1—x V1—x
Snadno zjistne, 2
@ 1 1 2) 11 1
J1— - .- JI-—x)9=_Z.Z. -
(Vi-x) 2 i’ ( ) 2 2 @=—x2
3) 11 3 1
J1— —_—-.-.Z.
(Vi=x) 2°2° 2 Q- x)p2
Odtud vidme, 2 oy 3
— 3N
(«/1—x)("):—(—)2‘n'71 pron > 2.
2"(l—x) 2
Zarovenvsak z peedchozeh vipodl miizeme poznat; e
1 \® (20—l
= ron > 1.
<\/1—x) ra-n  TO"E
Tedy
(2n — 3N 2n — !
[P = 5+ 1 pron > 2,
21-x)"7  21-x)*
odkud pron > 2 vychai
@n-=-3)!" Cn-D" (2n-3! n(2n — 3)!!
™0) = = 1+42n—1)= ——.
f ( ) on + on on ( + ) 2n—l

Navic 11
DO =-+==0.
70 2+2
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Priklad 4.48. Wpottéte £ (0) funkce f(x) = arctgx.

Reeeril Mlizeme z&it psa

D) = @(y) = —
) 1122 f9) 1122
FO00) 20+ x%)?—2¢ - 2(14+x%)-2x 21+ x°) —8* 6x* -2
X) = — = — = ,
1+ x2)4 (14 x2)3 (14 x2)3
ale stéi zde uvidme ngakou Z&onitost. Je sice mae odvodit formuli pro(arctgx)™, ale za tnto
(igelem je teba potiit komplexriho rozkladut; = (& — 7). coz zde nebudeme proué.

Povsmnéme si ale, 2 plativelmi jednoduchyztah
A+x)f D) =1

Odtud s pouitim Leibnizovy formule s > 2 dostaame

> (’?)(1 +x2)@ it () = 0,
l
i=0

2
(n

2 ('7)<1 +xH) 0O =0,
i=0 !
2y £(r+1) ) nn—1 (=D () —
A+x5f xX)+n-2x-f (x)+T-2-f (x)=0.
Speci#né prox = 0 dostaame
FUPO) = —nm = F"D(0).
cozje velmi jednoduchyekurentinztah. Protde f@(0) = 0, snadno odtud viche, &
@0 =0, k e N.
Dé&le protoz £ (0) = 1, dostadame
PO =-2-1.f%0=-2, [P0 =-4-3-f90) =4,

takze je vidd, ze
f(2k—l)(o) — (_1)k—l(2k _ 2)|’ k € N.

(Tuto formuli Ize snadno ddkat indukér) A
Piiklad 4.49. Wpottéte ™ (0) funkce f (x) = (arctgx)?.

Reeril Pougjeme visledKupredchozno piikladu. Pron pfirozenemame
fP0)=>" (’?)(arctgx)ff)_o . (arctgx) ",
i=0 !
Je-lin lichg, potom Zejmeépravéjedno ztseli, n—i je sudecozukazuje, 2 kazly sttanec v pedchozm
soutu je roven nule. (Sudderivace funkce arctg v bodeO jsou podle pedchozino piikladu nulove)
Tedy
F@-D) =0, k eN.
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Uvaaljme tedy nyhpfipad, kdyn je sude Mlzeme p$an = 2k. Pak

2k

F@ ) = Z (2k> (arctgr)”, - (arctgx) ;" =

i=0

Yo%
_ (2 1) (arctgx) @ P - arctgr) @ 7Y =

]:

>~

_ (26! o
= 2Dk —zj oY @AY =2t =

k

1
= (-2 =
=1 ()j=1(2j—1)(2k—2j+1)

k

_ 1, 1 1
=D 1(2]‘)!;21((2 1 % 2j+1>:

o1 d 1
— (_1\k-1 _ _
— (=D)L 1)!(;: 2j_1+j§ —Zk_2j+1>_
k

EPEPTETPTRPT O S S o S
\Z2-17 4251

k
=D&k - D)
=1 A

Priklad 4.50. Wpottéte ™ (0) funkce f(x) = arcsinx.

Re@ril Poku$me se postupovat podobjako u funkce arctg v Pliklade4.48

) = =
V1—x2'
1 1 X
@ — -
o0 = 5 m'( 2x) = (1—x2)32°

Odotud ihned vidme, 2 plat
A-x)fP@) —xfPx) =0

Derivujeme-li tuto rovnosk-krét, n > 2, dostaadme s potigim Leibnizovy formule
(L= x?) fOP (@) = 2nx D () —n(n = D P ) = xfOHP @) —nfP(x) = 0.

Po dosazént = 0 vycha|
20 = n? £7(0).

Protoz f@(0) = 0, vidime z teo rekurenthformule ihned, 2

F@0) =0, k € N.
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Abychom mobhli rekurentnfiormuli pout téz pro ureeriilichych derivac) musme vypadést jege £ (0)
(nebot formule platjen pron > 2):

FOG) = (1—-x3%2—x. 31— xHY2. (—2x) 124 %2 1422
- (1 — x2)3 T (1—x?2)52 T (1—x?)5/2°
PO =1 20 =1

Z rekurenthiformule dée snadno naclzme
0 = 3?12, D0 =5%.3%2.12
Odtud je vide, Ze bude platit
FEDO) = (k-1 keN,

cozmizeme velmi snadno dékat indukéi Tato formule nezachycuje prvderivaci, ale tu jsme jixyse
vypotetli pfimo. A

Priklad 4.51. Wpottéte £ (0) funkce f (x) = (arcsinx)?.

Regril MiZeme zkusit postupovat podobjako u funkce(arctgx)?.

F™©0) = Z( )(arcsmx)(’)0 (arcsiny) "=,
i=0

Na Z&ladevysledKupredchozino piikladu snadno vigne, 2
F@=D) =0, k e N.

V piipade ze n = 2k, k > 2 dostaame

2k

R OEDY <2k> (arcsiny)” - (arcsine) %" =

i=0
2k
— Z < 2 1) (arcsiny) @Y . (arcsine) #;2 =

2k—1
)( )

= 4k(arcsmx)( Y, - (arcsiny +

k=1
2k
+ Z (2 " 1) (arcsiny) @ - (arcsine) @Y =

k=1

= 4k((2k — )!)° + V(@i - 3@ - 2j - pu)
= 2j—1

Derivaci f® (0) snadno vypdeme pimo. Dosdenyvysledek je Vak dosti sldity a nennikterak snadhe
ho zjednodtis. Pokusme se proto nal rekurenthformuli pro £ (0).

2 arcsinx

f(x) = (arcsinx)?, D) = Wik
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Odtud
(FP))2 (L= xD) = 4f (x).

Derivujeme-li tento vztah, dostame

21D FP)(L - %) = 2¢(FP(0)° = 4P (),
fPA—-x%) —xfPx) =2

(Zzfejme f D (x) # 0 na redukovaima okoli bodu 0.) Derivujeme-li nyna-krét, n > 2, vychiai nam
(L= x?) fOP () = 2nx D (x0) —n(n = D P ) = xfOHP @) —nfP(x) = 0.

Prox = 0 potom dostaame
fU2(0) = n?£7(0).

Abychom vak tuto rekurentnformuli mohli pouit, musme je$é vypodst f@(0). Z vySe uvedehio
vztahu £ @ (x)(1 — x?) — xf Y (x) = 2 po dosazém = 0 ihned vychai f®(0) = 2. Tedy

fPo=222  fO0=4.222
odkud snadno viane, 2

0 =2k —22 2k —4)>...42.22.2 =
= (k— 1Pk —2)2...22.12. %1 = 221 ((k — 1)) A

Priklad 4.52. Wpottéte £ (0) funkce f(x) = coS(m - arcsinx).

Reeril
FfD(x) = — sin(m - arcsinx) - .
V1—x?
@0 . m? . . mx
f*¥(x) = —cogm - arcsinx) - 1— 2 — sin(m - arcsinx) - m .

Po nagh predchozech zkugnostech s rekureritni formulemi bychom nyhjiZz mohli uvidé vztah
1—x%) @) —xfP @) +m?f(x) =0.
Derivujeme-lin-krét, n > 2, dostaame
L= x%) [P () = 20xf " @) = n(n = D P @) = xf P @) —nf ) +mP @) =0,

odkud
FO20) = (0% — m?) £(0).

Protoz f®(0) = —m?, dostaame z feo rekurenthformule snadno
F@0) = (=D m?(m? — 2%) - - - (m? — (2k — 2)?), k € N.
Abychom mohli ufit téz liché derivace, potbujeme j&& zna £ (0). Z rovnice

A=x)fP0) —xfPx)+m?fx)=0
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dostaneme po zderivonaa dosazent = 0
90 = 0 +m?* Y0 =0,
takze snadno vycha £ (0) = 0. Rekurenthformule potom dea
F@=D0) =0, k eN.

(Vysledky tohoto typu jsou oesn jasnehned od zaatku, mame-li elementeni znalosti o deriva@h
sudych a lichych funkét Na%® uvaovanafunkce je suda A

Priklad 4.53. Wpottéte ™ (0) funkce f (x) = sin(m - arcsinx).
Regril Postup je te& (piné stejnyjako v predchozm piiklade Je

1) . m
F®(x) = cogm - arcsiny) - ——,
1—x?
2
. mx
+ cogm - arcsinx) -

2 — _gj . i . A _o\3/0
f¥(x) = —sin(m - arcsinx) 1= 52 (1— x2)3/2 .

Snadno nact@me vztah
L= x)fP) —xfPx) +m?f(x) =0,

ktery je dokonce plné stejnyjako v predchozm piiklade Bez pddtani tedy mizeme napsat
20 = 0 —m?) fM©O  pron = 2.
Tentokra f@(0) = 0, takz ihned dosteéame
F@0) =0, k € N.
Opd stejnejako v predchozm prikladevychazi
0 - PO +m?fP0) =0,
takze f®(0) = —(m? — 1)m. Odtud s pomdcvyse uvedeneekurentniformule snadno odvédhe
fEO) = D mm® - 1) (m® =) - (m* - (2 - D?, kel
Tato formule nepostihujg¢ ®(0), ale Zejme £ (0) = m. A

Priklad 4.54. Ukaze, 2 funkcef(x) = Cicosx + C;sinx, kde C; a C; jsou libovolriekonstanty, je
fesenm diferencidni rovnicey” + y = 0.

Reril Snadno vidne, &
f'(x) = —Cysinx + Cycosx,
f"(x) = —Cicosx — Cpsinx.
Odtud f”(x) + f(x) = 0, cozukazuje, e funkcef (x) je fe®rim diferenci#ni rovnicey” +y =0. A

Priklad 4.55. Ukaze, Z funkce f(x) = x"(CycosInx) + Czsin(Inx)), kde C1 a C, jsou libovolrie
konstanty a: je rovn& libovolnakonstanta, jesrim diferencidni rovnice

x%y" 4+ (1= 2n)xy + 1+ n?y =0.
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Re®ril. Dostavame
/ n—1 . n . 1 1
f'(x) =nx (Cl cogInx) + C,sin(In x)) + x (—Cl sin(lnx) - — + C,cogInx) - —) =
X X

= nx""1(CycogInx) + Cpsin(Inx)) + x"~*(—Cysin(inx) + CpcosInx)) =
=x""tcogInx) - (Cr-n+ C2) +x"sin(nx) - (C1- (1) + C2 - n),
f(x) = (n — Dx"2codInx) - (Cy-n+ Cz) —x"2sin(Inx) - (C1-n + Cy) +
+ (n — Dx""?sin(nx) - (C1- (=1) + C2-n) +x"?cosInx)(Cy- (-1) + Co - n) =
=x""?cogInx)[C1- (n—Dn—1)+C2-(n — 1+ n)] +
+x"?sin(nx) - [C1- (—n —n+1) + Co(=1+ (n — 1) - n)].

Odtud
X210 + (L= 20xf' () + L +n?) f(x) =
=x"cosInx) - [Cr- (n —Dn—1+ (1 —2n) -n+1+n°)+
+Co-(n—14+n+1-2n)]+x"sin(nx)-[C1-(—n—n+1—1+2n)+
+Co-(-1+(n—1) -n+(1—2n)-n+1+n2)] =0,
cozukazuje, e funkce f (x) je fe®rnim darierovnice. A
Priklad 4.56. Wpotéte souty
P, =1+4+2x +3x%+ - +nx"1,
0, =124+22x + 3x% ... 4+ 0% L
Regril Zateme prvfm sotitem.

Pn=(x)’—}—(xz)’—i—(xs)’—}—---—}—(x”)’=(x+x2+x3+---+x”)’=
1—x"\  yx—x"Ty
= (1) = (=) =
(-4 D)L+ (= 2" 1= (4 Dx" 4 nx
B (1—x)? B (1—x)?

Povsmné&e si, 2 odvozendormule platipouze prox # 1. Vzhledem ke skutewsti, 2 P, je spojita
funkce pronianex, musiplatit

. 1- Dx" ntl
14243+ ---+n=Im (r + Dx +nx
x—1 (l—x)z

Podtame-li tuto limitu s pouiim I'Hospitalova pravidla (dvakity dostaame prox = 1

1
Pn=1+2+3+---+n=”(”2+ )

0, =1L ) +Q2-xH+@ -+ +@n-x") =
=+ 2%+ 3%+ +nx".
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Vyraz v Zaorce vak unime ségst. Mame

x4+ 2%+ 334" =x(1 4+ 20+ P+ ax"h) =
<1— (n + Lx" +nx”+1> x — (n + Dx"t 4 pxnt?
=X = .
(1-x)? (1-x)?

Odtud potom vycha

0. — (x —(n+ D"t 4 nx”*z)’

(1—x)?
(1—(m+D%"+nmn+2x" ™)L —x)%+2(x — (n + Dx" + nx"+2) (1 — x)
B 1—x)* -
(1 —(n+D%" +nn+ 2)x”+1)(1 —x)+ 2(x —(n+ x4 nx”*z)
B 1—x)3 -
1—(m+D%" +nn+2x" —x + (n + D)%™ — n(n + 2)x"+?
B T-»? "
2x — 2(n + x4 2nx"t? _
(1-x)3 B
_l+x—(n+ 1)2x" + (2n% 4+ 2n — Dx" Tt — p2x"+2
a (1—-x)?* '

Formule opéplafi pouze pror # 1. Prox = 1je Q, = 12+ 22+ 3 + ... 4 n? = 24D@HD co71ze
dokazat naprindukcét Mzeme ovem pouit analogicKypostup jako v prvhiasti a pdétat s poui#im
I'Hospitalova pravidla (tikrat):

1+ x — (n+ 12" + (2n% 4 2n — Dx"+1 — n2x"+2

)Icanl (1—x)83 =
—lim 1—nn+D%" T+ n+ D@22+ 2n — Dx" — n?(n + 2)x"*1 _
X1 -3(1—x)?
O (e L Ul 12" 2 +n(n + 1)(2n%+2n — Dx" 1 —n’(n + H(n + 2)x" _
3ol —2(1—-x)
nin+1)

=-———— Im[-@ =20 = DE+ D" + (0 = D@° + 20 = D" —n*(n + 22" ] =

4D+ D)
- 6 ' A

Priklad 4.57. VWpottéte sodty

S, = sinx +sin2x + --- + sinnx,
T, =c0oSx +2C0SZX + ---+ ncosnx.

Regril Prvrisou®t Ize ufit zcela elemeritmim postupem, je tak treba poti# Moivreovu véu. Plati
totiz
S, = Im(cosx +isinx) + Im(cos Z +isin2x) + - - - 4+ Im(cosnx + isinnx),

kde Im zndcimaginani sloku. Pokracjeme-Ili dde ve Vipodu, dostaéme
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S, = Im((cosx +isinx) + (CoOS & +isin2x) + - - - 4 (cosnx + isinnx)) =
= |m((COSx +isinx) + (cosx +isinx)? + - - - + (cosx + isinx)”) =
— (cosx + isinx)”> B
— (cosx +isinx) /

(
< . 1— (cosnx + iSinnx)> _
(

. 1
= Im{ (cosx +isinx) - 1

=1Im

COsSx +1ISinx) - —
( ) — (cosx +1isinx)

— (cosnx + iSinnx)> B

(1 —cosx) —isinx

(1— (cosnx +isinnx))((1— cosx) + isinx)
(1 — cosx)? + siréx )

. 1
= Im{ (cosx +isinx) -

= Im<(c05x +isinx) -

1
= - Im|(cos isinx)(1— (cos isin
(1 — cosx)? + sirtx [(cosx +isinx)(1— (cosnx +isinnx)) x

1 isin = Im[(cosx +isin
x (1— (cosx —isinx))] = P ( 4 ising) x
x (1= (cosnx +isinnx)) - (1 — (co—x) +isin(—x)))] =
1 . . ) .
= m |m|:(COS.X + IS|nx)[1 — (Coq__x) + |S|n(—x))—

— (cosnx + isinnx) + (cosn — 1)x +isin(n — l)x)]] =

1 L.
= 50— cosn) Im[(cosx + isinx) —

— (cos(n + Dx +isin(n + 1)x) + (cosnx +isin nx)] =

- m(smx — sin(n + 1)x + sinnx) =
2 sinthx cos =Dt sin(n + 1)x

- 2(1 — cosx) -
2 sinthx cog =Dt 9 gjn b pog ity

- 2(1 — cosx) =
sin (itbx (n+1)x (COS(” 1)x COS(”H)X)

B 1 — cosx -

_ 2sin®™fBEsin%sing  siny sin O

ZSII’IZ% Sin%

Chceme-li uft druhy souet, stac, kdyzsi vémneme, e je derivacprvniho. Wjde

T, =cosx +2c0S& + -4+ ncosnx = (Sinx +sin2x + - - - + sinnx) =

i IX i (DX N 7
_ Sin 5 Sln—2 _
sin3

! ( cos™ sin "t Hx s 1smn—cosM) sins —
smzx 2 2 2 2 2 2
1 (n+ Dx
sin X sin 2T cost) =
szx ( 2 2 2)
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! [(n cos s n—(n + Hx + E sinE cos—(n + Hx +
sm2x 2 2 2 2 2

1 . 1 2n+1
+ 23|n7 COS@) Slnz Z(COS% —COS%) COS%] =
B .(+)x. (2n 4+ D)x X\ . X
= gl g s + (s S —sin)sin -
1 X (2n + D)x X
— E(COSE — COST) COSE] =
_ . (2n+Dx 1 (2n + Dx X . (@2n+Dx . x
— M[HS”]T E + 2( TCOSE +SIHTSIHE) —
1, . ,x X
— §<S'n2§ + co§§)] =
1 (Sin(2n+1)x sinx+lcos 1>_nsin§sm(2”+1”‘ SinP
~ 2si?g " 2 2 T2 TR T 2sir?L ‘

Obeodvozendormule Ziejméplati pouze proc # 2k, kdek je cele V pfipadex = 2k= je v&ak ihned
vidét, ze S, = 0 a7, = “2tb, A

Priklad 4.58. Wpottéte souet S, = coshx +2cosh 2 + - - - 4+ n coshnx.

Re@ril Po zkugnostech z fedchozeh dvou prkladliby nas jiz méo napadnout; e plati

S, =coshx +2cosh2 + --- + ncoshnx =
= (sinhx 4+ sinh 2x + - - - + sinhnx)’,

takze stat urcit soutet v posledhreavorce. Dostaame

_kx n

Zsmhkx = Ze"—e = %(Ze{”‘ Z "“‘) =

k=1 k=1

1/ 1—ex _ 1—em™

B §<ex l-¢ -© l-—e> ) -
B (ex _ e(n+l)X)(l _ e—X) _ (e—x _ e—(n+l)X)(l _ egc) _
B 21-e —e*+1) B
—1— e(n+l)x I i e—(n+l)x — g

41-7)
_sinhx — sinh(n + 1)x + sinhnx
- 2(1 — coshx)

Tento Visledek stdjea srovriai s analogickyn vysledkem z pedchozno pfikladu. Tak jako v pedchozm
prikladebychom ho nyhmohli upravovat, ale abychom nepostupovaling stejnym zpisobem, budeme
ihned derivovat. Dostaneme

¢ sinhx — sinh(n 4+ 1)x + sinhnx"
" 2(1 — coshx) -

1
~ 2(1 — coshx)?
+ (sinhx — sinh(n + 1)x + sinhnx) sinhx] =

[(coshx — (n 4 1) cosh(n + 1)x + n coshnx)(1 — coshx) +
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1
- m[coshx — (n + 1) coshin + 1)x + n coshnx — costfx +

+ (n + 1)coshn + 1)xcoshe — n coshnxcoshe + sintPx — sinh(n + 1)xsinhx +
+ sinhnx sinhx | =
1
= m[(coshx — 1) — n(coshn + 1)x — coshnx) — coshn + Dx +
+ n coshx(coshin + 1)x — coshnx) + (coshn + 1)x coshx — sinh(n + 1)x sinhx) +
+ sinhnx sinhx ] =

1

= m[(coshx -1+ n(cosr(n + Dx — coshnx)(coshx — 1) — coshnx coshx —

— sinhnx sinhx + coshnx + sinhnx sinhx] =
= 1 [(coshx 1+ 2nsinh(2n +x sinhx(coshx 1) — coshnx(coshx 1)] =
~ 2(coshx — 1)2 2 o -
. 1 o @n+Dx . x B
= m[% smhT smhE — (coshnx — l)] =

2nsinhg sinh &4 — 2ginif  psinhgsinh @32 — sink? 2
B 4sint?L B 2sint?s

Pii vypotu je nutriaznalost sotimvych formuli pro hyperbolickysinus a kosinus. Wsledriaformule
samozejmeéplafi pouze prax # 0. Prox = 0 je vak Ziejme S, = ”(”—2“) Stoji za to srovnat vgledek
tohoto pikladu s Visledkem pikladu pedchoZno. A

1 x 1 «x 1 x
Priklad 4.59. et jets, = tg= +-tg=+---+ —tg— .
riklad 4.59. Wpotiéte souet S 292+4g4+ +2” an

Reeril Napgeme-li rovnici
% = g + km, x=2"1n+ 2km,

snadno vidme, 2 uvaovany sou®t masmysl pro kade x # kw, kde k je cele Nalezt zpisob, jak
danysou®t vypodst, mize ovem byt dosti obtznea vyzaduje to patrigiZ urtitou zkuenost. Mie ns
napadnout vyjdfit tangentu jako padisinu a kosinu:

1 sinyg 1 sing 1 sing
S”:_. x+_._x+...+_. — =
2 cos; 4 cosy 2" COS3;
= ! [1 sinx cosx cos a +
~ cosi-cosi---cosx L2724 on
+ 1 cosx sinx cosx 4+ -4 = cosx cosx sin a ]

Nyni zdeZ na tom, zda si uldomme, & viraz v hranateavorce je derivaciPlatitotiz

( COSZ - COS— cosx)/—
2 4 n/)

1 X X .X
+ -+ 4+ — COS= COS= - --SiN— .

= ! sinx cosx cos a
h n n 2 4 n

+lcosxsinx cosx
2 2 4 2 4 "

2 4 2
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Tedy
x x x\
(cosj cosy - - - coss)
X X X
COS% COS3 - - - COS3-

n =

Toto vyjadfenijiZ vypadasympatitgi, ale stejriese nedostanemé léapokud neurime vypogst souin
COS% COSy - - - COS3;. Tento solim prox # 2'km mlzeme vypdest nasledujcim zpltsobem:
X X X H X
x  COS5COSy - --COSz; - Sing;

X X on
COS—= COS—---COS— = =

24 2 sin
_ C0S5C0S3---COSz7 SNy
N 2sinz; -
COS3 COSY - - - COS5 SiN5— sinx
= 22sin% ~ T 2rsing

Dostavame tak

sinx \/
sinx sinx (2rsin)?
2 sinz;
_ Sinx Coss; — cosx - 2" sin; _ 1 cotgi — cotgx.
sinx - 2 sin & 2 2"

Tato formule Zejmeéplafi pro v&chnax, kterauvaaijeme od sart® zaétku, tj. prox # k=, kdek je
cele A

Lot —
Priklad 4.60. Urcete lim 2~ —*
x—>0x — SINx

Re%eril Tuto limitu vypodeme podle I'Hospitalova pravidla typgl. Mizeme “tende upozornit,”
veXkerasnaha vyp0ist tuto limitu néterou z metod polizanich v Kapitole2 bude marhaZde je

f(x) =tgx —x, Iimof(x) = Iimo(tgx —x)=0,

g(x) = x — sinx, Iimog(x) = IimO(Sinx —x)=0.

Obéfunkce Zejmemaij na%;/Z(O) vlastriiderivaci, picemzg’(x) = 1 —cosx # 0 na%ﬂ*/Z(O). Dae

1

) ' . -1 1 - cog
||m&:||m&:|m X —
x—0 g/(x) x»0l1-—cosx x—0c0x(1l— cosx)

. (1 —cosx)(1+ cosx) . 14 cosx 1+1

= lim = lim = =2
x—»0 c0o%x(1— cosx) x>0 COSx 12
Tedy
t _ /
fim 9 =% i L iy L0

x—0x —sinx  x—0 g(x)  x—0 g'(x) - A
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o . . 3tgdx —12tgx
Priklad 4.61. Urcete | .
rikia ree eerrg 3sin4c — 12 sinx

Re@ril Tuto limitu mizeme vypdest elemeritanim zpisobem. Ukdeme to, abychom vidie e tento
postup je pommé dlouhy

i 3194 —12tgx . 3G — 1258
x—>03Sin4x —12sinx x—»03sin4 — 12sinx

m 3sin4x cosx — 12cos 4 sinx B
x—0 C0S 4 cosx(3sin 4 — 12sinx)

3sin4x cosx — 12 cos 4 sinx

x—0C0S 4 COSx x—0 3sin4c — 12 sinx
_ im 3sin4x cosx — 12 cos 4 sinx
N, 3sin4x — 12 sinx

Na Upravu posledio virazu poldgeme rialedujci trigonometrickeformule:

sin 4 = 8 sinecoSa — 4 Sina Cosa,
cos 4 = 8coSa — 8cofu + 1.
Dostavame
3sin4x cosx — 12 cos 4 sinx
3sin4x — 12 sinx
_ 24sinxcos'y — 12 sinxcos’x — 96 sinxcos'x + 96 sinxcos’x — 12 sinx
24 sinxcoSx — 12 sinx cosx — 12 sinx

_ 24co$x — 12co$x — 96c0$x + 96c0$x — 12
N 24co$x — 12 cosx — 12 N

—72coéx + 84codx — 12 B —6co$x + 7cogx — 1
24co$x — 12cost — 12  2co$x —cosx — 1

Snadno zjistme, 2 —6z2 + 7z — 1 = —6(z — 3)(z — 1), odkud
1
—6c0$x + 7cogx — 1= —6<co§x — (—5)(co§x —1).

U polynomu 23 — z — 1 uh@neme kdéenz = 1, take se fian poddf ho rozloit natvar 23—z — 1=
= (z — 1(22* + 2z + 1). Oditud

2c0Sx — cosx — 1 = (cosx — 1)(2cox + 2 cosx + 1).
MUGzeme nyhipokramvat ve Vipotu limity.

lim —6c08x + 7cogx — 1 i —6(cogx — 3)(cofx — 1) _
x—0 2c0$x —cosx — 1 x—0 (cosx — 1)(2cogx + 2cosx + 1)
. —6(cosx — 2)(cosx + 1)
- )IcILnO 2c0o8x + 2cosy +1
-6(1-3)1+1 5.2
2.12+2-1+1 5

-2
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Na rozdl od predchoZno pomené dlouhdo (i kdyzelementaniho) postupu, vede pdiizI'Hospitalova
pravidla typug velmi rychle k Cli:

i 3tgde — 12tgx im (3tgde — 12tgx)"
x—038in4dy —12sinx ~ x—0 (3sin4x — 12sinx)
1 1
3 co24x 4-12. cofx _
x—>03-Cc0S4 -4 — 12 cosx
coSx — coS4x
im =
x—0 C0S4xCc0SLx(COS 4 — COSx)
. . (cosx — cos 4v)(cosx + cos 4)
= lim . =
x—0C0S4xCcoLx x—0 cos 4 — cosx
= — |im0(COSx + cos4) = —2.

Je ovem feba se takpodwvat, zda jsou splfrey predpoklady I'Hospitalova pravidla. Zde je
f(x) =3tgd — 121tgx, g(x) = 3sin4x — 12sinx.

V3e je snad jashgen se podiame, zda na fjakem redukovanm okoli bodu 0 jeg’(x) # 0. Mame

 bx 3
g'(x) =12cos4 — 12cosx = —24 sm% sm% )

Odtud ihned vitine, 2 g'(x) # 0 napt na%ﬂ*/5(0). A
Priklad 4.62. Urgete Iing%f_l .
x— X

Reerl Opéneé pougjeme I'Hospitalovo pravidlo. Redpoklady jsou Geidné spinay, piirozeneaz na
predpoklad existence limity pOdi derivac) kterou budeme nyrpodtat. Dostaneme

X
| xcotgx —1 _ i (xcotgr — 1" . cotgx — o _
x—0 x? x—0 (x2) x—0 2x
Ccosx X H
_ i She Sy _ 1 im Sinx COSx — x
x—0 2x 2x—0 xSinéx

K vypotu posledhilimity opé mizeme poli# I'Hospitalovo pravidlo. Nézo ale poligeme, povan-
néme si, 2 (xsirfx)’ = sirfx 4 2x sinx cosx = sinx(sinx+2x cosx) # 0 na7,,(0). Zrejmesinx # 0
na?,,(0). Dde sinx + 2x cosx < 0 na?%,; ,(0) a sinx 4 2x cosx > 0 na%, ,(0). Pak

sinxcosx —x 1 . cogx —sirfx — 1

1.
—lim —— = = lim — .
2 x—0 XxSinx 2 x—0 Sirfx 4+ 2x sinx cosx

_ 1 im cosx —1
"~ 2x—0Sirlx + 2x Sinx cosx

Na posledhilimitu je momo opé aplikovat I'Hospitalovo pravidlo, vznikarSak otaka (uzjsme ho
aplikovali stejriedvakrd), zda je to’@elne Trochu vimavy po@éa by méd poznat, 2 posledhlimitu Ize
vypodst pomené jednodus bez pouiti 'Hospitalova pravidla. Je

cosx —1 _ IR 2 ~1.2 1

— IIm — - m = = .
2 x—0SirPx + 2x sinx cosx x>0 (siﬂ)%rzsiﬂ cosx 1*’+2-1-1 3

X
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Dvoji pouiti I'Hospitalova pravidla vak neninutne podtame-li na zaétku trochu skovnégi:

. xcotgx —1 SO 1 xcosx — Sinx
lim 2S00 T & iy Dsine T2y £COSY — SInY

x—0 x2 x—0 x2 x—0 x2sinx

Nyni pouZjeme I'Hospitalovo pravidlo. Bereme zdg(x) = x cosx — sinx, g(x) = x?sinx. Snadno
vidime, & g'(x) = 2x sinx + x?cosx = x(2sinx + xcosx) # 0 na%n*/z(O). Na %:;2(0) je totiz
2sinx + x cosx < 0 ana%,,(0) je 2sinx + x cosx > 0. Wjde

. xcosx — sinx . (xcosx —sinx)’
lim ——— = lim . =
x>0  x2sinx x>0  (x2sinx)’
. €COSx — x Sinx — cosx . x Sinx
= lim - > = —lim - >
x—0  2x Sinx + x2 COSx x—0 2x SiNx + x2 CcOoSx
: sinx
SIinx —~

—lim — =—lim ——*——
x—0 2 Sinx + x COSx x—0 230 4 cosx
1 1
2-1+1 3
Zde vidme, "2 je dobreuvazlivé pouavat I'Hospitalovo pravidlo. Bezmysnkovite pouzvani tohoto
pravidla mize tasto Vipotet spse zkomplikovat nézjednodtii. A
x(e+1) —2e -1

x3

Priklad 4.63. Urcete Iing

Reril Polodme f(x) = x(e" + 1) — 2(e* — 1), g(x) = x3. Ihned vidme, 2
i — — = i 3 =
lm@@+n 2(e' - 1) =0, lim x* =0

asnadno je vitdeze i ostathpredpoklady 'Hospitalova pravidla (krofrexistence limity podu derivac)
jsou spliay. Dostaame

_2(e — e +1) — 2 — 1)
im XE D -2 - (x(e" +1) — 2 ) _
x—0 x3 x—0 (x3y
— lim e +1+xef —2¢ . llim 14+ xet—¢
o x—0 3x2 - 3 x>0 x2 '

Na vipocet posledniimity op& poudjeme I'Hospitalovo pravidlo. Tentoktge f(x) = 1+ xe* — €,
g(x) =x2. Je
Iim0(1+ xe' —¢e) =0, limx2=0

x—0

a i ostathipredpoklady jsou splmey — kromeexistence limity podu deriva¢) ale tu budeme ihned
podtat. Dostaneme
. (14 xe" —¢eYY e +xe' —ef

1 1
im —m——=lIm—— =—=-lime* = —-.
x—0 (xz)’ x—0 2x 2 x>0 2

Tedy

im x(e"+1) -2 -1 :}'}_ 1
x—0 x3 32 6
V tomto piikladéjsme museli 'Hospitalovo pravidlo pditalvakra. Vicenaobrepouiti 'Hospitalova
pravidla je ponimeé castym jevem. A
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. arcsinx — 2 arcsinx
Priklad 4.64. Urcete Ilng 3 .
xX— X

Regril V prvni Fadepougjeme I'Hospitalovo pravidlo:

. arcsin — 2arcsinx . (arcsin& — 2arcsinx)’
lim = lim =
x—0 x3 x—0 (X‘?’)/
1 1
. 1-4x2 2-2 12 . 2 J1—x2—1-4x2
= lim =lim = - .
x—0 3x2 x—>03  x2./1— 4x2/1 — x2

Je jistemomeihned opé pouit I'Hospitalovo pravidlo, ale zejrimea vzhledem ke sldosti jmenovatele
to nelze doporlit Dostavame vak snadno

gim V1—x2 -1 4x2 —gl V1—x2—1—4x2
3120 x2/1 - 4x2/1—x2 3~ x2
x lim L g|m Vi-x% - V1-4
x—>0.,/1 —4x2/1—x2 3x-0 x2

Poslednilimita jiZ podle pohledu vypadaympaticky (M by se ian zda, Ze jsme podobndimity
jiz podgtali), takz pravdpodobniebude mdne vypodtat ji elementenimi metodami. Zeoveh vsak,
predstaime-li siderivaciitatele, vidme, 2 i pouiti 'Hospitalova pravidla vypadaadgné. Viyzkoudme
proto obemetody. Je

EI \/l—xz—\/1—4x2_
3~ x?2
—gl (\/1—x2—«/1—4x2)(\/1—x2+\/1—4x2)_
3X x2(V1—x2+V1—4x?)
2 1 i 1—x2—1+4x2:
3—>0«/1—x2+«/1 4x2 10 x2
2 1 W2 1
=32 M2 =38t

Nebo s pomaoclHospitalova pravidla

2 «/1—x2—«/1—4x _ 2 (VI-2-VI-42)
3x x2 3X—>0 (x2) -
2 . _«/f—xz \/1—4)52
= —lim =
3 x>0 2x
—lim( t ¢ )—l< 144 =1
C3x-0\ /1_x2  J1—4x2/ 3 -

Zde jsou oba Yyotty pribliZné stejnedlouhe (Takovavéc se dgen st&i predpovelé.) Kazdopalnénam
vydo
., arcsinZ — 2arcsiny
lim 3 =1
x—0 X A
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Priklad 4.65. UrCete lim —(farctg - — farctgf), a>0,b>0.
x—0+ X\/_

Re%ril. Pouieme I'Hospitalovo pravidlo. Nerffidy nas splest trochu neobvyKlyzpisob Zaisu. Viraz
x4/X samoZejmenagieme ve tvaru®2, protoz tento je vhodiii pro derivovai. Wjde

0erw(«/_arctg ——«/_arctg\/7)
= lim (xs/z)/(\/_arctg ——\/_arctg\/7>

1 1 1fa 1 1 1/b 1
= lim ——(+a- e — .22 .2 =
x>0+ 3 x1/2<*/5 142 2\/: a Vb 1+% 2Vx b)

b

1 1 1 1 1 1
R TSl Gty S et
1 1 1+2-1-12
=300 e A+
Ll bTa e
3x=0+ (L+2)(1+3) 3\b a 3ab
L'Hospitalovo pravidlo zde bylo poiito pouze jednou. A

Nyni pro jednoduchost zavedeméstedujci oznaenr: Znatka I'H nad znamemn rovnosti bude
znamenat, e se poliwa I'Hospitalova pravidla.

a _asinx
Priklad 4.66. Urcete lim ,a>0.

x—0 x3
Reerl Wide

im a* — a¥" |y im a*Ina —a® ™ Ina - cosx
im——— =i =
x—0 )C3 x—0 3x2

In a im a* — a®™¥ cosx IH

x—0 x2
rh Ina i a*lna —a’*Ina - cofx + as™ sinx

o 3x—>0 2x

IN%a . a* —a™cogx Ina . sinx

lim + —1i m St =
6 x—0 X 6 x—0 X

Ina  In%a i a* — a¥"*cofx 1y

6 6 x—0 X

mIna In%a . a*lna —a Ina - coSx + a2 cosx sinx
= — 4+ lim =
6 6 x—0 1

Ina  In%a Ina
ZF —(Ina—lna+0)

Jsou ovem moxnge alespondvé modifikace uvedett® postupu. Naprposledhipouiti 'Hospitalova
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pravidla nebylo nuthel_ze totizpostupovat nsledujcim zpilsobem:

_a* —aS"cofx (@ =1+ 1-a""codx)
im ——— = lim =
x—0 X x—0 X
o a*—1 . 1—aS"cosx
= lim +lim —— =
x—0 X x—0 X
. sirfx + (coSx — as"*coSx)
=Ina + lim =
x—0 X
. sirfx i 1— gsinx
=Ina + lim + lim <c0§x : —) =
x—0 X x—0 X
_ asinx
=Ina+0+ limcogx - lim —— =
x—0 ) x—0 X
. 1—a5™ sinx
=Ina+llm(7. -—)=
x—0\  sinx x
. 1—a®  sinx
=Ina + lim - - lim =

x—0 SIiNx x—0 X
=Ina—-Ina-1=0.
x¥ —x

Priklad 4.67. Urcete m —— .
—1lnx —x + 1

Reeril Zde je jedifaobtiz. Musime si totizporadit s funkcw®. Tak, jak jsme to ale dali jiZ dfive,
vyjadfime ji ve tvaru &""*. Pak

ey _x iy e“"x(lnx#—x‘%)—l

Im — = Iim
—illnx —x4+1 x—1 ;l—l
. e (ny+1) —1 _ o eMrinx4+1) -1
:I|m<x- ):llmx‘llm =
x—1 l—x x—1 x—1 l—x
i &+ D~ e (nx +1)?+e!"r .1
_x—>1 1—x _x—>l -1 -

= —(e°(0+ D2+ €- %) =2

L'Hospitalovo pravidlo jsme mohli po dritmoudt jiZ na msteoznaenan x. Nekdy nas totiznapadne; e
Citatel nebo jmenovatel zlomku je Sityz pro pouiti I'Hospitalova pravidla, zlomek nejprve upravujeme,
ateprve pd pravepouijeme I'Hospitalovo pravidlo. Rrsnigto jsme udgli i zde. V&Sinou je to opravdu
velmi vhodrieale pesto je teba vzly uvait, zdaiprava je nuthaZde v nasm piikladési staé¢ uvéedomit,

ze (X - 1) = — % aze podtame limitu v bodel, take viraz —% nam vtbec nevadiNag ipravy proto

X

byly zbyteme Stadlo napsat:

e (nx4+x-3) -1 e (Inx+1) — 14

= lim

lim

x—1 %—1 x—1 %_1
o €M (Inx + )2 et L
= lim T e
x—1 —_—
x2
1
_Lo+y’+e-3

1
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cogsinx) — cosx

Priklad 4.68. Urcete Iing

x4
Reril Wijde
) cogsin — Ccos. . —2gj sinx+x sin sinx—x
i COSSInY) —cosy . —2sin(35E) sin(S—)
x—0 x4 x—0 x4
_ Iim(sin(%) sinx +x sin(2M=x)  siny —x) B
*—0 Sln;—i-x 2x Sln)é X 2)(3
— 2lim sinx + x im sinx —x
o x—0 Zx ' x—0 2)(3 -
1,. sinx . Sinx —x
= ——(Ilm — 4+ lim 1) lim ——— =
x—0 X x—0 x—0 x3
— _im sinx — X cosx —1
o x—0 x3 x—)O 3x
_ 1 l-cosx 11 1
S 3x>0 x2 3 2 6
Povdmnée si, 2 zde jsme poiilt I'Hospitalovo pravidlo azna samm konci Vipodu. Neriinaprosto
nutnejeho pod#tim vypotet zagnat! A
1,1 1
Priklad 4.69. UrCete lim — ( —)
x—0x tghx tgx
Regril Limitovanou funkci musne nejprve upravit, nebot nentaar podiu. Mohli bychom ji sice
chepat jako podi (giz — 555)/*, ale museli bychom nejprve &kt Ze Ilm(tghx — &z) = 0 (coz
mimochodem pla}) ale Viraz v Gtateli stejrieneriipfilis vhodnyk derivovail. Lep§ je napsat
1,1 1 tgx — tgh
|m_< __>=||mM
x>0x \tghx tgx x—0 x tghx tgx

Zde uzje situace lefis ale viraz ve jmenovateli by se nederivoval rigge Nagésti si zde nideme prai
zjednodug nasledujcim postupem:

tgx — tghx . /tgx —tghx  x X
= = = . ) =
il xtghxtgx leno( x3 tghx tgx)
tgx — tgh tgx — tghx ¢
— lim X7 i X im L = jjm 89X T
x—0 x3 x—0tghx x—-0tgx  x—0 x3

1 1
I'H lim cogx  cosfx _ } lim cosffx — cogx —
10 3x2 3 x>0 x2co@xcostx
1 . coslfx —cogx 1
= Z lim 5 - lim =
x—0 x x—0 cogxcoshx

B I (coshx + cosx)(coshx — cosx) 1
- 3 x—0 x2 o

. . coshe — cosx
= — |Im(COShc + cosx) - I|m _— =
—0 x—0 _x2

2. lim coshx — cosx _ 2 I|m (coshx — 1) + (1 — COSx)

x—0 x2 3x—>0 x2
im coshx — 1 L 2
o x—0 x2 3

(AJINOOIHCAJ -

212
323

lim
x—> X
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Zde jsme politi vy sledKuPfikladlu 2.54, 2.57, 2.117a 2.118 (Takovejednoduchdimity stoji za to si
zapamatovat. Jak vidno, Teinan to dosti pomoci firvypodech.) A

argsini{sinhx) — argsini(sinx)
sinhx — sinx '

Priklad 4.70. Urcete Iing

Reeril Zde je dobfesi povémnout, & argsinlisinhx) = x, nebot se fm tim zjednodUis pogtani
pfi pouzti I'Hospitalova pravidla. Samdemé kdybychom derivovali argsinginhx) jakozo sloznou
funkci, musinam opé vyjit 1:

/ 1 1
argsini(sinh = ———— .coshx = .coshx = 1.
( gsinfisi x)) coshx

VsinkPx + 1

Je to ovem paoétani zcela zbytéoe Dostaneme

argsini{sinhx) — argsinisinx) — lim x — argsinh(sinx) 'H

lim - - - -
x—0 sinhx — sinx x=0 sinhx — sinx
1- —L . cosx :
'H . A six+1 . v/sirkx + 1 — cosx
= lim = lim — =
x—0  coshx — cosx x=0 /sirtx + 1(coshx — cosx)
A/Sirex + 1 — cosx B

. 1

= lim - lim

x>0.,/six +1 x—0 coshx — cosx

_ 1. 4im Sir‘x + 1 — cosx _

=0 (/sirPx + 1+ cosx ) (coshx — cosx)

. 1 . 2sirfx

= lim _ im ——

x—0 /sikx + 1+ cosx x—0coshx — cosx
sirPx _ ()2

- X

2 x—0 (coshk — 1) + (1 — cosx) x—0 %h;—l 4 1=cosx

22
(lim sinx)?

x—0 ¥

- lim coshx—1 + lim 1—cosx
x—0 x? x—0 x?

1
=7 =1.
5+

NI

Pouili jsme opé vysledKuPfikladu2.54a2.117 A

Priklad 4.71. Urcete lim x°Inx, e > O.

x—>0+

Regril V tomto piikladeje nutrienejprve limitovanou funkci upravit tak, aby faetvar podiu. Mame
dvé momosti:

Xt Inx
17 1
Inx x€

Spodtame-li v prvrim pfipadepodi derivacy dostaame

(x®) _ ext1

(mr) —(&) %
Vidime, 2 m@eé prijemny vyraz Inx nam i po zderivovai zlstava. Bude proto asi lefigpouzt druhou
mommost (v podobhgh situateh je diieZté umé si vybrat!). Poldzme tedy

1
f(x)=Inx, g(x) = —
X
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a vidime ihned, &
, . . . 1
im f(x) = lim Inx = —o0, lim g(x) = lim — = 4o0.
x—0+ x—0+ x—0+ x—0+ x¢

Nelze tedy zjevhepouit I'Hospitalovo pravidlo typu ale patriiebude mdne pouit I'Hospitalovo
pravidlo typu o Funkce f (x), g(x) maji dokonce na libovolfm % * (0) vlastriiderivace, fitemz

g(x) = -t 7& 0 na%;™ (0). Zbiva pouze zjistit, zda existuje IlJrrn’l
’ 1
PO _im 5~ Lim =0

1

xe+1 & x—>0+

x—0+ g/(x) x—>0+ —e—

Tedy podle I'Hospitalova pravidla typ¥° existuje te lim fg; a plafi

im xnx = fim 2% = jim L% _g
x—0+ x>0+ g(x)  x—0+ g'(x) A

n

Priklad 4.72. Urtete lim %, a>0n¢eN.

Regril Jeto velice jednoduchyfiklad na potiiti I'Hospitalova pravidlatypd‘%’. Jenez pravidlo je teba
pouit n-kréat. Pli kazdem pouiti je tfeba ovéit, zda jsou spliey predpoklady I'Hospitalova pravidla
typu 0520 n&o ale to je zde nadshi zcela Zejme

. x" e nx" Loy nn —Dx"2 py
im — = lim = |im —————— =
x—+oo @ x—+o0 qe* x——+00 alesx
I'H tH . nm—1)---2-x 4 | n!
=...= lim = lim =
X—>+00 a—leax x—4o00 ghetx
n! . 1 n!
=—. lim —=—.0=0.
a x—+oo X a” A

_L
32

Priklad 4.73. Urcete Ilmﬂ .

x—0 X
1
ReeriL Zde se jedha pondud zdudny pfiklad. Polome f(x) = e **, g(x) = x1%. Snadno vitne,
Ze
1

lim f(x) = lime * =0, lim g(x) = lim x'°° =0,
x—0 x—0 x—0 x—0

takze se rozhodneme poxHospitalovo pravidlo typug. Podtame-li v&ak podi derivacy dostaame

_ 1
floy e 25 1 e
g/(x)  100-x% 50 x102°

e
[\

Situace se ma po zderivovai je&eé zhorsla! Mistox1%° mame nyriive jmenovatelix%2. Tento postup
tedy nevypadalibec perspektivheNageésti ale mane je$é jinou momost. Nafieme

e x2 x—lOO

100 exiz ’
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1
tj. poloZime f (x) = x 19 g(x) = e*. Zde ovem

1
lim f(x) = lim x71%° = 400, lim e’ = +o0.
x—0 x—0

x—0

Pokuséme se proto polizI'Hospitalovo pravidlo typu™®. Zde vychai

f/(x) B _10&:—101 x—98

/ -1 1
g0 g2 (o). pe e’

a ihned vidme, & ddso ke zleperi. Misto x 1% mame pouzer~°8. 'Hospitalovo pravidio typu?°
musme ovem celkem polit 50-kra. (Snadno je vidie ze piislugé predpoklady jsou fikazdem pouiti
spiney.)

1
32 ~100 5 —98
. e . :
lim — = lim al T ® 50 im=—— ¥
x—=0 Xx x—0 exz x—0 exz
I'H : —98¢ % - x Py
=50I|rT(1)i—=50-49I|rTg) — =
x— exz ) (_2) ) x—l3 x—> exz
: -2
B "50.49...20m ="
x—0 e;z
—2x~
=50-49---2lim — =
e’ (-2 5
1
=50-49...2. 1I|m—1 50-0=0
0 A

Priklad 4.74. Urgete lim (Inx -In(1 - x)).

x—>1—

Reeril Zde opemusme pedevam limitovanou funkci napsat ve tvaru paaiMEzeme tedy postupovat
napr takto:

IN(1—x) 1
lim (Inx-In(1—-x)) = — =
x—>l—( ( )) x—1— 1
Inx
1
'H . T . Inx
= lim ﬁ:hm xInx - =
x—>1— __I = x—1— 1—x
. Inx
=— |lim xInx - lim =0-1=0
x—1— x—=1-x —1

Zde jsme poliiti I'Hospitalovo pravidlo typu”%). Lze ovem postupovat i druhy zpisobem:

. . Inx u . 1
lim (Inx-In(1—-x)) = lim —— = | — =
x—1— x—1— s x—1— —m i (_1)
1 IN?(1—x) r 2In1—x) - 1= - (-1
_im L g MOy, 2N D _
r—>l-x x—>1- % x—>1- (=D

—X (1 x)2
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In(1 o (-1
= 2 im DO Wy D
x—1— i x—1— _m . (_1)
=2 lim (1-x =2-0=0.

Pt tomto druHen postupu jsme poilzlI'Hospitalovo pravidlo typu—
Povimnée si, 2 tento piklad bylo mono vypodst buds pouztim I'Hospitalova praV|dIa typtg
nebo s politim I'Hospitalova pravidla typt;i‘—0 Déka vypotu je ovem v obou pipadech fana A

PFi vypottu limit funkcitvaru i (x) ™ s pouitim nektereho z obou I'Hospitaloigh pravidel postu-
pujeme na zaatku zcela stejhgako pti viypodu elementeni metodou. Na@eme

h(x)k(x) — e[((x)lnh(x)
a potom pdtame lim (k(x) In h(x)). PYi vypotu této limity prirozenesnime poui I'Hospitalova pra-
vidla. Vyjde-lilim (k(x) Ink(x)) = A, potom

lim h(x)*® = .

XxX—a

Priklad 4.75. Urcete lim x*.

x—>0+

Reeril Jex* = e . Dae lim xInx = 0 podie Pikladu4.71 Tedy
x— 04

lim x* =€’ =1.
x—0+ A

Priklad 4.76. Urcete Iir(p XL
x—>04

Reril Jex™' ~1 = e -DInx 7hinva tedy vypoctst I|m (x — 1) Inx. Budeme asi v poKiesil pouzt

I'Hospitalovo pravidlo. Podotkiree vak, 2= nlkdy nic nezkame, nafBeme-li nisto i (x)"™ vyse

zmingny vyraz ¢ Opvykle se’tn situace sfie vyjasninezzkomplikuje. Wjde

lim (x* —1)Inx = I|m (e"'"x Dinx =
x—0+
. exlnx _ 1 ) exlnx -1 . )
= lim <7x|n x)— im ——— - lim xIn“x =
x—0+ xInx X—>0+ xInx x—0+
. 1 2 . E >
=1-lim (x?Inx)" =] lim lenx =0"=0.
Jim (% Inx)" = [ lim (+* )}

exlnx_l

Piipomemme, 2 k viypodu Iim jsme poudi vétu o limité slozne funkce s tm, ze vime,

Zze lim xInx = 0. (Viz Pnklad 4. 71 Zde je praeé skryto pouzi I'Hospitalova pravidla.) Dee pak

x—>+

lim x2 Inx = 0 op# podle Ptkladu4.71 VWchai tedy

x—>0+

lim x* 1= =1
x—0+ A
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Priklad 4.77. Urcete Ilm( T -1).

x—>0+
Re®ril Je

lim (x* —1) = lim (e""* - 1),

x—>0+ x—>0+
Im x*Inx = lim x*- lim Inx=1-(—00) = -0
x—>0+ x—0+ x—0+

s pouitim Piikladu4.75 Tedy

lim (""" —1) = lim "™ -1=0-1=-1
x—>0+ x—>0+ A

Pfiklad 4.78. Urtete Iir(p (cotgx)sinr,
x—>04
Regeril Je
I|m (sinx - Incotgx) = Iim sinx - (Incosx — Insinx) =

x—0

= lim (sinx - |nCOSx)— lim (sinx - Insinx) =

x—>0+ x—0+

=sin0-Incos0—-0=0.
K vypodu poslednllimity jsme pouzli Priklad 4.71(se = 1) a véu o limité sloznefunkce. Wchai
nam _
lim (cotgx)s™ = ¢€® = 1.
x—>0+

A
o . . I\x
Priklad 4.79. Urcete lim (In —) .
x—0+ X
Reeril Je
101 1
_ 1 _In(nd) .,  wIIC (—)
lim [x In(ln —)]: lim I I~ = |im ——— =
x—>0+ X x—>0+ = x—>0+ -5
X X
. 1 . 1 )
=lm — - -x=Ilm —- - lm x=0-0=0,
x—0+ |n % x—0+ |n ;1 x—0+
. 1\«
lim (In —) ==1
x—>0+ X A

1
X

Prikiad 4.80. Urcete lim (15— )’

x——+00 +1
Reeril Je
. 1 X . Intgs75 4
lim (=Int = lim —2+ =
x—>+00 <x 9 2x + 1) x——+00 X
H i ( 1 1 n(2x+1) — 275x> _
xotoo\tg coszzfjl (2x + 1)2 -
T ) 1

lim =2m lim
x=+00 (2¢ + 1)2sin 55 cos;™ e (20 + 1)2sin 22
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= —2n lim 1 =
o x—>+00 (2x + 1)23|n( 2’” — n) B

o i 22;3:1 T 1
T[x—|>+oo(Sin( 2nx IT) ( 2rrx _ )(ZX + 1)2>

2x+1 2x+
21x
—_— — T 1
=—2n lim 22— lim =
x¥=+00 Sin( 2 = — ) w00 (—XZHf )(2x + 1)2
1
=-2x-1- lm —— =-21-0=0,

x—>to0 —(2x + 1)
1

lim (tg zxm ) = =1

x—>+00 +1 A
—xlnays
Priklad 4.81. Urcete I|m<—xna) = ,a>0,b>0.
x—0\p* —xInb

Resrnl Je
1. a"—xlna

jim — In &< ¢ _
x—=0x b* —xInb

(ln[1+(;;;;:2;;— )] (a —xIna 1).i>

= lim =
a*—xIna _ 2
x—0 W — 1 b .xlnb X
i a*—xlna 1 . ya*—xlna-b"+xnb 1
B[S\ B JY .
x—0L\p* —xInb x2 x—0 b* —xInb x2
1 . a*—b*"—x(Ina—Inb)
= lim - lim =
x—>0 bx —xlnb x—0 x2
. —b"—x(lna—Inb) yyp . a*lna—>b"Inb—Ina+Inb
x—0 x2 x—0 2x
Inal.m a*—1 Inbl.m bx—l_
o 2 x=0 X 2 x—>0 X -
In Inb
= 2a I Na — 7 I b = = (In a — |n2b)

Zde jsme poUiti vysledku Pikladu?2.87. L'Hospitalovo pravidlo jsme mohli pdlinzjiz“ na samm za“é\tku

IzeTici, Zze se V&inou vyplafipouivat I Hospltalovo pravidlo atam, kde je to nezbytneutne Nakonec
nam vychai

lim (ﬂ)v_l? _ 2 (In%a—In?p)
—0\p* —xInb/ . .
1 1
Priklad 4.82. Urcete I|m<— — _1>
x—=0\Xx _

Reeril Zde se pouze nesme zaleknout tvaru limitovaneinkce. Pevedefm na spoléaého jmenova-
tele z niuddame potebnypodi.

1 1 . e—-1-—x
(2oL el
x—0 x(e¥ = 1)
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Nyni je jiZ momeaplikovat 'Hospitalovo pravidlo typtg. Nasledujcim obratem si Vak limitu mizeme
jegé zjednodug. Wjde

. e —1-x —l—
im ——— ( )
x—>0x(e"—1) x—>0
e —1—xH ee—-1 1 ee—-1 1 1
= |lim ———— = lim —— = = Iim =—=-1==
x—0 2 x—0 2 x— X 2 2 A

1
Priklad 4.83. Urcete Iim(cotgx — —).
x—0 X

Reeril Zdej je pouze nutneapsat cotg = 2=, Jinak postupujeme stejiako v piedchozm piikladé

sinx

lim (cotgx — }) = lim (C(_)SX — }) =

x—0 X x—0\sSinx x
| X COSx — Sinx im ( X  XxCOSx — sinx)
o © x—0\sinx x2

x—0 x Sinx

. X . xCOSx — Sinx . xCOSx — Sinx ry
= lim — - lim =|lm— =
x—0SINx x—0 x2 x—0 )C2

COSx — x Sinx — COSx

H . 1. . 1
= lim =——Ilimsinx=—=-0=0.
x—0 Zx 2x—>0 X 2 A

In(e* + x))-

Priklad 4.84. Urcete lim <\/x3+x2+x+1 Vx2+x+1-
X

X—>400

Reeril Tento piklad zdazujeme hlavheroto, & vypadavelmi slo4té. Obecrieale nefipravda, 2

nejsloztéji vypadajci piiklady nan dajinejvice prae. Lze ovem o@Kavat,  jejich vipotet bude dels
Ctend necht'si véma, jakymi obraty si postuphbudeme zjednodosat situaci.

lim <3/x3+x2+x+1—\/x2+x+1-—|n(ex+x)> =
x

x—>+00
= lim [(3/x3+x2+x+1—x)+(X—\/m'ln(ex+x))] =

xX—>+00
. . In(e* +
= lim (3/x3+x2+x+1—x)+ lim (x—\/x2+x+l'u>.
x—>—+00 x—>—+00 X

Prvritlimitu mlzeme vypdist zcela elementaim zptsobem.

lim (Va3 +x24+x+1-x)=

X—>400

g x4 x4+1-—x8 _
b0 (33 +x2+x+1) (Va3 +x2+x+1)x +x2
= lim it -3
B ) R e A
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K vypotu druhielimity pouzjeme podobnypostup.

lim (x—\/xz—{—x—{—l‘ln(ex—+x)> =
x

x——+00

= i [ -V )+ (VP x I - V p1 DE )]
X—>+00 X

= lm (x— V224 x+1)+ lim [m.@_w)]:
X—=>T00 X—>+00 x

s Xl gy (@ (X—In(e"+x))>_

_x—>+oox+m Xm0 X =
lim N O AL L gy (x —In(e +x))

= Yy P Y — X _
X—>+00 l+m xX— 400 X X— 400

1 1 1
=—+ lim \/1+ =+ = Im (Ine" —In(e' +x)) =
2 x—>+4o00 X x2 x—>+4o00
1 . e’ 1 . e +x
=—=+41- lim In =—=— lim In =
2 x—+o0 e 4+ x 2  x—4o0 e
1 X 1 1
=2 — lim |n(1 —):___o:___
x—+00 +ex 2 2

L'Hospitalovo pravidlo zde @& nebylo pouito. Jeho politi se objevuje pouzéplné na konci, nebot
zde potebujeme veé&, ze lim = = 0 (viz Piiklad4.72sn = 1,a = 1). Danalimita je tedy rovna

X—>400

In(e* )
n x+x>

1 1 1
i 33 2 — 2 . = = — — = ——
lim <\/x 2 fx4+1—vVx2+x+1 55 =

X—>400

1 1
Priklad 4.85. Uréete lim ((x+a)™"* —x™"7).

X—>—+00
Regril Nevime-li si rady, jak postupovat, zaeme vystfovanim obou Viyazu Je

142 1+1) In(x+
x+a) £ = gttt

Dae
. 1 . 1 i
lim [<1+ —) In(x —{—a)] = lim (1+ —) < Iim In(x +a) =1 (+00) = +00,
X— 400 X xX—>+00 X xX—>+00
. 1+2
im (x +a) * = +4o0.
X—>+00
Podobrie
(e g in
a
. . 1 .
lim (1+ )Inx: lim <l+ ) im Inx =1 (+00) = +00,
xX—+00 X +a xX— 400 X+ a xX— 400
. 1+ 1
im x " = +4o0.

X—>+00
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Limity obou denlitedy vychaeji +o0c. Mame-li ale trochu zkUsnosti, povenneme si, e

. 1 . In Ho 1
lim (— In(x + a)) = lim 7& +a) ™ Jim =0,
x—>+o00o\ X x—+00 X x—+o00 x +a

In : 1
Inx>= im —— "™ im Z=o,

x—+00 X +a x—>+00 X

lim (
x—+o0o\Xx + a

odkud plyne
1 1
im (x+a)* =1, lim x** = 1.

X—>—400 X—>400

V jistém smyslu Ize tedyici, Ze nan u pivodrilimitovanefunkce nejvece vadijednitky v exponentech.
Pokusme se jich proto zbavit tedujcim zpisobem:

. 1 g1 _ N N
lim ((X + a)l"‘x —x +x+a> — IIT ((x +a)(x+a) — XXH”) _
X—> 100

X—>+00

1 1 1
= lim (x(x +a)* +alx+a)? —xx”“) =

x——+00
. 1 . 1 1
=a lm (x+a)* + lim [x((x +a)* —x”“)]:
X—>+00 X—>—+00

. Lin(x+ 1
—a-1+ lim [x-(e* Nt _ g x)]:

X—>400
. e Inx ¢ YinGeta)— 3 In
—a+ lim [xe”“ x(e‘ T 1)] =
X—+00
1 |n(x+a)—i|nx
1 ex x+a _ 1 1 1
=a+ lim [x*™. T -(—In(x+a)— |nx>-x =
X400 ;In(x+a)—x+a Inx \x x+a
1 %In(x+a)—ﬁ Inx X
—a+ lim x™ . lim - —— - lim_(InGc+a) - Inx) =
X—>+00 X—>+00 < |n(x + a) ~ Yia Inx x—+o0 X +a

X

a Inx)) =

=a+1-1- lim ((In(x+a)—|nx)+(|nx—
X— 400 X

. a . alnx
=a+ lim In(1+—>+ lim =

x—+00 X x—+4o00 x +a
In
=a+0+a- lim al =a+a-0=a.

x—>+o0o x +a
(Piitom jsme poliiti vy sledKudfive odvozengh v tomto pikladu.) A

1 1

. t—e
PFiklad 4.86. Urete Imgﬂ .
X— X

Regril Snadno vitne, 2 mizeme ihned potiz I'Hospitalovo pravidlo typug. Dostavame

1
< In(1+x)

. (14+x"—e . e — € H
lim ———— - |m-— =
x—0 X x—0 X
PH . lln(1+x)( 1 1
= lim|e* ——In(1 —)]
x—)O[ x2 d+xn+ x(1+x)
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cozov&Em nevypadrilis perspektiviieLepd bude limitovanou funkci nejprve upravit.
1 Lina+
(1_J’_x)r_e . X ( x)_
m-———=Ilm——=
x—0 X x—0 X
(Lin@+x-1)

—elim =
x—0 X

e( Lin(14x)-1)

-1 ifna+x-1
elim 1 <im 2 =
=0 2In(1+x) —1 x>0 X

. In(1+x)—x|H
=elm ———— =
x—0 x2

_E ml—l—x_
x—=0 2x 2x -0 x(1+x)
e . 1 e

2

m
2x-01+x

(a+x)*—a*
X2

Priklad 4.87. Urcete Iing ,a>0.

Reeril Je
lim exln(a+x) _ exlna H

x—0 x2
o €N (In@ +x) + ) —e" . Ina

o )Ic—>0 2x o
1, grlnarn) . 4 et n(g 4+ x) —e"Ina
- ExIEIO X o
1I e Inig +x) —e"Ina
] 2x—>0 X -

— Lim et ——
x—=0 a—+x

1 et a+x a+x a
=z+51@o[ (e @ + ) — &+ ina) + (" Ina — e Ina)) | =

1 In(a+x) —Ina 1 . grintato) _ grina
= lim "M@+ . |im # 4+ =Ina- lim =
2x—> x—>0 X 2 x—0 X

In(1+4+ £ In ) ex(ln(a—i—x)—lna) -1
MJF ¢ - lim e . lim =

- lim
x—0 X 2 x—0 X

|n(1+ ;ﬁ) Ina ) er(n(@+x)—Ina) _ 1 i x(In(a +x) —Ina) _

T3t

1

— lim — - 1.lim

2a x— X + 2 x—=0x(n(a +x) —lna) x-0 X
1

Za

+

a

Ina 1
14 -1.0=-—.
2 a A

(1+x)i)x1_

Priklad 4.88. Urgete |im(
x—0 e

Reeril Nejprve upraime limitovanou funkci. Je

1 Lin2+x)
A+x)"\+ N naro-nt H(2nao-1)
() (€ ey )



4.2 Piiklady. 191

Tedy
. 1,1 . In(l—l—x)—er
im, 2 (F -+ =) = i =2
'ﬂ”ml%x_l_}”mﬁ__lim 1 _ 1
x50 2x 2x-0x(14+x)  2x->014x  2°
Odtud
1
1 T T |
"m(ﬂ)zezz_,
x—0 e Je A

V daldm uKaeme, jak Ize k'\podu limit pouzt Peanovy V.

N

X

osx —e ?

Priklad 4.89. Urcete Iing ¢ 2

X
Regril Podle Peanovy itg mizeme psa

x2  x* Rg(x)

003x=1—5+Z+R5(x), kdexll_[T(]) o =0,
2 "
. X X ” . R3(x) B
e" _1+5+E+R3(X), kdeJm xz —0
Napgeme-li v posled'nrovnosti—)‘—z2 misto x, dostaame
_a2 x2 Xt x2
€7 =1 4+ R”(——).
> gty
Dée pak
4 xz 4 X2 /1
RY(-%) 1. RY(-%) 1. R
lim ——== = —lim ——=5- = — =0
x—0 X 4 x—0 (_x_22)2 4 -0 y2

S pouztim v&y o limité slozenefunkce. Nynimame jiz vse piipraveno k vypodu daridimity. Vjde

V2
| COSx — € 2

x—0 )C4

.)Cz .)C4 .)Cz X4 / .)Cz
_im lmm R —1+ 5 5 - Ri(-5)

x—0 x4
4 4 2

LR . RY(-Y)
_ 78 5(0) 3\"32) _
- )Icano x4 + )IcILnO x4 )ICILnO x4

1 1 1

—(=-2)+0-0=——.

(4! 8> + 12

Piitom jsme poliiti vy $e odvozenevlastnosti zbytku Upozoriujeme, "2 Garky u pismenR zde ani
v daldm neznacderivaci. A
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e'sinx — x(1+x)
3 .

Priklad 4.90. Urcete Iing

X
Reeril Je
2 /
R3(x)
e"_1+1'+2 + R5(x), kdexll_rjg 2 =0,
3 R
XX Y - Ry(x)
sinx = 13 + Ry (x), kde X|I_I;T(1) = 0.
Tedy
x? x3
e sinx—x(1+x) = (1+x+ > +Ré(x)) . <x 35 +RZ(x)> —x—x’=
%3 ) x4 %3 5 2
— _ R// _ - R// R// R
X 5 + Ry(x) +x 6 +xR;(x) + = > 12+ > 2(0) + xR3(x) —
X3 / / " 2 X3 X4 X5 " "
- ERa(x) + R3(x) - Ry(x) —x —x° = 376 D + Ry (x) + xRy (x) +

X2 )C3
+ ?RZ(x) + xRy(x) — —
Odtud dostaame

. €sinx —x(1+x)
lim =
x—0 X

R3(x) + R3(x) - Ry (x).

— lim (1 _x_x LR R X Rix) | Ry
x—0 3 6 12 x3 x3 2 xs x2
X2 R3(x) 2. Ry(x) Rg(x)) _1
6 2 x? x3 3 A

Priklad 4.91. Urete lim (v/x® + x5 — ¥/x6 — x5).

X—>0Q0

Regril Limitovanou funkci nejprve uprame. Je

s/x6+x5—s/x6—x5=x§/1+l—x\/

Dae mizeme napsat

1 Z 1 1
Vi+y=@A+ys = <8>y°+ <i>y + Ro(y) = 1+ 2y + Ra(y).

Odtud dosazém y = % respektivey = —= dosfa/ame
6 1 11 1
1+ 2 =142 2+ Ry(=),
x 6 x x
6 1 11 1
1-Z=1-2 24 Ry(—2),
x 6 x X

\/1+ f/l—%

Ra(y)
y

=0.

kde lim
y—0
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VSechno mane tedy pipraveno k vypottu limity. Dostaneme

lim (V6 + x5 — ¥/x6 — x5) =

\/1+ \/1

= |lim

X—>00

= lim T =
Ro(1 R(-1
ﬂ'ﬂ'&(‘ * 2;(X) * ZE; )) =
Ra(3) Ro(=3) _ 1 1
IR S e el

Priklad 4.92. Urcete fim[(x® -+ + %) e V],

X—>0Q0

Re@ril Limitovanou funkci openejprve upraime.

s 2, X\ 1 3 1 1 1 . 1
(x —X +§)e —Vxb+1=x <1—;+§ F>e —xG14+ ==
1
(1-2+3-2)e - /143
= i .
x3
Déle plafi
¢ =1+ +y—2+y3+R() kde lim 2a®) _ o
2' 3 4y y—0 y3 -

Polozme-li y = 1, dostaame

Podobrieplafi

1

R5(y)

1
VIty=Q+yi= <o>y + <1>y+Ré'(y) kde lim —= y =0.

PoloZme-li zdey = %, dostaame
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Tedy
1
a-ieidye - ied
lim I =
xX—>+00 F
1 1 1 1 11 11 1
f— i 3 _— —_ . — —_ —_ . — —_ — / —_— —
_xlr-poox (l x+2 x2><1+x+2 x2+6 x3+R4(x>)
11 R”( 1 ] .
2 %6 2\x8/1 7
lim 3[1+ T L
—_— _x — —_— . — —_ . — — — —_— —— — — .
x—>400 x 2 x2 6 x x x2 2 x3
T ] =
2 x2 2 x8 N
1 1
= 3 —_ —_ . — -
- xﬂrpoox (6 x3 ) 6’
Piitom tedkami jsme naznalt Cleny, ktefepfi limitovani davaji zrejménulu. A

Lze pedpoklaat, z pii potitani téchto piikladuétend’e napadatazka fikajici se stuph Taylorovich
polynomiy kterepfi vypodech potivame. Asi je nejlpe odpoVvdé, Ze stuprigopouivanich Taylorovgh
polynonmiuuréujeme Vi&inou experimeritaé. To ovem znamenaze Vipotet neprobna tak hladce, jak
ho zde pedvalime.

Priklad 4.93. Uréete lim [x _x2 |n(1+ %)] .

X—>400

Regeril Je
X — len(l+ %) = xz[)—cl — In(1+ %)] .
Dée
IN(L+ y) = % - y; + R3(y), kde lim 3y(2y) —0,
n(14+5) =<~ 3 5+ Rs(3).  kde lim f) ~0
Tedy
iy [e— ] [ (o 2] -
A
1
=5 Am, }(;‘):%*0:% N
PFiklad 4.94. Uréete |im<E - i) .
x—>0\Xx Sinx
Re®ril Je _
} 1 _Sinx —x

x Ssinx X Sinx
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R3(x)
=

sinx = % 4 Rs(x),  kde lim 0.

x—>0 x

Tedy

1 . sinx —x
im (£ = 2) = tim ST
x—0 \Xx SiNx x—0 XxSINx
_ R3(x) — . /R
:l.mwzw s@.;):
x—0 X SINx x—0 X SiNx
R .
—iim B9 i X _g.1-0,

x—0 x2 x—0 Sinx

Vidime, 2 neninutne kazdou funkci, ktefase v limitovarien vyrazu vyskytuje, vyjatvat pomoci
Taylorova polynomu a zbytku. A

Piklad 4.95. Uréete |im[3(E - cotgx)] .

x—0Lx \x
Reeril Je
1,1 1,1 cosx 1 sinx —xcosx  Sinx — x COSx
—(——cotgx>=—<—— - )=—- - = >
X \X X \X SiNnx X X SINx xX<Sinx
a
PR S kde lim Ka%) _ g
SINx = 5 — 5 + 4(X), exm 3
2 "
L R
cosx =1— o + R3(x), kde x|I_I;T(1J 2 = 0.
Tedy
. 1 . Sinx — x cosx
lim [—(— — cotgx>] =Im —— =
x—=0Lx \x x—0 x<Sinx
3 2 /
o x—%+Rg(x)—x(1—%+R3’(x)):
x—0 X2 sinx
=P LR —x+ 5 - xRy x
x—0 x3 SINx
1 . R)(x) . Rikx) x 1 1
=(=+ lim 22 — lim =2 ) |m.—=(—+0—0)-1=—.
<3 x—0 x3 x—>0 x2 x—0SINx 3 3 A
- - 3
. sin(sinx) — ¥/1 — x2
Priklad 4.96. Urcete Ilng (sinx) s al .
x— X
Reeril Je . .
SN S L L L Re(n) _
siny = ﬂ—§+§+Re(y), kdexlm 5 =0.
Odtud po dosazéni = sinx dostarame
. sinx sirPx  siPx R (sing) —
sin(sinx) = 0 3 + 5] + Rg(sinx) =
. 1. 1 . . . RL(sinx)
= sinx — = sir’x + — sir R (Sinx), kde lim -8 ——~ —
X = g SIMx + g5pSIm ¥ + Re(Sinx) <0 Sirbx
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Snadno t2 vidime, 2

. Rg(sinx) . rRs(sinx) /sinx\57 . Rg(sinx) . sinx\5 5
i e = im[ S () )= m e (im =) oo
Dae L L L
1 = . R3(y)
1 =(3)y° R} kde lim—=-==0.
1+ <o>y +<1>y +<2>y + R3(»), 6T y2

Po dosazeny = —x? a vynasobenw dosfaame

x(l—xz)%—(%>x (l>x +(l>x 4+ xRI(—x?) =
—\o 1 2 s

1 1 ) . Ri(—x?)
:x—§x3—§x5+xR3’(—x2), kde xII—Ij(]JST =0.

Wchazi nam tedy

. 1 1
lim sinx — = sin’x + — sir x +

sin(sinx) — x+/1 — x2 _ I|m [ 15<
X

x—0 )C5 6 120
! (i 1 3 1 5 " 2
+ Re(Sinx) —x + Za% + £ x® — xRy(—x ))] -
1 sin5x 1. x° R/(Sinx) R (—x?)
— lim lim = + lim —-—— — |jim =~~~
120x—>0 x° 9 x—0 x° o x—0 x> x—0 x4

o1/ 1 . 1
+ lim —5<Slnx—ésm3x—x+:—3x3> =

x—0x
1 1 1 1
= ﬁ)+ 9+0 O+)IC|E1 x—(smx—65|n3x—x+:—3x )
K vypottu posledhlimity pouzjeme jednak vyjdreni
o 1, 1 5 - Rg(x)
Slnx—x—éx +1—20x + Rg(x), kdexll_r)rg 5 =0,
jednak vyjalteni
1
sinx = x — 5 X3+ Ry(x), kde I|_r)n 1(3 ) _ =0.

Z poslediino vyjadferiidostarame
1
Sin3x=x3—§x5+--- ,
kde te&y nahrazdujicleny, ktefepo vyddeni x° a limitovani x — 0 davaji nulu. Nyrilvychzi

lim 1(sin lsin3 +1 3)
x—=Sifx —x+-x") =
6 3

x—>0x5
=Iimi(x—1'x3+ 1x+R(x)—}x3+ix —x+1-x+ )
x—0 x5 6 120 6 6 12 3
x—>0 x5 120 120

Celkem tedy dostsame
sin(sinx) — ¥/1 — x2 1

i, 1119
x>0 x5 120 9 120 10 9 90 A
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hta)
Priklad 4.97. Urtete lim 290 — X
x—0 X
Reeril Je PR
_ y . Ra(y)
e = 1+ +§+§+R4(y) kde yll_l:fg) y3 =0.
Odtud ) .
XYY . Ra(—y)
e’ =1 l!+2! 3'+R4( y), kdeyll_r)rg) 3 =0,
a tedy

. e
sinh(y) = =2 42 4 2 (Ra(y) = Ra(—)).

Po dosazeény = tgx dostavame

N
=
w
NI

1
= tgsx +

sinh(tgx) = tgx + 6

1
5 (Ra(tgx) — Ra(—tg)).

pficemzihned vidme, 2
R4(tgx) — Ra(—1tgx)

)ICIE10 2x3 =0.
Wchazi nam tedy
im sinh(tgx) — x _
x—0 _x3

—|imi(t +}t3 + 2 Ratgm) — L Ra(—1ga) — )—
= gx gx > 4gx > 4 g_x X)) =

_ | (tgx> 4 } im R4(tgx) — R4(—1gx) + lim tgx — x

x—>0\ Xx 2 x—0 x3 x—0 x3

6
1 . Sinx — x cosx
= =.134+ 0+ lim —— =
6 x—=0 COSx -Xx
1 1 . Sinx—xcosx 1 . sinx— xcCoOSx
= Im - lim = —+Ilim ————
6 x—0 COSx x—0 x3 6 x>0 x3

K vypotu posledhiimity pouzjeme vyjadreni

H _ 1 3 1 A/l(x) _
sinx =x — éx + Ry(x), kde xll_rB &= 0,
_ 1 2 " H Rg(x) _
cosx =1-— Ex + R3(x), kde x“_[% 2 = 0,
odkud 1
X COSx = x — Exs + xR3(x).
Tedy
Iimsinx—xcos)c_"ml 1 LR +1 RI)) = fim 1 1 5 1
x—0 x3 _x—>0x3<x 6x alx . 2X * Sx)_x—>0(x3.3.x>_3'
Celkem tedy vychz
. sinhtgx)—x 1 1 1
im —— ==+ - ==
x—0 x3 6 3 2 A
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Na Za/&r nyni ukazeme, jak Ize vyliz Lagrangeovu V@i o stiedrii hodnotek dikazu ri&terich
nerovnosti

Priklad 4.98. Dokaze, 2 pro libovolriaa, b € R plafi nerovnost
| sina — sinb| < |a — b|.

Reerl Nerovnost je zjmav pfipadea = b. Necht tedya < b. Uvazijme funkci f(x) = sinx
na intervalu(a, b). Funkce sirx je spojitana (a, b) (nebot je spojitavdude). Podle Lagrangeovy e
o stredrithodnofetedy existujet € (a, b) tak, 2

f(b) = fla) = f'E)b —a),
sinb — sina = cos¢ - (b — a).

Potom Zejme
| sina — sinb| = | sinb — sina| = | cosE| - |b — a| < |a — b|,

¢imz je danianerovnost pra: < b dokaana. Je-lia > b, pak podle pedchozino plat
| sinb — sina| < |b — al,
cozov®Em ope mizeme psave tvaru
| sina — sinb| < |a — b|. A
Priklad 4.99. DokaZe, z pro libovolnal < b < a, p > 1 platinerovnosti
pb? Y@ — b) < a? —b? < pa’Ya —b).

Reeril Zde stdc na intervalu(b, a) uvamvat funkci £ (x) = x”, kteraotvidné splfuje predpoklady
Lagrangeovy Vi o stiedrithodnote Existuje tedy¢ € (b, a) tak, =

fla) = f(b) = f'(¢)(a—b),
a? —b? = pePYa — b).

ZiejmebP 1 < £P71 < P~ (zde vyuivame pedpokladp > 1), take

pb"Y(a —b) < p&"Y(a —b) < pa”(a - b),
pb? Ya —b) < a” —b” < pa’Y(a — b). A

Priklad 4.100. Dokaze, z pro libovolriaa, b € R plafi nerovnost
| arctga — arctgb| < |a — b|.

Re%eri. Nerovnost je Zjmaproa = b a rovng je vidd, ze stat ji dokazat proa < b. Na (a, b)
uvaaijme funkci f (x) = arctgx. Podle Lagrangeovy g existujeé € (a, b) tak, 2

arctgh — arctga = (b —a).

1
14+&2
Odtud dostaame

1
1+¢2

| arctga — arctgb| = | arctgb — arctga| = ‘ ‘ b —al <|a—b|.
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Priklad 4.101. Dokaze, Z pro libovolda0 < b < a plafi nerovnosti

a—>b a a—>b
<In- <
b

a

Regeril Zde si stituvedomit, 2 In% = Ina — Inb. Uvazaujme funkci f (x) = Inx na intervalu(b, a).
Podle Lagrangeovy g existujeé € (b, a) tak, 2 Ina —Inb = % (a — b). Plati

1 1 1
O<b<é&<a, -—<—-< -,
a & b
-b 1 —b —b —b
a <_(a_b)<a , 2 <Ina—Inb <2 ;
a b a
a—>b a a-—>b
<In- <
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